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Sinus als Seitenverhaltnis — Bearbeitungsstrategien und
Vorstellungsdefizite

Fur ein sinnkonstituierenden und inhaltlich tragfahigen Mathematikunter-
richt stellen Grundvorstellungen eine zentrale Kategorie dar. Wéhrend in
vielen inhaltlichen Bereichen auch empirische Ergebnisse zu Grundvorstel-
lungen vorliegen, ist dies fur den Bereich der Trigonometrie bisher nur auf
stoffdidaktisch-normativer Ebene erforscht. Der vorliegende Beitrag fokus-
siert auf eine erste empirische Grundlegung der Verhaltnis-Vorstellung, eine
der Grundvorstellungen von Sinus und Kosinus am rechtwinkligen Dreieck.

1. Grundvorstellungen zu Sinus/Kosinus und Forschungsstand

Salle und Frohn (2017) identifizieren in einer normativen Analyse die Sei-
tenverhaltnis-Vorstellung als eine von vier Grundvorstellungen im Bereich
Sinus und Kosinus, die im Mathematikunterricht der Sekundarstufe I und Il
relevant sind. Diese lauten (formuliert fiir Sinus, analog fur Kosinus):

e Verhaltnis-Vorstellung: Sinus im rechtwinkligen Dreieck als Seitenver-
haltnis von Gegenkathete und Hypotenuse.

e Projektions-Vorstellung: Sinus im rechtwinkligen Dreieck als Projekti-
onsfaktor bei Projektion der Hypotenuse auf die Gegenkathete.

¢ Einheitskreis-Vorstellung: Sinusfunktion als Zuordnung eines Winkels im
Einheitskreis zu einer Punktkoordinate bzw. Seitenlange.

e Oszillations-Vorstellung: Sinusfunktion als funktionaler Zusammenhang
oszillierender Vorgénge.

Die Verhéltnisvorstellung kann dabei unterschiedlich ausgeprégt sein. Bezo-
gen auf ein spezielles Dreieck bezieht sie sich auf die Verhaltnisse der spe-
ziellen gegebenen Seitenldngen (einfach). Wird die Vorstellung auf eine
Klasse von Dreiecken bezogen, bezieht sich das konstante Verhéltnis auf die
Seitenlédngen aller Dreiecke in dieser Klasse (erweitert). Weiterhin kann die
Vorstellung auf verschiedene FEinzelfille bezogen sein, ohne ,,bewegli-
che Zusammenhédnge zwischen den Dreiecken in Betracht zu ziehen (sta-
tisch) (vgl. Roth, 2005). Werden solche Ubergiange mental durchgefiihrt und
verschiedene Dreiecke beispielsweise durch Bewegungen von Eckpunkten,
Verléangerungen von Seiten, etc. ineinander Uberfihrt, liegt bereits ein men-
tal bewegliches Modell vor, welches Kovariationen von Winkel, Seiten
und/oder Seitenverhaltnissen erlaubt (dynamisch).
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2. Forschungsfragen und Anlage der Studie

Aus bisherigen Forschungsergebnissen zu Sinus und Kosinus und auf
Grundlage der normativen Vorarbeiten verfolgt das Projekt GruSiKo die
Fragestellung, inwieweit individuelle Vorstellungen bei Schilerinnen und
Schilern vorliegen und wie sie sich zu den vorgestellten normativen Leitli-
nien verhalten. Weiterhin sollen Fehlstrategien und Vorstellungsdefizite im
Bereich Sinus Kosinus identifiziert und mit bekannten Fehlermustern sowie
Ergebnissen in Beziehung gesetzt werden (u.a. Kendal & Stacey, 1997, We-
ber, 2005).

Um diese Ziele auf breiter Ebene verfolgen zu kénnen, wurde ein schriftli-
cher Test entwickelt, in dem Items zu verschiedenen Auspragungen der Ver-
haltnisvorstellung eingesetzt wurden. Der Test wurde in vier zehnten Klas-
sen pilotiert (n = 77), die Testzeit dauerte 30 Minuten. In den Klassen wurde
der Einheitskreis bereits eingefuhrt, jedoch noch keine systematischen Be-
trachtungen von trigonometrischen Funktionen.

Auf Basis der Testbearbeitungen wurde eine zweistufige Analyse der Ergeb-
nisse durchgefuhrt: a) Dichotome Auswertung der Losungshédufigkeiten, b)
Klassifizierung korrekter und inkorrekter Bearbeitungen hinsichtlich ahnli-
cher Strategien und Fehlermuster. Im Folgenden werden die Ergebnisse der
Aufgabe DV (s. Abb. 1) im Hinblick auf die 0.g. Forschungsfragen analy-

Du siehst hier zwei rechtwinklige Dreiecke. Der Winkel a ist genauso grofR wie der Winkel B. In dem linken
Dreieck ist sin(a) = 0,4.

Was kannst du tber sin(B) in dem rechten Dreieck aussagen? Ist sin(B) groRer, kleiner oder gleich sin(a)?
Begriinde deine Antwort.

Abb. 1: Aufgabe DV zur erweiterten Verhaltnisvorstellung

3. Ergebnisse

Von den 77 Schiilerinnen und Schilern 16sten 71 % die Aufgabe DV korrekt.
26 % Bearbeitungen waren fehlerhaft, 3 % der Schilerinnen und Schiiler
bearbeiteten die Aufgabe gar nicht (s. Abb. 2).

Im zweiten Schritt wurden die korrekten Lésungen nach Bearbeitungsstrate-
gien klassifiziert. Dabei konnten drei grundlegend verschiedene Arten von
Begriindungen bestimmt werden. Diese sind im Folgenden mit einer jeweils
typischen Bearbeitung abgebildet:
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Korrekt 71 %
Fehlerhaft 26 %
N.B. 3%
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Abb. 2: Losungshaufigkeit des Items DV

+ Begriindung durch Gleichheit der Winkel (30 Lésungen): ,, « und £ sind
gleich, darum ist auch der Sinus von beiden gleich.*

+ Begriindung durch Gleichheit der Seitenverhéltnisse (9 Losungen): ,,Die
Seitenverhaltnisse sind in beiden Dreiecken gleich, deshalb ist auch der Si-
nus gleich.*

+ Begriindung durch Ahnlichkeit der Dreiecke (16 Losungen): ,,Die beiden
Dreiecke sind ahnlich. Dann ist auch Sinus von den Winkeln in beiden
gleich.

Zudem wurden die fehlerhaften Losungen hinsichtlich &hnlicher Bearbeitun-
gen klassifiziert. Dabei traten zwei Kategorien fehlerhafter Bearbeitungen
auf. Wie oben ist jeweils eine exemplarische Losung angegeben.

— Begriindung durch GréBe des Dreiecks (9 Losungen): ,,Ich denke, dass
sin(f) groRer ist als sin(a). Die Winkel mdgen zwar gleich groR sein, aber
das rechte Dreieck ist groRer und somit sind die Seiten auch langer. sin()
oder/und sin(f) beziehen sich ja nicht auf die Winkel, sondern auf die Sei-
ten.«

— Nicht ausreichende Begriindungen (11 Losungen): ,,Sinus ist gleich weil
die Dreiecke auch gleich sind nur das eine grofer ist.*

4. Diskussion und Fazit

Insgesamt wird die Aufgabe von fast drei Vierteln aller Schilerinnen und
Schuler korrekt geldst. Diese verfuiigen demnach tber Strategien bzw. Kennt-
nisse, wie man Sinuswerte zweier dhnlicher rechtwinkliger Dreiecke ver-
gleicht.

Dabei wurde in 9 korrekten Bearbeitungen ein expliziter Bezug zu den Ver-
héltnissen der entsprechenden Seiten in den Begrundungen sichtbar. Hier
kann davon ausgegangen werden, dass die jeweiligen Schilerinnen und
Schiler Gber eine Vorstellung zu Sinus verfligen, die wichtige Aspekte einer
der Verhaltnisvorstellung beinhaltet.

30 Bearbeitungen begriinden ihre Bearbeitung mit der Gleichheit der Win-
kel. Hier liegen Ansétze vor, die im weiteren Verlauf des Unterrichts fur die
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Einheitskreis-Vorstellung relevant werden, da sie als Zuordnung zwischen
Winkel und Seitenlange/Seitenverhéltnis/Sinus-Wert verstanden werden
konnen. Inwieweit hier eine Verhaltnis-Vorstellung vorliegt, l&sst sich auf
Basis dieser Antworten jedoch nicht feststellen.

In 11 korrekten Bearbeitungen wird durch den Riickbezug zur Ahnlichkeit
der beiden Dreiecke eine einwandfreie und in Fachsprache verfasste Begriin-
dung gegeben. Inwieweit die Lernenden in der Lage waren, den Begriff der
Ahnlichkeit zu ,.entfalten* und Folgerungen auf die Invarianz der Seitenver-
haltnisse ahnlicher Dreiecke ziehen kdnnten, kann auf Basis der schriftlichen
AuBerungen nicht naher beantwortet werden.

Bei der Klassifizierung der fehlerhaften Bearbeitungen zeigt sich eine typi-
sche Fehlstrategie, die auf einer unvollstandigen bzw. fehlerhaften Vorstel-
lung beruht: Sinus wird nicht als Verhaltnis zweier Seiten verstanden, son-
dern als Zahlenwert, der auf der Lange der Seiten beruht. Antworten von
Schulerinnen und Schillern, die die Frage in dieser Art beantworteten, geben
Hinweise auf eine Fehlvorstellung. In Wechselwirkung mit der Einheits-
kreis-Vorstellung besteht zudem die Gefahr, dass die genannte fehlerhafte
Vorstellung noch gefestigt wird: Die Festlegung der Hypotenuse als 1 fuhrt
gerade zur Gleichheit von Seitenlange der Gegenkathete und Seitenverhélt-
nis von Gegenkathete und Hypotenuse.

5. Ausblick

Auf Basis der vorgestellten Bearbeitungen und den Ergebnissen der tbrigen
Aufgaben des Tests konnte eine detailliertere Untersuchung von Schiilervor-
stellungen — beispielweise in Form von Interviews — weitere Zusammen-
hénge zwischen Begriindungsmustern und Vorstellungen zu Seitenverhalt-
nissen in rechtwinkligen Dreiecken offenlegen. Insbesondere im Hinblick
auf einen grundvorstellungsorientierten Mathematikunterricht ist dies mehr
als winschenswert.
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