Alexander SCHULER-MEYER, Eindhoven (NL)

Wie verstehen Lernende im Ubergang zur Hochschule
logische Beziehungen?

Die Definition von Folgenkonvergenz ,,(a,,) konvergiert gegen a genau
dann, wenn fir jedese > 0ein N € N existiert so dass |a,, — a| < e fir
allen > N* drickt logische Beziehungen aus. Beispielsweise beschreibt
,fiir jedes € > 0 ein N € N existiert eine logische Beziehung, die Lernende
propadeutisch zundchst im Sinne einer funktionalen Relation verstehen
konnten. Um die logischen Beziehungen der Definition erfassen zu kdnnen,
mussen Lernende in der Hochschule zunédchst ihre einzelnen Bestandteile
verstehen (Oehrtmann, Swinyard & Martin, 2014). Ein solches Verstandnis
der Bestandteile der Definition kann erreicht werden, indem Lernende in
reichhaltigen Lerngelegenheiten zunédchst ein informelles und intuitives Ver-
standnis dieser einzelnen Bestandteile aufbauen. Es wurde aber bisher kaum
untersucht, wie Lernende ihr Verstandnis der logischen Beziehungen entwi-
ckeln. Diese Frage ist aber hoch relevant, da logische Beziehungen in der
Hochschulmathematik auf abstrakte und formale Weise realisiert werden,
was selten in der Schulmathematik unterrichtet wird (Hoyles & Kiichemann,
2002). Im Kontext eines Kurses, der Lernende in der schulischen Oberstufe
auf Hochschulmathematik vorbereitet, wird hier die Frage untersucht, wie
Lernende die logischen Beziehungen der Definition von Folgenkonvergenz
lernen und verstehen (Schiler-Meyer, in press).

1 Logische Beziehungen und Hierarchien im Ubergang zur Hochschule

Um die logischen Beziehungen der Definition von Folgenkonvergenz zu ver-
stehen, missen Lernende die Prozesse, die hinter den Quantoren stehen, als
Objekt verstehen. Wenn ein solches Verstandnis nicht aufgebaut ist, miissen
sich Lernende etwa ,fir jedes € > 0 existiert ein N € N* als einen Prozess
des ,Wihlens und Findens® vorstellen, was die logischen Beziehungen der
Definition schwerer zuganglich macht (Dubinsky, Elterman & Gong, 1988).

Ein Teil der Schwierigkeiten der Lernenden mit der Definition von Konver-
genz lasst sich auf die formale Sprache der Mathematik zurtickfiihren. Die
logischen Beziehungen der obigen Definition werden sowohl in Textbiichern
als auch in der Interaktion zwischen Lehrenden und Lernenden oft sprachlich
ausgedriickt, d.h. als ,.fiir jedes®, ,,existiert ein®, ,,fiir alle* (vgl. oben). Diese
Formulierungen sind bereits alltagssprachlich belegt, so dass Lernende oft
mit diesem alltagssprachlichen Verstandnis tber die dahinter liegenden
Quantoren nachdenken (Cornu, 1991), was ein formal-logisches Verstandnis
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erschwert (Epp, 2003). Da Sprache zudem zentral fiir die Konzeptentwick-
lung ist, kann vermutet werden, dass sprachliche Schwierigkeiten den Auf-
bau eines tragfahigen formal-logischen Konvergenzbegriffs behindern.

2 Nacherfindung von Konvergenz und Stetigkeit

Die vorliegende Fallstudie ist in einem Ubergangskurses verortet, der das
Ziel hatte, Lernende in der Oberstufe auf den Ubergang zur Hochschulma-
thematik vorzubereiten. Dieser Ubergangskurs fand im Schuljahr 2016/17 an
einem Dortmunder Gymnasium statt. In diesem Ubergangskurs wurde eine
finfwochige Einheit entwickelt und durchgefuhrt, in der elf Lernende Fol-
genkonvergenz und Stetigkeit nacherfunden haben. Die Nacherfindung von
hochschulmathematischen Konzepten ist ein etablierter Ansatz, um Ler-
nende auf Hochschulmathematik vorzubereiten. Solche Ansétze fulien in
Prinzipien der Realistic Mathematics Education, insbesondere dem Prinzip,
dass Konzepte in informellen Erfahrungen in reichhaltigen Kontexten ange-
bahnt und von diesen informellen Erfahrungen ausgehend formalisiert wer-
den (van den Heuvel-Panhuizen & Drivers, 2014). Als reichhaltiger Kontext
zur Nacherfindung von Konvergenz diente die Erkundung von unendlichen
Folgen mithilfe von Epsilonstreifen (Ostsieker, 2019). Dazu wurden den
Lernenden Folgen gegeben, die sie mit Epsilonstreifen klassifizieren sollten.
Die gegebenen Epsilonstreifen sollten so viele Folgenglieder wie mdglich
Uberdecken. Je nach gewahlter Hohe eines Streifens (das &) variiert der
Punkt, ab dem alle weiteren Folgeglieder vom Streifen berdeckt werden
(das N). Bei divergenten Folgen kann solch ein Punkt nicht fir alle Streifen-
héhen gefunden werden. Durch eine Klassifizierung von Folgen mithilfe von
Epsilonstreifen entwickeln Lernende eine erste informelle VVorstellung der
obigen Definition (vgl. Schiler-Meyer, 2019).

3 Methodologie

In der hier dargestellten qualitativen Studie, die in der Forschungsmethodo-
logie von Design-research angelegt ist, werden Lernprozesse untersucht, in
denen Lernende ihr Verstandnis der logischen Beziehungen und Hierarchien
der Definition von Folgenkonvergenz entwickeln. Die Lernprozesse in der
Einheit zur Folgenkonvergenz und Stetigkeit wurden videografiert und
transkribiert. FUr die Einheit wurde die Lerngruppe in zwei Gruppen geteilt:
Die zweite Iteration der Einheit wurde in der einen Gruppe durchgefiihrt,
wéhrend die anhand der Auswertung der zweiten lteration verbesserte dritte
Iteration in der anderen Gruppe mit einer Woche Verzogerung durchgefuhrt
wurde. Beide Iterationen wurden von zwei Masterstudenten implementiert.

Die qualitative Analyse der Lernprozesse fokussiert darauf, wie Lernende
logische Relationen realisieren (im Hinblick auf mathematische Darstellung
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und auf zugrunde liegende mathematische Vorstellungen) und wie Lernende
Quantoren sprachlich-diskursiv in der Interaktion realisieren.

4 Ergebnis: Sprachliche Realisierung von Hierarchien

Vor der folgenden Episode haben die Lernenden die Idee entwickelt, dass es
bei konvergenten Folgen einen Punkt A (das N in der obigen Definition) ge-
ben muss, der von m (der HOhe des Epsilonstreifens) funktional abhéangig
ist. Entsprechend markiert der Punkt A(m) den Startpunkt, an dem man einen
Epsilonstreifen mit Hohe m an einer gegebenen Folge anlegen muss.

Leh: Okay, das heil3t bei [konvergenten Folgen] ist es so, dass flr dieses m
eins existiert und eine Abhéngigkeit davon entsteht. Und zwar nicht fir ir-
gendein m, sondern wie du schon gesagt hast, fiir jedes m. [...]

Leh: Wir haben jetzt schon wirklich einen grof3en Teil. Das m das groRer O
ist. Und wir haben das A, das nur dann existiert, wenn wir berhaupt eine
Pendelfolge haben fur jedes m. das konnt ihr ja schon einmal so in einem
Halbsatz formulieren. [...]

Lorenz: Ja ich weil} immer noch nicht, wie wir es aufschreiben sollen.

Leh: Also du hast angefangen mit, das war ein guter Start, fiir jedes m groier
0. Und jetzt haben wir gerade festgestellt, bei Pendelfolgen ist es so, dass fiir
jedes m grofl3er 0 eben ein A von m existiert.

Leif: Fir jedes m groRRer O existiert ein A von m.

Leh: Zum Beispiel. Das waére ein guter Beginn, das konnt ihr ja schon einmal
aufschreiben.

Diese Episode setzt ein, nachdem die Lernenden zwei Bestandteile der De-
finition jeweils separat voneinander verstanden haben, ndmlich dass man bei
konvergenten Folgen jede Hohe m wéhlen kann, sowie dass es einen Anle-
gepunkt A(m) fir Epsilonstreifen gibt, der funktional von m abh&ngt. Wie
die AuBerung von Lorenz zeigt, sehen die Lernenden den Bedarf, beide Be-
standteile zu verbinden. Sie haben jedoch Schwierigkeiten, diese beiden Be-
standteile der Definition explizit aneinander anzubinden. Der letzte Teil der
obigen Definition wird in dieser Episode implizit mitgedacht, ist aber auch
noch nicht explizit an die anderen Bestandteile der Definition angebunden.
Der Lehrende gibt nun ein Formulierungsbeispiel, das von Leif sofort in fast
identischem Wortlaut iibernommen wird. In Leifs AuBerung und in der fol-
genden Konversation (nicht abgebildet) wird das Wort ,,existiert™ iibernom-
men, moglicherweise aufgrund der mehrfachen Nutzung des Worts durch
den Lehrenden in dieser Episode. Vermutlich ist den Lernenden das Wort
,existiert™ aus der akademischen Schulsprache bekannt, aber dessen Benut-
zung in der Mathematik ist fiir sie neuartig, so dass eine solche imitierende
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Nutzung des Wortes nicht Uberrascht. Wahrscheinlich tragt das Wort ,,exis-
tiert™ hier also noch keine logisch-formale Bedeutung, so dass auch die bei-
den Bestandteile der Definition zundchst noch nicht logisch miteinander ver-
bunden gedacht werden, sondern im Sinne einer sprachlichen Verbindung.

5 Diskussion

Diese kurze Episode zeigt, dass das Lernen von logischen Beziehungen ver-
bunden ist mit dem Lernen von mathematischer Sprache: Das Verstandnis
der logischen Beziehung der Bestandteile der Definition von Folgenkonver-
genz entwickelt sich aus der Nacherzéhlung der Epsilonstreifen-Aktivitat
und aufbauend auf der Imitation des Wortgebrauchs des Lehrenden. Somit
ist ein propéadeutisches Verstandnis logischer Beziehungen eng daran ge-
knipft, eine passende Sprache im Diskurs zu etablieren: 1. Neu etablierte
Sprache gibt Lernenden die Moglichkeit, bereits erkannte logische Bezie-
hungen formaler auszudriicken, 2. Neu etablierte Sprache ermdglicht es Ler-
nenden, Bestandteile der Definition zunédchst ohne spezifische Bedeutung
aufeinander zu beziehen (als Imitation), um dann spater im Verlauf des Lern-
prozesses diese Beziehung nochmals logisch durchzuarbeiten.
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