Uwe SCHURMANN, Soest

Mathematik und Realitat — Was wir von der Philosophie Uber
Modelle lernen kbnnen

Einleitung

Die analytische Trennung zwischen Mathematik und Realitat, bzw. dem
,,Rest der Welt“ findet sich in zahlreichen Publikationen zu mathematischen
Modellierungen wieder (vgl. Schirmann, 2018). Demgegenlber steht eine
kleine Anzahl mathematikdidaktischer Veréffentlichungen, die diese Tren-
nung infrage stellen (vgl. Biehler, Kortemeyer & Schaper, 2015; Meyer &
Voigt, 2010; Voigt, 2011). Es wird erldutert, welchen Beitrag die beiden
Sichtweisen innerhalb der analytischen Philosophie, die syntaktische und die
semantische Sicht auf wissenschaftliche Theorien und Modelle, leisten kon-
nen, wenn es um die Erfassung von Modellierungsprozessen im Mathema-
tikunterricht geht. Dabei wird vor allem die analytische Trennung zwischen
Mathematik und Realitdt bzw. dem ,,Rest der Welt™ in den Blick genommen.

Modelle und Theorien in der analytischen Philosophie

Die Syntax einer Sprache S besteht aus deren VVokabular V und den Regeln
zum Bilden wohldefinierter Ausdriicke in S. Die Semantik von S erlaubt die
Interpretation von wohldefinierten Ausdriicken, indem diese auf eine andere
relationale Struktur R abgebildet werden. Damit werden zum einen wohlde-
finierte Ausdriicke aus S verstandlich gemacht und zum anderen kdnnen
diese Ausdricke innerhalb von R auf ihren Wahrheitsgehalt hin untersucht
werden. Aus der Unterscheidung in Syntax und Semantik ergeben sich nun
zwei kontrére (jedoch inhaltlich zusammenhangende) Sichtweisen auf Mo-
delle und Theorien: die syntaktische und die semantische Sicht.

Eine Theorie T kann syntaktisch definiert werden als eine nicht-leere Menge
von Sétzen s, die sich aus einer Menge von Axiomen A nur durch die Ver-
wendung syntaktischer Regeln herleiten lassen. Damitist T={s € S|A s}
mit A c S. Dem gegenuber kann eine Theorie semantisch definiert werden
als eine Menge von Sétzen s (erster Ordnung), die innerhalb eines Modells
M als wahr gelten,d. h. T={se€S|M Es} mit M cR.

In der syntaktischen Sicht versteht man unter einer Theorie T (dem Ideal
nach) eine formale Sprache S, die aus zwei disjunkten Mengen von Begriffen
gebildet wird: dem theoretischen VVokabular Vt und dem Beobachtungsvoka-
bular Vb. Damit besteht T aus der Systemsprache St, in der ausschliellich
Begriffe aus Vt verwendet werden, und der Beobachtungssprache Sb, die
ausschlief3lich aus Begriffen aus Vb besteht. Ausgehend davon werden Sétze
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aus St analytische Sétze genannt; Satze, die (auch) Begriffe aus Vb enthalten,
werden synthetische Sétze genannt. Es wird davon ausgegangen, dass Be-
griffe aus Vb auf direkt beobachtbare physische Objekte, deren Eigenschaf-
ten oder auf die Relationen zwischen physischen Objekten verweisen. Da-
mit, so wird angenommen, ist die Semantik solcher Begriffe direkt gegeben.
Die Semantik von St ergibt sich indirekt, indem St mit Sb tber sogenannte
Korrespondenzregeln in Verbindung gebracht wird. Eine Korrespondenzre-
gel ist ein Satz, durch den Begriffe aus Vt auf Begriffe aus Vb reduziert wer-
den, bzw. durch diese definiert werden (Liu, 1997).

Kritik der syntaktischen Sicht

Die dichotome Trennung zwischen Vb und Vt wurde durch Putnam (1962)
und Achinstein (1965) infrage gestellt. Jeder Begriff aus Vb kénne auch in
einem theoretischen Sinne gebraucht werden und es missten die Bedingun-
gen expliziert werden, unter denen ein Begriff als das eine oder das andere
gilt. Aus syntaktischer Sicht mussen Vb-Begriffe durch direkte Beobachtung
realer Phdnomene interpretiert werden konnen (vgl. Carnap, 1966; Hempel,
1958), da indirekte Beobachtungen, z. B. durch Instrumente, bereits eine the-
oretische Deutung beinhalten. Dem wird entgegnet, dass es so etwas wie
bloRe Beobachtungen nicht geben kénne und Beobachtungen immer schon
eine Art von Interpretation der Sinneseindriicke enthalten (vgl. Suppe, 1972;
Quine, 1980).

Auch die Moglichkeit partieller Interpretation, d. h. der Ansatz, zwischen Vt
und Vb mittels allgemeingtltigen Korrespondenzregeln eine Verbindung
herzustellen, wurde einer fundamentalen Kritik unterzogen. Achinstein
(1965) kritisiert, dass auf unterschiedliche Begriffe nicht ein einheitliches
Set von Korrespondenzregeln angewendet werden kann. Partielle Interpreta-
tion konne laut Putnam (1962) so verstanden werden, dass eine formale Spra-
che in Teilen in Alltagssprache tibersetzt wird, eine Klasse intendierter Mo-
delle gebildet wird oder zu einzelnen Vt-Begriffen Regeln zur Verifikation
bzw. Falsifikation angeben werden. Gegen alle drei Varianten wendet Put-
nam Bedenken ein. So bediirfe es beispielsweise bei der Modellmengenbil-
dung wieder theoretischer Begriffe, wodurch die Argumentation zirkular
werde.

Kritik der semantischen Sicht

Aus semantischer Sicht bestehen Modelle logisch wie zeitlich vor den The-
orien. Sie leisten zunachst die Arbeit ,,vor Ort*, indem sie Phdnomene der
Wirklichkeit erfassen. Erst dann werden verschiedene Modelle zu Uberge-
ordneten Modellen bis hin zu ganzen Theorien zusammengefasst. Van Fraas-
sen (1983, S. 64) schreibt hierzu: ,, To present a theory is to specify a family
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of structures, its models; and secondly, to specify certain parts of those mod-
els (the empirical substructures) as candidates for the direct representation
of observable phenomena. “

Der semantischen Sicht gelingt es durch die Verschiebung hin zu nicht-lin-
guistischen Strukturen wie Analogien, Ahnlichkeiten und Isomorphismen
individuellen Modellbildungsprozessen Rechnung zu tragen (vgl. Burscheid
& Struve, 2018) und auch gegenstandliche Modelle in die Theoriebildung zu
integrieren. Auf der anderen Seite werden auch gegeniiber diesem Ansatz
gewichtige Einwéande formuliert. So sei es nicht moglich, allgemeingdltige
Regeln daflr aufzustellen, ab wann zwei Modelle als genligend &hnlich an-
gesehen werden kénnen, um sie im Sinne der Theoriebildung zusammenzu-
fassen. Insbesondere der Begriff des Isomorphismus l&sst sich in vielen Fal-
len kaum aufrechterhalten, d. h. Modelle, die auf den ersten Blick &hnliche
Strukturen aufweisen, erflllen oft nicht die strengen Kriterien eines mathe-
matischen Isomorphismus (Suarez, 2003). Daher setzen einige Autoren le-
diglich einen partiellen Isomorphismus zwischen Modell und Ph&dnomen,
bzw. verschiedenen Modellen voraus, um sie in eine Theorie zusammenfas-
sen zu konnen (da Costa & French, 2003).

Schlussfolgerungen

Aus den hier gemachten Ausfiihrungen folgt, dass das Verhaltnis zwischen
Mathematik und Realitat nicht als ein bloRer Gegensatz gedacht werden
kann. Vielmehr muss ein gradueller Unterschied angenommen werden. In
der Analyse von Modellierungsprozessen konnte sich der Hinweis, in wel-
cher Hinsicht ein Begriff gebraucht wird, theoretisch oder beobachtbar, den-
noch als produktiv erweisen. Eine solche Kennzeichnung ermdglicht es, ei-
nen Modellierungsprozess nicht blof3 entlang von Phasen zu analysieren,
sondern auch singuldre AuBerungen genauer zu deuten.

Dartber hinaus erlaubt es die Stufung zwischen den Phdanomenen, Sb und St
den ,, Bereich zwischen dem ,Rest der Welt* und der ,Mathematik® in den
Blick zu nehmen* (Voigt, 2011). Grundvorstellungen als ,, Ubersetzungs-
scharniere “ beim Mathematisieren und Interpretieren (Prediger, 2009) kon-
nen in Sb als partielle Interpretation von Begriffen aus St gedeutet werden.
Grundvorstellungen aus semantischer Sicht als partiell isomorphe Strukturen
zu deuten, ermdglicht es auf der einen Seite, ihren Anwendungsbereich zu
umreil3en, und zum anderen, die durch sie intendierten individuellen Be-
griffsbildungsprozesse zu antizipieren.

Der Fokus auf nicht-linguistische Strukturen in der semantischen Sicht er-
maoglicht einen umfassenderen Begriff von mathematischer Modellbildung,
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bei dem auch Gegenstande und Handlungen als mathematische Modelle ge-
deutet werden kdnnen. Ein Modell spielt demnach nicht bloR die epistemi-
sche Rolle des Mittlers zwischen Mathematik und Realitéat, sondern ist auch
ontologisch als Teil von Realitat zu deuten.
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