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Funktionale Zusammenhange beGREIFEN: Férderung des
funktionalen Denkens im Bereich der Analysis

Funktionen stellen einen zentralen Themenkomplex der Schulmathematik
dar. Die Schilerinnen und Schler sollen in diesem Bereich besonders viel-
faltige mathematische Kompetenzen erwerben, um Funktionen und funktio-
nale Zusammenhénge flexibel nutzen zu kénnen (vgl. Greefrath et al., 2016,
S. 23). Den Hohepunkt der schulischen Funktionenlehre bildet die Analysis.
Tall (1996, S. 289) betont: ,,One purpose of the function is to represent how
things change. With this meaning it is natural to move on to consider the
calculus concept of the rate of change (differentiation) and cumulative
growth (integration)“. Funktionales Denken wird somit als geistige Vorbe-
reitung der Infinitesimalrechnung gesehen, in der Veranderungsprozesse
eine wichtige Rolle spielen.

Grundvorstellungen von Funktionen

Fur einen verstandnisvollen Umgang mit dem Funktionsbegriff ist die Ent-
wicklung tragfahiger Grundvorstellungen essenziell, damit den fachlichen
Aspekten des Begriffs eine inhaltliche Bedeutung beigemessen werden kann
(vgl. Greefrath et al., 2016). In der didaktischen Literatur haben sich drei
verschiedene Sichtweisen von Funktionen etabliert (vgl. z.B. Vollrath,
1989): Die Zuordnungs-, die Kovariations- und die Objektvorstellung.

Im Rahmen des vorliegenden Beitrags wird die Kovariationsvorstellung, die
fir den Funktionsbegriff in der Analysis von besonderer Bedeutung ist, fo-
kussiert. Der Begriff der ,,Kovariation® driickt das ,,Miteinander-Variie-
ren® zweier Groflen aus; mithilfe von Funktionen wird demnach erfasst, wie
sich Anderungen einer GroBe auf eine zweite GroRe auswirken (vgl.
Greefrath et al., 2016, S. 48).

Empirische Erkenntnisse

Empirische Untersuchungen weisen immer wieder auf Schwierigkeiten von
Lernenden im Zusammenhang mit dem Funktionsbegriff hin (vgl. z. B. Vo-
gel, 2006). Diese Schwierigkeiten lassen sich haufig auf das Fehlen adaqua-
ter Grundvorstellungen zurtickfihren. Im Zusammenhang mit der Kovaria-
tionsvorstellung liefert beispielsweise das folgende Item der Studie von
Hoffkamp (2011), in deren Rahmen mehr als 100 Erstsemesterstudierende
des Fachs Mathematik befragt wurden, aufschlussreiche Erkenntnisse:
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Die gestrichelte Linie wird vom Punkte A um die Entfernung x nach rechts
gezogen. Der Wert F(x) gibt die GroRe der grau unterlegten Flache an.
Welcher Graph passt? Begrunden Sie lhre Wahl!
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Abb. 1: Testaufgabe zur Kovariationsvorstellung (Hoffkamp, 2011)

In der obigen Aufgabe stellt die Funktion F die Flacheninhaltsfunktion dar.
Zieht man die gestrichelte Linie vom Punkt A aus wie beschrieben nach
rechts, so wird der Flacheninhalt zunehmend groRer; der Graph der Funk-
tion F ist somit monoton steigend. Die korrekte mittlere Antwortoption
wurde von 66% der Studierenden angekreuzt; nur 57% der Befragten konn-
ten ihre Wahl auch richtig begriinden. Der rechte Graph wurde im Ubrigen
sehr viel hdufiger angekreuzt als der linke, was durch den sogenannten
Graph-als-Bild-Fehler erklart werden kann (vgl. Hoffkamp, 2011, S. 12).

Die obigen Resultate der Studierendenbefragung deuten auf eine mangel-
hafte Auspragung der Kovariationsvorstellung hin. Fir den Mathematikun-
terricht ergibt sich daraus die Frage: Wie kann die Entwicklung von Grund-
vorstellungen im Bereich der Analysis geférdert werden?

Forderung von Grundvorstellungen durch enaktives Lernen

Grundvorstellungen kénnen zum Beispiel aus konkreten Materialhandlun-
gen erwachsen. Im Rahmen des vorliegenden Dissertationsprojekts hat sich
gezeigt, dass konkrete Lernmaterialien Schiilerinnen und Schilern auch im
Bereich der Analysis wertvolle Hilfestellung bieten und den Aufbau von
Grundvorstellungen anregen kénnen. Ein entsprechendes Konzept zur FOr-
derung der Kovariationsvorstellung, das auf die obige Aufgabe Bezug
nimmt, wird im Folgenden vorgestellt.

Im qualitativen Forschungsprojekt, das mit 18 Schilerinnen und Schilern
der 11. Jahrgangsstufe einer Montessori-Fachoberschule durchgefiihrt wurde
(vgl. Steinecke, 2019), wurde der Flacheninhalt, den der Graph einer (stiick-
weise stetigen) linearen Funktion mit der x-Achse einschliel3t, mithilfe von
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holzernen Flachenplattchen dargestellt. Diese Flachenplattchen wurden je-
weils unter dem Graphen ausgelegt (vgl. Abb. 2, untere Zeile). Das jeweils
betrachtete Intervall wurde dabei mithilfe von verschiebbaren Gummibéan-
dern veranschaulicht. Unter Zuhilfenahme von kompatiblen Streckenstében,
deren Lange der jeweiligen Anzahl an Flachenplattchen entspricht, wurde
der Graph der Flacheninhaltsfunktion in einem zweiten Koordinatensystem
Schritt fur Schritt generiert (vgl. Abb. 2, obere Zeile). Der Zusammenhang
zwischen Flacheninhalt und Funktionswert wurde auf diesem Wege haptisch
erfahrbar.
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Abb. 2: Enaktives Generieren der Flacheninhaltsfunktion

Ergebnisse des Unterrichtsprojekts

Im Anschluss an die enaktive Materialarbeit wurden die Lernenden unter an-
derem gebeten, die obige Aufgabe der Untersuchung von Hoffkamp (2011)
zu bearbeiten. 15 der 18 Teilnehmenden kreuzten die korrekte mittlere Ant-
wortoption an, was auf eine zufriedenstellende Auspragung der Kovariati-
onsvorstellung schlieRen lasst. Die Schulerin Mia begriindete ihre Entschei-
dung etwa folgendermalien:
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Vier — interessanterweise eher lernschwéchere — Teilnehmende stellten in
ihren Erlduterungen des Weiteren einen expliziten Bezug zur konkreten Ma-
terialhandlung her. Der Schiiler René schrieb beispielsweise:
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Nicht zuletzt gaben die Teilnehmenden Ubereinstimmend an, dass sie das
gegenstandliche Lernmaterial als hilfreich empfanden. Die Schilerin Mi-
chelle schrieb etwa:
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Fazit und Ausblick

Im Zuge des vorgestellten Dissertationsprojekts hat sich gezeigt, dass han-
delndes Lernen an konkreten Lernmaterialien die Entwicklung von Grund-
vorstellungen auch im Bereich der Analysis anregen und unterstiitzen kann.
In zukinftigen Forschungsaktivitaten gilt es die empirischen Erkenntnisse —
etwa mithilfe quantitativer Erhebungsmethoden — noch fundierter abzusi-
chern, wobei auch die Interdependenz der verschiedenen Grundvorstellun-
gen bertcksichtigt werden sollte.
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