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Repréasentationswechsel und Superzeichenbildung in der
Bruchrechnung

1. Einleitung

Heuristische Strategien im Sinne von Pélya (2010/1973) oder Dorner (1976)
sind in erster Linie Strategien zum Problemldsen. Die bei der Entwicklung
mathematischer Gegenstande verwendeten Strategien hinterlassen jedoch
Spuren in der so entwickelten Mathematik, so dass sich in den Gegensténden
heuristische Strategien rekonstruieren lassen, die flir den Umgang mit diesen
relevant sind.

Eine breite Konzeptionalisierung von heuristischen Strategien (z.B. Stender,
2019) unter Einbeziehung verschiedener Autoren (neben Pdlya z.B. Engel,
1977; KielRwetter, 1977; Tietze, 1978, Bruder & Collet, 2011) ermdoglicht
dabei ein differenziertes Analysekonzept fir Tiefenstrukturen in der Mathe-
matik. Dabei haben sich zwei Strategien als besonders relevant herausge-
stellt: die Verwendung von Superzeichen (KielRwetter, 1977) und der fle-
xible Wechsel der Représentation eines Gegenstandes Pdolya (2010/1973).
Wenn Kinder diese Strategien selbstdndig verwenden, ist dies ein gutes Indiz
fir mathematische Begabung (z. B. Fritzlar, 2013). Daraus kann man schlie-
Ren, dass diese Strategien besonders relevant in der Mathematik sind und
gleichzeitig fr weniger begabte besonders schwierig sind.

Hier wird als Beispiel die Bruchrechnung hinsichtlich dieser beiden Strate-
gien analysiert und es werden Konsequenzen flr den Unterricht gezogen.

2. Superzeichenbildung

Das Konzept der Superzeichenbildung (Dorner (1976) nennt es ,,Komple-
xion*) wurde von KieBwetter (1977) in die Fachdidaktik eingefiihrt. Das
Konzept korrespondiert mit Chunks / Biindeln (Miller, 1956) und meint ,,ein
Zeichen, das fur mehrere Zeichen steht.“ Die Verwendung von einzelnen
Buchstaben fur Mengen, Vektoren, Matrizen, Funktionen oder Punkten (aus
zwei oder drei Koordinaten) gehort dazu, aber auch Begriffe flir mathemati-
sche Gegenstande oder Algorithmen. Beim Umgang mit diesen Superzei-
chen muss regelhaft flexibel zwischen der Verwendung der Elemente / Kom-
ponenten und ,,dem Ganzen* hin und her gewechselt werden. Dies erweist
sich als schwierig von der Grundschule bis in die Universitatsmathematik.
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3. Repréasentationswechsel

Die Auswahl einer geeigneten Reprasentation eines Sachverhaltes erweist
sich oft als Schlissel fur eine besonders einfache Ldsung eines Problems.
Bruner (1967) unterscheidet drei Ebenen der Reprasentation (EIS: enaktiv,
ikonisch, symbolisch), wobei in der Mathematik in jeder dieser Ebenen oft
unterschiedliche Darstellungen auftreten, die fiir jeweils spezifische Frage-
stellungen besser geeignet sind (Schnotz, 2010).

Werden verschiedene Darstellungen fur dasselbe Objekt verwendet, muss
dabei klar werden, dass wirklich dasselbe Objekt dargestellt wird: nur wenn
der Wechsel zwischen den Reprasentationen unverziglich gelingt, ist diese
,»Objektkonstanz* zwischen den verschiedenen Repriasentationen beim Ler-
nenden gegeben. Dabei impliziert die Kenntnis der Repréasentationen nicht
notwendig die Fahigkeit zum Repréasentationswechsel, diese muss oft expli-
zit gelehrt und gelernt werden.

In der Mathematik wird oft zwischen verschiedenen Darstellungen eines Ge-
genstandes gewechselt, so dass in der Lehre wichtig ist, diese Représentati-
onen und die Reprasentationswechsel bewusst zu verwenden, insbesondere
wenn diese Reprasentationswechsel den Lernenden noch nicht vertraut sind.

4. Superzeichen beim Bruchrechnen

Briiche sind Paare von (naturlichen oder ganzen) Zahlen und somit Super-
zeichen. Eine rationale Zahl kann dabei mit unendlich vielen verschiedenen
Zahlenpaaren (Briichen) dargestellt werden, die durch Erweitern oder Kiir-
zen ineinander tbergehen kénnen. Alle Briiche, die eine rationale Zahl dar-
stellen, bilden damit wiederum ein Superzeichen. Durch Briiche dargestellte
rationale Zahlen sind also Superzeichen (Briiche erweitern) von Superzei-
chen (Zahlenpaaren) und somit ein komplexes mathematisches Konstrukt. In
der Universitatsmathematik wird dies Gber Aquivalenzklassen von Zahlen-
paaren konstruiert, diese Komplexitat wird beim Bruchrechnen in der Schule
vollstandig wirksam, auch wenn die Begriffe nicht verwendet werden (soll-
ten!). Ist man erfahren im Umgang mit Briichen, wechselt man stéandig den
Reprasentanten (erweitern / kiirzen), aber auch den Aspekt, ob man im Bruch
,zweil Zahlen™ (Nenner und Zahler) oder ,,eine Zahl“ (Wert des Bruches)
sieht. Wir schreiben = 2 aber dies ist nicht immer richtig: in Klassenarbei-

ten gibt es zuweilen fur die linke Antwort die volle Punktzahl, flr die rechte
nicht. Richtig ist diese Gleichheit, wenn man den Wert des Bruches meint
oder die korrespondierende Divisionsaufgabe, die Briiche selbst sind nicht
gleich, sondern verschiedene Reprasentanten derselben Aquivalenzklasse.
Wann was gemeint ist, ist Lehrpersonen immer klar, Lernenden oft nicht.
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Beim Umgang mit Brichen mussen also beide auftretenden Superzeichen
stdndig gebildet (vom Teil zum Ganzen) oder aufgefaltet (vom Ganzen zum
Teil) werden. Bevor man zum Kalkul (Addition, Multiplikation oder Ver-
gleich von Briichen) tibergeht, miissen diese Ubergange fiir Lernende in ho-
hem Mal3e vertraut sein.

5. Reprasentationswechsel beim Bruchrechnen

Briiche werden in der Schule in vielen verschiedenen Weisen dargestellt. Fir
das Entwickeln von Verstandnis sind ikonische (und ggfs. enaktiv entwi-
ckelte) Darstellungen unverzichtbar, fur die Bruchkalkile (Addieren, Multi-
plizieren, Vergleichen) symbolische Darstellungen. Fir die Anwendung von
Briichen sind weitere Repréasentationen notwendig. Eine Liste erforderlicher
Reprasentationen umfasst mindestens die folgenden Darstellungen:

e Enaktiv / ikonisch: Kreisteil (auch: Uhr, Pizza, Kuchen, ...), Zahlenstrahl
(auch: Fallstande, Teil einer Schnur, andere Langenanteile), Teil einer
Rechteckflache (fur die Klarung der Multiplikation von Briichen), Anteile
an diskreten Mengen (3 der Kinder).

e Symbolisch: 3,2,...0,75, 75%, 3 : 4, 270°.
e Verbal: dreiviertel.

e Anwendung: Ubersetzungsverhaltnis (Zahnrader), MaRstab, Wahrschein-
lichkeit, Steigung einer Stral3e / Geraden.

Dies sind mindestens (je nach Z&hlweise) neun verschiedene Reprasentatio-
nen mit 81 Représentationswechsel oder mehr. Ein groRer Teil dieser Repra-
sentationswechsel ist notwendig, um das Begriffskonzept ,,Bruch* zu verste-
hen und diese missen von Schiilerinnen und Schiilern dementsprechend be-
herrscht werden, bevor die Bruchkalkile erlernt werden kdnnen, da diese
auf Grundlage dieser Représentationswechsel erklart werden.

6. Konsequenzen fur den Unterricht

Bevor Bruchrechenunterricht in die Kalktile zum Vergleichen, Addieren und
Multiplizieren von Brichen einsteigt, mussen Schulerinnen und Schiler den
Umgang mit Briichen selbst erlernen. Dies umfasst die Fahigkeit, Briiche in
den meisten der oben genannten Représentationen darstellen zu kdnnen und
bezlglich konkreter Brliche zwischen diesen Reprasentationen flexibel
wechseln zu konnen. Die groBe Anzahl der bend6tigten Reprasentationen und
Reprasentationswechsel macht dies zu einem umfangreichen Lernprojekt,
das nicht in wenigen Unterrichtsstunden realisiert werden kann. Enaktive
und ikonische Darstellungen missen in groBem Umfang verwendet werden.
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Dazu kann beispielsweise das Herstellen und Beschriftung von Bruchkreis-
teilen aus Papier gehdren und das Operieren mit diesen Kreisteilen, z. B. zum
Vergleich von Briichen, zum Vergleich von Briichen mit Winkeln etc.

Gerade in leistungsschwécheren Lerngruppen sollte sich dabei auf diejeni-
gen Représentationen beschrénkt werden, die flr weitere Erklarungen unbe-
dingt notwendig sind, da Reprasentationswechsel selbst zunachst als schwie-
rig wahrgenommen werden und ein ,,representational overkill” (vgl. Seeger
1998) droht.
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