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Konstanzeigenschaften erkunden: Schwierigkeiten beim
Ordnen der individuellen Erkenntnisse

Ausgangspunkte und theoretischer Hintergrund

Das Wissen Uber die Operationseigenschaften wie Kommutativitat, Assozi-
ativitat, Distributivitat sowie die Konstanzeigenschaften ist fiir vorteilhaftes
Rechnen und die Férderung des algebraischen Denkens von hoher Relevanz
(Steinweg, 2013). Die Konstanzeigenschaften der Operationen (zum Bei-
spiel der Differenz: a —b = (a+x) — (b + x)) bieten unter anderem
Vorteile beim geschickten Rechnen, so kann die Aufgabe 63 — 29 durch
gleichsinniges Verandern zu 64 — 30 einfacher gel6st werden. Die Thema-
tisierung der Konstanzeigenschaften kann im Unterricht beispielsweise auf
der Basis von Entdeckerpackchen erfolgen (Steinweg, 2013). Das Entdecken
dieser mathematischen Strukturen ist ein bedeutsamer Lerngegenstand fiir
den inklusiven Mathematikunterricht (Schoéttler, 2019) und erfullt die Ge-
genstandsreichhaltigkeit als Prinzip fiir ein erfolgreiches mit- und voneinan-
der Lernen (Korten, 2018). Konstanzeigenschaften konnen ebenso wie an-
dere (Eigenschafts-) Strukturen mit dem Fokus auf Besonderheiten und lo-
kale Beziehungen wie spezielle Zahlen als sogenannte ,emergente Struktu-
ren‘ oder mit dem Fokus auf generische oder allgemeine Beziehungen als
,mathematische Strukturen‘ analysiert werden (Venkat, Askew, Watson &
Mason, 2019). Somit werden durch ,,Situativitat und Allgemeinheit™ (Kor-
ten, 2018, S. 1053) zieldifferente Lernprozesse fir alle Kinder im inklusiven
Unterricht ermdglicht. Dass das Verbleiben bei emergenten Strukturen eine
Hurde fur das Nutzen der Eigenschaften im Unterricht darstellt, konnte Stern
(1998, S. 214) aufzeigen, da ,,das mathematische Verstandnis etwa der
Halfte der Kinder am Ende der Grundschulzeit [...] auf aufgabenspezifi-
schen und deshalb nicht transferierbaren expliziten Regeln basiert”. Fiir die
unterrichtlichen Anforderungen missten diese jedoch auf einem ,,generali-
sierbaren Niveau explizit verfligbar sein* (Stern 1998, S. 215).

Die meisten Studien zu Eigenschaftsstrukturen in der Grundschule fokussie-
ren darauf, wie Lernende Strukturen beschreiben oder erklaren (z. B. Kieran,
2018). Forschungsergebnisse, ob und wie die Lernenden das neue Wissen
Uber die Strukturen auf andere Situationen Ubertragen, fehlen (Kieran, 2018).
Barzel, HuBmann, Leuders und Prediger (2012) haben fir die Sekundarstufe
ein Konzept entwickelt, dass neben den Kernprozessen Erkunden, Vertiefen
und Uben auch eine Phase des Ordnens erhalt. Im Kernprozess Ordnen wer-
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den individuelle ldeen und Erkenntnisse strukturiert und mit mathemati-
schen Konzepten verbunden (Systematisieren) und als konsolidiertes Wissen
und Kénnen angeeignet, um langfristig darauf zuzugreifen (Sichern). Das
Ordnen stellt somit fuir den Inhalt der Konstanzeigenschaften den Ubergang
von den individuellen Entdeckungen zum geschickten Rechnen im alltagli-
chen Unterricht dar. Trotz der Relevanz des Ordnens fir die individuellen
Lernprozesse gibt es bisher noch wenig Forschung in diesem Bereich (Pre-
diger, HuRmann, Leuders & Barzel, 2014). Die Frage nach Bedingungen fr
das erfolgreiche Systematisieren und Sichern wurde bisher noch nicht er-
forscht (Schnell, 2014). Fur die Sekundarstufe entwickelten Prediger et al.
(2014) verschiedene kognitive Aktivitaten fur das Ordnen, ob und wie sich
diese auf die Grundschule Gbertragen lassen, gilt es zu untersuchen.

Die Studie

Aufgrund des skizzierten Forschungsdesiderats ist es das Ziel der nachfol-
gend dargestellten fachdidaktischen Entwicklungsforschungsstudie, heraus-
zufinden, wie Lernende im inklusiven Mathematikunterricht in der Grund-
schule in der Phase des Ordnens angeregt werden kénnen, ihre neuen indivi-
duellen Erkenntnisse zu strukturieren, um diese flexibel im Unterricht zu
nutzen. Zu diesem Zweck wurde ein Lehr-Lern-Arrangement zu Konstanz-
eigenschaften entwickelt, das in drei Zyklen iterativer Design-Experimente
analysiert, erforscht und weiterentwickelt wird. In dem Lehr-Lern-Arrange-
ment werden die Kinder im Rahmen von Entdeckerpéckchen (57 — 36,56 —
35,55 — 34,54 — 33) angeregt, die Konstanzeigenschaften zu entdecken
und die Erkenntnisse durch gezielte Arbeitsauftrage (u. a. Regeln formulie-
ren; Beispiele & Gegenbeispiele sortieren) anschliefend zu ordnen. Als For-
schungsrahmen dient das Dortmunder FUNKEN-Modell (Prediger et al.,
2012). Im Rahmen der Studie werden folgende Fragestellungen auf der For-
schungs- (F) und Entwicklungsebene (E) untersucht:

(F) Wie verlaufen individuelle Lernprozesse von Kindern beim Systemati-
sieren und Sichern der Erkenntnisse Uber Konstanzeigenschaften in der
Phase des Ordnens?

(E) Wie kann ein Lehr-Lern-Arrangement gestaltet sein, um im inklusiven
Mathematikunterricht die individuell-zieldifferenten Erkenntnisse Uber
Konstanzeigenschaften in der Phase des Ordnens weiterzuentwickeln?

Im Folgenden wird auf der Forschungsebene ein Einblick in die Erkenntnisse
des ersten Zyklus gegeben. Es wird auf der Basis einer induktiv angelegten
qualitativen Inhaltsanalyse (Mayring, 2015) aufgezeigt, welche Hirden in
den Lernprozessen beim Ordnen auftreten. Die Datengrundlage bildet dazu
das videografierte und transkribierte Lehr-Lern-Arrangement.
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Ausgewahlte Ergebnisse und Ausblick

Nachdem die Lernenden die Konstanzeigenschaften individuell erkundet
hatten, waren sie in der Phase des Ordnens aufgefordert, eine (allgemeine)
Regel zu formulieren (vgl. ,Explizite Formulierung® als kognitive Aktivitét
nach Barzel et al., 2012). Im Austausch mit seinem Mitschler Leo fand Jo-
nas Uber die Konstanzeigenschaft der Differenz heraus, dass Minuend und
Subtrahend eins kleiner werden miissen und notierte folgende Regel:

Unsere Regel fiir Minusaufgaben At 3 S ~ bk Tt N T =
BT ERC Mg e €iNs, 2 Wette Zabl minns  eins
- LK

Abb.: Regel fir die Konstanzeigenschaft der Differenz von Jonas und Leo

Die Jungen notierten den speziellen Fall der Verminderung von Minuend
und Subtrahend um eins. Sie bezogen sich dabei auf eine lokale Beziehung,
also eine ,emergente Struktur® (Venkat et al., 2019). Eine Verallgemeinerung
erfolgte nicht. Die Jungen blieben, wie bei Stern (1998) beschrieben, bei ei-
ner aufgabenspezifischen Formulierung der Regel. Ebenso beschrieben die
meisten Kinder eine emergente Struktur. Eine Verallgemeinerung der ma-
thematischen Struktur notierte kein Paar. Weiterhin stellte sich heraus, dass
zwei Paare nicht in der Lage waren, eine Regel zu formulieren, wenngleich
sie die Strukturen in der Phase des Erkundens beschrieben hatten.

In einer weiteren Aufgabe sollte das neue Wissen anhand von Beispielen und
Gegenbeispielen vertieft werden (vgl. ,Konkretisierung & Abgrenzung® als
kognitive Aktivitat nach Barzel et al., 2012). Die Kinder waren aufgefordert,
ohne zu rechnen zu entscheiden, ob ein présentiertes Entdeckerpackchen auf
den Konstanzeigenschaften basiert (,gleiches Ergebnis‘) oder nicht (,Ergeb-
nis verschieden). Im Folgenden wird ein typisches Gesprich analysiert:
Mats und Emil arbeiteten an dem Péackchen: 57 — 36,57 — 35,57 — 34,57 — 33:
Mats  So. Warte kurz. 21, lass mich kurz 22, Ergebnis verschieden
(schiebt das Pdckchen zu , Ergebnis verschieden ).
Als nachstes Packchen wahlten die Schiler: 57 — 36,56 — 35,55 — 34,54 — 33:
Mats  Lass kurz, ehm, das ist 21, 21 alles gleich
(schiebt das Pdckchen zu ,Ergebnis gleich ).

Die Schiler rechneten die Aufgaben aus und entschieden dann tber ihre Zu-
ordnung. Das Beispiel zeigt, dass die beiden Jungen auf das Ausrechnen fo-
kussierten (obwohl sie aufgefordert waren, nicht zu rechnen), anstatt ihre
Aufmerksamkeit auf die mathematische Struktur zu richten. Dabei hatten die
Jungen diese in der Phase des Erkundens identifiziert und eine Regel formu-
liert. Die identifizierte Hurde Perspektivwechsel von konkreten Zahlen zur
mathematischen Struktur wird von Steinweg (2013) als typische Schwierig-
keit fir das algebraische Denken herausgestellt.
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Die Analyse zeigt, dass obwohl viele Lernende Eigenschaftsstrukturen in der
Erkundungsphase erkannt hatten, sie diese in der Phase des Ordnens erstens
haufig nicht (allgemein) beschreiben und zweitens nicht wiedererkennen und
nutzen konnten. Dies verdeutlicht die Relevanz von speziellen Reflexions-
auftréagen, die das Ordnen der Erkenntnisse fordern. Im Sinne des inklusiven
Unterrichts sollen alle Kinder einen Zugang zur situativen, emergenten
Struktur finden und viele Kinder sich zunehmend der mathematischen Struk-
tur ann&hern. Fir den zweiten Entwicklungszyklus sollen daher spezifische
Auftrage und Materialien entwickelt und erprobt werden, die dazu beitragen
die beschriebenen Hurden zu Gberwinden (E) und die Lernenden zu beféhi-
gen, das neue Wissen in anderen Situationen nutzen zu kénnen. Gleichzeitig
sollen die Lernprozesse (F) genauer beschrieben werden.
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