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Thales und Co — Vom Beweis zum Satz

Antworten auf die Frage ,,Warum?* zu liefern, ist eine zentrale mathemati-
sche Tatigkeit (Jahnke & Ufer, 2015). Beispielhaft am Satz des Thales wer-
ben wir daher dafiir, das Argumentieren und Beweisen in den Mittelpunkt
des Mathematikunterrichts in der Schule zu stellen. Dazu prasentieren wir
eine enaktive Mdoglichkeit, wie nicht der Satz, sondern zuerst ein Beweis
entdeckt werden kann. Das anschlieRende Formulieren des Satzes als erwie-
sene Tatsache wird damit zum HOhepunkt. Die Starke der Argumente ver-
deutlichen wir, indem wir mit denselben Ideen auch die bekannten Sétze tber
Sehnenvierecke und Peripheriewinkel Giber ihre Beweise kennenlernen.

Ausgangspunkt

Viele Lehrerinnen und Lehrer haben sicher gute Erinnerungen an Einfih-
rungsstunden zum Satz des Pythagoras. Mit Puzzleteilen wird ein gegebenes
Quadrat auf verschiedene Arten gelegt. Fast ,,von allein® offenbart sich
dadurch der Satz des Pythagoras. Die Schilerinnen und Schiler sind stolz
auf ihre Entdeckung. Sie wissen am Ende der Stunde, dass dieser Satz wahr
ist, weil sie ihn selbst bewiesen haben — durch das Puzzle. In vielen Klassen
Ist es sogar moglich, die Schilerinnen und Schiler auf passenden Niveaus
erklaren zu lassen, warum das Puzzle den Satz beweist.

Von solchen Stunden kdnnten wir mehr gebrauchen. Wiinschenswert ist da-
ran vor allem, dass nicht zuerst der Satz tber (Mess-)Ergebnisse entdeckt
wird und im Anschluss oft mihevoll die Beweisbeddrftigkeit zur Begriin-
dung der Richtigkeit der Ergebnisse geweckt werden muss (Almeida, 2001,
Winter, 1983), sondern umgekehrt der Satz tber seine Argumente gefunden
wird, wodurch die Richtigkeit des Satzes sofort einsichtig klar ist.

Eine weitere solche Moglichkeit mochten wir fiir den Satz des Thales vor-
schlagen.

Impuls

Nimm ein Blatt Papier und finde nur durch Falten und Markieren einen
Punkt, der auf dem Halbkreis tber der unteren Papierkante liegt.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, dieses Problem zu I6sen. Viele Schiile-
rinnen und Schiler werden sicherlich recht schnell den Punkt auf dem Halb-
kreis senkrecht zur Papierkante tber ihrem Mittelpunkt erzeugen konnen.
Manch einer wird vielleicht auch die Ecken des Papiers als Punkte auf dem
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Halbkreis identifizieren. Wunderbar, gut mitgedacht! Nun sollte der Impuls
erweitert werden: Kannst du noch einen weiteren Punkt finden? L&sst sich
dieser Punkt nur auf diese eine Art und Weise falten?

Es entstehen Faltungen wie die Folgende:

Viele Mathematiklehrerinnen und -lehrer kommen Gbrigens auf die Idee,
eine Umkehrung des Satzes des Thales zu nutzen, indem zundchst eine Ge-
rade gefaltet wird, die durch den einen Eckpunkt der unteren Papierkante
geht, und dann eine zweite, dazu senkrechte Gerade, die durch den anderen
Eckpunkt geht. Den meisten Schilerinnen und Schiilern steht dieses Wissen
natlrlich noch nicht zur Verfligung — und das soll es ja auch nicht. Sie kdn-
nen den Fokus nur auf das einzige legen, was sie in diesem Zusammenhang
kennen: den Begriff des Kreises, definiert Gber Mittelpunkt und Radius.
Ein Punkt liegt genau dann auf dem Kreis um den Punkt M mit dem Radius r,
wenn sein Abstand zu M gleich r ist. Da der Radius das zentrale Mittel war,
sollten wir alle benutzten Radien farbig markieren.

Die Entdeckung des Beweises

Wir haben in unsere Konstruktion des Punktes Informationen Uber Strecken
und ihre Langen reingesteckt. Konnen wir damit Gber andere Objekte etwas
herausbekommen? Welche Objekte kdnnten wir untersuchen?

e Geraden: Welche Eigenschaften kdnnten diese haben?

e Winkel: Interessant, sie wirden uns auch etwas tUber Geraden verraten.

e Dreiecke: Die haben schon oft im Mittelpunkt gestanden. Welche Drei-
ecke finden wir hier?

o Strecken: Vielleicht finden wir Informationen tber weitere Strecken — ein
wesentliches Mittel, um etwas Uber Dreiecke herauszubekommen.

Um den Uberblick zu bewahren und den Fokus auf wenige Objekte zu rich-
ten, bietet es sich an, das grofie Dreieck auszuschneiden und dann in diesem
Dreieck moglichst viel Gber Geraden, Winkel, Dreiecke und Strecken her-
auszufinden. Selbstverstandlich soll dazu die Faltung genutzt werden,
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schlieRRlich ist der konstruierte Punkt auf diese Weise entstanden. Die Ergeb-
nisse werden ikonisch gefasst, zum Beispiel durch Markieren mit Farben:

A M B

Die Entdeckung des Satzes

Nun wird sich der bekannte Beweis des Satzes des Thales recht schnell ent-
wickeln. Falls bereits durch das Untersuchen von Geraden und ihren Eigen-
schaften die Idee im Raum steht, dass der Peripheriewinkel tiber dem Durch-
messer ein rechter sein konnte, liegt es nahe, diesen mit der Innenwinkel-
summe des Dreiecks in Verbindung zu bringen. Andernfalls kann das Unter-
suchen der Innenwinkelsumme als Impuls in die Klasse gegeben werden.
Die Erkenntnisse kdnnen auf der Ebene eines préaformalen Beweises gesi-
chert werden (Blum & Kirsch, 1991) oder aufbauend auf der ikonischen Pra-
sentation (z.B. auch durch Einkleben des gefalteten Dreiecks ins Heft) in
einem knappen Tafelbild wie z.B. dem folgenden festgehalten werden, das
die Ubertragung auf die formale Ebene einschlieRt:

Wenn in einem Dreieck ABC der Punkt C auf dem Kreis mit
Durchmesser AB liegt, dann ist der Winkel £ AC'B ein rechter Winkel.

Beweis:

Es gilt M A| = |MB| = |MC| (Radien).
Skizze c Also sind AAMC und ABMC
gleichschenklig mit Basen AC' bzw. BC.
ﬂ Aus dem Basiswinkelsatz folgt:
AS=—r B ILMAC| = |{ACM| = a

und |LMCB| = |£CBM| = B.

Aus dem Innenwinkelsummensatz folgt fiir AABC:
a+ B+ (a+p) = 180°
20 +28 = 180° |:2
a+ 5 = 90°.
Also gilt |[£LACB| = 90°. ]
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Mit den Argumenten zu weiteren Satzen

Damit der Beweis des Satzes des Thales nicht als alleinstehendes Phdnomen
wahrgenommen oder gar auswendig gelernt wird, sollten (neben Anwendun-
gen des Satzes) die Argumente aufgegriffen und mit ihnen weitere Resultate
bewiesen werden. So wird genau herausgearbeitet, welche Argumente dien-
lich waren (Radien als Hilfslinien, gleichschenklige Dreiecke), sodass au-
Rerdem eine tragféahige Vorstellung von Beweisen an sich geférdert wird.
Hier sind Anregungen, wie sich auch der Satz liber Sehnenvierecke und der
Peripheriewinkelsatz schrittweise mit diesen Argumenten erarbeiten lassen:

e Konnen wir noch mehr herausfinden? Was passiert beispielsweise, wenn
wir nicht ein Dreieck tber dem Durchmesser konstruieren, sondern ein
Viereck?

e Was passiert, wenn die Seite, Uber der wir das Viereck konstruieren, nicht
mehr ein Durchmesser, sondern nur eine Sehne des Kreises ist?

e Und was passiert, wenn wir nur einen einzigen Punkt unseres Sehnenvier-
ecks auf dem Kreis verschieben?
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