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1 Einleitung

Die modernen Naturwissenschaften sowie die Industrie verlangen nach numerischen Si-
mulationen von hochkomplexen Vorgédngen. Die mathematische Modellierung der un-
tersuchten Probleme wird h&ufig mit partiellen Differentialgleichungen durchgefiihrt.
Im Allgemeinen ist es jedoch leider nicht moglich eine analytische Losung zu finden.
Deswegen kann das Finden einer ndherungsweisen Lésung mit numerischen Metho-
den unser Verstdndnis der Naturphdnomene erweitern. Dadurch erhalten wir immer
bessere Einsicht in die noch unerforschten Aspekte der Natur. Fiir viele industrielle
Fertigungsverfahren besteht die Notwendigkeit das Verhalten von Werkstiicken unter
der Beriicksichtigung einer grofien Anzahl von verschiedenen physikalischen Effekten zu
simulieren. Dabei gilt es die Kopplung und gegenseitigen Beeinflussungen der Effekte
zu beriicksichtigen. Ein Effekt, der bei einer Vielzahl von Anwendungen auftritt, ist
der Kontakt. Zum Beispiel beim Massivumformen, Schleifen oder Bohren kommt es
zum Kontakt zwischen Werkstiick und Maschine. Dieser Kontakt induziert nicht nur
die Verformung des Werkstiickes, sondern es treten auch eine Reihe anderer Folgen auf.
Eng mit dem Kontakt verbunden ist die Reibung zwischen Korper und Hindernis. Die-
se kann das freie FlieBen von Material verlangsamen oder verhindern. Die Verdnderung
der Form ruft im Korper Verzerrungen und Spannungen hervor. Diese kénnen elas-
tischer oder plastischer Natur sein. Elastische Verzerrungen bilden sich, nachdem die
hervorrufende Kraft verschwindet, wieder zuriick. Im Gegensatz dazu bleiben plastische
Verzerrungen weiterhin bestehen. Fast alle dieser Einfliisse erzeugen auch Wérme, die
im Gegenzug wieder zu Verformungen fiihrt oder die Reibeigenschaften des Korpers
beeinflusst. Dieses Zusammenspiel von Phdnomenen tritt aber nicht nur in Produkti-
onsprozessen auf, sondern auch in der Natur. Bei der Plattentektonik kommt es unter
enormen Kréiften zum Kontakt zwischen den verschiedenen Platten und zu Verformun-
gen und Spannungen in einem sehr groffen Mafstab. Im Alltag kann so ein Verhalten
beim Abrollen eines Autoreifens auf der Strafle beobachtet werden. Wenn dieser Ablauf
zur Verbesserung von Sicherheit oder Effizienz simuliert werden soll, miissen all diese
Effekte in die Betrachtung mit einbezogen werden.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung eines effizienten numerischen
Losungsverfahrens fiir dynamische, thermomechanisch gekoppelte, elastoplastische und
reibungsbehaftete Kontaktprobleme mit einer adaptiven Finiten-Elemente-Methode
(FEM). Es wird unter Verwendung von Mortar Elementen mit dem verbesserten kon-
taktstabilisierten Newmark-Verfahren und einem semiglatten Newton-Verfahren ein
monolithisches Losungsverfahren hergeleitet. Mit geschickter Wahl der Ansatz- und
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Testraume im Rahmen der FEM werden die Unbekannten durch statische Kondensa-
tion auf Verschiebung und Wirme reduziert. Durch Reduktion der Anzahl der Unbe-
kannten miissen deutlich kleiner Gleichungssysteme gelost werden. Zur weiteren Ver-
besserung der Effizienz werden adaptive Methoden im Ort ausgenutzt. Die sogenann-
te h-Adaptivitdt wird durch die Verwendung eines Fehlerschétzers basierend auf der
Methode der dual gewichteten Residuen (DWR) umgesetzt. Dafiir wird eine allge-
meine Form des DWR-Fehlerschétzers fiir Probleme mit nichtlinearen Komplementa-
ritdtsfunktionen (NCP-Funktionen) hergeleitet.

In Kapitel 2 wird das Losungsverfahren fiir das dynamische, thermomechanisch
gekoppelte, elastoplastische und reibungsbehaftete Kontaktproblem konstruiert. Hier
wird die FEM mit Mortar Elementen fiir Einkorperkontakt verwendet. Die Methode
wird seit ihrer Einfiihrung in [9] hdufig verwendet und viel untersucht. Angewendet wird
sie fiir Kontaktprobleme [8, 67|, reibungsbehaftete Kontaktprobleme [31, 43, 66, 82
sowie weitere Probleme, die auch thermomechanische, plastische oder andere Effek-
te modellieren [35, 38, 42, 59, 84]. Eine Ubersicht iiber Entwicklungen der Methode
und Anwendungen in der Stromungsmechanik findet sich in [57]. AuBer der FEM mit
Mortar Elementen werden auch andere Verfahren zur Lésung von Problemen in der
Strukturmechanik verwendet. Im Penalty-Verfahren [49, 55] wird ein nicht physikali-
scher Strafterm eingefiihrt, der besondere Behandlung erfordert. Aulerdem ergibt sich
fiir die Steifigkeitsmatrix eine hohe Konditionszahl, die bei Verwendung von Mortar
Elementen nicht auftritt. Eine Kombination des Penalty-Verfahren mit Mortar Elemen-
ten ergibt das Augmented Lagrangian-Verfahren [34, 64, 81]. Bei der Verwendung des
SQP-Verfahrens in [51, 75] muss in jeder Iteration eines Newton-Verfahrens ein Kon-
taktproblem gelost werden. In [32] werden Finite Elemente hoherer Ordnung mit einem
semiglatten Newtonverfahren kombiniert. Fiir weitere Verfahren sei auf [33, 48, 91] ver-
wiesen.

Zu Beginn wird in Kapitel 2.2 die starke Formulierung des betrachteten Problems
vorgestellt. Zuerst wird die Gleichgewichtsbedingungen fiir Verschiebung und Warme
eingefiihrt. Sie beschreiben die Zusammenhénge zwischen Verschiebung und Spannung
sowie die Warmeverteilung im Korper, dessen Verhalten simuliert wird. Diese Zusam-
menhénge werden ausfiihrlich in der Literatur beschrieben und untersucht [22, 58, 91]
sowie [18, 89], da sie fiir fast alle Probleme der Festkérpermechanik von Bedeutung
sind. In der Warmeleitungsgleichung enthalten ist auch die Warmegenerierung durch
plastische Verformung. Grundlegend untersucht wurde die Menge der durch plastische
Verzerrung freigesetzte Wirme von Taylor und Quinney in [10, 30, 85]. Es wurde fest-
gestellt, dass ein Korper der plastischer Verzerrung unterliegt einen Teil der Energie in
Wirme abgibt und der Rest der Energie in sogenannte ,, cold work * flieft. Der Anteil
der freigesetzten Wiarme wurde fiir Metalle auf durchschnittlich 90% geschétzt. Neue-
re Forschungsergebnisse legen nahe, dass die Menge von durch plastische Verformung
erzeugter Warme stérker als angenommen von der bisher aufgetreten Plastifizierung,
der Plastifizierungsrate und der Art der Last abhéngt [52, 73]. In dieser Arbeit wird



die Betrachtung auf die in der Literatur héufig verwendete Rate von 0.9 beschrénkt.

Im n#chsten Abschnitt wird der reibungsbehaftete Kontakt vorgestellt. Durch Be-
wegung des Korpers oder Hindernisses kommt es zu Kontakt zwischen den beiden.
Bei diesem Kontakt tritt Reibung auf, da die Oberflichen nicht glatt sind. Der Kon-
takt wird durch linearisierte Kontaktnebenbedingungen beschrieben. Dabei handelt es
sich um Gleichungen und Ungleichung. Die Bedingungen sorgen dafiir, dass der Kérper
und das Hindernis sich nicht durchdringen, das nur Kontaktkréfte auftreten, wenn es zu
Kontakt kommt, und diese in die richtige Richtung zeigen. Zuletzt wird durch die Per-
sistenzbedingung sichergestellt, dass auch die Normalengeschwindigkeit verschwindet,
wenn der Korper in Kontakt mit dem Hindernis ist. Diese Bedingung spielt eine wichtige
Rolle fiir energieerhaltende Zeitdiskretisierungen [56]. Die Reibungsnebenbedingungen
unterteilen den Bereich des moglichen Kontakts in einen gleitenden und einen haftenden
Teil. Ein Punkt auf dem Kontaktrand beginnt zu gleiten, wenn die tangentiale Kraft die
Reibgrenze iiberschreitet. Die Reibgrenze kann durch verschieden Reibgesetze beschrie-
ben werden, von denen einige hier vorgestellt werden. Je nach Wahl des Reibgesetzes
muss zwischen einfacher mathematischer Modellierung und guter Annédherung des rea-
len Verhaltens abgewogen werden. Fiir tiefergehende Erlduterungen der Kontakt- und
Reibungsbedingungen sei auf [27, 28, 43, 48, 91| verwiesen.

Fiir die schon in den Gleichgewichtsbedingungen auftretende plastische Verzerrung
und die dazugehorende Verfestigung werden Bedingungen angegeben, die dhnlich zu
denen der Reibung sind. Hier wird zur Unterteilung der Punkte im inneren die Flie§3-
grenze verwendet. Diese gibt an, ab wann es zu plastischen Verzerrungen und Ver-
festigungen kommt. Im Gegensatz zu elastischen Verzerrungen bilden sich plastische
Verzerrungen bei Entlastung nicht zuriick, sondern bleiben dauerhaft bestehen. Durch
die Verfestigung erhoht sich die Kraft, die fiir plastische Verzerrungen benotigt wird,
in Abhéngigkeit von der bisher aufgetretenen plastischen Verzerrung. Hier werden line-
ar isotropische und kinematische Verfestigung betrachtet. Ausfiihrliche Betrachtungen
finden sich in [35, 37, 36].

Abschliefilend wird die starke Formulierung des Warmeflusses [43, 45, 63| eingefiihrt.
Dieser reprasentiert im Kontaktbereich den Warmeaustausch zwischen Korper und
Hindernis sowie die durch Reibung generierte Wirme.

In Abschnitt 2.3 wird die variationelle Formulierung des Problems angegeben. Diese
basiert auf der Einfiihrung von Lagrangemultiplikatoren fiir Kontakt, Reibung und
Wiirmefluss. Die Herleitung wird in vielen Biichern durchgefiihrt. Hier sei auf [37, 87]
verwiesen.

Im Anschluss wird in Abschnitt 2.4 die Zeitdiskretisierung mit dem verbesserten kon-
takstabilisierten Newmark-Verfahren [50] und dem Crank-Nicolson-Verfahren durch-
gefiihrt [23]. Zur Losung von zeitabhéngigen Kontaktproblemen werden hiufig die in
[61] vorgestellten Newmark-Verfahren verwendet. Diese erhalten zwar den Impuls, ha-
ben jedoch den Nachteil, dass sie zu Oszillationen im Bereich des Kontaktes fithren und
es zu nicht vorhersehbaren Verdnderung des Gesamtenergie kommen kann [50]. Durch
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Verbesserungen des Verfahrens bei der Energieerhaltung [47], dem Auftreten von Oszil-
lationen [25] sowie der Einhaltung der Persistenzbedingung [50] ist ein energiedissipa-
tives Verfahren entstanden, bei dem es nicht zu kiinstlichen Oszillationen kommt. Eine
andere Methode fiir eine stabilen Zeitdiskretisierung ist die Massenmodifikation [35].
Dabei wird mit speziellen Quadraturformeln eine modifizierte Massenmatrix assemb-
liert, deren Eintrdge auf dem Kontaktrand verschwinden. Fiir weitere Moglichkeiten
zur Zeitdiskretisierung sei auf [26, 55| verwiesen.

In den Abschnitten 2.5 und 2.6 wird die Ortsdiskretisierung mit der Finiten-Elemente-
Methode und Umformulierung der Nebenbedingungen in knotenweise Bedingungen
durchgefiihrt. Dafiir werden fiir die Lagrangemultiplikatoren duale Basisfunktionen ver-
wendet. Diese wurden in [90] vorgestellt. Dadurch werden die Kopplungsmatrizen mit
der Verschiebung und der Wiarme zu Diagonalmatrizen und die Kontakt- und Rei-
bungsbedingungen koénnen zu knotenweisen Bedingungen umformuliert werden. Um
die Nebenbedingungen fiir Plastizitdt in knotenweise Bedingungen umzuformen, wer-
den stiickweise konstante Ansatzfunktionen gewéhlt. Dargestellt werden diese fiir Kon-
takt, Reibung und Plastizitit durch NCP-Funktionen [5, 21, 53, 81]. Beim Warmefluss
werden zur Umformung in knotenweise Bedingungen Lumpingtechniken eingesetzt [86].

Die schwache Form der Erhaltungsgleichungen und die nicht klassisch differenzier-
baren Nebenbedingungen werden in Abschnitt 2.8 mit einem semiglatten Newton-
verfahren aus Abschnitt 2.7 gelost. Die entstehende monolithische Losungsmethode
ist dquivalent zu einer Aktiven-Mengen-Strategie [39]. Bei richtiger Wahl der Stabi-
litdtskonstanten ergibt sich die Radial-Return-Verfahren [35, 80].

Als letzter Schritt werden in Abschnitt 2.9 alle Variablen bis auf Verschiebung und
Wiérme eliminiert. Dadurch verringert sich die Gréfle der linearen Gleichungssystem
drastisch, aber es kommt auch zu Auffiillungen der Struktur. Die eliminierten Grofien
konnen durch einfach Matrix-Vektor-Multplikationen in einem Postprocessing-Schritt
bestimmt werden.

Zum Schluss wird das hergeleitete Verfahren in drei Beispielen auf Effektivitdt un-
tersucht. Im ersten wird im dynamischen Fall die Energiebilanz des System betrach-
tet. Dabei wird die energisdissipative Eigenschaft des Verfahrens ersichtlich. In den
beiden anderen Beispielen wird der statischen Fall des Problems als Ersatz fiir einen
Zeitschritt betrachtet. Zuerst wird die Sensitivitéit des Verfahrens in Bezug auf die Sta-
bilitatskonstanten aufgezeigt. Zuletzt wird an einem Beispiel mit analytischer Losung
gezeigt, dass das Verfahren auch mit biaktiven Mengen zurechtkommt.

Der zweite Teil der Arbeit in Kapitel 3 ist der Herleitung eines zielorientierten a
posteriori Fehlerschétzers gewidmet. Bei der a posteriori Fehlerschéitzung wird die dis-
krete Losung selbst genutzt um ihre Genauigkeit zu begutachten. Mit den gewon-
nenen Erkenntnissen werden adaptive Methoden entwickelt die zur Verbesserung des
Losungsverfahrens eingesetzt werden. Bei uniformer Verfeinerung kann aufgrund von
fehlender Regularitédt der Losung nicht immer die volle Konvergenzordnung eines Ver-
fahrens erreicht werden. Durch die Verwendung von Fehlerschétzern in adaptiven Me-
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thoden kann die optimale Konvergenzrate wieder sichergestellt werden. Eine Moglichkeit
der Fehlerschétzung ist die residuale Fehlerschétzung, bei der der gesamten Fehler zwi-
schen kontinuierlicher und diskreter Losung in einer Norm gemessen wird. Haufig wird
hier die Energienorm verwendet. Diese Methode den Fehler zu schétzen wurde fiir eine
groffe Menge an Problemen angewendet. Eine Klasse die viel betrachtet wird ist das
Hindernisproblem [4, 16, 46], aber auch fiir das Signorini Problem [19, 54| existieren
Schétzer. Auch fiir komplexere Probleme wie reibungsbhafteten Kontakt [51, 77] und
elasto-plastischen Kontakt [78] wurden residuale Fehlerschétzer entwickelt. Ein residua-
ler Fehlerschétzer fiir reibungsbehaftete elasto-plastische Mehrkorperkontaktprobleme
mit Diskretisierungen hoherer Ordnung findet sich in [32].

Bei der Anwendung von adaptiven Finite-Elemente-Methoden ist der Gesamtfeh-
ler in der Energienorm aber hiufig nicht von besonders hohem Interesse. Vielmehr
ist man an dem Fehler eines bestimmten Effektes oder in einem eingeschrankten Be-
reich des Gebiets interessiert. Man mochte zum Beispiel die Spannungen in einem
Korper besonders genau modellieren, damit es nicht zu Materialversagen kommt oder
die Kréfte im Kontaktbereich sind von besonderer Bedeutung. Eine Moglichkeit dies
zu berticksichtigen ist die Fehlerschétzung mit der DWR-Methode [6, 7]. Bei der DWR-
Methode kann der Fehler in einem fast beliebigem Zielfunktional abgeschétzt werden,
mit dem man diese Gegebenheiten abbilden kann. Die Anwendung auf Probleme mit
linearen Zielfunktionalen findet sich in [62, 64, 65]. Fiir Kontaktprobleme mit Varia-
tionsungleichungen wurden DWR-Fehlerschétzer in [12, 13, 14] entwickelt und in [83]
dargestellt. DWR-Fehlerschétzer fiir das Signorini-Problem und nichtlineare Zielfunk-
tionale wurden mit einem linearen dualen Problem in [76] hergeleitet und in [70] auf
reibungsbehaftete Probleme erweitert. Die Arbeiten [32, 51] betrachten die Anwendung
der DWR-Fehlerschéitzung auf Mehrkorperkontaktprobleme.

In dieser Arbeit wird aufbauend auf den Ergebnissen aus [68, 69] ein statisches Pro-
blem betrachtet, dass durch eine allgemeine Semilinearform mit Nebenbedingungen in
Form von NCP-Funktionen gegeben ist. Der Fehler soll in einem nichtlinearen Ziel-
funktional geschéitzt werden. Dazu wird zusétzlich zum primalen Problem das duale
Problem aufgestellt und beide werden mit der FEM diskretisiert. Die Systemmatrix
des dualen Problems entspricht im Wesentlichen der transponierten Systemmatrix aus
dem letzten semi-glatten Newtonschritt des primalen Problems. Mit den primalen und
dualen Losungen dieser beiden Probleme, lassen sich Fehleridentitdten fiir das Ziel-
funktional herleiten. Dabei werden die aktiven und inaktiven Mengen, die durch die
NCP-Funktionen definiert werden, ausgenutzt. Dadurch geht sowohl die Verletzung der
Nebenbedingungen als auch der Fehler in den aktiven und inaktiven Mengen additiv
in die Fehleridentitit ein. Diese Fehleridentititen enthalten jedoch die analytischen
Losung, die im Allgemeinen nicht bekannt sind. Um einen auswertbaren Fehlerschétzer
herzuleiten wird eine Patch-Interpolierende hoherer Ordnung der diskreten Losungen
verwendet. Beim Fehlerschitzer werden die Restterme, die in der Fehleridentitéit zum
Beispiel durch die Linearisierung aufkommen, vernachléssigt. Diese sind entweder von
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héherer Ordnung im Fehler oder es ist durch numerische Untersuchungen zu vermuten,
dass sie schneller gegen Null gehen als das primale und duale Residuum [68, 69]. Um
eine adaptive Verfeinerung durchfithren zu kénnen miissen die Fehlerschatzer lokali-
siert werden. Dabei werden die Beitrige einzelner Elemente der Triangulierung zum
Fehlerschitzer bestimmt. Hier wird die Lokalisierung mit Filtertechniken nach [15]
durchgefiihrt. Zur Verfeinerung kommt eine Optimal-Mesh-Strategy [71] zum Einsatz.
Zum Abschluss werden die hergeleiteten Fehlerschéitzer in einem adaptiven Verfahren
an zwei numerischen Beispielen untersucht und ihre Effektivitiat gezeigt.

Die praktische Umsetzung der Ergebnisse dieser Arbeit wurden mit der Finite-
Element-Software SOFAR [11] durchgefiihrt.
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2 Dynamisches Problem

In diesem Kapitel wird ein Losungsverfahren fiir das zeitabhéngige elastoplastische rei-
bungsbehaftete Kontaktproblem hergeleitet. Dafiir werden zuerst in Abschnitt 2.1 die
grundlegenden Begriffe und Rdume eingefiihrt. Es werden die in der Arbeit verwendeten
Definitionen und Eigenschaften von Sobolev- und Bochnerrdumen vorgestellt. In Ab-
schnitt 2.2 wird die starke Formulierung des Problems préasentiert. Es wird die zugrun-
deliegende Modellierung fiir Verschiebung, Warme, Kontakt, Reibung, Verfestigung,
plastische Verzerrung und Warmefluss, sowie die gegenseitigen Abhéngigkeiten vorge-
stellt. Aus der starken Formulierung wird in Abschnitt 2.3 die schwache Formulierung
hergeleitet, die als Basis fiir die Zeit- und Ortsdiskretisierung in den Abschnitten 2.4
und 2.5 dient. Dabei wird fiir die Zeitdiskretisierung ein kontaktstabilisiertes Newmark-
Verfahren vorgestellt und angewendet. Bei der Ortsdiskretisierung in der FEM werden
endlichdimensionale Teilrdume der Ansatzraume basierend auf konstanten und linearen
Ansatzfunktionen sowie der Mortar-Basis verwendet. Aus der Diskretisierung entstehen
fiir jeden Zeitschritt zwei nichtlineare und nichtglatte Gleichungssysteme. In Abschnitt
2.6 werden die Ungleichungsnebenbedingungen fiir Kontakt, Reibung, Plastizitit und
Wiérmefluss in dquivalente knotenweise Gleichungsbedingungen umgeformt. Durch die
Anwendung des semiglatten Newton-Verfahrens aus Abschnitt 2.7 wird in Abschnitt
2.8 fiir beide Gleichungssyteme eine Aktive-Mengen-Strategie formuliert. In Abschnitt
2.9 werden alle Unbekannten aufler Verschiebung und Wéarme durch statische Kon-
densation aus dem Gleichungssystem entfernt. Dadurch entstehen Gleichungssysteme,
deren Grofle deutlich reduziert ist. In den letzten drei Abschnitten werden numerische
Untersuchungen des Losungsverfahren im dynamischen sowie statischen Fall durch-
gefithrt. Die Algorithmen zur Behandlung der Reibung und Plastizitdt basieren auf
(35, 43].

2.1 Grundlagen

In diesem Abschnitt werden die grundlegenden Funktionenrdume eingefiihrt, die in
den folgenden Problemstellungen verwendet werden. Weitere Ausfiithrungen zu den
Lebesgue- und Sobolevraumen sind zum Beispiel in [1, Kapitel 3], [48, Abschnitt 1.4]
und [79, Abschnitt 3.3] zu finden. Sei @ C R? d € {2,3} ein polygonal berandetes
und beschrinktes Gebiet. Der Raum L?() ist der Raum der Aquivalenzklassen von
messbaren Funktionen v : 2 — R, deren Quadrate Lebesgue-integrierbar sind. Wir
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identifizieren alle Funktionen einer Aquivalenzklasse [v] mit ihrem Reprisentanten v.
Mit dem Skalarprodukt

(v, whoa = [ @) w(a) de,

wobei v,w € L*(Q), ist der Raum L?*(Q) ein Hilbertraum. Die induzierte Norm ist
|v|lo.q := (v,v)”2. Die Indizes entfallen, wenn es der Kontext zulisst. Sei a € N ein
Multiindex mit || = Z?:l a; und C§°(€2) der Raum der unendlich oft stetig differen-
zierbaren Funktionen mit kompaktem Triiger. Dann ist D®v € L*(Q) die a-te schwache
Ableitung von v, wenn gilt

(_1)|a|(Dava 90) = (Uv Daw% Vo € CSO(Q)

Der Begriff ist wohldefiniert und stimmt fiir v € C''(€) mit der klassischen Ableitung
iiberein . Der Sobolevraum H™((Q) ist der Raum aller Funktionen v € L%*(Q) fiir die
gilt, dass D% € L*(Q) fiir alle o mit 0 < |a| < m. Zusammen mit dem Skalarprodukt

(0, W) = Z (D%, D%w)

la|<m

bildet auch H™(§2) einen Hilbertraum. Durch das Skalarpodukt wird die Norm |[|v|],,, 0 =
(v, )., induziert. AuBerdem sei H*(Q) die Vervollstindigung von C3°(Q) in H™(L).
Der Dualraum zu H{*(§2) ist der Raum H~"(2). Die duale Paarung wird mit (.,.)
bezeichnet.

Zur Behandlung von Randdaten werden Restriktionen auf den Rand bendétigt. Die
Existenz dieser Restriktionen wird durch den Spursatz garantiert. Dieser wird in [17,
Abschnitt 2.3] und [48, Abschnitt 1.4] genauer behandelt. Sei € beschrénkt mit stiick-
weisem glattem Rand I' und erfiille eine Kegelbedingung. Dann existiert ein beschréankter
linearer Spuroperator

v H(Q) = LAT),  [lv(@)llor < cllulliq,

fiir den y(u) = u|r fiir alle v € C°(Q) gilt. Der Raum

H'(Q.Tp) i= { € HY(Q) | 7, () = 0}

beinhaltet alle Funktionen mit Nullrandbedingungen auf I'p.

Im weiteren werden auch Sobolevraume mit rationalen Exponenten verwendet. Nach
[48, Abschnitt 1.4] gilt: Fiir eine Teilmenge G C © mit Dimension dg und einer ratio-
nalen Zahl s := m + ¢, wobei m € N ist

D (0(2) — ()P
ol = oo+ [ [ 2 P 4 as

lal=m

14



2.2 Starke Formulierung

die Slobodétskij-Norm. Der Raum H?*(G) ist die Vervollstandigung des Raumes C™(G)

beziiglich dieser Norm. Den Ausfithrungen in [48, Abschnitt 5.3] folgend ist H _1/2(G)
der Dualraum zu H'*(G).

Fiir zeitabhingige Probleme miissen auch zeitabhédngige Sobolevraume verwendet
werden [29, Abschnitt 5.9]. Diese Bochnerrdume bilden allgemein von einem reellen
Intervall in einen Banachraum ab. Hier werden sie als Abbildung von einem Zeitintervall
in einen Sobolevraum verwendet. Dafiir sei L*(0,T; X) mit einem Banachraum X der
Raum aller messbaren Funktionen « : [0,7] — X mit endlicher Norm

T 3
P ( / nu<t>u2) < oo,

wobei ||.|| die zu X gehorige Norm ist. Auflerdem ist C'(0,7"; X') der Raum aller stetigen
Funktionen w : [0,7] — X mit der endlichen Norm

Julloworixy = ma u(t)] < ox.

Die zeitabhiingige schwache Ableitung einer Funktion u € L?(0,T; X) ist durch o €
L*(0,T; X) gegeben, wenn

/0 p(tyu(t) dt = - / o(B)i(t) dt, Vg € C([0,T1)

gilt. Fiir glatte u stimmt sie mit der klassischen Ableitung iiberein.

Der Bochnerraum H™(0,T;X) := W™?(0,7;X) ist fir m > 0 der Raum aller
Funktionen u € L?(0,T;X), fiir die alle k-ten schwachen Ableitungen mit k& < m
wieder in L?(0,T; X) liegen. Das zeitabhiingige Skalarpodukt ist

(u,0)) = / (u(t), v(t)) dt,

wenn X ein Hilbertraum mit dem Skalarpdukt (.,.) ist.

2.2 Starke Formulierung

In diesem Abschnitt wird die starke Formulierung des dynamischen, thermomechanisch
gekoppelten, elastoplastischen und reibungsbehafteten Kontaktproblems eingefiihrt.
Dazu werden nacheinander die Gleichgewichtsbedingungen fiir Verschiebung und Tem-
peratur, die Bedingungen fiir Kontakt und Reibung, fiir Plastizitdt und Verfestigung
sowie fiir den Wéarmefluss formuliert.
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2 Dynamisches Problem

2.2.1 Gleichgewichtsbedingungen

Fiir d = 2,3 sei Q) ein Gebiet in R%. Dies ist der Korper dessen Verhalten simuliert
werden soll. Betrachtet wird das Zeitintervall I = [0, T, wobei T > 0 der Endzeitpunkt
ist. Der Rand 0f2 von () enthélt die drei nichtiiberlappenden offenen Teilmengen I'p,
'y und T'¢, wobei I'c und T'p einen positiven Abstand haben. Siehe [48, Abschnitt
5.3] fiir ausfithrlichere Erlauterungen. Auf I'y und I'p sind Neumannranddaten p, :
I'y x I — R? fiir die Verschiebung und pg : 'y x I — RY fiir die Temperatur bzw.
Dirichletranddaten fiir Verschiebung up : I'p x I — R? und Temperatur 0p : I'p x I —
R vorgegeben. Wenn keine Daten vorgegeben sind, konnen die Mengen leer sein. Die
Menge I'¢ ist der Bereich, in dem es zu Kontakt und Reibung kommen kann.

Die anderen inneren Kréfte sind auf dem ganzen Gebiet definiert. Zum einen die
Volumenkraft f, : Q x I — RY, die #uBere Krifte modelliert, die auf den ganzen
Korper wirken. Zum anderen die Funktion fy : 2 x I — R, welche Warmequellen und
-senken modelliert.

Die Gleichgewichtsbedingungen fiir die Verschiebung u : Q x I — R? und die Tem-
peratur 6 : Q2 x I — R lauten

putt — div (o + 0g) = fu, in Qx1,
popul — div KVE — FoeP = fq, in Q2 x 1,
c=Ce—¢€P), inQxI,
U= up, auf I'p x I,
0 =0p, auf I'p x I,
On = Pu, auf I'y x I, (2.1)
QGng, auf I'y x I,
on
u(0) = uo, in Q,
4(0) = vy, in Q,
0(0) = 0o, in Q.

Die Konstante p, beschreibt die Dichte des Gebietes. Der Tensor o :  x I — R3*3
ist der Cauchysche Spannungstensor mit linearisierter Verzerrung ¢ := % (Vu + VuT)
und dem Elastizitdatstensor vierter Stufe C' nach dem Hookeschen Gesetz. Der Verzer-
rungstensor zerfillt additiv in die elastische Verzerrung ¢ und die plastische Verzer-
rung P. Die Untersuchungen in der vorliegenden Arbeit beschréinken sich auf isotrope
Medien. Im zweidimensionalen Fall wird der ebene Spannungszustand angenommen.
Die durch die Temperatur entstehenden Spannungen werden durch den Tensor oy :=
—ap (0 — 0y) Id € R4 mit dem thermischen Ausdehnungskoeffizient ag > 0 beschrie-
ben. Die thermischen Zusammenhénge basieren auf der spezifischen Warmekapazitét
pg, der thermischen Leitfahigkeit x und dem Taylor-Quinney Koeffizient 4. Der Taylor-
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2.2 Starke Formulierung

Quinney Koeffizient gibt an, wie viel Prozent der durch die plastische Verzerrung dis-
sipierten Energie in Warme umgewandelt wird. Die Neumannrandaten werden fiir die
Oberflichenspannungen o, := on mit dem duleren Normalenvektor n vorgegeben. Die
Startwerte fiir Verschiebung ug, Geschwindigkeit u, sowie die Temperatur 6y beschrei-
ben die Ausgangskonfiguration.

2.2.2 Kontakt und Reibung

Zusétzlich zu den Gleichgewichtsbedingungen miissen die Bedingungen fiir Kontakt
und Reibung erfiillt werden. Dazu sei 0, := nTon der in Normalenrichtung zeigende
Anteil der Kontaktspannungen und o,,; := n’ ot der tangentiale Anteil. Dabei enthélt
die Matrix t € R¥™(@=1 die tangentialen Vektoren, die mit n eine Orthonormalba-
sis bilden. Sie ist nicht eindeutig festgelegt. Auflerdem sei, mit dem Spuroperator 7,
der normale Anteil einer Funktion durch v, := (v) - n und der tangentiale Anteil
durch v; := tT~(v) definiert. Weiterhin ist durch g die zeitunabhiingige, normalisierte
Abstandsfunktion definiert [48, Abschnitt 2.3].
Damit lauten die linearisierten Kontaktbedingungen

Un < g, —Oun >0, Opn (Up —gn) =0, opptt, =0 auf I'g x 1. (2.2)

Die erste Bedingung ist die Nichtdurchdringungsbedingung und stellt sicher, dass der
Korper nicht in das Hindernis eindringt. Die zweite Bedingung sorgt dafiir, dass die
Kontaktkréfte nicht in das Hindernis hinein zeigen. Mit der dritten Bedingung tritt nur
an Stellen, die Kontakt haben, auch eine Kontaktkraft auf. Durch die vierte Gleichung
wird die Persistenzbedingung beschrieben, die bedeutet, dass die Normalenkomponente
der Geschwindigkeit verschwinden muss, wenn es eine Kontaktkraft gibt.

Die Reibbedingungen hingen von dem gewihlten Reibmodell ab, mit dem die echte
Reibgrenze angenéhert wird. Das einfachste Reibmodell ist das Reibgesetz nach Tresca
[27]. Dabei wird die Reibgrenze als konstant angenommen. Mit og > 0, wird es durch

ST =05

dargestellt. Fiir grofe Kontaktspannungen ist das Tresca-Reibgesetz gut geeignet. Im
Falle kleiner Kontaktspannungen ist die Modellierung nach Tresca jedoch nicht gut
geeignet, da hier ein proportionaler Zusammenhang zwischen Kontaktkraft und Reib-
grenze besteht. Zur Behebung dieser Unzulédnglichkeit wird die Reibgrenze von der
Kontaktspannung abhéngig gemacht. Beim Reibgesetz nach Coulomb wird von einem
linearen Zusammenhang von Kontaktkraft und Reibgrenze ausgegangen [91, Abschnitt
5.2.3]. Die Reibgrenze nach Coulomb ist

SC(|UnnD = F’Unn|
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2 Dynamisches Problem

Tresca - ---

Coulomb ----------
-~ Coulomb-Orowan

Betten - - - -

Reibgrenze
\
\
\
\

Kontaktspannung

Abbildung 2.1: Beispielhafte Darstellung der Reibgesetze.

mit dem Reibkoeffizient & > 0. Hierbei ist die Reibgrenze fiir grole Kontaktspan-
nungen jedoch unbegrenzt. In Wirklichkeit geht die Reibgrenze fiir grofler werden-
de Kontaktspannungen asymptotisch gegen einen festen Wert. Das Reibmodell nach
Coulomb-Orowan [91, Abschnitt 5.2.5]

So(|ona|) = min{os, Flou.|}

kombiniert die Vorteile beider Modelle. Jedoch ist es nicht klassisch differenzierbar und
modelliert den Ubergang von kleinen zu grofien Kontaktspannungen nicht gut. Durch
das Reibgesetz nach Betten [41]

Sco(|omm|) = o5 (/tanh (M) ,
0s

mit n € N, kann der Ubergang durch geeignete Wahl von n besser angenihert werden
und die Reibgrenze S ist iiberall differenzierbar. Eine Ubersicht der vorangegangenen
Reibgesetze findet sich in Abbildung 2.1.

Es sind auch Abhéngigkeiten von mehreren Parametern méglich. Eine Abhéngigkeit
von der Verschiebung kann unterschiedliche Bedingungen auf der Oberfliche des Kérper
darstellen und durch eine Abhéngigkeit von der Temperatur kénnen Verdnderungen
der Oberflaiche durch erhitzen simuliert werden. Mit einem allgemeinen Reibgesetz
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2.2 Starke Formulierung

S := S(u, opy, 0) konnen die Reibbedingungen wie folgt formuliert werden:

||0nt|| < S’
HO’ntH <S= ?lt = 0, auf PC x I (23)
HO‘ntH = S = Elgc c R L Opt = CCQ’iLt,

Aus der ersten Ungleichung folgt, dass die Norm der tangentialen Kréifte nie grofier
als die Reibgrenze sein kann. Die anderen beiden Bedingungen unterteilen den Kon-
taktrand in zwei disjunkte Bereiche. Wenn die Norm der Kontaktkraft kleiner als die
Reibgrenze ist, haftet der Korper am Hindernis und die tangentiale Geschwindigkeit
verschwindet. Im anderen Fall gleitet der Kérper und die tangentiale Kontaktkraft ist
ein Vielfaches der tangentialen Geschwindigkeit.

2.2.3 Plastizitat und Verfestigung

Die Bedingungen fiir Plastizitdt und Verfestigung sind denen fiir Reibung sehr dhnlich.
Hier wird statt einer Reibgrenze S eine FlieBgrenze Y (8) := ay"' (0o + HB) und Y :=
Y (a) zur Unterscheidung benutzt. Diese Grenze hiingt nur von der dquivalenten plas-
tischen Verzerrung « : €2 x I — R ab. Die Grenzspannung o, > 0 ist gegeben und
stellt den Punkt dar, ab dem es, ohne Beriicksichtigung von Verfestigungen, zu plas-
tischen Verzerrungen kommen wiirde. Die Abhéngigkeit der FlieBgrenze von o wird
durch den Koeffizienten fiir die lineare isotropische Verfestigung H > 0 bestimmt.
Die kinematische Verfestigung mit dem Koeffizienten K > 0 geht iiber die relative

deviatorische Spannung 7n(7) = devo — ay?K7 @ Q x [ — R¥? ein. Zur Verein-
fachung der Notation seien 7 := n(eP). Der deviatorische Anteil einen Tensors wird
durch devo := o0 — Clltr old bestimmt. Der Skalierungsfaktor a2 := f‘ld ermoglicht eine

konsistente Notation fiir beide moglichen Raumdimensionen. Fiir die plastische Verzer-
rung wird von Mises-Plastizitat angenommen. Dabei gilt e? = dev e? und tre? = 0. Dies
spiegelt wieder, dass plastische Deformationen in Metallen kaum Volumenédnderungen
hervorrufen. Die Bedingungen fiir Plastizitdt und Verfestigung lauten damit

Inll <Y,
7]l <Y =& =0und & =0, auf Q@ x I. (2.4)

2, lnll >0,

und & = ag’ 51,
0, sonst,

HnH—?jEICPIER:ép—{

Die Norm der relativen deviatorischen Spannung kann nicht grofer als die FlieBgrenze
werden. Wenn die Fliefigrenze nicht erreicht, wird kommt es nicht zu plastischen Ver-
zerrungen oder Verfestigungen. Sollte die Grenze erreicht werden, ist die Anderungsrate
der plastischen Verzerrungen proportional zum normierten 7 und das Verhéltnis dieser
beiden bestimmt die Anderungsrate der Verfestigung.
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2.2.4 Warmefluss

Durch den Warmefluss kann Wéarme zwischen dem Korper und dem Hindernis ausge-
tauscht werden und es kann durch Reibung entstehende Wéarme modelliert werden. Die
Bedingung an den Warmefluss ist

0 :

%9 = Ky|opie| — Blop| (0 —60,), auf e x 1. (2.5)
Die beiden Konstanten K,, > 0 und 5 > 0 kontrollieren wie grof3 die Warmegenerierung
und die Leitfahigkeit sind. Der erste Term auf der rechten Seite steht fiir die aus Rei-
bung entstehenden Warme. Der andere Term sorgt dafiir, dass es bei Kontakt von
Korper und Hindernis einen Warmefluss proportional zur Temperaturdifferenz der bei-
den gibt. Die Funktion 6, ist die Temperatur des Hindernisses.

2.3 Schwache Formulierung

In diesem Kapitel wird die zur vorherigen starken Formulierung gehorige schwache
Formulierung gegeben. Diese ermdglicht einen Ansatz zur numerischen Behandlung des
Problems. Durch sie wird die schwache Losung des betrachteten Problems definiert.
Im Folgenden werden die zuléssigen Rdume fiir die verschiedenen Komponenten der
schwachen Losung gegeben.
Die Verschiebung u wird in

w e L2(I; HY(Q)%)
V= u e L*I; H(Q)?) i€ L*(I; H1(Q)9)
Y(u(t)) =up firfa.t el aufT'p
gesucht, dessen Elemente die Dirichlerandbedingungen erfiillen. Die zeitunabhéngige
Variante ist V,, := {u € H'(Q)?|y(u) = up auf I'p}.
Die Lagrangemultiplikatoren fiir Kontakt und Reibung miissen in den zuldssigen
Mengen

Ay = {pn € LA LP(T0) [ (pa(t), &) <0, & € L (Tc), & <0, fiir fa. t € I},
Ay o= {p € LP(1; L (Co)®™ D) |((1), &) < (S, &), & € L2(To)™ !, fiir fa. t € 1},

liegen. Die dazugehdrenden zeitunabhéngigen Mengen sind

Ay = {,un S LQ(FC>‘(Mn7§n> <0, & € L2(FC>7 &n < 0}7
Ap = {m € LH(Te)™ (e, &) < (S l&), & € L2(Te)* '}

Im Gegensatz zur klassischen Wahl der Réume fiir die Lagrangemultiplikatoren H 2 (Ce),
muss hier auf die vollen L%-R#ume erweitert werden. Durch die Wirmegenerierung
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miissen auch die Produkte von Lagrangemultiplikatoren mit normalen bzw. tangentia-
len Anteil der Verschiebung getestet und integriert werden kénnen.
Fiir die Temperatur und den Wérmefluss werden die Losungen in den Mengen

Vp = {9 € LA(I;V,)|0 € LA(I; HY(Q)), v(0(t)) = 0p fitr f.a. t € I auf FD} ,

Ag :=L*(I; L*(Tc))
gesucht. Fiir die Wirme ist die zeitunabhingigen Menge durch Vy := {0 € H*(Q)|v(#) = 0p auf I'p}
gegeben.

Bei der plastischen Verzerrung und den dquivalenten plastischen Spannungen muss
dafiir gesorgt werden, dass die Zuléssigkeitsbedingungen eingehalten werden. Dazu sei

Ve = {(&7) € LX(Q) x Mo [ln(7)l| < Y(€)}
mit
M. = {1 € LZ(Q)dXd}T =77, tr7=0}.
Fiir die zeitabhéngige Losung ergibt sich damit die zuléssige Menge

Ver = {(E,r) € L*(I; L*(Q) x M.)|(&,7) € L*(I; L*() x LA(Q)™Y),
In(r)(®)]] < Y(£(1)), fiir fa. tel}.

Die schwache Formulierung von Problem (2.1) mit den Nebenbedingungen (2.2 - 2.5)
lautet dann:

Finde u € V,, 0 € Vy, (a,e?) € Voo, Ny € Ay, My € Ay and Ny € Ay mit den
Anfangsbedingungen u(0) = ug, 4(0) = vy and 0(0) = 6, so, dass

pulil, ) + (Ce(u),e(p)) + (o9(u), e(#))

—(CeP,e(¢) + (A on)re + (A @t)re = (fus ) + (Pus P)ry
pups(0. %) + (K0, V) = (0 (W), v) + (o, V)re = (fa. %) + (po, P)ry
)
)

(i = (), () = @)+ (e — M(E), (1)), <0, (2:6)
o) D — (Ko(t)i®) + BMm)6(8) — B,), D 0,
(r — (), 7(8)) — H(@(t), (€ — a(1))) < 0.

fiir fast alle t € I und alle (¢, %, in, pii, 9, (§,7)) € HY(Q,Tp)? x HY(Q,Tp) x A, x
Ay x L3(T¢) x Vo gilt. Die Existenz der Anfangswerte ist sichergestellt, da sich die
schwache Losung stetig fortsetzen lisst. Fiir u € V gilt, bis auf Anderungen auf einer
Nullmenge, auch u € C(I,V,,), siehe [29, Abschnitt 7.2.1].

Im Allgemeinen ist die Existenz einer eindeutigen Losung nicht klar. Im statischen
reibungsbehafteten elastischen Fall ist das Problem bei Verwendung des Tresca Reib-
gesetzes eindeutig losbar [74]. Fiir das Reibgesetz nach Coulomb kann, bei einem hin-
reichend kleinen Reibkoeffizient, die Existenz einer Losung fiir verschiedene Gebiete (2
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bewiesen werden [40, 44, 60]. Fiir das dynamische Kontaktproblem ohne Reibung im
viskoelastischen Fall wird in [2] die Existenz einer Losung bewiesen. Eindeutigkeit und
Wohlgestelltheit sind jedoch noch ungekléart. Bei statischen reibungsbehafteten elasto-
plastischen Kontaktproblemen existiert eine eindeutige Losung, wenn das Reibmodell
nach Tresca verwendet wird [32, 88].

2.4 Zeitschrittverfahren

In diesem Abschnitt wird die Zeitdiskretisierung der variationellen Formulierung (2.6)
durchgefiihrt. Das Zeitintervall I := [0, 7] wird in eine dquidistanten Unterteilung

O=to<ti<...<tg=T

in K Zeitschritte der Lange k = T/ K zerlegt. Die Funktionswerte einer Funktion v an
der Stelle t,, werden mit v™ bezeichnet.

Zur Diskretisierung der Erhaltungsgleichung der Verschiebung in der Zeit wird ein
verbessertes kontaktstabilisiertes Newmark-Verfahren angewendet [50]. Fiir die Erhal-
tungsgleichung der Warme wird das Crank-Nicolson-Verfahren verwendet [23]. Die
zeitdiskreten Startwerte u® € L2(Q), 4° € L*(Q)4, und 6° € L%*(Q) sind die L?
Projektionen der kontinuierlichen Startwerte. Beim Newmark-Verfahren wird in jedem
Schritt zuerst ein Pradiktor fiir die Verschiebung bestimmt. Dazu muss im Zeitschritt
0 < m < K folgendes Problem gelést werden: Finde (ul g, A\l ,.0q) € H (Q,Tp)? x A,
so, dass

(ugetb (10> + ()\n ,pred? Son) = ( kumilﬁ 90)7 VQD € Hl(Qa FD>d> (2 7)
( A?pred? n,pred ) S 0 vlu’n € A’rl
Fiir den Hauptschritt in jedem Zeitschritt miissen (u™, 0™, ™, eP™ A" N A\JY) €

VuxVyx Ve x A, x Ay x L*(T'¢) gefunden werden mit
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4 m m m m m m m

Eﬁu(u 790) +a <u 0™, e 7/\n7)\t @) =
4

5 PuUreas ) — @™ (L 0L LA AN @)
+ (ff;n + f'z’:n_la 90) + (pzl +pzl_17§0)FN,

2

pPupo(0™,0) + (kVO™, V) + (A", U)ro
1 1

— Ao = ), ) = AP ) =

%pup@(em_l7¢) - (l{vem—17 Vl/)) - (/\gn_la 1/))1—‘0

1
T R R R M e T EC )}
1

(= ), <0,

1
O D = (KNP (" = 6 1) + BAZ (6™ = 6,),D)r =0,
1 — 1 m m— m
(r =™, (e = Pm ) — H((a™ —a™ ), (€ - a™) <0,

fiir alle (©,, tn, pte, 9, (€,7)) € HY(Q,Tp)? x HY(Q,Tp) x A, x Ay x L*(T¢) X Vo,

wobei

(= A0 up — g)re + (e — A,

a™(u™, 0" PN ) 1=

Y n

(Ce(u™) +09(0™), () = (C"™, () + (AT n)re + (A, e)re-
Danach wird die neue Geschwindigkeit als L?-Projektion

u™ ), Ve e L),

pred

(i, ) = 7 (2u™ —

berechnet.

2.5 Ortsdiskretisierung

Das zeitdiskrete Problem wird nun mit der FEM durch Wahl von endlichdimensionalen
Teilrdumen fiir die Ansatz- und Testrdume in ein volldiskretes Problem tiiberfiihrt.
Dazu sei T} eine zuldssige, quasi-uniforme und zeitunabhéngige Triangulierung aus
Quadraten bzw. Hexaedern von € [17, Abschnitt 2.5]. Fiir ein Element .7 € T}, ist ho
der Durchmesser. Fiir das Netz T}, ist

h := max h
TETy, 7
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die Netzweite. Die Gesamtmenge aller Knoten wird mit P bezeichnet. Die Knoten auf
dem Kontaktrand I'c sind in der Menge Po und die Knoten, die nicht auf dem Kon-
taktrand liegen, sind in N = P\ P¢. Die Diskretisierung der Verschiebung und der
Temperatur wird mit bi-/trilineare Ansatzfunktionen durchgefiihrt. Der Raum Q;(.7)
ist der von den bi-/trilinearen Basisfunktionen aufgespannte Raum auf einem Element
7 und mit v wird die lineare Interpolierende bezeichnet. Die Finiten-Elemente An-
satzrdume sind damit

Vu,h = {Uh c Hl(Q)d ‘ Up| 7 c Ql(f)d,V? € ']Th,uh|pD = ihuD} ,
V97h = {9h € Hl(Q) ‘eh‘y € Ql(ﬁ),%? € Th,eh‘pD = ihQD}.

Die diskreten Testraume werden als

Vu,h,O = {uh € Hl(Q)d ‘ Uplg € Ql(ﬁ)d,Vﬁ € Th,uh|rD = 0} ,
‘/97]170 = {Qh € Hl(Q) \QW - Ql(ﬂ),Vﬁ - Th,9h|pD = 0}
definiert, damit sie die Nullrandbedingungen erfiillen. Fiir die Verfestigung und plasti-

sche Verzerrung wird ein stiickweise konstanter Ansatz gemacht. Der endlichdimensio-
nalen Unterraum von M, ist

My, := {7 € Mo |17 € Qo)™ VT € Ty},

wobei Qg(.7) der Raum der konstanten Funktionen auf .7 ist. Sei x,, die Basisfunktion
fir ein Element .7, € T}, und

B f% e(up) dx
R AT T

der Mittelwerte von e(uy) auf dem Element. Die diskreten Approximation der plasti-
schen Variablen sind

p._ p._ p
Q= E apXp und g = E EpXp

7;7 €Ty % €Ty,

und die diskrete Approximation der relativen deviatorischen Spannung 7 ist

o= Y (2dev(Elun),) — (200 + ag K)eb) ) X

TpET)

Die diskrete zuléssige Menge fiir Verfestigung und plastische Verzerrung ist somit

Voo :={ (&, ) € Qo(T) x Map||lmnll <Y}
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Die Lagrangemultiplikatoren fiir Kontakt \,, Reibung A\; und Warmefluss Ay werden
mit Mortar-Basisfunktionen diskretisiert [43]. Die Mortarbasisfunktionen zeichnen sich
dadurch aus, dass sie zu den Ansatzfunktionen von Verschiebung und Temperatur
biorthogonal sind. Jedoch sind sie nicht in nur einem Freiheitsgrad von Null verschieden.
Fiir d = 2 ist der Kontaktrand eine eindimensionale Menge. In diesem Fall haben die
Basisfunktionen der Verschiebung auf dem Referenzelement [—1, 1] die Form

51(6) = 5(1-9),
52(6) = (6~ 1)

Die dazu gehorenden Mortar-Basisfunktionen sind
_ 1 _ _
P1(§) = 5(1 —38) = 201(&) — 2(9),
Dal€) = 5(1+36) = 26,(6) ~ (€.

Fiir dieses Paar aus Basisfunktionen ist die Biorthogonalitétseigenschaft

1 1
-1 -1

erfiillt. Durch die Transformation vom Referenzelement auf ein beliebiges Element des
Kontaktrandes bleibt diese Eigenschaft erhalten [43]. Fiir den dreidimensionalen Fall
lassen sich analoge Basisfunktionen definieren.

Durch die Mortarbasisfunktionen werde die Ansatzraume fiir die Lagrangemultipli-
katoren

M}? = Span{¢pn}pepc C LQ(FC)v
Mftz = Spa‘n{wpt}PGPc - Lz(FC)QJ
My = span{tpo}pep. C L*(Tc)

aufgespannt. Definiere die diskreten Spurrdume
W= {un e Hi/Q(FC)‘Véa eTe: fins € @1(5)} ,
Wli = {,ut € Hl/Q(Fc)leg elc: Unjs € Ql(éo)Q}

mit dem Raum der linearen Funktionen auf einer Kante Q;(&). Die restringierten
Ansatzraume fiir Kontakt und Reibung lauten

An,h = {/vbnh S M}?‘vvnh S W]zf : <,unhavnh> S 0} )
A= {Mth € M}?‘vvth € Wy« (puan, vin) < (S, H’UthHh>}-
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2 Dynamisches Problem

mit der netzabhingigen Norm |lvwln = > cp_ [[vptll@pr,1- Dabei ist ¢p1 die erste
Komponente der Basisfunktionen von W} und v,; € R? der zum Knoten gehdrende
Koeffizient. Eine wichtige Eigenschaft fiir die diskreten Ansatzrdume bei gemischten
Problemen ist die inf-sup Stabilitét. Sie wird benutzt um Existenz und Eindeutigkeit
der Losung zu beweisen. Die hier gewihlte Kombination aus Ansatzraumen ist inf-sup
stabil [43, Abschnitt 3.1.1].

In der diskreten Version des Zeitschrittverfahrens aus dem vorhergehenden Abschnitt
werden zuerst die Startwerte der Verschiebungsvariable u) und 4 als Projektionen
auf V;, und die Startwerte der Wirme 69 als Projektion auf V) bestimmt. Fiir die
diskreten Formulierungen des Pradiktor- und Hauptschrittes werden jetzt die diskreten

Ansatzréume verwendet. Der Prédiktorschritt lautet: Finde (u},cq, Anprea) € Vin X
Anh

(U;erpredu Sph) + (/\:“th,predJ gpnh) = (uznil + kuhmia Sph) \V/QOh € Vu,h,O (2 9)
(:uTLh - )\Zlh,predn u%,pred - g) <0 vILth € An,h
Die diskrete Formulierung des Hauptschrittes ist: Finde (u}®, 0}, o}, eb™ X" AP AG) €
Vu7h X ‘/G,h X ‘/EPJ’L X An,h X At,h X Mg mit
4 m m/.m gm _p;m ym ym
Ep(Uh a@h) +a (uh aeh yER Mk thasoh) =
4 m m— m— m— m— m—
@p(uh,predﬂph) —a ( Up, ! 8 ! 827 ' A ! A lugoh)
+ (f;n + fzzn717 Soh) + (pzn +p:¢n7 790h)FN7
2 m m
Epup@(eh 71/}71) + (’{veh 7V¢h) ( Oh> wh)
1 _ m pm p,m 1 1 =~ m—1\ _p,m
- E’V(”(“h )(en ), ¥n) =+ ( (up ™)™ ¥n) =
(2.10)

2
Epupe(th_l, V) — (/fvehm_1, V) — (Mg Un)re

FUT 570+ 0+ 5w — T30l ™ ),

1
(B — N> Uy — Q)F + (pen — A, E(uht upy 1))Fc <0
(s i) — (KA (ufh = ™) + BN (O — 6,). ) = 0
m 1 m m— m m— m
(Th_nh7E<8;Z7 — ey 1))_H(_(O‘h —ap ), (& —ap) <0

fiir alle (¢n, Vn, ks Bt Dy (Eny Th)) € Vino X Vono X App X Mgy X Mf X Vep p. Im Nach-
folgenden wird auf den Exponenten m zur Kennzeichnung des aktuellen Zeitschritts
verzichtet und mit ™ := +(x — x™"!) wird die diskrete zeitliche Verinderung einer

k
Funktion bezeichnet.
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2.6 Knotenweise Nebenbedingungen

2.6 Knotenweise Nebenbedingungen

Die Nebenbedingungen fiir Kontakt, Reibung und Plastizitdt konnen durch Ausnut-
zung der Mortarbasis als knotenweise Bedingungen dargestellt werden. Fiir Kontakt
und Reibung werden die Ansatzraume so umformuliert, dass sie nur von den Koeffizi-
enten abhéngen.

Satz 1. Es qilt

Wy = {vhn =) Unpbup € Wilvay <0,Vp € PC} .

pEPC

Auferdem gilt

An,h = {Nnh = Z an¢np € M}TLL

pePc

anZO,VPGPC},

At,h = {,Uth = Z thwtp € Mii

pEPCc

lppll < 5, Vp € Pc} :

Beweis. Der Beweis findet sich in [43, Lemma 2.3]. O

Mit den knotenweisen Formulierungen fiir die Ansatzrdume wird nun die Biortho-
gonalitdt ausgenutzt um Kontakt und Reibungsbedingungen herzuleiten, die nur von
den Koeffizienten abhédngen.

Satz 2. Fiir jeden Punkt p € Po sind die Kontakt und Reibungsnebenbedingungen aus
der diskrete Formulierung (2.10) dquivalent zu

Upn < Gps )‘np >0, Anp(“pn - gp) =0 (2'11)
und
[ Al <5,
[Aipll < S = ity = 0, (2.12)

”)\tp” = S = ElCc € R . )\tp = Cfupt.
Dabei ist die skalierte Abstandsfunktion definiert durch

1
D, = ¢pds >0, g, :=—(9,Vnp).

I'c p

-

Beweis. Der Beweis findet sich in [43, Lemma 2.6]. O
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2 Dynamisches Problem

Fiir die Verfestigung und plastische Verzerrung ergibt sich die Moglichkeit zur ele-
mentweisen Darstellung aus der Wahl der konstanten Basisfunktionen. Jede Basisfunk-
tion ist nur auf einem einzigen Element von Null verschieden und die Integrale kénnen
durch Multiplikation mit der Elementgrofie ersetzt werden.

Satz 3. Fiir jedes Element 7, € T werden die Nebenbedingung und die plastischen
Variablen aus (2.10) elementweise geschrieben als

Il < 7y,
Impll <Yy, = Ach =0 und Acy, = 0,

_ 2 e > 0,
Il = ¥V = 3¢ € R : Ack = { sl 7l

0, sonst,

(2.13)

_ 142
und Ay, = ag (.-

Dabei ist Ak = (™ —x™"1) und (y wurde mit der Zeitschrittweite skaliert. Auflerdem
wurde eine Anpassung der Fliefgrenze zu'Y, = ay* (09 + Hay, + H max(0, Aay,)) vorge-
nommen, da beim iterativen Lésen Ay, negativ und damit nicht zuldssig werden kann.

Die knotenweisen Gleichungs- und Ungleichungsbedingungen aus den Sétzen 2 und 3
werden in reine Gleichungsbedingungen mit NCP-Funktionen umformuliert. Dadurch
kann ein Loser fiir Erhaltungsgleichungen und die Nebenbedingungen verwendet wer-
den und es ist keine besondere Beriicksichtigung von Ungleichungsbedingungen not-
wendig.

Satz 4. Die diskrete punktweisen Kontakt- und Reibungsbedingungen (2.11 - 2.12) sind
dquivalent zu den Gleichungsbedingungen

Ch(Upn, Anps) = Anps — max {0, A} =0, (2.14)
Ci(p, Opy Anps, Aips) = max {Spa ||)‘Z;sH} Atps — Sp)‘gos =0 (2.15)

fiir alle p € P, mit Nj}o = Ayps + Cn(Upn — gp) und X, := s + ity Hierbei werden
skalierte Werte A\yps := DpAnp, Mips := DpXyy, und S, := D,S fiir die Lagrangemulti-
plikatoren und die Reibgrenze verwendet um bessere numerische Konvergenzraten zu
erreichen. Die diskreten elementweisen Plastizitdtsbedingungen (2.13) sind dquivalent

ZU

Dy (up, ap, €8) := max {0, ||| = Y, } — cpa0lay, =0, (2.16)
. Y \
Dy(up, ap, €)) = 1, — min {1, Hntf\l } m, =0 (2.17)
b

fiir alle 7, € Ty, mit ) = n, + c,Ack, ¢, > 0.

p’
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2.7 Semiglattes Newton-Verfahren

Beweis. Fiir den Beweis sei auf [43, Satz 4.1 und 5.1] und [35, Lemma 2.5] verwiesen.

[]

Zuletzt wird die diskrete Gleichung fiir den Warmefluss in eine punktweise Bedingung
iiberfithrt. Dazu wird auf die Kopplungsterme mit Verschiebung und Kontaktkraft eine
Lumping-Technik angewendet [86, Kapitel 15]. Es ergibt sich die Bedingung

E(tpt, Op, Apnss Apts, Apo) =

1 (2.18)
Do Apo + Kw)\ptsE (upt — u;}_l) — BApns (B, —8,) =0, Vpel°

mit Dy 1= ch Yy, p € Pe. Das Integral mit Warmefluss und Temperatur wurde exakt
integriert, fithrt aber durch die Biorthogonalitéit auf den knotenweisen Ausdruck. Fiir
das zweite Integral wurde als Ndherung die Trapezregel genommen. Dadurch werden
die bi-/linearen Testfunktionen nur in Knoten ausgewertet, wodurch immer nur der
Einfluss eines Knotens nicht verschwindet. Daraus ergibt sich dann sofort die knoten-
weise Bedingung. Die Betriage entfallen, da die enthaltenen Produkte niemals negativ
werden konnen.

2.7 Semiglattes Newton-Verfahren

Die im vorherigen Abschnitt eingefithrten Gleichungsbedingungen fiir Kontakt, Rei-
bung und Plastizitéit sind nicht klassisch differenzierbar, aber fast iiberall differenzier-
bar. Aus diesem Grund wird in diesem Abschnitt ein semiglattes Newton-Verfahren
[43, Abschnitt 4.1] eingefiihrt, das auf Gleichungen mit fast iiberall differenzierbaren
Funktionen angewendet werden kann. Sei ' : R™ — R™, n,m € N, eine lokal Lipschitz-
stetige und damit eine fast iiberall differenzierbare Funktion [79, Theorem 3.2]. Mit der
Menge X der Punkte, in denen F' differenzierbar ist, bezeichnet

OF (z) := conv {mﬁalcl,glexF VF(xl)}

die Menge der verallgemeinerten Gradienten von F' in x. Dabei ist ,,conv“ die konvexe
Hiille. Das semiglatte Newton-Verfahren kann nun zur Losung der Gleichung F(z) = 0
verwendet werden. Wihle 2° € R" als Startpunkt des Algorithmus. In Schritt k& =
1,2,3,... wird das Inkrement 6z* € R™ aus der Beziehung

0€ F(a* 1)+ oF (2" 1)éa"

bestimmt. Die nichste Iterierte ergibt sich dann aus z**' = ¥ + d2*. Zur konkre-
ten numerischen Berechnung muss ein Repriisentant V* € 9F (2%~!) gewihlt werden.
Damit wird aus der Mengenbeziehung die Gleichung

0= F(a*1) + VEsa>.
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2 Dynamisches Problem

Fiir die Anwendung auf die hier betrachteten NCP-Funktionen werden insbesondere
die verallgemeinerten Ableitung der Maximums- und Minimumsfunktion benotigt. Fiir
Frax = max{fi(z), fo(z)} und Fyi, = min{fi(z), fo(x)} mit differenzierbaren f, fs :
R™ — R werden die Repréasentanten

Dp = {&vfmx% fi(@) > falo)
max Oufo(x), filz) < folz),
Dp = {awfl@% fi(2) < fol2),
" Oufo(x), fi(x) > fol)

gewdhlt. Die Wahl der Ableitung im Gleichheitsfall fi(z) = fo(z) ist fir die Konver-
genzrate des Verfahrens unerheblich.

2.8 Algebraische Darstellung

Jetzt wird das semiglatte Newton-Verfahren aus dem vorherigen Abschnitt auf den
Hauptschritt des zeit- und ortsdiskreten Problems angewandt. Es muss jedoch nur fiir
die NCP-Funktionen fiir Kontakt und Reibung sowie Plastizitdt benutzt werden. Die
Erhaltungsgleichung fiir die Verschiebung ist schon linear in allen Argumenten. Bei den
Gleichung fiir Warme und Warmefluss reicht auch ein Standard Newton-Verfahren, weil
beide differenzierbar sind.

Im Nachfolgenden wird fiir die Plastizitét eine lokal modifizierte NCP-Funktion

Df(ufw Gp, 5?) = (maX{Hn;tf”va})s Dt(uh» Qp, 5%)

mit s > 0 benutzt, um den Konvergenzradius des semiglatten Newton-Verfahrens zu
vergroBern [35, Abschnitt 4.1].

Betrachtet man die max Funktion in den NCP-Funktionen fiir Kontakt und Reibung,
kann man eine Fallunterscheidung machen und die Knoten des Kontaktrandes in die
Mengen

Z,:={pePc|\), <0},

pns

A, = {p € PC‘)\” > O} ,

pns
7, = {p e Pc|\), < S,},

pts
Ay = {pePc|\y, > 5,}

pts

unterteilen. Die Mengen Z,, und A, teilen den Kontaktrand in die Knoten, die keinen
Kontakt zum Hindernis haben und jene bei denen es zum Kontakt kommt. Beziiglich
der Reibung zerlegen Z; und A; den Kontaktrand in Knoten die haften oder gleiten.
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2.8 Algebraische Darstellung

Genauso werden die Elemente im Inneren durch die min und max Funktion der
NCP-Funktion fiir Plastizitdt in die Mengen

Ty :={p € Ty|Aa, < 0},
A, = {p € T|Aa, > 0},
L= A{p e Talln, | <Y, },
Ayl = {p € Th’””g“ > Yp}

unterteilt. Hier plastifizieren alle Knoten in 4,;, wohingegen die Knoten in Z,; sich
elastisch verhalten. Die Mengen A, und Z, werden nur zur Auswertung der NCP-
Funktion genutzt. Im Falle der Konvergenz des Newton-Verfahrens enthilt A, alle
Elemente und Z,; konvergiert gegen die leere Menge. Durch die Unterscheidung der
Knoten in aktive und inaktive Knoten kann das Verfahren als eine Aktive-Mengen-
Strategie charakterisiert werden.

Zur Durchfithrung des semiglatten Newton-Verfahrens werden die folgenden Ablei-
tungen der NCP-Funktionen benétigt. Im Folgenden wird von einer hinreichend glatten
Reibgrenze S ausgegangen. Die Ableitung fiir Kontakt und Reibung sind

0, p €Iy,
<5UpnCn>(5upn) - {
_cn5upna JURS Am
oA p €1,
5 Cn A ) = pns ns
( /\pns )( 4 ) {O7 p c An’
_Spéupt - %(5%7510) (5up))\z;fs7 p € It7
(5UPC )(5u ) = cp Apts )‘tgs T c T
PO (22— S,) by — 200, S (Gup) Ny P E A
(0, C1)(80,) = Ct(éepsp)(dep)tupt’ pen
_(5919517)(5917))\1);37 pE At7
— ; T,
(5)\pn50t)(5)\pns) = Ct((s/\pns Sp) (5)\pn8)tupt, et
_(5/\pnsSp) (5)\]’”3))\}’;57 p S At?
(52 Co)(hgee) = 4 ¢ pel
)\pts s) — r )\pts )‘;Tts T
U T (Il + 2 = 5,) Shons, p € A
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2 Dynamisches Problem

Fiir aktive Knoten p € A, fiihrt das semiglatte Newton-Verfahren auf die Gleichung

( Ct )‘pts ()\;Jts)T

c
e Sp> Ol — Et((SupSp)(éup))\;’;s — (80, Sp) (80,) A5,

pts H

. )\ ts()\trs)T
- (6ApnsSp)(5)\an))\Zt8 (HAptsH + p||)\ . - Sp 6)\pt5

ptsH

= _H)\tps”)\tps + 5 )\tps
Mit den Abkiirzungen
ep 5
PG
Fp . [Pts\Tpts) AptS(AZts)
SpllAzisll

M, =e, (Idg—1 — F})
und durch Umdrehen des Vorzeichens ergibt sich die Gleichung

T T T
(M o T e (725) ) S+ N (90,53 3
pis pts
1
_'_ H)\tr H )\;TI;S (v)\pns Sp) 5)\}7”5 - (Iddfl - Mp) 5)\pts
pts
M /\tr

tps®
Beim statischen Kondensieren muss die Matrix (Ids—y — M,) invertiert werden. Im
Laufe der Newton-Iteration kann jedoch nicht in jedem Schritt sichergestellt werden,
dass die Matrix reguldr ist. Im Konvergenzfall ist die Matrix invertiertbar. Um die
Matrix in jedem Schritt invertierbar zu machen und die Robustheit des semiglatten
Newton-Verfahrens zu erhéhen wird eine Modifikation der Matrix vorgenommen [43,
Abschnitt 5.1.1]. Die Matrix F}, wird durch die skalierte Matrix

T /\pts ()‘;)123 )

P max {S,, [Apsl} 1A

ptsH

ersetzt. Dadurch wird auch M, durch M p = €p <Idd_1 — Fp> ersetzt. Aulerdem wird

durch die Definitionen
Apts(A0is)

max || Apes | [[| A |

d, == min{H SPZSH,l},

1
ﬁp = {10‘175177 p < O’

OES

0, sonst
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2.8 Algebraische Darstellung

ein Skalierungsfaktor 3, > 0 eingefiihrt, mit dem die Matrix Id;—; —M pzuldg_;— ﬁp]\N/[ »
modifiziert wird. Einsetzen ergibt

C ~ ~
Et (Lptp + (Idd_1 - ﬁ,,M,,) ” )\ |A;§5 (Vupsp)T) Sty — Ot

pts ‘

~ -1
+ (Wday — B, AT, (II T e (V0 50) 06+ 1 HA;;;S (V. S,) 5Ams)

pts pts
~ (1das = B0, ) M.

mit Z)p = (Idd_1 - ﬁpM p> ' —Id4_1. Im Konvergenzfall konvergieren die modifizierten
Matrizen gegen die urspriinglichen. Sei nun p € P¢ ein beliebiger Knoten. Fiir S, > 0
miissen bei der obigen Betrachtung keine gesonderten Mafinahmen ergriffen werden.
Im Falle S, = 0, was bei nicht Tresca-Reibgesetzen auftreten kann, miissen wir dafiir

sorgen, dass p € A, liegt. Fiir [|A || > 0 ist dies automatisch erfiillt, aber im Falle

H)\ptsH = 0 muss p € A; gesetzt Werden Unabhingig von [[A7; || wird in beiden Félle
M, = 0 gewihlt. Zusitzlich muss o = ;= 0 gewiihlt, falls [ Aisll = O gilt. Damit ergibt

sich die Gleichung d\,:; = 0. Dies ist die erwartete, da s und u,, in diesem Fall schon
eine Losung von Cy(uy, 0, Ayps, Adips) = 0 sind. Fiir die algebraische Darstellung werden
die Matrizen C,,,, Cy,g, Dy,r, und D,,,, definiert, welche fiir alle p € P folgende
Untermatrizen haben:

(Chu) —Sptp = FApis (VUPSP)T’ peL
A = o ~ ~ -1 r T
p & (Lptp + (Idd,1 — ﬁpMp> ||)\tT ”)\Zts (VupSp) ) , pE€& At,
(C ) —Ct'llpt (VQ S ) » pe Ita
AO)p =
P <Idd_1 > |)\tr ”)\Z;gs VGPSp) , D€ At7
(D ) ‘ —ctupt (V)\nps p) i JAS It7
Adn)p - —
P <Idd,1 p) ”)\m ”)\Z;gs v)\npssp) y D S At7
oy o [ein (O, 9,
e —Idg-_1, peA.

Fiir die rechte Seite wird der Vektor F), mit den Untervektoren

Spctuptv p € It7

(]:)\t) ~
LA (Idd_l — B,M, ) M, pe A,
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2 Dynamisches Problem

gebildet.
Fiir Verfestigung und plastische Verzerrung ergeben sich die Ableitungen

(8.D,)(0u) <
uln u) = 2/}/”””“ Rdev (5U) pE Aplu
— P _’Z" _’Z"
(30, Do) 0ay) = 4 0 p et ()
— (ag"H + Pag) bay,, p € Au N Ay,
, €1,
(6.0 D,)(0eP) = » i P
P - (2u +a, K — cp) IIngTII oeh, p € Ay,
pE Iph
(0uD7)(6u) = . o
t || l*2p [“p‘g’ TngrT (1 |In"H> Id] R, (0u), p € A,
0, p € L,
(60, D) (0cry) = { (V) "ot Ackday,, p € Aa NIy,
—|ny ||S££ HZZ”&MP, p € Au N Ay,
— (V)" cPoet, p €Ly,

(6.0 D;)(0eb) =
v P ” H [’Cnp ® H’?tTH +Wp1d] 555, pE Apl

mit den Abkiirzungen

RO (up,) = dev ( (uh)p) , fiir p € Ty,

—1
ntr
KZ&@”“”+% Vi per)
p
, v,
= 2u+ay’K—¢) (1 T +c”,

; Y, 77
UNEES ((1 §) —2- P —I—sapHp )

[l g | |

34



2.8 Algebraische Darstellung

Zuletzt sind fiir alle p € P die Ableitungen der Funktion F fiir den Warmefluss
gegeben durch

(6 Upt )<5upt> = wAptsOUpt
(00, £)(66,) = 5)\pns59p,
(5 Apns )(5)‘19715) = ( 99)5>‘an7
(5>\pts )(0Apts) = Ko (upt Wéil)é)‘pts;
(0,0 ) (0Ap0) = Gy

Das sich aus dem Hauptschritt des Newmark-Verfahrens ergebene Gleichungssystem

fiir jeden Newton-Schritt ist
A B\ (ow) [(F,
(e o) (%)- (&) o1

A = Auu Au@ L Lllszu + Mu Aug
o \Aew Aw) Apy, TkKy+ My

eine zwei mal zwei Blockmatrix. Sie besteht aus den Steifigkeitsmatrizen fiir Verschie-
bung (K.)pe := (Ce(pp), (q)) und Temperatur (Ky),q := (V(¢,), V(1,)), deren Mas-
sematrizen (My)pg = pu(@p, ©q) und (Mp)p, = pupe(¢p,Y,) sowie den beiden Kopp-
lungsmatrizen (AuO)pq (00(q), €(pp)) und (Agu)pq := _%7(05(@1)(5}1 -y 1) Uy).
Durch die Matrix A werden die zu bestimmenden Newton-Updates dw = (d1u,66)"
aneinander gekoppelt, wobei * = (%), die Vektoren der Knotenwerte darstellt.

In der zweiten Matrix der ersten Zeile

Dabei ist

0 Buap,N 0 0 0

B = 0 BuaP,Pc Bu)\n,PC Bu)\t,PC 0

"~ 10 Bon 0 0 0
0 BGEP,PC 0 0 BHAQ,PC

beziehen sich die ersten beiden Zeilen auf die Verschiebung. Hier wird zwischen Kno-
ten auf dem Kontaktrand Ps und denen in N, die nicht auf dem Kontaktrand lie-
gen, unterschieden, da auf dem Kontaktrand auch die Lagrangemultiplikatoren einen
Einfluss auf die Erhaltungsgleichung haben. Ebenso ist es in den Zeilen drei und
vier beziiglich der Warme und dem Beitrag des Wirmeflusses. Diese Matrix kop-
pelt die Verschiebung und die Temperatur an die entsprechenden Unbekannten in
Sy = (0@, deP, 0\, 0N, 0Mg)T. Fiir Verschiebung und plastische Verzerrung geschieht
das durch (Byer)pg = (Ce(7y,), ¢4). Aufgrund der Biorthogonalitét der Mortar-Ansatz-
funktionen konnen die Matrizen fiir die Kopplung zu den Lagrangemultiplikatoren
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2 Dynamisches Problem

(Bur,)pg = (Baps Pgx); * € m,t und (Byyx,)pg = (top, ¥q) als Diagonalmatrizen darge-
stellt werden. Die Kopplungsmatrix fiir Temperatur und plastische Verzerrung, die
sich aus dem Newton-Verfahren ergibt, ist

_ 1 1 m—
(Bﬁap)pq =7 _5(05(7%)7107 ¢q) + (ngTpqu) - é(CTpnggf 17@%)

—5(C(e(uy™) = ep™ )7, ty)

Die erste Spalte dieser Untermatrix ist eine reine Nullspalte, da die Verfestigung auf
die Erhaltungsgleichungen fiir Verschiebung und Temperatur keinen direkten Einfluss
hat, sondern nur in der NCP-Funktion der Plastizitidt vorkommt.

Die rechte Seite der Erhaltungsgleichungen Fy := (F,, Fy)T enthilt

1 ) o
Fars = (e ) = JR(CE) (8.,

]‘ m— 1 m m— ]' m m—
+Zk2(05% 'e(py) + ZkZ(fu + 7 ) + ZkQ(pu + 0 ep)ry
m 1 m m 1 ,m
Pl py) = R (Ce?) + 0a(0]), () + 7R (Cef ,s«op)))
peN

1 m— m—
Fare = (Bl = 1 (O o = )

_(O‘nmhv SOPH)FNv _()‘?127 (ppt)FN)T) )

pEPC

1
Fans = (apn 071 3) = Gon(V8 )
1
k(fén + fén_la wp) + ék(pgl +P79ﬂ_1»¢p)rN
— m— m ]‘ m
(o(uy' 1)5% 17 ) = Pupo (O 0p) + §/€/£(V9h , Vb))

_ 1 -
(R = 7)) + 50" )
peN

+

Y

NI = N ~RN| =

I I
Fopo = ((fo,N)p - 5/’{?(/\% L p)re — §k‘(>\em p)Fc>

pEPC

fiir die inneren Knoten und die Kontaktknoten der Verschiebung und Temperatur.
Die Untermatrizen C und D in der zweiten Zeile bestehen aus dem Anteil der Rich-

tungsableitungen der NCP-Funktionen die auf den entsprechenden Teil des Newton-

Updates wirken. Die Blockmatrix C, die fiir die Kopplung von Verschiebung und Tem-
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2.8 Algebraische Darstellung

peratur mit den restlichen Gréfien steht, wird zusammengesetzt als

Cou 0
C.ry 0
C=1Cy. O
Cru Cip
Chrpu Cipo

Hier treten mehrere Nullblocke auf, da die Temperatur nur indirekt Einfluss auf Ver-
festigung und Kontaktkraft hat. Die Untermatrizen, die nicht verschwinden, bestehen
aus den Blocken

(Cq ) = (0uDy(un, O‘;mgg)) Vp €1,
(C EPU> = (04D (uhvapvgg)) Vp €1
(Cornw)p = (0u, Cr(Upn, Anps)) Vp € Pc,
(Coape)p = (5*pE(Upta Ops Apns, Aptss Apg)) *x € {u,0}, VpePec.

Bei den Lagrangemultiplikatoren spiegelt die Struktur der Matrix D wider, dass
die Effekte der Plastizitit auf der einen Seite und die Lagrangemultiplikatoren fiir
Kontaktkraft, Reibkraft und Wéarmefluss auf der anderen Seite nur iiber die Erhal-
tungsgleichungen zusammenhéngen. Untereinander bestehen in beiden Gruppen aber
auch direkte Abhéngigkeiten. Die Matrix hat die Form

Daa Daep 0 0 0
Dapa Dang 0 0 0
D= 0 0 D,\n)\n 0 0

0 0 D)\t,\n D)\t)\t 0
0 0 Dy, Dy Dy,

wobei die Untermatrizen folgende Blocke enthalten:

(Da*)p = (5*p‘D (un, O‘pagp)) *x € {a,e?}, Vpel
(Ders)p = (04, Df (un, ap, €7)) x€{a,e’}, Vpel,
(Darn)p = (03, Cr(Upns Anps)) Vp € Pe,
(D)\G*)P (0x E(“ph Op, Apns, Aptss Ap@)) * € { A, A\, o}, VpePo.

Der zweite Block F, der rechten Seite F enthélt die negativen Werte der entspre-
chenden NCP-Funktion aus dem vorherigen Newton-Schritt

-Fa
Fer
F)\ = JT'-)\"
F
Fg
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2 Dynamisches Problem

mit den Bestandteilen

(Fa)p == —Dn(un, Oépﬂfﬁ) Vp €1,
(Fer)p = — f(uh>&p>5£> Vp el
(Fan)p = —Crn(Upns Anps) Vp € Pe,
(Fro)p = —E(Upt, Op, Apnss Aptss Apo) Vp € Pe.

Das Gleichungssystem fiir den Prédiktorschritt kann auf dhnliche Weise aufgebaut
werden. Es enthélt jedoch nur den Prédiktor der Verschiebung und der Kontaktkraft.

2.9 Statisches Kondensieren

Die Grofle des Gleichungssystem, das in jedem Newtonschritt gelost werden muss, kann
durch statisches kondensieren drastisch verringert werden. In diesem Kapitel werden
die Lagrangemultiplikatoren fiir Kontakt, Reibung und Warmefluss eliminiert. Durch
die aus der Biorthogonalitdt der Mortar-Basisfunktionen entstehenden Diagonalstruk-
tur kénnen die Kopplungsmatrizen ohne grofilen Aufwand invertiert werden. Aufler-
dem werden die Verfestigung und plastische Verzerrung eliminiert. Dazu kénnen die
entsprechenden Ableitungen der NCP-Funktion invertiert werden. Nach dem Losen
des kondensierten System werden die kondensierten Gréflen in einem Postprocessing
Schritt sukzessive aus der Verschiebung und der Temperatur bestimmt. Die statische
Kondensation wird hier nur fiir das Gleichungssystem des Hauptschrittes dargestellt.
Fiir den Préadiktorschritt lasst sich der Lagrangemultiplikator fiir Kontakt analog aus
dem Gleichungssystem entfernen.

2.9.1 Kontakt und Reibung

Zuerst werden die Lagrangemultiplikatoren A, und ); &hnlich zur Behandlung in [43]
kondensiert. Durch Umstellung der Erhaltungsgleichung fiir die Verschiebung kénnen
die Newton-Updates der Lagrangemultiplikatoren durch

A = (NBur,pe) "N (Fy — Ayup 0t — Ay p 60 — Byer p0E”) |

h . ] _ . (2.20)
5/\7& = (TBu)\t,Pc) T (Fu — Auu,PC(SU — Awg’pc(se — BugP7P06€p) .

berechnet werden. Die Matrizen N und 7" enthalten in den Zeilen jeweils die normalen
bzw. tangential Vektoren fiir den entsprechenden Knoten.

Um das reduzierte System zu erhalten muss die dritte Zeile in C und D in die Knoten
fiir inaktiven Z,, und aktiven Kontakt A, unterteilt werden. Die Zeilen fiir inaktiven
Kontakt sowie die Zeilen fiir die normalen Komponenten mit aktivem Kontakt konnen
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2.9 Statisches Kondensieren

in A und B vernachléssigt werden, wenn d,, durch

(@), o
(5/\11)]3 = i U 0 2
(DT,A" (Fu - Auu,Anu - AuG,Ane - BUEpv“A"ep))p » PE An

im Rest des Systems ersetzt wird. Dabei ist D" := (N By, 4,) 'N. Die zweite Zeile
von B muss auch aufgeteilt werden. Es wird sowohl in die normale und tangentiale
Richtung unterteilt, sowie in die Knoten mit inaktivem bzw. aktivem Kontakt.

N- In B ueP I 0

0 0
TIn B ueP ,Ip, TIn B ut,In
TAn Buap VAR TAn Bu}\t WAn

o O O O
o O O O

Der normalen Anteil fiir aktive Knoten wurde durch die aktiven Knoten aus der dritte
Reihe von D ersetzt. Genauso wird auch in Matrix A vorgegangen:

Auu,N AuH,N
Nz, Az, Nz,Auwz,
C)\nu,An 0

TIn Auu,In TZn AuG,Zn
TAn Auu,An T.An Au@,An

Fiir die Matrizen C und D werden die korrespondieren Anteile aus der Ersetzung
des Kontaktes in die entsprechenden Untermatrizen addiert. Das fiithrt bei C zu

Cou 0
C.ry 0
C/\tu,In C/\tG,In
Cru i, — D)\t)\n,AnD;iinAuu,An Cro.4, — D/\tAn,AnDQ\inAuO,An
C)\gu,In C)\99,Zn

A A
Crputn = Doagrnan DA Avua, Crgo,a, — Diagan,a, DA Ao, a,

und fiir D ergibt sich

D.. D,.» 0 0
D.», D.o.» 0 0
0 0 Dy, 7, 0
0  —Dya.a, D,Cii" Buer 4, Do, an 0
0 0 Dyaiz. Dz,
0 —Dya,. A, D;ii” Buer 4, Diagag,an Dagag,An
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2 Dynamisches Problem

Auch die rechte Seite wird bzgl. der Kontaktknoten aufgeteilt und erhélt die Anteile,
die durch das Kondensieren entstehen. Die neuen rechten Seite sind

Jru,N
Nz, Fuz, — BuAn,InDKnl PO
F = -F)\n,An
Y T7,Fuz,
TAnFu,An
Fo

und

Fa

Fer
Frz, — D)\t)\n,InD;j)\nF)\n,Zn
FaAn — D)\t)\n,AnDZi:n w, Ay,
Frozn — D)\g)\n,ZnD;\nl)\nF)\n,In
Frordn — Dagan,a, D Foua,

F)\ =

Im zweiten Schritt wird nun die Reibkraft eliminiert. Dazu werden die Kontaktkno-
ten in vier Mengen nach inaktivem und aktivem Kontakt sowie inaktiver und aktiver
Reibung unterteilt.

EAR
I, || S1] 5
A, || S3 | Sy

Die Mengen S; und S; enthalten haftenden bzw. gleitenden Knoten, die nicht in Kon-
takt sind. In den Mengen S5 und S, sind die haftende bzw. gleitende Knoten enthalten,
bei denen aktiver Kontakt besteht. Ein Knoten kann nur in der Menge S} sein, wenn
die Reibgrenze nicht davon abhéngt, ob Kontakt besteht. Dies ist in der Regel nur fiir
das Tresca-Reibgesetz der Fall.

Um die Reibkréfte zu eliminieren wird nun der Term

(D™ (Fy = Aupo 0l — Auppo00 — Buerpo0?)) , peT,
(Frz. — DaornezoFrn 2. — Criuz, 0z, — Cr02,007,)p, D € 52,
(0AD)p == (Fandn — Crpu,a, 04, — Cr9,4,004,
+ Dyt D (= Fa, + Auua, 0, + Aupa, 004, pE S
| +Buer,4,06" 4,) )ps

fiir den Teil 6\; des Newton-Updates eingesetzt, wobei D™ := (T By, p.) ‘7.
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2.9 Statisches Kondensieren

In der ersten Zeile von A wird die Zeile, die fiir die haftenden Knoten steht durch
die entsprechenden Zeile aus C ersetzt:

AN AN
NIn Auu,In NIn Au@,In
Crpu, Ay 0
Cius, Ci0,5,

T, Avu,so — 15, Bury,5:Cxiusso TsoAus,5, — Ty Bux,,5,Cx0,5
An T,An

CAtu,Sg - D/\tAn,Sgpsg Auu,s:; C)\t9,33 - D)\t)\n,Sgpsg Au9,33
Ts, Ay, + Auus, Ts,Aug.s, + Aus s,

mit Au*,sél = TSgBu)\t,S4(DAtAn,S4DT7/\nAu*,S4 — C)\t*,&l) wobel x € {U, 9}
Genauso wird die zweite Zeile aus B durch die Zeile aus D ersetzt. Die zweite Zeile

von B wird zu
NIn Buz—:p,In

0
0
Ts,Byer.s,
—Dxa,,8s D;j " Buer, s
TS4 Buz—:P ,S4 + Busp ,S4

O O oo oo
O O O o oo

4T . A
mit BUEP,S4 - TSQ BU/\t,S4D/\t)\n,S4DT nBuep,S4'
Die Matrix C nimmt mit den zusammengefassten Matrizen

~ R TAn A\t

CA9*753 = (Dkekn,%DSg + DAe)\t,SSDSB ) AU*,S:N

~ e T,)\n T7An
C)\@*,S4 T D)\g/\t,S4 (D/\t)\n,S4D Au*,S4 - C)\t*,S4) - D)\g)\n,S4DS4 A’LL*,S4

fir x € {u, 0} die Form

Cou 0
C.ory 0
Crus — D)\g)\t,Sngf\tAuu,Sl Cr0.5 — DAgAt,Sngf\tAuG,Sl
Cosus: = Diagan,s: Cavu,sy Cr0.5: — Diaya,s:Coo,s
Corouss = Copu,ss Cou,ss = Cro,55
Crouss + Crus, C0.5, + Cxpo,5,
an. In der Matrix D fiihrt die Ersetzung des Newton-Updates zur Gestalt
D, D... 0
D.»,, D.».» 0
0 —Dy,n.s ch;ft Buer.s;, Digrg.s:
0 0 D, s,
D)ja,85 D)er,s5 Dgre.55
D),a,s, D)er,s, D54
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2 Dynamisches Problem

mit
D5, = — (D DZ" +Dyyr,s, D5 ) B
Aox,Ss =\ Digag,ss Dgy "+ Digag,ss D) ux, S35
D = (D D -D YD B
Aox,S4 +— AoAe, Sz A Ay, A9 An,S4 Sy ux,Sy

fir x € {a,e}. Nach statischer Kondensation der Kontaktkraft und Reibkraft besteht
die rechte Seite F aus den beiden Komponenten

Fu,N
NInfu,In - Bu/\n,In-F)\n
Frn A
Fresi — Doaoan,siFan.s
Fy= Ts, Fu,so — Daa,se (Fa,se — Daan,s2FAn,S2)
Fress — DAtAn,Sng;\n A

’r‘?An
Ts,Fu,ss — Dane,sa <fAt,s4 — Dis,Dyg, u,s4>

Fo
und
Fa
ng
Tz)‘t
F ‘F>\6751 - D)\Q)\nysl F)\n - D)\g)\t,sl -DSl u,S1
AT Fro.5s = Dagan,5aFan,s: — Dagase (Fase + Diaan,saFanss)
An T\t
Fro,5s = Dagrn,ss Dy " Fu,ss — Daga,ss Dy Fu,ss

T’,An 7"7>\7L
Fro.58 — Diagan,sa Dy " Fusy — Dogas, <J:At,s4 + D, Dg, " F u,s4>

2.9.2 Verfestigung und plastische Verzerrung

Im Gegensatz zu Kontakt und Reibung, wo aufeinanderfolgendes Eliminieren moglich
war, miissen Verfestigung und plastische Verzerrung in einem Schritt eliminiert werden.
Es ist nicht moglich dies aufzuteilen, da die Kopplung zwischen den beiden nicht in
Diagonalmatrizen ausgedriickt werden kann. Es werden wieder vier Mengen eingefiihrt,
in die jedes Element beziiglich inaktiver und aktiver Verfestigung, sowie inaktiver und
aktiver plastischen Verzerrung einsortiert wird.

H Ly ‘ Api
Io | P | P
Aa P 3 P 4

Um die Elimination durchzufiithren muss die Matrix

D!, D!\ _ (Da Dax)
D!, D,,)  \Duw Duw

aeP ePeP

42



2.9 Statisches Kondensieren

bestimmt werden. Betrachtet man die zu jedem Element gehérenden Blocke dieser
Matrizen als eine Matrix ergibt sich

( —1
a 0
()
1 K ptr
cPag _cpaogg 77p Id .
I I o 1 (Id _nps g ﬁh’) ) p e b,
(Df““ D;w”) _ w147 g
Docr Dover P 1 ag" 0 p e P
_C_p Hs ) 37
~ Az 1d
kH+(adcp+H)(S B . ot
_ (cp+ay *H)2a3Cs ao(cptag 2H)C I be Py
__H ([ kgzs At 1 K>S ~tr !
(@Zep+ M)y (577 = ) o (Id — &0

\

: —s L atr s 1
mit (5 = w, + K7, : 773, 77;” = ”n—g” und
. s p € ZLa,
p H ~tr
77; - cpag—&-Hn , PE Aa'

Die Existenz dieser invertierten Matrizen kann durch Voraussetzungen an die Stabi-
litdtskonstanten s und ¢ in Abhéangigkeit von den Materialparametern sichergestellt
werden [35, Abschnitt 4.1.1].
Mit diesen Matrizen ergeben sich die Bestimmungsgleichungen fiir die Newton-Updates
zu
sa" = D! (F,— Cuuou) +D!_, (For — Corydu)

p o (2.21)
0(e")" := Dy (Fo — Caudu) + Dy (For — Copydu)

Nach dem Streichen der Spalten und Zeilen, die zur Verfestigung und plastischen Ver-
zerrung gehoren, miissen dav und de? durch da” und §(eP)" ersetzt werden.
In der ersten Reihe von A ergibt sich damit

Auu,N - Auu,lj Au97N
NInAuu,In - NIn Auu,In NIHAUG,IH
Cpu.An 0
C)\tu,Sl C)\tB,Sl

Ts, Auu,ss — T, Buny,5:Cxiu,85 — Auu,se T55Au0,85 — T'so Bun,.s,Cx0,9,
T,An A An

C)\tu,SQ, - DAzAn,Sg-pS3 Auu,é‘;; + Auu,s;:, C)q@,Sg - DAﬁ)\n,Sg-NDSS Au0,53
Ts,Auusy + Avu,sy — Avus, Ts,Avo,s, + Auo,s,
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2 Dynamisches Problem

mit
Auu,* = Buap,*Gep,*7 * € {NaIn} )
wu,So +— TSQBUEP,SgGsT’,Szu

NN

X A\
wu,Ss = Daan,55Dg, " Buer 55Ger 55

Auu,S4 = (TS4BU6P,S4 + Bu6p754> GEP,S47

wobei G.» = D!, C,. + DZ,_,C.s, benutzt wird.

ePa
Die zweite Reihe von A wird zu

(Agu — BoerGer  Agp) -

Die Matrix B wird auf die Kopplung zwischen der Temperatur # und dem Warmefluss
Mg fir Knoten auf dem Kontaktrand in der Form

0
0
0

By pe

reduziert. In der Matrix C entfallen die ersten beiden Zeilen und die verbleibenden
Zeilen sind

g g
Cu,Sl 09,51

Ao Ao

u,S2 0,52 A

Ao Ao -

u,S3 0,53

Ao Ao

u,Sy 0,S4

A\t ~ At
Crousi = Doagasi Dg) Auugsy + Cagusi Cago,si = Diagagsi D) Au,sy
Crouse = Dagas: Covusy Cio0.50 = Dagar,s:Cxies,

Corouss = Coguss — Cogu,ss Cou,ss — Cro,55
Cruss + Crpusi — Coryusy Cir0,5, + Cx0,5,

mit
e . A
C)\0u751 = D>\9>\t751D51 Buep,SlGaP,Sla
CAQU,Si = D/\ga,SiGa,Si + D/\QEP,SZ‘GEP,SN Z = 37 4

In der Matrix D bleibt nur die Massematrix des Warmeflusses fiir alle Knoten des
Kontaktrandes bestehen. Sie nimmt somit die Form

D>\9>\07S1

o D>\9/\9752
D=

DAe/\e,Ss

D584

44



2.9 Statisches Kondensieren

an. Fiir die rechte Seite F, ergibt sich nach diesem Schritt
FuN = FyN .
NI’VLFU7I’I’L - BU/\'ruIn‘FAn - ‘FIn - NIn“Fyvzn
FnsAn
‘T.}\usl - D>\t/\n751f>\n751 _
T, Fu.5; = Dainese (Faiss — Do saFan.s:) — Fy.s,
T7ATL T
‘F)\t,53 - D)\t)\n,S:aDSg u,S3 T F. 53
,An T
Ts4-7:u,s4 - D,\f)\t,&; <fAt,S4 - D)\t>\n754‘DS4 u,54) - er,S4
JT:Q - B@EPKEP

mit
ﬁ%* = Buap,*Kep,*7 * € {N,In}

‘Fy,Sz = TSzBueP,SszP,Sza

= . A
Fy,s5 = Dan,,5Dg; " Buer 55 Ker 5,
‘7:%54 = (TS4BU6P7S4 + Bu6p754) K5p754

und K, := DI F, + DL, F..
Im zweiten Teil F bleiben wie in den Matrizen C und D nur die Anteile fiir den
Warmefluss bestehen:
Ao
F§\1
]
.7-%\2
0
}—§3
0
Fs!
¢ T
Fro.51 — Dagan.si Fx, — Digasi Dl Fusy + Fas,
Fro.5s — Dagan5:F 25 = Dagaess (Fanss + Darn,sa Fan.ss)
7"7>\7L T,At T
Fro,85 — Dagan,ss Dy " Fu,ss — Daga,ss Dy Fuyss — Fass
T, An An T
F)\Q,S4 - D)\g)\n,S4DS4 w,Sqg D/\g)\t,S4 ‘F)\t,S4 + D)\t)\n,S4DS4 u,S4) - 'F/\,S4

mit
T e ¢
Frs = D,\g,\t,leS1 Buer s, Ker s,

Frs, = Dya,5.Ka,5, + Dyjer 5, Ker 5, 1= 3,4.

2.9.3 Warmefluss

Nach dem Eliminieren des Warmeflusses durch Eliminierung der Matrizen C und D,
sowie dem zweiten Teil der rechten Seite F) und dem Ersetzen von §)\y in den iibrigen
Gleichungen durch

5Ny =Dy, (jf“ — CMgu— 03059) (2.22)
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2 Dynamisches Problem

bleibt noch ein Gleichungssystem bestehen, dass nur das Newton-Update fiir die Ver-
schiebung du und fiir die Temperatur 66 als Unbekannte enthilt. Insgesamt ergibt sich
die Matrix A zu

AN — AuuN AwoN
Nz, Az, — Nz, Avuz,, Nz,Auw 1,
C/\nu,An 0
Crus B Cio.5
Ts, Auu,s, = T, Bun,,$:Covu,so = Aunsy T Avo,sy — Ty Bun,,s,Caos0 | . (2.23)
Cruss — D,\txn,sgpg’?"z‘luu,gg + Auus, Cros — DAt,\n,sgpg’;\"Aua,sg
Ts,Auu,ss + Auu,ss — Auuss Ts,Aug.s, + Aup s,
ApuN — Bper NGer N Apo.N
Agupo — Boer P Ger pe — Agupe Agope — Avope

mit A9*7pc = BGAQ,PCD)_\;,\GPCC?G’PC fir x € {U, 9}
Die vollstiandig reduzierte rechte Seite F nimmt die Form

FuN — FyN _
Nz, Fuz, — Buisaz, Fr, — Fz, — N1, Fy 1,
T An
Fre,s1 = Daoan,siFan,s B
TSQFU,SQ - D)\t)\mSQ (‘F/\t,SQ - D/\t)\n,SQ’F)\n,Sz) - ‘Fy,SQ (224)

Fanss = Do D Fusy + Fys,
Ts,Fu,s, — Daa,s, (-7:&,54 - D/\t/\n,S4Dg4/\n}—u,S4> — Fy.s
FoN — Boer nKor N
Fope — Boer o Ker Py — BGA97PCD)_\91)\07PC-/—_-)\9

an. Um nun alle Teile des Newton-Updates zu bestimmen wird mit A aus (2.23) und
F aus (2.24) das reduzierte Gleichungssystem Adow = F gelost. Dies wird mit dem
UMFPACK-Léser durchgefiihrt [24]. Danach koénnen aus du und 06 sukzessive die
restlichen Newton-Updates aus den Gleichungen (2.22), (2.21) und (2.20) bestimmt
werden.

2.10 Numerische Ergebnisse

Im folgenden Beispiel wird die Energiebilanz des dynamischen zweidimensionalen rei-
bungsbehafteten Kontaktproblems mit Plastizitdt betrachtet. Das Gebiet ist Q =
(—4,—1) x (=6, —1) mit den Réndern I'p = ) und I'c = —1 x (=6, —1) und das Zeitin-
tervall ist I = [0,0.45]. Das Hindernis ist durch die Funktion v (xs) := —0.00625(x3 +
bxe + 6.25) parametrisiert. Die Materialparameter sind £ = 900, v = 0.33, p = 1,
po =1, k=1 a9y =1x107° v7¢ = 0.9, k, = 0.5, 8 = 0.2, 09 = 100, K = 100,
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2.10 Numerische Ergebnisse

H = 200. Es wird Coulomb-Reibung mit Reibungskoeffizienten F = 0.05 verwendet.
Die Anfangsgeschwindigkeit ist vg = (10,5)7. Anfangsverschiebung und -temperatur
wurden auf Null gesetzt.

In Abbildung 2.2 ist die Bewegung und plastische Verzerrung des Korpers in aus-
gewahlten Zeitschritten dargestellt. Bevor der Korper mit dem Hindernis in Kontakt
tritt bewegt er sich konstant mit der Anfangsgeschwindigkeit auf das Hindernis zu.
Bei t = 0.1335 kommt es zum ersten Kontakt mit dem Hindernis und der Korper be-
ginnt sich an das Hindernis anzuschmiegen. Dabei steigt die Kontaktkraft, so dass an
einigen Knoten Haftreibung auftritt. In den Teilen, in denen es zu Kontakt kommt,
aber die Knoten nicht haften entsteht Wérme. Diese verteilt sich, wie in Abbildung
2.3 zu sehen ist, zum einen im Korper und zum anderen wird sie in das Hindernis
abgegeben. Nicht zu erkennen ist die Ausdehnung des Korpers aufgrund der Wirme,
da sie im Verhéltnis zu den restlichen Deformationen sehr klein ist. Die plastischen
Verzerrungen, die in den Abbildungen dargestellt sind, breiten sich von der Mitte des
Kontaktrandes in den Korper hinein aus. Auch an den Réndern des Kontaktrandes
steigen die Spannungen, so dass es zu plastischer Verzerrung kommt.

In Abbildung 2.4 - 2.6 sind die Lagrangemultiplikatoren A, und \; sowie der Warme-
fluss am Kontaktrand Ay dargestellt. Die Werte wurden nach Position auf dem 1D
Kontaktrand und ihrem Zeitpunkt geplottet. Bei Abbildung 2.4 sieht man, dass die
Kontaktkraft ungefahr in der Mitte des Kontaktrandes, am Punkt des ersten Kontakts
beginnt zu steigen, bis sie fast iiberall die gleiche Hohe erreicht. Am oberen Ende des
Randes treten grofieren Kréfte auf, da dieser in der Bewegungsrichtung des Korper liegt.
Im Gegensatz dazu sind die Kréfte am unteren Rand zu Beginn kleiner. Die Kréfte neh-
men dann wieder ab, wenn der Kérper sich beginnt vom Hindernis abzulésen. Wenn der
Kontakt endet verschwinden die Kontaktkréfte und es tritt auch kein zweiter Kontakt
auf. Knotenweise gilt A\, > 0, da jedoch Mortar-Basisfunktionen verwendet werden
kann A, auch negativ werden, wenn die Werte in zwei benachbarten Knoten stark
genug voneinander abweichen. Man erkennt, dass die Lagrangemultiplikatoren nicht
oszillieren, sondern durch die Stabilisierung des Zeitschrittverfahren stabil sind. Die
Reibkraft A\; in Abbildung 2.5 zeigt, dass im oberen Bereich Haftung auftritt und es
im unteren Bereich zu Gleitreibung kommt. Die hohen Ausschlige in den Ubergiéingen
treten wegen der Diskretisierung mit einer Mortar-Basis auf. Sie entstehen, wie die
negativen Werte in ), durch einen groflen Unterschied in den Werten zweier benach-
barter Knoten. Zu den Reibkréiften passt auch der Warmefluss in Abbildung 2.6. Im
oberen Bereich haftet der Korper am Hindernis und es flieffit nur Warme vom Koérper
ins Hindernis. Am unteren Rand kommt es zu Wéarmeentwicklung aus der Reibung und
dadurch wird der Warmefluss aus dem Korper ausgeglichen. Im Lauf der Zeit wird der
gleitenden Bereich gréfier und damit auch der Bereich, in dem Warme entsteht. Bevor
der Koper das Hindernis beriihrt und nachdem er sich wieder 16st, fliet keine Wérme
vom Korper ab und es entsteht auch keine durch Reibung.

Der Verlauf der schon erwiahnten Energieumwandlungen und -abfliisse kann Abbil-
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Abbildung 2.2: Verschiebung und plastische Verzerrung in ausgewahlten Zeitschritten.
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Abbildung 2.3: Verschiebung und Temperatur in ausgewihlten Zeitschritten.
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Abbildung 2.4: Kontaktkréifte A,

Abbildung 2.5: Reibkrifte \;

76.73 180.7 2847

Abbildung 2.6: Warmefluss \g
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Abbildung 2.8: Relative Energiedanderung seit Beginn
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Abbildung 2.9: Dynamisches Beispiel

dung 2.7 entnommen werden. Zu Beginn gibt es nur kinetische Energie durch die An-
fangsgeschwindigkeit des Korpers. Sobald der Kérper mit dem Hindernis in Kontakt
tritt wird diese in andere Energiearten umgewandelt. Durch elastische Verformungen
entsteht potentielle Energie. Wenn es zu plastischen Verformungen kommt wird ein Teil
der Energie in Warme umgewandelt und ein anderer Teil geht verloren. Aulerdem wird
durch die Reibung kinetische Energie in Warme umgewandelt. Von dieser bleibt ein Teil
im Korper und der Rest wird iiber den Kontaktrand an das Hindernis abgegeben. Der
Graph ,,Gesamt“ beschreibt die gesamte Energie, die noch im System ist. Aus physika-
lischer Sicht sollte diese konstant bleiben. Jedoch nimmt sie durch numerische Verluste
ab. Die Energie, die sich noch im Koérper befindet, kann am Graphen,, Verbleibend,, ab-
gelesen werden. Hierbei handelt es sich um jene Energie, die nicht ins Hindernis geflos-
sen ist und nicht durch numerische Fehler verloren gegangen ist. Auf anderem Wege
kann der Korper keine Energie abgeben. Der Gesamtenergieverlust durch numerische
Effekte ist in Abbildung 2.8 iiber das Zeitintervall dargestellt. Der groite Verlust tritt
beim ersten Kontakt mit dem Hindernis auf. Nachdem sich der Kérper vom Hindernis
16st sinkt die Verlustrate wieder ab.

2.10.1 Keil

In diesem und im nachfolgenden Abschnitt werden numerische Untersuchungen am
statischen Problem durchgefiihrt. Die statische Version wird durch Vernachléssigung
der Geschwindigkeit- und Trégheitsterme hergeleitet. Diese Vereinfachung wird durch-
gefithrt um den Aufwand der Untersuchungen zu reduzieren. Die Betrachtung des stati-
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schen Problems entspricht der Analyse eines einzelnen Zeitschrittes. Im ersten Beispiel
wird ein Koérper = (—1,1) x (—1,1) C R? betrachtet, in den ein Keil, parametrisiert
durch

1.007 — 0.02|za|, || < 0.4,
w<x2>:—{ ol fas]

2.0, sonst,

gepresst wird. Am Dirichletrand I'p = {—1} x [—1, 1] werden sowohl fiir die Verschie-
bung als auch fiir die Temperatur Nullrandbedingungen gefordert. Der Kontakt zwi-
schen Korper und Keil kann nur auf dem Kontaktrand I'c = {1} x [—1, 1] stattfinden.
In der Ausgangskonfiguration iiberlappen sich Kérper und Keil. Die Materialparameter
sind in Tabelle 2.1 aufgelistet. Die Reibung wird nach dem Reibgesetz von Coulomb
modelliert. Die Konstanten im Losungsverfahren werden als ¢, = 1, ¢, = 1000 und
c? = 10,000 gewéhlt.

E | v | F| s | a |vyolke| 5|oo | K |H
7-10% 1 0.34 | 0.19 | 0.235 | 23.1-10° | 0.9 | 0.5 | 0.2 | 200 | 100 | 200

Tabelle 2.1: Materialparameter

Wie in Abbildung 2.10 zu erkennen verformt der Keil den Kérper und dringt in ihn
ein, aber es kommt nicht auf der ganzen Frontfliche des Keils zu Kontakt. An der Spit-
ze des Keils entstehen die meisten plastischen Verformungen und die grofite hieraus
generierte Warme. Der aktive Kontaktbereich ist auch der Bereich, in dem die La-
grangemultiplikatoren nicht verschwinden. In Abbildung 2.11 bis 2.13 sind Ausschnitte
der Lagrangemultiplikatoren um den aktiven Kontaktbereich herum dargestellt. In den
nicht abgebildeten Bereichen verschwinden sie. Es sind sowohl die Darstellungen in der
Mortarbasis als auch die linearen Interpolierenden abgebildet. Bei der nicht stetigen
Darstellung in der Mortarbasis sind die Einfliisse der Knoten auf ihre Nachbarn deutlich
zu erkennen. Dadurch kommt es zu starken Ausschligen, wenn die Lagrangemultipli-
katoren ihre Werte schnell &ndern. Dies ist besonders bei der Reibkraft zu beobachten.
Hier kommt es in der Mitte des Kontaktrandes zu Vorzeichenwechseln. Die Knoten wer-
den durch das Zusammenspiel aus Kontakt, Ausdehnung und plastische Verformung
in andere Richtungen gezogen als ihre Nachbarn. Die Kontaktkraft in Abbildung 2.11
hat in der Mitte des Kontaktrandes eine Singularitdt. In der Néhe der Rénder des
aktiven Kontaktrandes kommt es zu einem kleinen Anstieg der Kontaktkraft. Hier ist
auch die plastische Verzerrung grofl und durch die gestiegene Kontaktkraft entstehen
zu hohe Reibkréifte. Auch im Warmefluss in Abbildung 2.13 spiegelt sich dieses Ver-
halten wieder. Insgesamt ist der Warmefluss positiv, was bedeutet, dass Wéirme aus
dem Korper in das Hindernis flieft. Die Menge hiangt von der Hohe der Kontaktkraft,
dem Temperaturunterschied zwischen Korper und Hindernis sowie der Reibkraft ab.

In Abbildung 2.14 ist der Residuenverlauf des Newton-Verfahrens dargestellt. Hier
erkennt man das typische Verhalten fiir Aktive-Mengen-Strategien. Die quadratische

23



2 Dynamisches Problem

1l llePll
0 0.0061 0012 0018 0.0242 0 0.0061 0012 0018 0.0242

(a) Gesamtansicht (b) Nahaufnahme der Kontaktsituation

Abbildung 2.10: Kérper und Hindernis. Dargestellt ist die Verschiebung des Korpers
und die plastischen Verzerrungen mit Mq = 262, 144 Zellen.

An A
-87 139.5 366 592.5 819 0 166.6 3332 499.7 666
[ m [

(a) Mortarbasis (b) Lineare Interpolierte

Abbildung 2.11: Kontaktkraft in Mortarbasis und linear interpoliert.

o4



2.10 Numerische Ergebnisse

At At
-55 -27.5 0 275 55 -44 -22 0 22 44
N m [ m

(a) Mortarbasis (b) Lineare Interpolierte

Abbildung 2.12: Reibkraft in Mortarbasis und linear interpoliert.

Konvergenz des Newtonverfahrens tritt erst ab Schritt 12 ein, wenn die aktiven und
inaktiven Mengen aller Effekte gefunden sind. Das Residuum der Wérme ist bis dahin
schon sehr klein, weswegen die quadratische Konvergenz bis zur Rechengenauigkeit
nicht mehr voll einsetzen kann. Es ist aber zu erkennen, dass das Residuum ab Schritt 12
schneller abnimmt. Die Residuen fiir Verschiebung und Kontakt sind nicht dargestellt,
da sie von Anfang an kleiner als die Toleranz sind. Die einfache Kontaktsituation
wird vom Algorithmus sofort mit nur einem kleinen Fehler aufgelost. Dies ist auch
in Abbildung 2.15 zu erkennen. Bei den aktiven Mengen fiir Kontakt und Reibung
wechseln nur wenige Knoten zwischen den einzelnen Newtonschritten. Jedoch ist bei
der Reibung das Residuum noch grof3, da die Werte fiir die Reibung stérker von den
restlichen Werten beeinflusst werden als es bei bei der NCP fiir Kontakt der Fall ist.

Die Wahl der Stabilitatskonstanten c¢,, ¢; und ¢? sowie des Parameters s hat einen
starken Einfluss auf die Konvergenz und Konvergenzgeschwindigkeit. In Tabelle 2.2
erkennt man, dass bei ungeschickter Wahl von ¢?, ¢; und s die Anzahl der Newton-
schritte stark steigt oder das Verfahren gar nicht mehr konvergiert. Es ldsst sich auch
beobachten, dass die Auswirkungen von nicht gut gewahlten Konstanten mit steigen-
der Verfeinerung zunimmt. Die Wahl von ¢, spielt in diesem Beispiel keine Rolle, da
die Kontaktsituation nicht kompliziert ist und schnell aufgelost wird. Die zusétzlichen
Schritte werden beim Finden der aktiven und inaktiven Mengen benotigt. Sobald diese
gefunden sind, konvergiert das Newtonverfahren quadratisch.

25



2 Dynamisches Problem

Ao Ao
-0.552 -0.14 0.28 0.69 1.1 0 0.14 0.28 0.42 0.55¢
[ i [ i |
(a) Mortarbasis (b) Lineare Interpolierte

Abbildung 2.13: Warmefluss in Mortarbasis und linear interpoliert.
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
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Abbildung 2.14: Residuenverlauf des Newtonverfahrens mit Mg = 262144.
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Abbildung 2.15: Anzahl der Freiheitsgrade, die pro Schritt zwischen den aktiven und
inaktiven Mengen wechseln. Wenn kein Punkt eingezeichnet ist, haben
die Mengen sich nicht verdndert.
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> “ 1102|1071 | 10° | 10t | 102 | 103 | 10* | 10° | 10° | 107 | 10®
Q
4096 — 20 [20 16|15 | 14 |11 13| = |18 | =
16384 | 24 | 24 | 21 | 18 | 17 |11 [ 11 | 10 | 10 | 11 | 12
65536 — [ = (21 251916 11| = = =<
262144 | — | 24 |22 [ 23 | 22 |15 | 13 |13 | = | = | =
p 3
> “ 1102 ] 101 | 10° | 100 | 102 | 103 | 10* | 105 | 10° | 107 | 108
Q
4006 %5 | — |18 | 16 |16 |11 | = | 9 | 10| 11| 13
16334 - [ = [ - 1121010101216
65536 - - [ Tl = =117
262144 | — | — | = | = | = 131311 13 ] 14| 18
" 101015103045 06(07510911.05]12]135|15|1.65] 1.8
Q
006 | =110 1919 1919 99 1919 979109
16384 | — | — |10 | 18 |10 | 11 |11 | = [11] 20 |12 | 11 | =
65536 | — | — | — | 10 |11 |11 | = | 15 | = | = [ = = =
22144 | — | — | = | = | =113 11|11 | == [ =] =<

Tabelle 2.2: Anzahl der Newtonschritte in Abhéngigkeit von den Stabilitatskonstanten
und Verfeinerungen. Es wurde nur die angegebene Konstante variiert. Die
anderen wurden als ¢, = 1, ¢, = 10, ¢® = 10* bzw. s = 0.75 gewihlt.
Wenn nach 30 Schritten die Toleranz TOL = 107 nicht unterschritten
wurde, ist ein ,-“ eingetragen.
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2.10.2 Biaktive Mengen

Im zweiten Beispiel wird der Einfluss von biaktiven Mengen auf das Losungsverfahren
untersucht. Dafiir wird ein Beispiel mit analytischer Losung betrachtet [69]. Dabei ist
Q= (-3,0) x (—1,1) das zugrundeliegende Gebiet und der mogliche Kontaktrand ist
I'c =0 x [—1,1]. Modelliert wird der reibungsbehaftete Kontakt und die Temperatur.
Es wird das Reibgesetz nach Tresca mit S = 0.1 verwendet. Wie in Tabelle 2.3 zu se-
hen, ist die Grenze fiir plastische Verformungen hoch gewéhlt, damit keine plastischen
Verformungen auftreten. Bis auf Warmetransport zwischen Hindernis und Kérper sind
alle anderen Effekte durch entsprechende Wahl der Parameter ausgeschaltet. Die ana-
Iytische Losung der Verschiebung u : Q — R? mit u = (uy,uy)? lautet

2 a:% 1 4 a:% 1 4 ac% 1
—(ZE1—|—3) To— 15— 3 Ta+ 15+ 3) s |$2|§E+§’

uy(x) =
0, sonst,
24 o [ Am(za£3) _1)3 1\4 _1)4 1)3 <1
7 ol 3 (332 2) (x2+ 2) + (xQ 2) ($2+ 2) ;o |w] < 3,
us () =
0, sonst.
Die analytische Losung der Warme 6 : Q@ — R ist () = —uy(x). Fiir die Volu-
menkrifte werden f, = —div(o(u)) und fy = —div(kVE) gewihlt. Es werden zwei
verschiedene Hindernisse betrachtet. Die beiden Parametrisierungen g; (z5) := u1(0, x2)
und
U1($2), ‘$2| < %,
€T =
92(v2) {9(@ — $)%(z2 + 1)%, sonst,

Das erste Hindernis ist so konstruiert, dass es an den Rédndern des Kontaktrandes zu
groflen biaktiven Mengen fiir den Kontakt kommt. Beim zweiten Hindernis wird durch
die von der Losung abweichende Parametrisierung dafiir gesorgt, dass es in diesen
Bereichen nicht zu Kontakt kommt. Die analytische Losung ist aber in beiden Fillen
die gleiche.

Blv|s |nla|yrg|ke| 5| o] K |H
10[03]01[1]0] 0 |0 ]02]10°]100] 200

Tabelle 2.3: Materialparameter

In Abbildung 2.17 sind die unstetigen Lagrangemultiplikatoren in der Mortarbasis
dargestellt. Die Lagrangemultiplikatoren unterscheiden sich nicht zwischen den beiden
Fillen. Bei der Kontaktkraft ), in Abbildung 2.17a kommt es am Ubergang von ak-
tivem zu inaktivem Kontakt auf beiden Seiten des Hindernisses zu negativen Werten,
obwohl es nur positive Kontaktkrafte gibt. Dieser Effekt kommt durch die Mortarbasis
zustande. Dadurch, dass die Knotenwerte in Knoten ohne Kontakt null sind, bekommt
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On 23
0.00 0.02 0.039 0.059 0.0782 0.00 0.02 0.039 0.059 0.0782
[ i i | i .
(a) ohne biaktive Mengen (b) mit biaktiven Mengen

Abbildung 2.16: Kérper und Hindernis mit Mg = 1,048,576 Zellen. Dargestellt ist die
Temperatur 6, auf dem deformierten Gebiet.

der Knoten am Rand des aktiven Kontaktrandes nur den negativen Anteil der Basis-
funktion des Nachbarknotens, der eine positive Kontaktkraft hat. Beim Warmefluss ist
der gleiche Effekt zu beobachten.

Biaktive Mengen sind eine Herausforderung an den Loésungsalgorithmus. Bei den
hier auftretenden biaktiven Mengen fiir den Kontakt, ist die Schwierigkeit, dass der
Korper in Kontakt mit dem Hindernis ist, es jedoch keine Kontaktkraft gibt. Dadurch
gilt A\, + (u, — g) =~ 0, weswegen ein solcher Knoten schon durch kleine Stérungen oder
numerische Fehler seine zugehdrige Menge wechseln kann. Dies fithrt dazu, dass in der
Regel deutlich mehr Newtonschritte gebraucht werden, bis die aktiven und inaktiven
Mengen genau genug aufgelost sind, so dass das Residuum klein wird. Der hier vorge-
stellte Algorithmus benotigt bei 1,048,576 Zellen fiir den biaktiven Fall sechs Schritte
im Vergleich zu zwei Schritten im nicht biaktiven Fall. Beim biaktiven Beispiel fallt
auf, dass auch im letzten Schritt des Newtonverfahrens noch Knoten zwischen inaktiver
und aktiver Menge bzgl. Kontakt wechseln. In den falsch charakterisierten Knoten sind
jedoch die auftretenden Kréfte und damit auch der Fehler in der NCP Funktion sehr
klein, wodurch das Residuum trotzdem die Toleranz TOL = 10~? unterschreitet.

60



2.10 Numerische Ergebnisse

” My

_,//////
)\n,h
-0.00125 0.0786 0.159 0.238 0.318

B o+’
(a) Kontaktkraft

\\\ //»
Atk \ //
0057  -00285 000 0.0285 0.057 \\ //
B \/
(b) Reibkraft

“‘ \\\\\\ //’ / J"‘ “
Ao, \\\\\v//// G

00236 00177 00118  -000884  929e-05
L

(c) Wirmefluss

Abbildung 2.17: Lagrangemultiplikatoren im biaktiven und nicht biaktiven Fall mit
Mq = 16, 348 Zellen.
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3 DWR Fehlerschatzer

In diesem Kapitel wird ein zielorientierter Fehlerschitzer fiir Variationsungleichun-
gen hergeleitet, deren Nebenbedingungen durch NCP-Funktionen dargestellt werden
kénnen. In Abschnitt 3.1 werden das primale Problem und die Anforderungen an die
NCP-Funktionen und die diskrete Losung formuliert. Danach werden die kontinuierli-
che und die diskrete Form des dualen Problems vorgestellt. Auf dieser Grundlage wer-
den zwei Fehleridentitdten mit dem primalen und dem dualen Residuum hergeleitet.
Aus diesen Fehleridentitdten werden wiederum ein primaler und ein primal-dualer Feh-
lerschétzer bestimmt. Im néchsten Schritt wird eine numerisch auswertbare Form des
Fehlerschitzer bestimmt und die adaptive Verfeinerungsmethode diskutiert. Abschlie-
Bend wird die Anwendung auf konkreten Probleme betrachtet. In den Abschnitten 3.3.1
und 3.3.2 wird die Genauigkeit des a posteriori Fehlerschéitzers und die Effizienz des
adaptiven Algorithmus untersucht.

3.1 Allgemeiner Ansatz fiir NCP basierte
Problemstellungen

In diesem Abschnitt wird ein DWR Fehlerschétzer fiir Probleme mit Gleichungsne-
benbedingungen einer bestimmten Form hergeleitet. Der Abschnitt orientiert sich an
(68, 69] und verallgemeinert deren Ergebnisse auf allgemeine NCP-Funktionen. Sei
a(u)(v) eine Semilinearform mit a : V x V. — R sowie b;(\;,v) Bilinearformen auf
Ay x Vo i=1,...,m. Weiter sei durch [(v) eine Linearform auf V gegeben. Die mit
Testfunktionen multiplizierten NCP Funktionen sind Semilinearformen von der Art

Ci W x Az — R,
Ci(w)(pa) := (i, fi(w) + max {0, gi(w)} + min {0, p;(w)})e, (3.1)

mit f;, g;, pi : W — L?(G;) dreimal Fréchet-differenzierbar, w = (u,\) € W :=V x A,
Ai= (A1, ) €EA=Ay x ... x Ay und p; € A; fur i = 1,...,m. Die Verkniipfung
(.,.)a, bezeichnet ein L2-Skalarprodukt auf einer Menge G;. Mit der Semilinearform

A(w)(p) = a(u)(v) + b(A, v) = l(v) + C(w)(p),

und
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sowie ¢ = (v,u) € W und p = (u1,...,pm) € A lautet das nichtlineare Problem:
Finde w € W mit
A(w)(p) =0, Vo eW. (3.2)

Annahme 1. Die diskrete Losung wy, := (up, A py - -, Am,p) ist ein Element des end-
lichdimensionalen Unterraums Wy, := Vi, X Ay jy X ... X Ay CV X L2(Gy) ... x L*(Gy).
Sie erfillt

m

a(un)(vn) + Z bi(Nih, vn) = U(v) (3.3)

i=1
fir alle vy, € Vi,. Die NCP-Nebenbedingungen miissen fir die diskrete Losung nicht
erfillt sein. D.h. es kann

Ci(wn)(pin) # 0

firi=1,...,m gelten.

Sei ein einmal Fréchet-differenzierbares Zielfunktional J : W — R gegeben. Das
duale Problem lautet dann: Finde z = (y,&,...,&n) € W

a'(u)(v,y) + Z d, (&, v) = J(w)(v),

b](uj7y)+zdgj(€lauj>:J;J(w)(:u])a J=1...,m,
i=1

fiir alle ¢ € W mit den Bilinearformen

& A xV SR
d,(&,v) = (&, flu(w)(©) + X (w) g, (0) (v) + X (W)p], (w) (v))
dg\j A/\Z X A] —R

dy, (&, 1) = (5 Fins (W) (15) + X (w) gy, (W) (1) + X3 (w)pi 5, (w)(uj)> :

Hierbei sind

max Oa gi\¥p < Oa min 07 pi\¥ > 07
Xi () = () und ;™ () = (@)

Indikatorfunktionen fiir alle ¢ € W. Die NCP-Funktionen kénnen mit ¢ € W umge-
formt werden zu

Ci(0) (1) = (s fi(0) + X7 (0)gi(@) + X (@)pi()), i=1,...,m.
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Das diskrete duale Problem lautet: Finde 2, := (yn, 1p, - -+, Emn) € Wi so, dass

a (wp) (vn, ) + D i (&ns on) = T} (wn) (v),

i=1
j=1,...,m,

b (s Yn) + Z dgj,h(fi,m tin) = I3, p(wn) (15n),
i=1
fir alle v, = (Vn, f1py - -+ fomn) € Wy, mit den Bilinearformen
d, Ay x Vo R,
dyy 1 (Eis ©) = (Eos [ (wn) (V) 4+ X7 (wn) g7, (wn) (V) + X (w)p7,, (wa) (V)

dg\j,h :Ai,h X Aj — R,
dy, (& 115) <§zh7fz/>\ (wn) (1) + X" (wn) g », (wa) (1) + X" (wn) i 5, (wh)(uy)> :

fir ¢+ = 1,...,m. Um eine Differenzierbarkeit fiir die NCP-Funktionen zu erhalten
definiere Gewichtsfunktionen als Auswertung der Indikatorfunktionen in der kontinu-

ierlichen Losung w bzw. der diskreten Losung wy, d.h

~ max — max ~ min . min
AR 34
th =X ( h)’ th =X ( )7

fiir = 1,...,m. Definiere damit die Fréchet-differenzierbaren Semilinearformen
D;:V x AZ — R,
Di(w) () = (i, fi(w) + 5" gi(w) + K" pi(w)),
Di,h A A Az — R,

D p(wp) (1) = (s fi(wn) + K55 gi (wn) + K55 pi(wn)),

m. Im kontinuierlichen Fall lautet die Ableitung

) (6w, 1) + ZD w) (), 1)

Diw)(ow, j5) =D,
— (s L0 ><5u>+>z;“a><g;u< )(0u) + X, (1) (6u))

fire=1,...,

~min, /

+Z(uz, Ea, (0)(OX) + K™ g, (0)(6X)) + X, () (0))

Jj=1

(3.5)
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Analog gilt im diskreten Fall

D5 (wp) (6wn, i) = diyp, (n, Sup) + Z dg\j,h(ﬂi,hy 6Ajn)- (3.6)
j=1
Lemma 5. Fir die kontinuierliche Losung w von (3.2) gilt
Dj(w) (i) = Ci(w) (),
fir alle p; € Ay, i =1,...,m. Fir die diskrete Losung wy, aus Annahme 1 gilt
D p(wn) (1) = Ci(wr) (1)
fir alle p; € Ay, i=1,...,m.

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus der Definition der Gewichtsfunktionen (3.4).
]

Lemma 6. Firi=1,...,m gilt
di (&) + D d} (G en,) = —Cilwn)(ee,) — Cilwn) (&) + R, + RE,
j=1
mit eg, = & — & . Dabet beschreibt

Rf)z = (fi, expaagi(Wh) + eypinp "(wh)>

den Fehler, der durch die Linearisierung des Problems entlang der aktiven und inaktiven
Mengen entsteht, mit den Indikatorfehlern eyme = X" (w) — x{"**(wp) und eymn =
X (w) — x ™™ (wy,). Der Term

1
R(CQ)Z = / D! (wy, + sey)(ew, €w, &)s ds (3.7)
0

entsteht durch den Fehler in der Quadratur der modifizierten NCP-Funktionen.
Beweis. Mit dem Hauptsatz der Integralrechnung, der Rechteckregel mit Restterm und
ew = w — wy, gilt

Di(w)(&) — Di(wy)(&) = / Di(wy, + sew)(ew, &) ds = Di(w)(ew, &) — Ré-

Aus Gleichung (3.5) folgt dann

m

di (&, e + > di (& ex,) = Di(w)(ew, &) = Di(w)(&) — Di(wy)(&) + REL. (3.8)

j=1
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Mit Ergénzung von D; ,(wp)(&;), Lemma 5 und Ergédnzung von C;(wp,) (&) gilt

— Dj(wn) (&)
= — Dy(wn)(&) + Din(wn) (&) — Din(wn)(&)
— (&, filwn) + X gi(wn) + X pi(wn))
(51', filwn) + X307 gi(wn) + th pi(wp )

— Ci(wn)(&)
= — (& exposgilon) + eyguupi(wn))
— Ci(wn)(&)
= = Cilwi)(eq) = Cilwn)(&n) + RE; (3.9)
Damit folgt aus Gleichung (3.8) und wegen D;(w)(&;) = C;(w)(&;) = 0 die Behauptung.

[]

Im folgenden Satz wird eine Fehleridentitét fiir das primale Residuum hergeleitet.

Satz 7. Sei das Zielfunktional J zweimal richtungsdifferenzierbar mit J" : W —
LW, W*). Dann gilt unter Annahme 1, dass

J(w) = J(w) = p(wn)(e:) — Y Cilwp) (&) + RY + RY + RE + RP,
=1

mit dem dualen Fehler e, = z — zp, und dem primalen Residuum

p(wn)(p) == —A(wn)(p)-
Die Restterme sind gegeben durch
1
RSQ) = —/ J" (wp, + sey)(ew, ew)s ds,
0

1
R = / a’ (up + sey) (e, ey, y)s ds,
0

2 2
R =3 R,
m

2 ._ (2
RE = Z R,

i=1

mit e, ;= u — uy.
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Beweis. Durch die Rechteckregel mit Restterm ergibt sich

T(w) — J(wn) = /0 T (wn + sew)(ew) ds = J'(w)(cw) + R

= J(w)(ed) + Y J5 (w)(ex,) + RY

Jj=0

Mit dem dualen Problem gilt

()(e) + S A w)en) = a/)(ennt) + 34 (Ees)
+Z{ 6)\],y +Zd)\ &,e,\ }

Aus der Anwendung der Rechteckregel mit Restterm auf a folgt

m

d'(u)(eq,y) + Z bi(er;. y) = a(u)(y) — alun)(y) + R + Z bj(ex;: y)

J=1 J=1

Da u Losung und y € V ist, ergibt sich deswegen mit Annahme 1 die Gleichung

m

a' (u)(eq,y) + Zb (ex;,y) = l(ey) — alun)(ey) Zb] iney) +RP
7j=1

j=1

Mit Lemma 6 folgt insgesamt

J(w) — J(wh)
=J (w)(e,) + Z J)\ )+ R
=l(ey) — alupn, ey) — Z bi(Ajn, ey) — Z Ci(wn)(eg,)

m

=3 " Cilwn) (&) + RY +RY + RE + RP
=1

=p(wn)(z — 21) = Y Ci(w)(&n) + RE + RY + RE + R

=1

Dies entspricht der Behauptung.
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Mit dem folgenden Lemma lédsst sich eine Fehleridentitdt mit dem primalen und
dualen Residuum zeigen.

Lemma 8. Firi=1,...,m gilt

d,, (& eu) + Z dy, (& ex;) + dyp(§ons ) + Z dy, 5 (&inser,)
j=1

j=1

= — Ci(wn)(eg,) — 2C;(wp) (&p) + 2RE), + 2RE) + 2R, + 2R, + 2R, .,

mat
1 1
RS’Q ::5/ D (wp, + s€w)(ew, €ws €w, &i)s(s — 1) ds,
0
1
Rf,)l,i = ) (Dg(wh)@w’&,h) - D;,h(wh)<€w7£i,h)) ;

1
Rih: =5 (Dilwn)(ee) = Dinlwn)(ee.)).
R(Dg)l / D// wh + S€w>(€w, Cw, 65 )S ds.
Beweis. Mit (3.9), D;(w)(&;) = 0 und der Trapezregel gilt, dass

— 2Ci(wp)(ee,) — 2Cs(wn) (&) + 2R
=2 (Ds(w)(&) — Di(wn)(&:))

:2 D/ w ws Qi d
/0 wn + sew)(ew, &) ds
= D) (€, &) + Diwn)(ew, &) — 2RE,

=d, (& eu) + Z dg\j (&irex,) + Di(wp)(ew, &) — ZR(c?)z

J=1

Es gilt mit Einfiigen von Dj(wp)(€w, &) und D; j, (wp)(€w, &in), dass

Di(wn)(ew, &)
=D;(wn)(ew, eg,) + Di(wn)(ew, &in)
=Dj(wn)(ew, e¢;) + Dj(wn)(€w, &in) — D; h(wh>(ewa &in) + Djy(wn)(€w, Ein)

:Dg(wh>(ew7 6&) - QREAi)Li + d gz hs eu + Z d g’L hs 6)\
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3 DWR Fehlerschéatzer

Mit Ausnutzung der Rechteckregel, D;(w)(eg;) = 0, Einfiigen von D; 5 (wp)(eg;) und der
Gleichheit D; j,(wp,)(eg,) = Ci(wy)(eg;) ergibt sich

Di(wn)(ew, eg,)
1
_ / Dy + sew)(eus e¢,) ds — 2R,
0
:Dz(w)(egz) - Dl(wh)(e ) — QRS)Z
z(wh)(6§z> + Dz h(wh>(€5l) Di,h(wh)(e&) — 2R(D3,)z
i(wn)(ee.) + Dy (wn)(ee) = Cilwn)(ce) — 2R},
= — Ci(wp)(eg,) — 2R, — 2R

Insgesamt folgt

di, (&, ) +ZdA (& en,) + dip(Eonseu) +ZdA w(Ginrer,)

j=1
= — 2C;(wp) (ee,) — 2C;(wn) (in) + 2R D( w)(ew, &) + 2RE
+ Di(wn)(ew, &) — Di(wn)(ew, eg,) + 27€A Li
= — 2C;(wp)(eg,) — 2C;(wp) (€ip) + 2RG) + 2R
+C(wh)(efz)+2RA2z+2RDz+2RA11
= — Cy(wp)(eg) — 2C;(wp) (&) + 2RG), + 2RE) + 2RY), + 2R, + 2R,

Damit gilt die Behauptung. 0

Mit dem primalen und dualen Residuum kombiniert erhélt man folgende Fehleriden-
titéat.

Satz 9. Sei das Zielfunktional J dreimal richtungsdifferenzierbar mit J" : W —
LW, LW, W™*)). Dann gilt unter Annahme 1, dass

T(w) = Jun) = Folun)es) + 30" wn zn)(ew) = 3 Culwn) () + R

mit dem dualen Residuum

pH(wn, 2n) (@) =J"(wn) () — @' (un) (v, yn) — Z bi (ks yn)
_Z glhy sz)\ hgzhauj
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3.1 Allgemeiner Ansatz fiir NCP basierte Problemstellungen

Der Restterm ist gegeben durch R®) := 72542) + 7253) +RY + ”R(g) + R(3) + R(3) + R(3)
mit

1 1
RS3) :5/ J" (wp, + s€y)(€w, €w, €w)s(s — 1) ds,
0
RB) = 1 1 {a" (up, + sey)( + sey)
a T 9 o h S€u )\ Cuy €uy Euy Zh Sey

+a,”(uh + sey)(eu, eu, ey) } s(s — 1) ds,
R(3) ZRCw
3 3
REA\,)l 32272,(47)171‘7
3
RE4)2 _ZRA2’L’

=3 R,
=1

Beweis. Definiere die Semilinearform
L(z) = L(w, 2) = J(w) — a(u)(y) + 1(y) = Y _bi(A\;,)
j=1

Dann gilt wegen L(z) = J(w) und L(z,) = J(wp) und der Trapezregel, dass
J(w) = J(wn) =L(x) — L(zn)

/0 D+ se)(es) ds

1
=5 [/ (@) (ex) + L'(2)(e)] + R + R
1 m
=3 [J'wh)(ew) — ' (un)(ew ) — Y bi(ex;, un)
j=1
—a(up)(ey) + l(ey) Zb] by €y)
7=1
+J' (w)(ew) = d'(u)(eusy) = D bylen,y)
7j=1
—a(u)(ey) + l(ey) — Zb] Aj,€ey) (3) +RE
7j=1
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Mit der Definition des dualen Problems und Lemma 8 gilt

J (w)(ey) —a'(u)(ey,y) ij ex;, ) +l(ey) — alun)(ey) — Zb] Njhs €y)
J=1

7j=1
_J/ eu + Z J/\ (’LL) <€u7 y) - Z bj (6)\],7 y)
j=1
+l(ey) — alun)(ey) — Z bj(Ajns €y)
j=1
:a,(u)(€u7y)+z e)vay +Zdl glveu +szz 5176/\
Jj=1 7j=1 =1
- )(ew, V) Zb] ex;, y) +l(ey) — aluy)(ey) — Zb] Njhs €y)
j=1 j=1
l(ey>_auh ij Jhaey Z uhélh;eu _szj glhae)\
j=1 =1 =1 j5=1
= Cilwn)(ee,) — 2 Z Cilwy)(En) + 2R +2RE + 2R, + 2R, + 2R
=1 ]
:p<wh)(€z) - Z 57, h;eu sz gz hae)\
i=1 i=1 j=1
—2 Z Ci(wn)(&p) +2RY +2RE + 2R, + 2RY), + 2R (3.10)
=1

Da w Losung des kontinuierlichen Problems ist folgt mit (3.10), Annahme 1 und dem
dualen Residuum insgesamt

J(w) — J(wn)
1 1 & 1
:§P(Wh>(ez) - 52 wh (Gihs €u) — 2 d/\ w(&insex;)
=1

=1 j=1

1, 1

50 (un)(€us yn) — 3 > bjlen, . un)
=1

+RY +RE +RY + R, +RE +RY + R

=3 Culwn) ) + 3 (wn)ew) -

1 1
—sp(wn)(e:) + 50 (wn, ) (e ;o wi)(€n) + R

Hiermit folgt die Behauptung.
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Bemerkung 1. Der Fehlerterm Rff’) ist nur abhdngig vom Zielfunktional. Fir lineare
oder quadratische Funktionale verschwindet er. Sonst ist er vernachlissigbar, wenn die
dritte Ableitung von J beschrdnkt ist, da er von dritter Ordnung im Fehler ist. Die
Fehlerterme R/i)l und Rf,)Q messen den Fehler, der bei der Approzimation der akti-
ven Mengen gemacht wird. Sie verschwinden, wenn die aktiven und inaktiven Mengen
exakt aufgelost werden. Der Quadraturfehler fliefit durch den Term R(C?’) ein. Fir NCP-
Funktionen, die aus linearen Funktionen f, g und p bestehen, fdllt dieser Fehler weg.
Dies st z.B. der Fall ber Kontakt. Im allgemeinen sind der Quadraturfehler und der
Fehlerterm R(D?’) von dritter Ordnung im Fehler und kénnen, wenn sie beschrinkt sind,

vernachlissigt werden. Aufgrund der Semilinearitit entsteht der Restterm R((f’), der fiir
beschrdnkte Ableitungen auch von dritter Ordnung im Fehler ist. Fiir Bilinearformen
verschwindet der Term.

Im Folgenden werden die Resultate aus Satz 7 und Satz 9 auf verschiedene Problem-
stellungen angewandt.

Beispiel 1. Bei reibungsbehaftetem Kontakt mit Plastizitdt und Wirme wird die Se-
malinearform

a(u)(v) = (Ce(u),£(v)) + (99(0), £(v)) + (vVE, V1))

mit u = (u,0) und v = (v,¢) verwendet. Auflerdem seien w = (u, 0, Ay, A, i, €7, Ag)
und @ = (U, 0, fin, fit, o, ter, o). Die Kopplung der Nebenbedingungen erfolgt durch

bn(An; v) = (An, vn)
bt(% v) = (A )
ba(a,v) := 0,
ber (€%, v) 1= — (Ce”,e(v))
bo( Ao, ¥) :=(Xo, %),
bp(Ap, 1) := (A, ¥) -
Die Kontakt- und Reibungsnebenbedingungen werden durch die Gleichungen
Cr(w) () =Ny — max {0, \, + Uy, — g}, fin)ore,
=(\n —i—mln{O An +un—g) 1}, fin),
Cy(w) (1) =(max {S H)\trH} At — S(A )A?Em)o,rc
(=S + max {0, (X7 = SOu)A} 1),
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mit A" = A\, + uy sichergestellt. Fiir die Plastizitit gelten die Bedingungen

Co(w)(pta) :=(max{0, [[n"[| = Y(a)} — aoar, pra)
(—aoa +max{0, ||| — Y(a)}, pa),

Cotw)lpr) = (= min {1,

~ (=t max o, (e 1) o).

Hierbei sind n'" :=n+¢eP und Y (a) := ag ' (00 + Ha)). Auflerdem muss die Nebenbedin-
gungen fiir den Warmefluss

Co(w) (o) == (Ao — Kuliuy + BA(0 — 0,), 119) = 0
beriicksichtigt werden. Fiir die Warmeentstehung im Inneren wird die Nebenbedingung
Cyp(w)(pp) == (Ap — o (u)e, 1)

benutzt.
Werden die Bezeichnungen so gewdhlt, dass sie in die allgemeine Form der NCP
Funktion (3.1) passen so ergibt sich

fn(w) =An,
pn(w) === (Ay +un — g),
fr(w) === S(A\n)uy,
ge(w) =(IN = Sw) A,
fa(w) == ap@,
ga(w) =" = Y (a),
fer(w) :=n — 1,
__(Y(a)
gep(w) = (W + 1)
fo(w) ==Xy — K \uy + BN, (0 —6,),
fpo(w) ==\, — yo(u)e?
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Die Ableitungen lauten:

Fora @) (ptn) =fin,
Pou(w)(v) = = vn,
P, (0) () = = pin,
tl,u(w) (U) - S()\n)vta
Fionn (@) (pn) = = 5" (An) (e
/ (/\?7 Ut)
Gea()(V) == 5
It A (W) (kn) = = S"(An) (n) At
G000 =1 = SO+ G,
féx,a(w) (:ua) = — QGola,
sl ) =B,
Joua (W) (Ha) = = Yo (@) (ta),
e T
Flp u(w)(v) =2pdev(e(v))),
férf ep(w)(/iep) == (2,“ +a K — 1)#5?;
i (w)(0) = — ()21 dev(E()))
o (A0
: _ Ya(a)(1a)
Ger a(w) (/,La) ||ntr|| )
it o 0) 1) = = ¥ () U2 0 K D)
T |2 ’
0.0 (W) (V) = — Koy,
5,9(w>(¢) =B,
Fo 0 (W) (i) =Bin (6 — 6),
for (W) (1) = — Koopu,
fox, (W) (110) =0,

mit Y/ (a)(pe) = ag* Hpi. Die bendtigten Indikatorfunktionen sind:

min O’ Pn 90 < 07
Xn () = ()
L, pa(p) =0,
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X;nax(go) — {07 gt((p) < 07

maz 0, galp) <0,
Xa"(p) = )

L, galp) 20
mazx 07 ger () < U,
Xsp (90) = ( )

17 gep(QO) - 0

Fiir die Fehlerterme ergibt sich:
R(Q) _ (O —
An (gna exmm ( n,h + uh,n g))O,FC 9

RE), = — (expar (I = SO Ae &) +
RE, = — (experl || = Y(an), &)

Y (o)
Rl = (e ( + 1) 5) ,
. RN A

1 ) )
RE437)1,TL =735 (X:lnzn(_eun + (_6>\n)) - X?T;’;Ln(_eun + (_6>\n))7€n7h)

2
1
=5 (€X;;zm(€un + e, ), fn,h) )
1
Rihs = = 5 (exes (Fhulwn)(en) + fx, (wi)(er,) + g ulwn) ()
+91x, (wr)(ex,) + g, (wa)(ex,)) , &n)
1
RVr o == 5 (exam (Foalwn)(€a) + gou(wn)(€a) + gl alwn) (ea)
+g:x,sp (wh)<€€p ) ;fa,h) )
1
R o0 == 5 (exa (Foulwn) (ea) + floco(wn) (€) + gl (1) 1)
+9Lo o(wh)(€a) + 9o oo (wh)(ecr)) , Evn)
1
R, =3 (exgin (= M +unm —9)) s ee,) »
]' T
RV =35 (exper (NN = Sna))Aen) sec.)
3 1 .
Rt o =5 (expos (Infl 1| =Y (0n)) sec.)

@ _ 1 Y (o)
Riger == 3 (e"g’m ( 77/ )l )

Fiir den Warmefluss sind Rf,)e = Rf’?w = Rf}w = Rg’)@ = Rg’?g =0.
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Da die NCP-Funktion fiir Kontakt nur aus den linearen Funktionen f,, und p,, besteht,
lasst sich ihr Anteil am Fehler zu
R 2) + RA 1n + RS),)Q,n
= (elem ()\n,h + Uhn — g) 7511)0,1—\0

1
+ 5 (expn(ea, +€2,):nn)

1
5 (i (= An + unn = 9)) s ec,)
1
—— (eXZ”’" ()\n,h + Upp — g) ’gn)o,rc + 5 (6X;{nn ()\n + Uy — g) 7§n,h)

zusammenfassen. Die anderen NCP-Funktionen bestehen aus nichtlinearen Funktio-
nen und lassen sich deswegen nicht weiter vereinfachen. Die hier angegebenen Feh-
lerschitzer stimmen fiir Kontakt und Reibung mit den bereits bekannten aus [69] bzw.
[32] iiberein.

Die duale Liosung ist z = (y,(,&ny &ty Ear€er, &o) und y = (y,C) mit dem dualen
Problem bestehend aus

dZ(&% U) . ( innvna gn) )

(60) = (—SOpuc e BE 6 )
dz(é&a’ U) — (( r, 2,11’1‘?(;-3\|I|<5(U))) 7 éa)
» tr, d
& (€)= (m dev(z(v))) — 7Y (@) Qﬁnt‘fﬁ?fg(”))),@p)
dﬁn (gm n) = (/an - mm,un’gn)
B (€0 ) = (=" o)ttt — X3S () (1) s 1)
AT
o) i= (N = SO+ 006
dg(faa oz) :( aofla — amaIY/<a)(Ua)a£a)
dgp (55107 ,uoz) = ( ngax%7£€p>
P _2 P
0 (€ 1) = (xm 7, —@u + ap K ”“E”,ga)
T
tr —2
0 (1) = ( 20+ a5 K — Djaor — Y (o) L= muf — Dper), &p) ,

( ) ( K, At%fe)»
dg(&9, ) = (BAnt), o) ,
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din(f% :un) = (6#’”(0 - eg)a 59) )
dit (597 pe) = (= Koy, 59) )
3, (%o, 1o) == (10, &)

und der Ableitung der Semilinearform

a'(u)(v,y) =(Ce(v),e(y)) + (o0(¥),€(y)) + (kVY, V()
a’(u)(v,v,y) =0.

3.2 Auswertung und Lokalisierung der Residuen

Im primalen und dualen Residuum sind die kontinuierlichen Lésungen des primalen
und dualen Problems w und z enthalten. Diese sind im Allgemeinen nicht bekannt.
Zur Auswertung der Residuen miissen sie deswegen approximiert werden. Dies wird
hier durch Interpolation der diskreten Loésungen wj, und z, mit Polynomen hoherer
Ordnung gemacht.

Zur Bestimmung der Approximationen wird auf eine Patchstruktur der adaptiv ver-
feinerten Netze zuriickgegriffen. Unter der Patchstruktur eines Netzes versteht man,
dass immer eine Menge gleich grofler Zellen, die sich einen Knoten teilen, zu einer
groferen zusammengefasst werden konnen, vgl. Abbildung 3.1. Um dies sicherzustel-
len muss die Verfeinerungsstrategie angepasst werden. Wenn eine Zelle verfeinert wird,
miissen auch alle Zellen verfeinert werden, die zu ihrem Patch gehéren. Im Falle von
Quadraten bedeutet das, dass immer vier Zellen gleichzeitig verfeinert werden, und fiir
Hexaedern miissen immer acht verfeinert werden.

Sei iq;, der patchweise Interpolationsoperator, dessen genaue Form von der gewéhlten
Diskretisierung abhéngt. Dann sind, mit den Interpolationsfehlern I (wy,) = dap(wp,)—wp,
und I(zp) = ion(21) — 2 fiir die primale bzw. duale Losung,

= plun) (1) = 3 Cilun)(En) (.11)
der primale Fehlerschéitzer und
1= ) () + 3w, ) T(w)) = 3 Cilwn) ) (312

der primal-duale Fehlerschétzer.

Beispiel 2. Fiir die Verschiebung u und Temperatur 8 werden patchweise d-quadratische
Interpolierende iou und 1560 verwendet. Fiir die Verfestigung o und plastische Verzer-
rung P werden d-lineare Interpolationen verwendet. Diese werden bezeichnet durch
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(a) Ausgangsnetz (b) Schritt 1

(c) Schritt 2 (d) Schritt 3

Abbildung 3.1: Drei Verfeinerungsschritte mit Erhalt der Patchstruktur. Die rot um-
randeten Zellen wurden im jeweiligen Schritt zur Verfeinerung markiert.
Alle anderen Zellen des Patches miissen mitverfeinert werden.
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11 und 11€P. Die Knotenwerte werden als Mittelwerte der angrenzenden Elemente be-
stimmt. Eine eindimensionale Veranschaulichung findet sich in Abb. 3.2.

Die Interpolation der Lagrangemultiplikatoren fiir Kontakt \,, Reibung \; und Tem-
peratur Ag wird mit (d—1)-linearen Funktionen durchgefiihrt. Bezeichnet werden sie mit
1 mAn, LmAe Und i1 ;mAg. Zu Bestimmung dieser Interpolierenden miissen keine neuen
Knotenwerte bestimmt werden. Die Knotenwerte fiir die Interpolierenden kénnen direkt
von den Lagrangemultiplikatoren dibernommen werden. Sie werden dann nur mit linea-
ren Basisfunktionen, statt mit Mortar-Basisfunktionen gepaart. Die Vorgehensweise ist
in Abb. 3.3 dargestellt.

Il'LL

po P p2 p3 2 ps5

Abbildung 3.2: Lineare Interpolierende einer stiickweise konstanten Funktion

— )\,

Abbildung 3.3: Lineare Interpolierende einer Mortar-Funktion

Die bis jetzt hergeleiteten Fehlerschétzer sind Schatzungen des globalen Fehlers. Dies
gibt eine Auskunft iiber die Giite der diskreten Losung, kann jedoch nicht zur effizi-
enten Verbesserung des Fehler genutzt werden. Zur Nutzung des Fehlerschétzers in
einem h-adaptiven Algorithmus miissen die Anteile einzelner Zellen am Gesamtfehler
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bestimmt werden. Ein erstes intuitive Vorgehen zur Lokalisierung ist die elementweise
Auswertung des Fehlerschéitzers. Bei dieser direkten Methode kommt es im Allgemei-
nen zu starken Oszillationen der Residuen und damit zur starken Uberschitzung des
Fehlers [20]. Um diese Effekte zu verhindern, kénnen verschiedene Verfahren und Tech-
niken angewandt werden. Die erste Moglichkeit ist die zellweise partielle Integration
[3]. Dabei werden die Ableitungen, die auf die Testfunktionen wirken, durch zellweise
partielle Integration wieder auf das andere Argument iibertragen. Dadurch entstehen
Sprungterme entlang der Elementkanten. Basierend auf der variationellen Formulie-
rung des Problems kann auch eine Zerlegung der Eins zur Lokalisierung genutzt wer-
den [72]. Diese Methode bendétigt keine Auswertung der starken Residuen und erzeugt
auch keine Sprungterme. Die Zerlegung der Eins kann mit standard linearen Lagrange-
Basisfunktionen konstruiert werden. Mit diesen modifizierten Testfunktionen miissen
dann nur die rechte Seite und die Residuen ausgewertet werden. Eine Patchstruktur
ist nicht unbedingt notwendig. Fiir die Bestimmung der Gewichte wird sie in der Re-
gel trotzdem bendtigt, da es eine der effizientesten Methoden ist. Die Lokalisierung
erzeugt knotenbasierte Fehlerindikatoren, die danach auf die Elemente geshiftet wer-
den miissen. In dieser Arbeit werden zur Lokalisierung Filtertechniken verwendet [15].
Diese Filtertechniken verhindern die starke Oszillationen, die bei der direkten Metho-
de auftreten kénnen. Die Anwendung des Filteroperator setzt die Patchstruktur des
Netzes voraus, die jedoch wegen der Approximation der kontinuierlichen Losung mit
Polynomen hoherer Ordnung bereits vorhanden ist. Der Vorteil der Filtertechniken
ist, dass die Residuen nur mit der standard Basis und einer Basis hoherer Ordnung
ausgewertet werden miissen. Anschliefend werden aus ihnen und dem gefilterten Ko-
effizientenvektor der Gewichte die Fehlerindikatoren bestimmt. Dies sind Methoden,
die in vielen Finite-Elemente-Programmen vorhanden sind. Die berechneten Fehlerin-
dikatoren sind knotenbezogen. Durch Summation der Fehlerindikatoren jedes Knotens
in einem Patch-Element wird der Fehlerschéatzer auf die Elemente iibetragen. Mit die-
sen Elementindikatoren kann dann das Patchnetz verfeinert werden. Die Verfeinerung
wird mit der Optimal-Mesh-Strategy durchgefiihrt [71]. Auf Vergroberung von Ele-
menten, die nur einen kleinen Anteil am Fehler haben, wird verzichtet. Basierend auf
der Konvergenzrate der Diskretisierung wird der erwartete Fehler auf dem neuen Netz
geschétzt. Basierend auf dieser Schitzung multipliziert mit einer Gewichtsfunktion,
die von der voraussichtlichen Anzahl von Zellen im verfeinerten Netz abhéngt, wird
die optimale Anzahl an zu verfeinernden Zellen bestimmt. Wenn der Fehler in allen
Elementen gleichverteilt ist, fithrt die Optimal-Mesh Strategie globale Verfeinerungen
durch. Bei einfacheren Strategien wie der Fixed-Fraction Strategie ist das nicht der
Fall.
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3 DWR Fehlerschéatzer

3.3 Numerische Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden numerische Beispiele fiir die im vorangegangen Abschnitt
hergeleiteten DWR-Fehlerschétzer betrachtet. Zuerst wird ein Beispiel mit analytischer
Losung untersucht um die Effizienz des Fehlerschéitzers fiir Kontakt mit Reibung zu
iiberpriifen. Als zweites wird der Fehlerschétzer im elasto-plastischen Fall untersucht.
Dafiir wird ein L-Gebiet mit Eckensingularitdt verwendet. Hier ist keine analytische
Losung bekannt, jedoch wird ein Referenzwert des Zielfunktionals fiir die Bewertung
der Genauigkeit des Fehlerschétzers durch Extrapolation bestimmt. Als Maf fiir die
Genauigkeit des Fehlerschitzer dient der Effektivitédtsindex. Er ist fiir ein Zielfunktional
J und einen Fehlerschétzer n durch

J(w) = J(w)

]eﬂ <J7 7)) = n

(3.13)

gegeben. Je nidher der Effektivitéitsindex an der Eins ist, desto besser wird der echte
Fehler durch den Fehlerschitzer abgeschétzt. Wenn I (J,n) > 1 gilt, wird der Fehler
unterschitzt und bei I (J,n) < 1 {iberschétzt.

3.3.1 Analytischer reibungsbehafteter Kontakt

Im ersten Beispiel wird wieder das Beispiel mit analytischer Losung aus Abschnitt
2.10.2 betrachtet. Jedoch wird es auf reibungsbehafteten Kontakt mit Tresca Reibung
beschrankt. Das Gebiet ist @ = (=3,0) x (—1, 1) mit Kontaktrand I'c = 0 x [—1, 1].
Die analytische Losung fiir die Verschiebung u = (uq,u2)? entspricht derjenigen aus
dem vorausgegangenen Beispiel bei gleicher duflerer Kraft f,. Fiir das Hindernis wird
die Parametrisierung g, ohne biaktive Mengen gewéhlt. Mit dem Zielfunktional

Tu(w) = /Q —divio()ude+ [ & +EN do (3.14)

¥}
ist die duale Losung y = (y1,y1)? gegeben durch
yi(xy, o) = 0122 (21 + 3)° (29 + 1)% (22 — 1)°. (3.15)
Die analytischen Losungen der dualen Lagrangemultiplikatoren sind

(ZBQ — 05) (ZL‘Q — 1) , T9 > 0.5,
Ea(m) 1= 10004 (w5 + 0.5) (r2 +1), @5 < —0.5, (3.16)

0, sonst

und & = —2¢&,.
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3.3 Numerische Ergebnisse

) Schritt 4 mit Mg = 208 ) Schritt 6 mit Mq = 772
(c) Schritt 8 mit Mg = 8584 (d) Schritt 10 mit Mg = 123556

Abbildung 3.4: Vernetzung des Gebietes (2 in ausgewéhlten Schritten des adaptiven
Algorithmus.
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Abbildung 3.5: Geschétzter Fehler durch den primalen sowie primal-dualen Feh-
lerschétzer bei reibungsbehaftetem Kontakt mit adaptiver Verfeine-
rung.

In Abbildung 3.4 sind verschieden Schritte der enstehenden adaptiven Vernetzung
dargestellt. Die Uberginge von aktivem zu inaktivem Kontakt am Kontaktrand wer-
den als erstes verfeinert. Dort entsteht der Fehler aus den Verletzungen der Kontakt-
bedingungen. Im weiteren Verlauf wird auch das Innere des Gebietes verfeinert, wenn
die Fehler, die aus den Termen des Kréftegleichgewichts stammen, verkleinert werden
miissen.

Die in Abbildung 3.6 dargestellten Effektivitdtsindizes des primalen und primal-
dualen Fehlerschétzers sind nah an Eins und somit eine gute Naherung fiir den Fehler.
Die Giite wird auch dadurch bestétigt, dass die Fehlerschéitzer und der Fehler die
optimale Konvergenzrate O(Q;}), wie in den Abbildungen 3.5 und 3.7 zu erkennen
ist, erreichen. Insgesamt benotigt der adaptive Algorithmus weniger Elemente fiir den
gleichen Fehler wie mit uniformer Verfeinerung. Jedoch ist der Unterschied nicht sehr
grof}, da der Fehler iiber grofie Teile von 2 verteilt ist und somit auch der adaptive
Algorithmus grofflachig verfeinern muss.
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Abbildung 3.6: Effektivititsindex des primalen und primal-dualen Fehlerschétzers bei
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Abbildung 3.7: Fehler fiir das Zielfunktional J; bei adaptiver und uniformer Verfeine-

rungen bei reibungsbehaftetem Kontakt.
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3 DWR Fehlerschéatzer

3.3.2 L-Gebiet

Zur Anwendung des Fehlerschétzers auf den elastoplastischen Fall wird das L-Gebiet
Q= (-0.5,0.5)?\(0,0.5)? verwendet. Das Gebiet wird mit homogenen Dirichletrandda-
ten auf I'p := (—0.5,0) x 0.5 festgehalten. Als duBlere Kraft liegt nur die Neumannkraft
fn = —1.25 auf dem Neumannrand I'y := (—0.5,0.5) x (—0.5) und keine Volumenkraft
vor. Die zur Modellierung der Elasto-Plastizitdt benotigten Parameter sind das Elasti-
zitdtsmodul E := 2500, die Querkontraktionszahl v = 0.25, die Flielgrenze oy = 1.25
und der Parameter fiir isotropische Verfestigung H = 100. Die kinematische Verfesti-
gung wird nicht beriicksichtigt. Das Zielfunktional ist

Jo(u) = /Qw(x)uTu dz (3.17)

mit der Abschneidefunktion w(z) = 0.5 (tanh (20 (0.5 — [z — (—0.3,-0.3)])) +1).
Dadurch wird ndherungsweise die quadrierte Verschiebung iiber das Gebiet des Kreises
Bys ((—0.3, —0.3)T) integriert. Fiir das Zielfunktional ergibt sich durch Extrapolation
der Zielfunktionalswerte der Referenzwert Jj(uy) = 4.227562683487862 x 107°.

In Abbildung 3.9 sind die vom adaptiven Algorithmus auf Basis des primal-dualen
Fehlerschétzers 7,4 erzeugten Netze abgebildet. Die Verfeinerungen konzentrieren sich
auf die Bereiche, in denen es zu plastischer Verfestigung und starker plastischer Verzer-
rung kommt. Besonders der Bereich in der oberen Hilfte, in dem plastifizierende und
nicht plastifizierende Zellen nebeneinander liegen, wird stark verfeinert. Den Bereich
der aktiven Plastizitéit und die Hohe der plastische Verzerrungen sind in Abbildung 3.8
dargestellt. Aulerdem werden wie erwartet die Eckensingularitdt des L-Gebiets und
die Bereiche in der Ndhe des Randes des Dirichletrandes stark verfeinert.

In diesem Beispiel unterschétzt der primale Fehlerschétzer im Gegensatz zum primal-
dualen Fehlerschiitzer den Fehler stark, sieche Abbildung 3.10. Dadurch ist der Effekti-
vitatsindex des primalen Fehlerschétzers in Abbildung 3.11 deutlicher gréfer, als der
des primal-dualen. Auch beim primal-dualen Fehlerschitzer ist der Effektivitédtsindex
grofler als eins. Der Fehler wird jedoch nur leicht iiberschétzt. Insgesamt wird die op-
timale Konvergenzrate O(£2;,), wie in Abbildung 3.12 zu sehen, erreicht.

86



3.3 Numerische Ergebnisse

0.08
I

0.06

lle? || 004

(a) plastische Verzerrung (b) Aktive Zellen der Plastizitét (rot)

0.10
|

0.08

«a ' 0.05

(c) dquivalente plastische Verzerrung

Abbildung 3.8: Plastische Verzerrung P, dquivalente plastische Verzerrung « und pla-

stifizierende Zellen auf dem verschobenen L-Gebiet im neunten Schritt
des adaptive Algorithmus mit Mg = 162456 Elementen.
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R

) Schritt 3 mit Mq = 1572 ) Schritt 5 mit Mg = 8868
) Schritt 7 mit Mg = 37548 ) Schritt 9 mit Mg = 162456

Abbildung 3.9: Vernetzung des L-Gebietes €2 in ausgewéhlten Schritten des adaptiven
Algorithmus.
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Abbildung 3.10: Geschétzter Fehler durch den primalen sowie primal-dualen Feh-
lerschétzer fiir Plastizitat mit adaptiver Verfeinerung.
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Abbildung 3.11: Effektivitdtsindex des primal-dualen Fehlerschétzers fiir Plastizitét
mit adaptiver Verfeinerung.
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Abbildung 3.12: Fehler fiir das Zielfunktional .J; bei adaptiver und uniformer Verfeine-
rung fiir Plastizitét.

3.3.3 Keil

In diesem letzten Beispiel wird der reibungsfreie Kontakt mit Plastizitdt bei geringer
Regularitét betrachtet. Dazu wird das Beispiel aus Abschnitt 2.10.1 wieder aufgegriffen,
bei dem der Lagrangemultiplikator fiir Kontakt nicht in L*(T'¢) ist. Es werden die
gleichen Parameter verwendet. Das Zielfunktional ist

J3(u) = /Qw(x)uTu dz (3.18)

mit der Abschneidefunktion w(z) = 0.5 (tanh (20 (0.15 — |z — (0,0)"|)) + 1). Dadurch
wird ndherungsweise die quadrierte Verschiebung iiber den Halbkreis By 15 ( (0, O)T) N
integriert. Fiir das Zielfunktional ergibt sich durch Extrapolation der Zielfunktionals-
werte der Referenzwert J3(u,) = 9.607008394542856 x 1074, Um den numerischen
Fehler durch Losen des dualen Gleichungssystem zu reduzieren muss mit ¢, = 107
die Stabilitatskonstante groff gewahlt werden. Sonst kommt es in der dualen System-
matrix zu Eintradgen mit stark unterschiedlichen Gréflenordnungen, wodurch der duale
Lagrangemultiplikator fiir Kontakt nicht mit ausreichender Genauigkeit bestimmt wer-
den kann. In den Abbildungen 3.13 sind die geschétzten Fehler der Fehlerschétzer und
in Abbildung 3.15 sind die echten Fehler fiir adaptive und uniforme Verfeinerung dar-
gestellt. Man kann erkennen, dass durch die adaptive Verfeinerung die optimale Kon-
vergenzrate wiederhergestellt werden kann. Die Effektivitéitsindizes in Abbildung 3.14
sind nicht optimal, liegen aber in einem akzeptablen Bereich. In Abbildung 3.16 sind
beispielhaft zwei Netze aus dem adaptiven Algorithmus dargestellt. Die Verfeinerun-
gen treten hauptsichlich im Bereich der Polstelle des Lagrangemultiplikators und den
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3.3 Numerische Ergebnisse

Réndern des aktiven Kontaktrandes auf. Auflerdem werden, wie erwartet, die Rédnder
des Dirichletrandes und die Bereiche, in denen es zu plastischen Verzerrungen kommt,
verfeinert.
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Abbildung 3.13: Geschétzter Fehler durch den primalen sowie primal-dualen Feh-
lerschétzer fiir Kontakt und Plastizitdt mit adaptiver Verfeinerung.
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Abbildung 3.14: Effektivitatsindizes der primalen und primal-dualen Fehlerschétzer fiir
Kontakt und Plastizitit mit adaptiver Verfeinerung.
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Abbildung 3.15: Fehler fiir das Zielfunktional J3 bei adaptiver und uniformer Verfeine-
rung fiir Kontakt und Plastizitat.

(a) Schritt 6 mit Mg = 5116 (b) Schritt 9 mit Mq = 38087

Abbildung 3.16: Vernetzung des Gebietes €2 in ausgewéhlten Schritten des adaptiven
Algorithmus.
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4 Fazit und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde, basierend auf der Finiten-Elemente-Methode, ein
numerisches Verfahren zur Losung von dynamischen, thermomechanisch gekoppelten,
elastoplastischen und reibungsbehafteten Kontaktproblemen entwickelt. Bei diesen Pro-
blemen wurden die Kontaktbedingungen und Verzerrungen linearisiert, jedoch wur-
de fiir die plastische Verzerrung sowohl kinematische als auch isotropische Verfesti-
gung beriicksichtigt. Fiir die Reibgrenze wurden allgemeine Reibgesetze zugelassen,
die von allen modellierten Groflen abhéngig sein kénnen. Das Problem wurde durch
eine gemischte Finite-Elemente-Methode mit Lagrangemultiplikatoren behandelt. Um
die numerisch dissipierte Energie klein zu halten, wurde fiir die Zeitdiskretisierung
ein kontaktstabilisiertes Newmark-Verfahren verwendet. Dies wurde gewéhlt, da es
Ostzillationen im Kontaktbereich verhindert und energiedissipativ ist. Zur Diskretisie-
rung im Ort wurde ein Finite-Elemente-Ansatz basierend auf Mortar-Basisfunktionen
fiir die Lagrangemultiplikatoren angewendet. Durch verschiedene Methoden wurden
die Nebenbedingungen in knoten-/elementweise Bedingungen tiberfiihrt. Daraus konn-
te mit NCP-Funktionen und einem semiglatten Newtonverfahren insgesamt eine ak-
tive Mengen Strategie in jedem Zeitschritt hergeleitet werden. Mit statischem Kon-
densieren konnte die Grofle der zu losenden Gleichungssysteme stark verringert wer-
den, so dass nur lineare Gleichungssysteme in Verschiebung und Warme gelost werden
miissen. In den numerischen Beispielen wurden verschiedene Aspekte des entwickelten
Losungsverfahren betrachtet. Dabei wurde die Energiebilanz aufgestellt, bei der zwar
ein kleiner Anteil der Energie durch numerische Effekte verloren geht, aber sonst keine
unphysikalischen Energieéinderungen auftreten. Auflerdem wurden fiir den statischen
Fall Parameterstudien durchgefiihrt und das fiir Aktive-Mengen-Strategien typische
Konvergenzverhalten untersucht. Es wurde auch die effiziente Anwendbarkeit bei biak-
tiven Mengen demonstriert.

Im zweiten Teil wurde ein zielorientierter a-posteriori DWR-Fehlerschétzer fiir eine
allgemeine Problemstellungen mit NCP-Funktionen konstruiert. Im Rahmen der DWR-
Methode wurden Fehleridentitédten fiir moglicherweise nichtlineare Zielfunktionale, die
Abhéngigkeiten von allen vorhandenen Groflen aufweisen konnen, bestimmt. In diesen
Fehleridentitdten kommen jedoch die unbekannten analytischen Losungen vor. Mithil-
fe von patchweisen Interpolierenden konnten diese ersetzt und numerisch auswertbare
Fehlerschétzer abgeleitet werden. Damit wurde ein h-adaptives Verfahren realisiert. In
den numerischen Beispielen konnte die Genauigkeit der Fehlerschétzer und die Effizienz
des adaptiven Algorithmus fiir verschiedene statische Probleme belegt werden. Im Ge-
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4 Fazit und Ausblick

gensatz zu uniformen Verfeinerungen wurde die optimale Konvergenzgeschwindigkeit
erreicht.

Um das Losungsverfahren fiir eine grofliere Gruppe von Problemen anwendbar zu ma-
chen, bietet sich die Betrachtung nichtlinearer Materialgesetze an. Mit dem Wirme-
fluss, den NCP-Funktionen und der Kopplung von Wiarme und plastischer Verzer-
rung werden schon nichtlineare Terme durch ein Newtonverfahren behandelt. Auch
eine Erweiterung auf Mehrkorperkontaktprobleme, wie in [32], oder um weitere phy-
sikalische Effekte und Kopplungen ist moglich. Diese sind auch schon durch die ent-
wickelten DWR-Fehlerschétzer abgedeckt, wenn sie durch zuldssige NCP-Funktionen
dargestellt werden koénnen. Die Adaptivitdt kann auch noch auf die Zeit ausgedehnt
werden. Dadurch kann die unter Umstédnden rechenintensive Bearbeitung vieler Zeit-
schritte reduziert werden. Ein weiterer Aspekt, der adaptiv behandelt werden kann
ist das Reibmodell. Hier konnte in Abhéngigkeit des Fehlers fiir verschiedene Bereiche
auf unterschiedlich komplexe Reibgesetze zuriickgegriffen werden [69]. Bei der Orts-
diskretisierung wurde nur eine Triangulierung fiir alle Gréfen verwendet. Dies kénnte
mit zwei unterschiedlichen Netzen fiir Verschiebung und Wéarme ersetzt werden. Hier-
bei kann dann in Kombination mit der h-Adaptivitdt die Verfeinerung besser an die
beiden Effekte angepasst werden. Es muss nur der effiziente und zuverlédssige Transfer
von Variablen zwischen den verschiedenen Netzen gelost werden. Fiir die Restterme
des DWR-Fehlerschétzers gibt es bis jetzt nur numerische Untersuchungen, die zeigen,
dass sie von hoherer Ordnung sind. Eine rigorose mathematische Analyse ist hier noch
nicht erfolgt [69].
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