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Fehlerhafte Losungsstrategien bei Bayesianischen Situationen —
Zum Einfluss von Visualisierung

1. Bayesianische Situationen

Situationen, in denen eine bedingte Wahrscheinlichkeit im Riickschluss bestimmt
werden muss, werden in der mathematikdidaktischen und
kognitionspsychologischen Literatur hiufig als ,Bayesianische
Situationen* bezeichnet, da sie mit Hilfe der Formel von Bayes gelost werden
konnen. Beispiel:

10% der Bewohner einer Stadt haben sich mit einer neuartigen Krankheit infiziert. Ein
medizinischer Test wurde entwickelt, der 80% aller Kranken richtig erkennt (positives
Testergebnis) und bei 10% aller Gesunden félschlicherweise ein positives Testergebnis
liefert. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist eine Person mit positivem Testergebnis
tatsdchlich krank?

p(+|krank)-p(krank) _ 80%:10%
p(+|krank)-p(krank)+p(+|gesund)-p(gesund) ~ 80%:10%+10%90%

P(krank|+) = ~ 47%

Abb. 1: Beispielaufgabe (,,+* bezeichnet hier das Ereignis ,,positives Testergebnis)

Fiir Bayesianische Situationen sind Verstindnisschwierigkeiten vielfach belegt,
bei Schiilerinnen und Schiilern (z.B. Binder, Krauss & Bruckmaier, 2015) ebenso
wie bei Fachleuten z.B. in Medizin, Jura oder Wirtschaft (z.B. Hoffrage, Lindsey,
Hertwig & Gigerenzer, 2000). Kognitive Tauschungen kdnnen aber gravierende
Folgen haben, so berichten beispielsweise Wegwarth & Gigerenzer (2013) von
Fehldiagnosen in der Medizin aufgrund des fehlerhaften Umgangs mit bedingten
Wabhrscheinlichkeiten.

2. Visualisierung Bayesianischer Situationen

Zwei  Strategien sind bekannt, die das Verstindnis  bedingter
Wahrscheinlichkeiten verbessern und somit helfen konnen, Fehler zu vermeiden
(McDowell & Jacobs, 2017):

e Ubersetzung der Wahrscheinlichkeitsangaben in absolute Hiufigkeiten in
Bezug auf eine imaginére Stichprobe

e Visualisierung der statistischen Information

Abb. 2 zeigt verschiedene Visualisierungen, in denen die statistische Information
zu der Beispielaufgabe (Abb. 1) durch absolute Hiufigkeiten dargestellt ist in
Bezug auf eine imaginére Stichprobe von 1000 Personen. Die Wahrscheinlichkeit,
dass eine Person tatsidchlich krank ist, wenn sie ein positives Testergebnis
bekommt, ergibt sich dann durch eine einfache Anteilsberechnung (siche Abb. 2,
unten).
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Abb. 2: Visualisierungen der statistischen Information aus der Beispielaufgabe

3. Fehlerhafte Losungsstrategien bei Bayesianischen Situationen

Fiir die Losung von Bayesianischen Situationen sind typische Fehler bekannt

(Gigerenzer & Hoffrage, 1995; Zhu & Gigerenzer, 2006). Dabei werden statt der
P(krank n +) )

bedingten Wahrscheinlichkeit (in unserem Beispiel P (krank|+) = s

irrtiimlicherweise folgende Wahrscheinlichkeiten berechnet:

P(krank)
P(+)

e P(+) (“Evidence only”)
o P(+4|krank) (“Representative Thinking”)
e P(krank n +) (“Joint occurrence”)

e P(krank) (“Conservatism”)

(,,Pre-Bayes*)

Wenn die Information wie in Abb. 2 in Form von absoluten Hiufigkeiten in einer
Visualisierung gegeben ist, dann miissen fiir die Bestimmung einer
Wahrscheinlichkeit die richtigen Zahlen aus der Visualisierung ausgelesen
werden und miteinander in Beziehung gesetzt werden. Die Abb. 3 zeigt fiir die
finf bekannten Fehlerstrategien, welche Teil-Ganzes-Beziehungen dabei



irrtiimlicherweise  gebildet werden (Das jeweils stark  verkleinerte
Baumdiagramm ist das gleiche wie in Abb. 2):

Representative

. Joint occurrence | Conservatism
thinking

Pre-Bayes Evidence only

positiv negativ negativ positiv

Abb. 3: Teil-Ganzes-Beziehungen der typischen Fehlerstrategien am Beispiel des
Baumdiagrammes. Die Grundmengen sind durch Rechtecke, die Teilmengen durch Kreise
gekennzeichnet.

4. Forschungsfrage

Die vier in Abb. 2 gezeigten Visualisierungen unterscheiden sich hinsichtlich
threr graphischen Eigenschaften und wirken sich auf die Losungsraten bei
Bayesianischen Situationen unterschiedlich giinstig aus (Bocherer-Linder &
Eichler, 2019). Da auch Teil-Ganzes-Beziechungen in den Visualisierungen
unterschiedlich reprédsentiert werden und den fehlerhaften Losungsstrategien
unterschiedliche Teil-Ganzes-Beziehungen entsprechen (Abb. 3), liegt die
Vermutung nahe, dass die Visualisierungen aus Abb. 2 die typischen Fehler in
unterschiedlichem Mal3e triggern.

5. Untersuchungsmethode

Es wurde ein Paper-Pencil-Test mit vier Bayesianischen Situationen entwickelt,
wobei die statistische Information jeweils mit Hilfe von Visualisierungen aus
Abb. 2 reprasentiert wurde. 540 Lehramtsstudierende mit Fach Mathematik
wurden befragt, wobei 122 einen Test mit Baumdiagrammen, 120 einen mit
Doppelbdumen, 146 einen mit Vierfeldertafeln und 152 einen mit
Einheitsquadraten erhielten. Die Versuchspersonen wurden aufgefordert, ihr
Ergebnis als Bruch aufzuschreiben, was es ermdglichte, tiber die Zahlen im Zahler
und Nenner die entsprechende Teil-Ganzes-Beziehung und somit den
vorliegenden Fehlertyp zu identifizieren. Ein Fehler wurde als systematisch
eingestuft, wenn er hiufiger als beim zufdlligen Raten auftrat (fiir das zugrunde
gelegte Modell siehe: Eichler, Bocherer-Linder & Vogel, 2020). Auf diese Weise
konnten weitere systematische Fehler identifiziert werden.

6. Ergebnisse

Tatsdchlich konnte beobachtet werden, dass die verschiedenen Fehlertypen bei
den unterschiedlichen Visualisierungen unterschiedlich hdufig auftraten (Abb. 4).
Interessant ist, dass bei der Vierfeldertafel der Anteil an ,representative
thinking* relativ hoch ist. Fiir einzelne Fehlertypen und Visualisierungen waren
die Unterschiede signifikant. Beispielsweise war der Anteil am Fehler ,,Pre-
Bayes‘ beim Baumdiagramm signifikant hoher als beim Einheitsquadrat (y*-Test:



df=1, x*=64.09, p<.001). Fiir eine genauere Analyse, siche Eichler, Bocherer-
Linder & Vogel (2020).

Ergebnisse zu fehlerhaften Losungsstrategien
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Abb. 4: Fehlerhafte Losungsstrategien in Abhéngigkeit von der Visualisierung
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