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Rekorde in zuféalligen Permutationen — Material zur statistischen
Analyse von Temperaturrekorden (Sek. I1)

Der Klimawandel wird rege in der Offentlichkeit diskutiert. Vorhersagen zur glo-
balen Erwarmung werden teilweise heftig angezweifelt, auch weil potentielle Ge-
genmalinahmen starke, ggf. als negativ empfundene, Auswirkungen auf Wirt-
schaft und Privatleben hatten. Die Offentlichkeit scheint unsicher, ob die in den
letzten Jahrzehnten beobachteten Klimarekorde aller Art bereits stichhaltige Indi-
zien fur einen Klimawandel sind oder lediglich temporare Wetterphdnomene dar-
stellen. Ziel ist es, in einem gesellschaftlich und politisch héchst relevanten Kon-
text kritisches Denken zu fordern: Lernende analysieren und reflektieren Meldun-
gen uber den Klimawandel. So nehmen sie als mlndige Burger mit theoretisch
fundiertem Wissen an einer gesellschaftsrelevanten Diskussion teil.

Ausgangspunkt ist die Aussage ,,Jedes der letzten drei Jahrzehnte (bezogen auf
die Jahre von 1980 bis 2010) war an der Erdoberflache sukzessive warmer als alle
vorangegangenen Jahrzehnte seit 1850. (vgl. IPCC, 2013). Darauf aufbauend er-
forschen Schilerinnen und Schiiler in Rahmen einer Doppelstunde selbststéandig
die Frage, ob die auftretenden Rekorde der globalen Oberflachentemperatur in
den Jahren von 1850 bis 2019 durch zufallige Schwankungen erklart werden kon-
nen. Die statistische Analyse ist in drei Teilschritte gegliedert, wobei jeweils der
Modellierungskreislauf nach Blum (1985) komplett durchlaufen wird.

Schritt 1: Mathematische Modellierung von Temperaturrekorden

Zundchst machen sich die Lernenden mit dem 6ffentlich zuganglichen realen Da-
tensatz HadCRUT4 vertraut. Dieser wurde durch die Climatic Research Unit
(University of East Anglia) in Kooperation mit dem Hadley Centre (UK Met
Office). Der Datensatz beschreibt die durchschnittliche globale jahrliche Erdober-
flachentemperaturanomalie (vgl. Morice et al., 2012; Hattebuhr, 2021). Zur Ana-
lyse der Aussage des IPCC werden die Temperaturdaten in Dekaden zusammen-
gefasst, innerhalb derer jeweils Mittelwert gebildet wird. Desweiteren wird der
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Abb. 1: Temperaturperioden (blau) mit Rekorden (rot)
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und wenden ihn auf die Datenreihe an. Die Daten (blau) werden entsprechend des
aufgestellten Algorithmus visualisiert und die Rekordperioden rot eingefarbt (vgl.
Abb. 1). Diese Rickmeldung dient den Lernenden zur selbststandigen Validie-
rung des (mathematischen) Ergebnisses. Damit kénnen sie die These des IPCC-
Berichts nicht nur bestétigen, sondern sogar erweitern: Jedes der letzten vier Jahr-
zehnte war an der Erdoberflache wérmer als alle vorangegangenen Jahrzehnte seit
1850. Das ist zuvor (im Rahmen der vorliegenden Daten) noch nie aufgetreten.*

Schritt 2: Anzahl der Rekorde in rein zufalligen Permutationen
(Laplace-Modell) und ihr Erwartungswert
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Niveau erzeugen sie dazu mehrfach zufallige Anzahl der Rekorde
Permutationen und bestimmen jeweils die Anzahl der Rekorde. Steht R, flr die
zuféllige Rekordanzahl, so néhert sich nach dem Gesetz der grof3en Zahlen die
relative Haufigkeit des Ereignisses R, = k immer weiter der Wahrscheinlichkeit
P(R,; = k) an, die in Abbildung 2 dargestellt ist. Dieses mathematische Ergebnis
gilt es nun zu interpretieren: Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens neun Re-
korde auftreten, liegt bei 0,05%. Das Auftreten von Rekordperioden wie im aktu-
ellen Datensatz ist sehr unwahrscheinlich und — da hier ein Laplace-Modell ange-
nommen wurde — kaum durch den Zufall erklarbar. Fur das Auftreten von 10 bis
17 Rekorden sind die Wahrscheinlichkeiten bereits so gering, dass sie im Saulen-
diagramm nicht mehr sichtbar sind. Am haufigsten treten mit einer Wahrschein-
lichkeit von etwa 29% drei Rekorde auf. Diese Anzahl an Rekorden liegt in der
Né&he des Erwartungswertes der Rekordverteilung unter einem Laplace-Modell.

Auf der zweiten Niveaustufe ist Giber das Schulwissen hinausgehende Mathematik
notig. Diese wird eingeflihrt und problembezogen angewandt. Damit ist dient die-
ses Niveau vor allem der Differenzierung und Forderung aller Mathematik-Be-
geisterten. Zundchst erkunden die Schiilerinnen und Schiiler, wie wahrscheinlich
es ist, dass in einer rein zufélligen Vertauschung der Zahlen von 1 bis 17 an der
j-ten Stelle ein Rekord auftritt (Ereignis A;). Die Wahrscheinlichkeiten kénnen
schrittweise bestimmt werden: An der ersten Stelle steht — nach Definition — ein
Rekord, es gilt also P(A;) = 1. Zur Bestimmung von P(A4,) greift eine Symme-
trietiberlegung: Entweder steht an der ersten Stelle die groRRere der beiden Zahlen,



dann ist an der zweiten Stelle kein Rekord, oder an der zweiten Stelle steht die
groRere Zahl, dann liegt ein Rekord an der zweiten Stelle vor. Beide Félle sind
gleich wahrscheinlich, da der reine Zufall wirkt. Es gilt P(4,) = 1/2. So kann
nun flr alle weiteren Ereignisse argumentiert werden, und wir folgern allgemein
P(Aj) = 1/j furalle j =1, ...,17. Das eigentliche Interesse gilt aber der Wahr-
scheinlichkeit, dass sich bei einer zufélligen Permutation der Zahlen 1 bis 17 min-
destens neun Rekorde einstellen. Wir schreiben allgemein fir die Wahrschein-
lichkeit, dass sich in einer rein zufalligen Permutation der Zahlen von 1 bis n ge-
nau k Rekorde ergeben P(R, = k) =:p(n, k). Die Lernenden betrachten zu-
néchst den Fall, dass genau ein Rekord auftritt. Dieser kann nur eintreten, wenn
die groRte Zahl (hier: 17) an der ersten Stelle steht. Aus Symmetriegriinden gilt
daher p(17,1) = 1/17. Als nachstes beleuchten die Schiilerinnen und Schiler
den Fall, dass es genau 17 Rekorde gibt, d. h., dass an jeder Stelle ein Rekord
steht. Dieser Fall tritt genau dann ein, wenn die Zahlen von 1 bis 17 der Reihe
nach aufsteigend angeordnet sind. Diese Wahrscheinlichkeit ist durch
p(17,17) = 1/17! gegeben. Der gesuchte Fall kann nun Uber einen rekursiven
Ansatz erhalten werden, in dem p(17,9) Uber die beiden zuvor erorterten Félle
ausgedrtckt wird. Hier werden die Schilerinnen und Schuiler angeleitet, zunéchst
den Fall zu betrachten, dass an der letzten Stelle ein Rekord auftritt. Mit dem obi-
gen Wissen ist diese Wahrscheinlichkeit durch P(A4,,) = 1/17 gegeben. AuRer-
dem sind nun k — 1 = 8 weitere Rekorde auf die vorherigen Platze zu verteilen.
Diese Wahrscheinlichkeit, dass sich bei einer zufalligen Permutation der Zahlen
von 1 bis 16 genau 8 Rekorde ergeben, ist p(16,8). Im nachsten Fall betrachten
die Schilerinnen und Schiiler die komplementére Situation, dass an der letzten
Stelle kein Rekord auftritt. Hierflrr ist die Wahrscheinlichkeit gegeben durch
P(A;;) = 16/(16 + 1). Alle 9 Rekorde miissen auf den 16 Platzen davor verteilt
werden: Die Wahrscheinlichkeit dafiir betrédgt p(16,9). Unter Anwendung des
Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit kénnen nun diese aufgezeigten Falle
zusammengefasst werden zu

1
P(Ry; =9) =p(17,9) = ﬁ -p(16,8) +

1 P(16,9) = 0,00052.

Die benotigte Unabhéngigkeit der Ereignisse kann gezeigt werden (vgl. Henze et
al., 2021). Das theoriegeleitete Ergebnis bestatigt das experimentell gewonnene
Ergebnis des ersten Niveaus. Um nun den Erwartungswert zu bestimmen ist nor-
malerweise Wissen (ber die Verteilung des Auftretens der Rekorde notig. Dieses
kann geschickt umgangen werden, indem man zuné&chst die Anzahl der Rekorde
R; durch die Indikatorvariablen 1{A;} ausdriickt und anschlieRend die Additivi-
tdt der Erwartungswertbildung ausnutzt. Es folgt E(R;;) =14+ 1/2+ -+
1/17. Auf einem Informationsblatt wird diese Herangehensweise erlautert, und
die Lernenden wenden ihre neu erworbenen Kenntnisse zur Abschatzung des Er-
wartungswerts an. Sie erhalten mit dem Wert von E(R,,) = 3,44 eine gute Prog-
nose fir den Durchschnitt der erhaltenen Rekordanzahlen auf lange Sicht. Die



Realitat mit neun Rekorden liegt weit, genauer gesagt mehr als vier Standardab-
weichungen, vom Erwartungswert entfernt.

AbschlieRend steht fur alle die Berechnung der Wahrscheinlichkeit im Blick-
punkt, dass die vier letzten Jahrzehnte die warmsten der letzten 170 Jahre sind.
Auch in dieser Aufgabe wird ein rekursives VVorgehen zur Lésung genutzt.

Fazit

In allen Schritten ist die reale Situation Ausgangs- und Endpunkt der statistischen
Analyse. Die selbststandig erforschten Methoden lassen sich auf die Analyse der
ursprunglichen Datenreihe mit jahrlichen Temperaturanomaliewerten Gbertragen.
Alle Beteiligten erleben aktiv das wesentliche VVorgehen in der mathematischen
Modellierung. Insgesamt lasst sich diese Problemfrage nach Maal? (2010) in die
Kategorie der authentischen — sowohl in Bezug auf die Fragestellung, als auch auf
die angewandten Methoden — mathematischen Modellierung einordnen. Die Er-
gebnisse fuhren nicht nur zu einer fundierten Einschatzung des Themas Klima-
wandel, sondern zeigen auch die Relevanz von Mathematik fiir unsere Gesell-
schaft: Schulmathematische Inhalte erhalten eine Bedeutung und kdnnen damit
Heranwachsende motivieren, sich mit Mathematik zu beschéftigen. Das fir eine
Doppelstunde ausgelegte digital umgesetzte Material eignet sich durch seine Dif-
ferenzierungsmaoglichkeiten (verschiedene Niveaus, Zusatzaufgaben, ...) und in-
dividuellen, automatischen Riickmeldungen zu den Lésungseingaben der Schiile-
rinnen und Schiler auch fir ein heterogenes Lernklientel. Es ist online tiber einen
Webbrowser auf einer Cloud-Plattform des Karlsruher Instituts fiir Technologie
(KIT) zugéanglich und kann daher direkt sowohl im Prasenz- als auch Fernunter-
richt eingesetzt werden (s. www.cammp.online/214.php).
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