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Funktionales Denken beim Flachen- und Rauminhaltsbegriff: Von
operationalen zu strukturellen Vorstellungen

Der Flacheninhaltsbegriff und der Rauminhaltsbegriff sind zentrale Begriffe des
Mathematikunterrichts in der Sekundarstufe. Zumeist werden diese beiden
Begriffe unter der Leitidee ,,Messen subsumiert. Sie kdnnen aber auch unter der
Leitidee ,,Funktionaler Zusammenhang* gefasst werden, wenn die Abhéngigkeit
der Flachen- und Rauminhalte von anderen GréRen (z. B. Langen, Ahnlichkeits-
faktoren) im Fokus steht. Funktionales Denken tritt dabei vor allem dann auf,
wenn die Auswirkung einer Verdnderung der Funktionsvariablen auf den
Flachen- bzw. Rauminhalt untersucht wird (z. B. ,,Wie verandert sich der Raum-
inhalt eines Kdrpers, wenn er mit dem Faktor 2 zentrisch gestreckt wird?*).

Nach der Theorie der Begriffsbildung von Sfard (1991) haben mathematische
Begriffe eine doppelte Gestalt als Prozess und Objekt. Sfard geht davon aus, dass
eine Begriffsbildung bei Lernenden in hierarchischen Entwicklungsstufen erfolgt.
In der ersten Phase (Interiorization) herrscht die Sicht als Prozess vor, indem die
entsprechenden Operationen (z. B. das Berechnen des Flacheninhaltes eines
Trapezes anhand von Ldngenmalien) verinnerlicht werden. In der zweiten Phase
(Condensation) erfolgt der Ubergang zu einer Objektvorstellung durch
. squeezing’ lengthy sequences of operations into more manageable units*“ (Sfard,
1991, S. 19). Das heilit, die Lernenden sind in dieser Phase immer mehr in der
Lage, den Prozess als Ganzes zu betrachten. Gerade diese Phase des Ubergangs
von operationalen zu strukturellen Vorstellungen sei besonders schwierig. Die
hochste Stufe (Reification) ist erreicht, wenn die strukturellen Vorstellungen
vollstandig ausgebildet wurden und der Begriff als ein Objekt gesehen wird. Mit
diesem Objekt kénnen nun wiederum Operationen durchgefuhrt werden. Der
funktionale Zusammenhang zwischen dem Fl&chen- bzw. Rauminhalt zweier
dhnlicher Figuren bzw. Korper und dem Ahnlichkeitsfaktor k, d.h. A, = k?-A; bzw.
V, = k3V,, reprasentiert diese Objektsicht der beiden Begriffe. Bei diesen
strukturellen Vorstellungen des Flachen- und Rauminhaltsbegriffs werden nicht
mehr die Langen als Objekte betrachtet, mit denen operiert wird, sondern der
Flacheninhalt und der Rauminhalt selbst sind zu Objekten geworden, mit denen
Operationen durchgefihrt werden.

Relevanz haben diese funktionalen Beziehungen zwischen Ahnlichkeitsfaktor
und Flachen- bzw. Rauminhalten zum Beispiel bei Pictorial Charts, in denen
Quantitaten mithilfe von unterschiedlich grofRen, ahnlichen Bildern dargestelit
werden (vgl. Rolfes, 2021). Empirische Forschung zeigt, dass eine korrekte
strukturelle Vorstellung zum Flachen- und Rauminhalt bei der tberwaltigenden
Mehrheit der Testpersonen in den Klassenstufen 7 und 10 (De Bock et al., 1998)
und auch in der Eingangsphase der gymnasialen Oberstufe (Klinger, 2018) nicht
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vorhanden ist. Stattdessen lag zum Grofteil eine Linearitatsillusion vor, d. h. es
wurde ein linearer Zusammenhang zwischen Ahnlichkeitsfaktor und
Flacheninhalt bzw. Rauminhalt angenommen (De Bock, 1998; Klinger, 2018).

Die vorliegende Untersuchung beschaftigte sich mit den folgenden
Forschungsfragen: (FF1) Lassen sich Sfards (1991) hierarchische Stufen beim
Flachen- und Rauminhaltsbegriff empirisch identifizieren? (FF2) In welcher
Weise sind Studienanféangerinnen und -anfanger in der Lage, funktionales Denken
bei Flachen- und Rauminhaltsproblemen durchzufiihren? (FF3) Ist bei Studien-
anfangerinnen und -anfangern noch eine Linearitatsillusion feststellbar?

Methode

Die Stichprobe bestand aus 83 Lehramtsstudierenden mit Fach Mathematik in der
Studieneingangsphase. Es wurden vier Flachen- und drei Rauminhaltsitems ad-
ministriert, bei denen jeweils zwei &hnliche Figuren oder Korper gegeben waren.
In einigen Items mussten zum Flachen- oder Rauminhalt proportionale GroRen
(z. B. Gewicht) bestimmt werden (vgl. Abb. 1). Es waren zwar geschlossene
Fragen, aber die Testpersonen tippten in der computerbasierten Erhebung ihren
Rechenweg in ein offenes Textfeld.

Fur die Datenauswertung wurden die Antworten zunéchst in richtig und falsch
kodiert und Rasch-skaliert. Die Items zeigten einen sehr guten Modellfit (rj; > .48,
INFIT <1.05, EAP/PV-Reliabilitat .73). Niveaustufen wurden entsprechend
eines Standardsetting-Verfahrens (Cizek, 2012) identifiziert. Hierbei wurden auf
der Basis empirischer Itemschwierigkeiten Niveaustufen mit inhaltlichen
Gemeinsamkeiten gebildet. AbschlieBend wurde mithilfe der qualitativen
Inhaltsanalyse noch eine vertiefte Analyse des LOsungsansatzes vorgenommen,
indem in induktivem Verfahren Kategorien richtiger und falscher Antworten
gebildet wurden.

Rasen diingen _

Ein Gartner muss zwei kreisférmige Rasenstiicke 4
diingen.

Flr das links abgebildete Rasenstiick bendtigt er 2 kg.

Das rechts abgebildete Rasenstlick hat einen 1,5fach
so grolRen Durchmesser wie das links abgebildete.

Berechnen Sie, wie viel Kilogramm Diinger der

. . . vers 2 kg Diinger ? kg DUnger
Gartner fiir das rechte Rasenstiick benotigt. il B

Abb. 1: Beispiel-Item aus der Erhebung zum Flacheninhalt.

Ergebnisse

Anhand der empirischen Itemschwierigkeiten konnten drei Niveaustufen
identifiziert werden (vgl. Abb. 2). In der Stufe | befanden sich die Items Kies und
Bronzetafel. Diese Items basierten auf der Flacheninhaltsbestimmung von
bekannten geometrischen Figuren (Rechteck, Trapez). Zudem waren die fir



Flacheninhaltsberechnungen erforderlichen L&ngen gegeben bzw. direkt
berechenbar. Somit konnten die Testpersonen diese ltems mit einem rein
operationalen Verstandnis des funktionalen Zusammenhangs zwischen L&ngen
und Flachen- bzw. Rauminhalten l0sen. Die Items der Stufe | l0ste die
uberwiegende Mehrheit der Studierenden korrekt (ca. 80-90 %).

Auf dem anderen Ende der Skala befanden sich Items der Stufe I1l. In diesen Items
mussten Ergebnisse anhand des Verhéltnisses von Flachen- bzw. Rauminhalten
von unregelmaRigen Formen (Goldbarren, Eiffelturm, FuRballspieler) bestimmt
werden. Diese Items waren im Prinzip nur l6sbar, wenn ad&quate strukturelle VVor-
stellungen von Fl&chen- und Rauminhalten bei &hnlichen Figuren und Koérpern
vorhanden waren. Items der Stufe 111 I6sten nur ca. 10 % der Probanden korrekt.
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Abb. 2: Niveaustufen der Items zum funktionalen Denken beim Fléachen- und
Rauminhaltsbegriff.

In die mittlere Stufe Il fielen die Items Mullcontainer und Rasen (53 % bzw. 36 %
Losungsrate). In beiden Items handelte es sich um geometrische Formen mit
bekannten Flachen- bzw. Rauminhaltsformeln. Allerdings waren in den Items die
relevanten Langen nicht gegeben. Eine vertiefte Analyse der korrekten Antworten
des Items Rasen (vgl. Abb. 1) zeigte, dass die meisten Testpersonen (24 von 31)
zur korrekten Losung gelangten, indem sie fir den Kkleineren Kreis den
Flacheninhalt mit dem Gewicht gleichgesetzt (nr?=2) oder frei einen Radius
gewadhlt hatten (,,Sei r = 1m“). Vier Personen leiteten das Ergebnis allgemein
anhand der Kreisformel her [r(1,5r)?], und nur drei Personen verwendeten
strukturelle Vorstellungen mithilfe des Ahnlichkeitsfaktors (1,5%). Bei der
Analyse der falschen Antworten zeigte sich, dass der Grofteil der falschen
Antworten aufgrund einer Linearitétsillusion erfolgte. So lag bei Items der Stufe
I1 und 11l der Anteil der korrekten Losungen zusammen mit den Losungen mit
Linearitatsillusion zwischen 84 % (Item Rasen) und 95 % (Item FuRballspieler).

Diskussion

Sfards (1991) hierarchisches Stufenmodell des Begriffserwerbs liel} sich beim
Flachen- und Rauminhaltsbegriff empirisch identifizieren. Die Begriffs-
vorstellungen sind bei Studierenden der Studieneingangsphase noch sehr



operational ausgeprégt. Korrekte strukturelle Vorstellungen Uber den
funktionalen Zusammenhang zwischen Ahnlichkeitsfaktor und Flachen- bzw.
Rauminhalt wiesen nur sehr wenige Studierende (ca. 10 %) auf. Auflerdem
zeigten die Analysen, dass der lineare Ansatz (Linearitatsillusion) eine Art
Notheuristik darstellte. Er wurde nur angewendet, wenn keine korrekten
strukturellen Vorstellungen bestanden und auch kein operationaler Lésungsansatz
uber den funktionalen Zusammenhang zwischen L&ngen und Fl&chen- bzw.
Rauminhalt gefunden wurde. Mit Blick auf den schulischen Mathematikunterricht
zeigen die Ergebnisse somit, dass in der Sek. | und Il nur unzureichende
Vorstellungen zum Flachen- und Rauminhaltsbegriff entwickelt werden.

Eine mogliche Ursache fir diese Ergebnisse ist, dass Flachen- und Rauminhalte
in der Sek. | sehr kalkilorientiert behandelt werden. Im Unterricht stehen vor
allem die operationalen Vorstellungen im Vordergrund, und es wird kaum
versucht, strukturelle VVorstellungen zu entwickeln. Auch in der Sek. Il wird das
Begriffsverstandnis zum Flachen- und Rauminhaltsbegriff qualitativ kaum
weiterentwickelt. Dieses ist problematisch, da in dieser Form ein kumulativer
Kompetenzaufbau nur eingeschrankt stattfindet, wie die empirischen Ergebnisse
dieser Studie zeigen. Stattdessen entwickelt sich Kompetenz zum Fléchen- und
Rauminhaltsbegriff im Verlauf der Sek. I und Il relativ additiv und kompart-
mentalisiert.

Die vorliegenden empirischen Ergebnisse legen nahe, dass Unterricht zu Flachen-
und Rauminhalten stérker auf eine adéquate strukturelle Vorstellung hinfthren
sollte. Hierfiir ist nach Sfard (1991) die Ubergangsphase von operationalen zu
strukturellen Vorstellungen essenziell. Wie dieser Ubergang initiiert werden
konnte, ist eine noch offene Forschungsfrage. Mdoglicherweise kdnnten Analysen
von Gemeinsamkeiten und Unterschieden von Fldchen- und Rauminhaltsformeln
(z. B.,,Warum kann die Flacheninhaltsformel fir Kreise nicht A(r) = 77 lauten?*)
hierfir hilfreich sein. Auch der starkere Einbezug von unregelméiiigen Figuren
und Kaérpern kénnte helfen, adéquate strukturelle VVorstellungen aufzubauen.
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