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Wer kann es? Interindividuelle Unterschiede beim
mathematischen Beweisen — zwischen Annahmen und Evidenz

1 Mathematisches Argumentieren und Beweisen

Dass Argumentieren einen Kern mathematischen Arbeitens in allen
Altersgruppen ausmacht ist wohl unbestritten. Konsens scheint zu sein, dass sich
mathematisches Arbeiten eben nicht nur auf die Konstruktion formaler, rein
deduktiver und Axiomen beruhender Schlussketten beschrinkt. Im Gegenteil
rickt in der Philosophy of Mathematical Practice vermehrt in den Blick, wie eine
mathematische Theorie als Geflige von Axiomen, Definitionen, Sdtzen und
Beweisen entsteht. Exemplarisch dafiir steht die Frage, inwiefern informelles
Arbeiten wie das Ableiten von Vermutungen als Teil wissenschaftlich-
mathematischer Arbeit gesehen werden kann und soll (z.B. Atiyah et al., 1994).
Wihrend einige Autorinnen und Autoren hier explizit zwischen dem informellen
Argumentieren und dem ,,eigentlichen mathematischen Arbeiten* (z.B. im Sinne
des Beweisens) trennen (z.B. Balacheff, 1999), sehen andere Potential in einer
Verkniipfung explorativer und systematisierender Prozesse im Sinne einer
Cognitive Unity (Pedemonte, 2007). Schwarz et al. (2010) unterscheiden diese
explorativen Anteile, die beispielsweise das Generieren von Hypothesen
umfassen, und systematisierende Anteile, wie das Generieren von logischen
Schlussketten innerhalb einer Rahmentheorie, als zwei von drei zentralen
Teilprozessen mathematischen Argumentierens. Parallel widmen sich auch
empirische Arbeiten beispielsweise der Nutzung von Beispielen durch
Mathematikerinnen und Mathematiker bzw. Lernende (Lockwood et al., 2012).

Vor diesem Hintergrund stellt sich die Frage, was eigentlich einen ,,validen
Beweis* als solchen kennzeichnet. Reale Beweise sind ja keine streng formal
notierten logischen Schlussketten (sogenannte ,,Derivations®), oder wie Mac Lane
(1981) schreibt: ,,Most verbal or written mathematical proofs are simply sketches
which give enough detail to indicate how a full rigorous proof might be
constructed.” Wie ausfiihrlich diese “sketches” sein miissen kann zwischen
Teilfeldern der Mathematik, aber auch je nach Situation (z.B. Forschung oder
Lehre; Sommerhoff & Ufer, 2019) variieren und ist als soziomathematische Norm
im jeweiligen Kontext auszuhandeln. Entsprechend kann auch nicht erwartet
werden, dass sich ,,vollig logisch® oder ,,selbsterklarend* erschlieBt, was als
valider mathematischer Beweis zahlt und was nicht, sondern dies ist fiir Lernende
zunéchst hiufig ein Prozess der Enkulturation. Individuelles Wissen iiber Normen
und Kriterien fiir akzeptable Beweise sowie liber die Funktionen von Beweisen
scheint damit eine erste zentrale Voraussetzung fiir einen erfolgreichen Umgang
mit Beweisen (de Villiers, 1991). Schwarz et al. (2010) heben in diesem Sinne
das ,,Aufschreiben* (Inscribing) von Beweisen und Argumentationen als
wesentlichen dritten Teilprozess beim mathematischen Argumentieren heraus.
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Andreas Stylianides (2007) schlédgt eine Definition des Begriffs ,,Beweis* vor, die
diesen sozialen Konsens mit in Betracht zieht. Ein Beweis in seinem Sinne ist eine
zusammenhidngende Kette von Schliissen, die (i) auf einem Satz akzeptierter
Aussagen (Rahmentheorie) beruht, als valide vereinbarte (z.B. weitgehend
deduktive) Schlussformen benutzt und in einer vereinbarten Form (z.B. unter
adidquater Nutzung einschldgiger Schreibweisen) kommuniziert werden. Haufig
wird noch ein Kriterium der ,,prinzipiellen Formalisierbarkeit* mit angelegt, das
eine gewissen Anschlussfihigkeit an den Theorieaufbau der wissenschaftlichen
Mathematik sicherstellen soll. Diese Definition gibt viel Raum fiir eine ganze
Bandbreite auch ,,didaktisch orientierter Beweiskonzepte® (Brunner, 2014;
Kempen, 2019). Dieser Beitrag fokussiert auf Beweiskonzepte die in eine relativ
gut strukturierte Rahmentheorie eingebettet sind und algebraische
Darstellungsformen nutzen um Allgemeingiiltigkeit zu kommunizieren.

2 Interindividuelle Unterschiede beim Umgang mit Beweisen

2.1 Potential von Studien zu interindividuellen Unterschieden

Anfang der 1980 Jahre legten Sharon Senk und Zalman Usiskin etwa 2700
Lernende der Jahrgangsstufen 7 bis 12 im Cognitive Development and
Achievement in Secondary School Projekt Beweisaufgaben zur Geometrie vor
(Senk, 1989). Wie auch spitere Untersuchungen (Reiss et al., 2002) zeigen sich
insgesamt niedrige Leistungen zum Beweisen, jedoch auch substantielle
interindividuelle Unterschiede. Wéhrend etwa zwei Drittel der Lernenden
durchaus einfache, einschrittige Beweise fiihren konnten, stellten mehrschrittige
Beweise und das Einzeichnen von Hilfslinien eine substantielle Herausforderung
dar. Senk (1989) berichtet, dass diese interindividuellen Unterschiede mit der
Leistung in einem Test zu den van Hiele Niveaus geometrischen Denkens und
einem standardisierten Geometrietest in Verbindung gebracht werden konnen.
Eine klare Trennung der beiden Einflussfaktoren war jedoch nicht méglich.

Die Studie von Senk ist ein erstes Beispiel fiir die Untersuchung interindividueller
Unterschiede zum Beweisen. Auch wenn sie erstmals liberhaupt systematische
interindividuelle Unterschiede beim Beweisen aufzeigt, muss kritisch gesehen
werden, dass die Wirkmechanismen hinter den beiden Erklarungsvariablen nicht
genauer beschrieben und alternative Erkldrungen fiir interindividuelle
Unterschiede nicht herangezogen werden. Auch konfundierende Variablen, die
allen anderen erhobenen Konstrukten zu Grunde liegen konnten, wurden nicht
erhoben. Abgesehen von dieser Kritik bieten Untersuchungen zu
interindividuellen Unterschieden jedoch die Mdglichkeit, gezielt verschiedene
Erklarungen fiir die Ursachen dieser Unterschiede zu kontrastieren. Auch wenn
sie nicht wie experimentelle Studien kausale Evidenz liefern konnen und auch
eine Detailanalyse von Wirkmechanismen — wie sie mit qualitativen Fallanalysen
moglich wire — nicht leisten, bieten sie oft doch einen ersten Zugang in Felder, in
denen eine grofle Bandbreite von Erkladrungsansétzen diskutiert wird.



2.2 Erklarungen fiir interindividuelle Unterschiede beim Beweisen und Argumentieren

Die Ausfiihrungen unter 1. weisen auf eine erste mogliche Ursache fiir
interindividuelle Unterschiede beim Beweisen hin. Relevant erscheint, inwiefern
Lernende die (lokalen) Normen und Kriterien fiir valide Beweise sowie die
Funktionen von Beweisen in der Mathematik verstanden haben. Chazan (1993)
charakterisiert die Bandbreite entsprechender Vorstellungen von Lernenden
anhand einer Interviewstudie. Manche Lernende weisen etwa Einzelbeispiele aus
falschen Griinden zuriick, z.B. weil das Messen an einer Figur in der Geometrie
fehlerbehaftet sei. Andere Lernende schlieBen die Existenz von Gegenbeispielen
auf der Basis eines Beweises nicht aus, weil der Beweis auf Annahmen beruht,
deren Status als unklar wahrgenommen wird. In einigen Arbeiten wird dieses
komplexe Bild auf eine einzige Fehlvorstellung reduziert, die Stylianides et al.
(2017, S. 120) als ,,key and persistent problem* identifizieren: ,,Many students
have the misconception that a few confirming examples suffice to prove the truth
of a mathematical generalization.” (s.a. EMS, 2011). Andere Arbeiten bezweifeln,
dass die beobachteten Probleme wirklich auf eine fundamentale Fehlvorstellung
zum Beweiskonzept zuriickgefiihrt werden konnen. Sie legen nahe, dass es sich
tragfahige Beweisversuche handeln konnte, die scheitern ,,because...the student
lacks either the skill or the will*“ dies auch umzusetzen (Inglis & Alcock, 2012).
Allgemeine Aussagen zu zeigen erfordert eben Wissen iiber spezifische
Prinzipien, wie sie Durand-Guerrier et al. (2011) auch explizit formulieren.
Entsprechend ist die Frage, ob nicht Wissen {iiber beweisspezifische
Argumentationsstrategien und ihnen unterliegende Prinzipien viel relevanter sein
konnte als abstraktes Wissen iiber die Funktion von Beweisen in der Mathematik.

Im Uberblick werden in der Literatur vielfiltige weitere Voraussetzungen fiir ein
erfolgreiches Umgehen mit Beweisen diskutiert (s.a. Sommerhoff, 2017).
Schoenfeld (1992) nennt beispielsweise vier Bereiche von Voraussetzungen fiir
erfolgreiches mathematisches Problemldsen im Allgemeinen: Wissen, das ganz
spezifisch mit dem mathematischen Inhaltbereich verkniipft ist; Heurismen und
Kontrollmechanismen, die sehr allgemein iiber verschiedene Inhaltsbereiche und
sogar aullerhalb der Mathematik nutzbar sein sollten; und letztlich
Uberzeugungen dazu, was mathematisches Arbeiten ausmacht, wie man an
mathematische Aufgaben herangehen sollte. Aus den oben beschriebenen
Arbeiten zum Beweiskonzept wird weiter klar, dass auch Wissen iiber dieses ein
wesentlicher Einflussfaktor sein konnte. Auch affektive Merkmale wie Interesse,
Selbstkonzept oder Identitit der Lernenden werden wiederholt als relevante
Merkmale benannt. Dass Fahigkeiten zum logischen Schlieffen Unterschiede
erkldren konnten erscheint auf den ersten Blick plausibel und wird z.B. in den
genannten Arbeiten von Durand-Guerrier et al. (2011) weiter ausgefiihrt.

3 Individuelle Ressourcen und interindividuelle Unterschiede

Inwiefern diese sogenannten Ressourcen nun fiir den Umgang mit Beweisen
relevant sind, kann auch davon abhidngen, wie konkret mit den Beweisen



gearbeitet werden muss. Gibt man Lernenden eine (beweisbare) mathematische
Aussage vor, mit dem Auftrag sie zu beweisen, so spricht man von
Beweiskonstruktion. Bewertet werden diese Beweise meist anhand ihrer
inhaltlichen Argumentation und weniger anhand ihrer formal korrekten
Darstellung. In jedem Fall setzen derartige Studien voraus, dass eine lokale Kultur
zu einer definierten Rahmentheorie, akzeptierten Argumenttypen und Normen
zum notwendigen Grad formaler Notationen etabliert ist.

In einer Anschlussstudie an das BiQua-Projekt haben wir (Ufer et al., 2008)
Lernenden der Sekundarstufe I Beweisaufgaben zur Geometrie vorgelegt und
unabhingig davon deren konzeptuelles und prozedurales Wissen erhoben sowie
Problemlésekompetenzen  mit  mathematiknahen,  aber  inhaltsfernen
Problemldseaufgaben. In dieser Studie, wie auch in einer parallelen Studie mit
Lernenden in Taiwan, zeigt sich, dass alle drei Ressourcen interindividuelle
Unterschiede in der Beweisleistung erklirten, wobei der Zusammenhéng fiir
konzeptuelles Wissen am starksten war. Sehr &@hnliche Ergebnisse finden
Chinnappan, Ekanayake & Brown (2012) mit Lernenden der Jgst. 11 in Sri Lanka.
In einer Reanalyse von Daten aus dem BiQua-Projekt haben wir (Ufer et al., 2009)
erstmals auch das Wissen zum Beweiskonzept beriicksichtigt und hierzu
Beweisvalidierungsaufgaben herangezogen: Den Lernenden wurden jeweils vier
Beweisversuche zu einer geometrischen Aussage vorgelegt, und sie wurden
gebeten zu begriinden, ob es sich jeweils um einen validen mathematischen
Beweis handelt. Uber prozedurales Wissen hinaus trug dieses MaB in zwei
Teilstudien signifikant zur Erkldrung interindividueller Unterschiede beim
Beweisen bei. Im Rahmen seiner Promotion hat Sommerhoff (2017) Studierenden
der Mathematik Beweisaufgaben zur Analysis vorgelegt, und verschiedene
individuelle Ressourcen erhoben. In seinen Studien zeigten sich wiederum
signifikante Zusammenhénge zum konzeptuellen und prozeduralen Wissen zum
Inhaltsbereich. AuBlerdem erhob er erstmals sogenanntes mathematisch-
strategisches Wissen im Sinne von Weber (2001) und konnte auch hier iiber die
anderen Ressourcen hinaus einen Zusammenhang feststellen. Kein
Zusammenhang zeigte sich fiir Problemlésekompetenzen sowie fiir andere Malle
wie Fahigkeiten zum logischen SchlieBen mit abstrakten Implikationen.
Weiterhin ~ erhob ~ Sommerhoff Wissen zum  Beweiskonzept  mit
Beweisvalidierungsitems, nutzte dabei jedoch im Gegensatz zur vorher genannten
Studie Aussagen aus der elementaren Teilbarkeitslehre, um eine Konfundierung
von Beweiskonstruktion und -validierung aufgrund des gleichen Inhalts zu
vermeiden. In seiner Studie zeigt dieses MaB fiir das Wissen zum Beweiskonzept
tiber die anderen Ressourcen hinaus keinen Zusammenhang zur Leistung bei der
Beweiskonstruktion.

Das Verstehen von Beweisen ist eine weitere Anforderung, zu der Ergebnisse zu
interindividuellen Unterschieden vorliegen. Hier wird den Lernenden i.d.R. ein
(korrekter) Beweis zu einer Aussage vorgegeben und die ,,Leistung® wird anhand
von Verstindnisfragen zum Beweis erhoben. Die Diskussion zum



Beweisverstindnis nimmt bisher fast ausschlieBlich beweisspezifische
Lesestrategie, und dabei beispielsweise Selbsterkldrungsstrategien als Ursache fiir
interindividuelle Unterschiede in den Blick (z.B. Hodds et al., 2014).

In einer der ersten groBleren Studien zu interindividuellen Unterschieden beim
Beweisverstandnis haben Lin &Yang (2007) taiwanesischen Lernenden der Jgst.
9 und 10 einen Beweis einer geometrischen Aussage vorgelegt, sowie Tests zum
konzeptuellen Wissen und zum logischen Schlieen. In ihrer Studie klart vor
allem das inhaltliche Wissen, aber auch das logische Schlieen interindividuelle
Unterschiede im Beweisverstindnis auf. Neuhaus und Rach (2019) haben
Studierenden der Mathematik einen Beweis des Mittelwertsatzes der Analysis
vorgelegt, sowie einen Beweisverstindnistest. Weiterhin haben sie Wissen zum
Inhaltsbereich mit einem tlibergreifenden Wissensmal3 erhoben sowie allgemeine
und beweisbezogene Lesestrategien mit einem Fragebogen. Auch in ihrer Studie
erklart das Wissen zum Inhaltsbereich interindividuelle Unterschiede beim
Beweisverstandnis, die selbstberichteten Lesestrategien korrelieren zwar
teilweise mit dem Beweisverstindnis, tragen aber iiber das inhaltliche Wissen
hinaus nicht signifikant zur Erklarung von Unterschieden bei. Algassab et al.
(2018) haben Lehramtsstudierenden der Mathematik einen Beweis einer Aussage
zur Elementargeometrie vorgelegt. Sie finden ebenfalls eine signifikante
Varianzaufklarung durch Wissen zum Inhaltsbereich. Ein Eye-Tracking-Mal} zur
Verknilipfung von schriftlichem Beweis und illustrierender Figur erklart keine
Unterschiede im Beweisverstindnistest, der in dieser Studie erst nach und
getrennt vom Lesen des Beweises administriert wurde. Fiir die Korrektheit von
Feedback an den fiktiven Autor des Beweises, das wdhrend des Lesens verfasst
wurde, erklart dieses Mal3 jedoch durchaus Unterschiede.

Zusammenfassend zeigt sich iiber die Studien hinweg ein deutlicher
Zusammenhang zwischen Leistungen im Umgang mit Beweisen und Wissen zum
jeweiligen Inhaltsbereich. Problemlosekompetenzen wurden primédr im
Schulbereich bei der Beweiskonstruktion untersucht und zeigen dort einen
signifikanten Beitrag zur Varianzaufklarung. Bei Studierenden zeigt sich dieser
Zusammenhang nicht, was die Frage aufwirft, ob ggf. spezifische
Konzeptualisierungen von Problemldsekompetenzen im Kontext des Beweisens
im Studium notwendig sind. Als eher inkonsistent zu betrachten sind die Befunde
zum Wissen zum Beweiskonzept. Zusammenhinge lieBen sich bisher nur in
Studien zeigen, die dieses Wissen mit Beweisvalidierungsaufgaben zum gleichen
Inhaltsbereich wie die Aufgaben zur Beweiskonstruktion erhoben. Hier wire
mittelfristig eine bessere Konzeptualisierung des Konstrukts und eine alternative
Operationalisierung iiber Beweisvalidierungsaufgaben hinaus wiinschenswert.
Sehr wenig Evidenz liegt flir Fahigkeiten zum logischen SchlieBen vor, die meist
tiber Aufgaben zum SchlieBen mit weitgehend dekontextualisierten Implikationen
erhoben wurden. Dass sich diese Malle beim Beweisverstdndnis in der Geometrie,
nicht aber bei der Beweiskonstruktion im Studium als pridiktiv erweisen, ist
zundchst unerwartet. Auch hier wire zu priiffen, inwiefern bessere



Konzeptualisierungen von den beim Beweisen notwendigen logischen
Féhigkeiten (z.B. dhnlich zu Durand-Guerrier et al., 2011) hier zu einem besseren
Verstandnis der Zusammenhidnge beitragen konnten. Wenig systematisch
untersucht wurde weiter der Beitrag affektiv-motivationaler Merkmale, und fiir
die Uberzeugungen von Lernenden zur Mathematik liegen beispielsweise aus der
Dissertation von Kempen (2019) zwar erste Korrelationsanalysen vor, die jedoch
weitere potentiell relevante Ressourcen nicht kontrollieren.

4 Beweisprozesse als Vermittler

In einer Machbarkeitsstudie hat Ottinger (2019) individuelle Ressourcen von
Lernenden zum Beweisen in der Zahlentheorie mit einem iibergreifenden Test
erhoben, bevor die Lernenden eine Aufgabe zum Generieren und Bewiesen einer
Vermutung in Partnerarbeit bearbeiteten und anschlieBend eine individuelle
Losung alleine niederschrieben. Neben der formalen und inhaltlichen Qualitit der
Vermutung und des Beweises kodierte Ottinger mittels hoch-inferenter
Videoratings Merkmale der Arbeitsprozesse, wie sie in der Literatur derzeit stark
diskutiert werden (Uberblick bei Ottinger, 2019), z.B. inwiefern Beispiele
produktiv genutzt werden oder vollstindige Argumente im Sinne des Toulmin-
Schemas eingebracht werden. Einerseits zeigen die Ergebnisse, dass die
Prozesscharakteristika iiber die individuellen Ressourcen hinaus Unterschiede im
abschlieBenden Leistungsmall in theoretisch plausibler Weise erkldren. Dies
spricht dafiir, dass Beweisprozesse durchaus einen eigenstindigen Beitrag zur
Leistung  beim  Beweisen  leisten.  Andererseits  vermitteln  die
Prozesscharakteristika in dieser Studie jedoch wenigstens teilweise auch die
Einfliisse der Ressourcen auf die Beweisleistung: Nur wer iiber adidquate
Ressourcen verfiigt, kann hochwertige Beweisprozesse fiir die Konstruktion eines
validen Beweises nutzen. Dies spricht sowohl dafiir bei der Beobachtung von
Beweisprozesse, als auch bei deren Unterstiitzung die individuellen Ressourcen
der Lernenden =zu beriicksichtigen, um diese Zusammenhdnge in
Beobachtungsstudien trennen zu konnen.

S Zusammenfassung und Ausblick

Im Feld wird eine gro3e Bandbreite von Erkldrungsansétzen fiir interindividuelle
Unterschiede beim Beweisen postuliert. Auch wenn die Befundlage noch
liickenhaft ist, zeigt sich dich der Einfluss inhaltlichen Wissens stabil iiber
verschiedene Kontexte hinweg. Dies mag nicht sonderlich iiberraschend
erscheinen, interessant ist jedoch der Kontrast zu den anderen
Erklarungsansitzen, fiir die wir bisher keine Evidenz, oder nur schwache bzw.
unsystematisch auftretende Zusammenhéinge sehen. Diese Ergebnisse deuten
darauf hin, dass wir die relevanten Aspekte und vermittelnden Mechanismen fiir
einzelne Ressourcen vielleicht noch nicht ausreichend verstanden haben.

Weiter steht einer groBen Bandbreite von potentiell relevanten Prozessmerkmalen
in der internationalen Diskussion eine spérliche Befundlage zur Bedeutung dieser



Prozessmerkmale gegeniiber. Die bestehenden Befunde weisen einerseits darauf
hin, dass hier potentielle Ansatzpunkte fiir wirksame Interventionen liegen,
andererseits aber auch darauf, dass entsprechende Studien ohne Berticksichtigung
der individuellen Ressourcen von sehr eingeschriankter Aussagekraft sind.

Fiir beide Fragekomplexe — die Rolle von individuellen Ressourcen und von
Prozessmerkmalen — stellt sich die Frage, inwiefern Zusammenhénge in gleicher
oder &dhnlicher Stirke 1in unterschiedlichen Kontexten (Stand im
Kompetenzerwerb, Inhaltsbereich, All- oder Existenzaussagen, verschiedene
Beweistechniken, verschiedene Arten des Umgangs mit Beweisen) erwartet und
nachgewiesen werden konnen. Sicher ist es hier nicht mdglich alle Ressourcen
und Prozessmerkmale in allen denkbaren Merkmalskombinationen der Kontexte
zu untersuchen. Dennoch wire es wiinschenswert zunehmend iiber vergleichbare,
aber dennoch systematisch variierte Studien zu verschiedenen Kontexten zu
verfiigen, die aufgrund plausibler theoretischer Modelle unterschiedliche bzw.
dhnliche Ergebnismuster erwarten lassen. Dies wére ein zentraler Schritt, um die
beeindruckende Bandbreite von Erklarungsmodellen, die die Mathematikdidaktik
in den letzten Jahren entwickelt hat, wissenschaftlich zu systematisieren, aber
auch in einen fiir die Praxis nutzbaren gemeinsamen Rahmen zu setzen.
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