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Erste Erfanrungen mit dem Stellenwertsystem:
Der Zehnerlbergang

Mathematikdidaktische Relevanz

Dass ein Verstandnis des Dezimalen Stellenwertsystems (DSS) eine zentrale
Rolle fir mentale Zahlvorstellungen und mathematische Fahigkeiten spielt, steht
auller Frage. Im Themenkreis Arithmetik steht das Rechnen und damit insbeson-
dere der Umgang mit natirlichen Zahlen im Vordergrund. Dies erfordert automa-
tisch ein Anwenden des DSS, sobald die Zahlen groRer als 9 sind. Eine Vielzahl
an Studien belegt allerdings, dass in hoheren Jahrgangsstufen deutliche Defizite
bei Aufgaben zum DSS zu finden sind (vgl. u.a. Moser Opitz 2013). Gervasconi
& Sullivan (2007) konnten eine Zunahme der Vulnerabilitat des Stellenwertver-
standnisses in der Schuleingangsphase zeigen, sodass anhand ihrer Ergebnisse
deutlich wird, dass ein friher Beginn der Forderung im Hinblick auf arithmeti-
sche Fé&higkeiten sinnvoll erscheint. Dies bestatigen u. a. Moeller et al. (2011) und
Thompson & Bramald (2002), die in ihren Forschungen Auswirkungen eines feh-
lenden bzw. eingeschrénkten Stellenwertverstandnisses auf spatere arithmetische
Fahigkeiten und mentale Rechenkompetenzen feststellen. Grundsétzlich gilt ein
eingeschranktes Stellenwertverstandnis als Symptom fir Rechenstérungen (vgl.
Schipper et al. 2011). Gerade im Hinblick auf schriftliche Rechenverfahren kann
ein solch fehlendes bzw. nicht ausgebildetes Stellenwertverstandnis zu mechani-
schen und oft fehlerhaften Anwendungen des schriftlichen Algorithmus fiihren
(vgl. Scherer 2009). Eine zentrale Hurde im Ausbilden des Stellenwertverstand-
nisses ist die Zahlwortbildung, da die Zahlworter gerade im deutschsprachigen
Raum nicht einheitlich regelmaRig gebildet werden. Gleichzeitig beeinflusst die
Zahlwortbildung aber die kognitive Zahlrepréasentation und damit auch das Stel-
lenwertverstandnis (vgl. Miura et al. 1994; Klein et al. 2013). Eine weitere Hirde
zur Ausbildung eines Stellenwertverstandnisses kann eine fehlende Orientierung
Im Zahlenraum darstellen (vgl. Schipper et al. 2011). Es ist offensichtlich, dass
die Forderung eines dezimalen Stellenwertverstandnisses von groRRer Bedeutung
und eine friihe Anbahnung dessen auch mit Blick auf Rechenkompetenzen in der
Grundschule erstrebenswert ist. Der Zehneriibergang von 9 auf 10 ist das erste
Moment, bei dem vom DSS aktiv Gebrauch gemacht wird, da an dieser Stelle der
Ziffernvorrat nicht ausreicht und das komplexe System greifen muss.

Entwicklung und Evaluation eines Lehr-Lernarrangements

Im Rahmen des ,,MINT-Lernraums* des Instituts fiir Mathematikdidaktik der
Universitat zu Koln wird bei einem Projekt in Kooperation mit einer Schule des
Forderschwerpunkts Horen und Kommunikation ein Lehr-Lernarrangement ent-
wickelt, welches den Zehnerlbergang explizit zur Anbahnung eines dezimalen
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Stellenwertverstandnisses erarbeitet. Gleichzeitig geht es darum, die individuel-
len Lernverldufe der Lernenden zu analysieren. Forschungsmethodologisch liegt
diesem Vorgehen die fachdidaktische Entwicklungsforschung, insbesondere das
Dortmunder Modell - FUNKEN, zugrunde (vgl. Prediger et al. 2012). Dieses ver-
tritt ein Verstandnis von Entwicklungsforschung, das zum einen gegenstands-,
zum anderen prozessorientiert ist. Mit Hilfe mehrerer videografierter Design-Ex-
periment-Zyklen, in denen Fordereinheiten mit jeweils 4 Lernenden (2x2 Paare)
durchgefuhrt werden, sollen das Lehr-Lernarrangement weiterentwickelt werden,
Bedarfe der Lernenden, auch vor dem Hintergrund ihrer Horschadigung, erfasst
sowie die Lernverlaufe nachvollzogen, verstanden und analysiert werden.

Zentral bei der Entwicklung des Lehr-Lernarrangements ist die Spezifizierung
und Strukturierung des Lerngegenstands, dem Zehneriibergang, im Hinblick auf
das DSS. Zugrunde liegt hierbei Dedekinds Verstandnis naturlicher Zahlen: Mit
Hilfe der Abbildung ¢, die auf das Grundelement 1 angewendet wird, entsteht ein
geordnetes System N, dessen Elemente natiirliche Zahlen oder Ordinalzahlen hei-
Ren (vgl. Dedekind 1965/1887). Es wird deutlich, dass die Erzeugungsvorschrift
nach diesem Verstandnis zentral ist. Bezogen auf den Zehneriibergang gilt hier-
nach, dass die Zahl 10 schlicht der Nachfolger der Zahl 9 ist, genauso wie die
Zahl 7 der Nachfolger der Zahl 6 ist. Allerdings greift bei diesem Ubergang das
DSS, sodass er vor diesem Hintergrund einen grofRen Lernschritt darstellt. Flr das
entwickelte Lehr-Lernarrangement wird explizit nicht die tibliche Erarbeitung des
DSS tber Bundelungen gewéhlt, sondern es soll der ordinale Zahlaspekt im Sinne
Dedekinds und damit die Nachfolger- bzw. Vorgangerbildung im Fokus stehen.
Mit Hilfe eines selbsterstellten Zahlers und der Lern- und Spielwelt Rechenwen-
deltreppe (RWT) (vgl. Schwank 2018), die aus einem Innen- und Aufl3enkreis be-
steht, bei denen Stangen mit Kugeln kreisformig stufenweise angeordnet sind
(Stangen Innenkreis: 0-9 orange Kugeln; Stangen Aul3enkreis: 10-19, je zehn
grune und entsprechend viele orange Kugeln), wird die Veradnderung der Zahldar-
stellung durch das Einsetzen des DSS beim Ubergang zur Zahl 10 hervorgehoben.
Als Lernpfad ist vorgesehen, dass zundchst die Zahlenraumorientierung 0-9 im
Fokus steht, daraufhin der Zehnerlibergang erarbeitet und damit eine Zahlen-
raumerweiterung bis 19 stattfindet. Fur die Zahlenraumorientierung 0-19 werden
unter anderem Parallelbeziehungen (z.B. 3 und 13) bzw. -bewegungen (z.B. 3+4
und 13+4) erarbeitet (vgl. Abb. 1). Bei jeglichen Aufgabenstellungen auf allen
Reprasentationsebenen, deren Vernetzung als Design-Prinzip dieser Forderung
zugrunde gelegt wird, sind das Verstandnis der natlrlichen Zahlen sowie die Kon-
struktion des DSS leitend. SchlieRlich geht es beim letzten anvisierten Lernschritt
um Additions- und Subtraktionsaufgaben im Zahlenraum bis 19, insbesondere um
die Ubersetzung in andere Reprasentationsformen. Auch hierbei stehen die As-
pekte des DSS im Vordergrund, tber die dann wiederum auch ein arithmetisches
Verstandnis bzw. Rechenkompetenzen und -strategien angebahnt bzw. ausgebil-
det werden sollen.



Folgend sind zwei beispielhafte bearbeitete Aufgaben aus dem Lehr-Lernarran-
gement dargestellt, anhand derer unter anderem die intensive und enge Vernet-
zung der verschiedenen Darstellungsebenen deutlich wird.
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Abb. 1: Aufgabe zu Parallelbeziehungen bzw. Addition mit sprachlichem Gerust, um die Ler-
nenden auf dieser Ebene zu entlasten und eine Verkniipfung zur enaktiven Ebene herzustellen
(ikonische Darstellung der RWT angelehnt an Schwank 2018)

Anhand dieser Aufgaben soll gezeigt werden, wie einerseits die dezimalen Struk-
turen beriicksichtigt sowie erarbeitet und vertieft werden und wie sich andererseits
dartiber aber auch Mdglichkeiten erdffnen, Rechenstrategien auf Grundlage des
DSS zu vermitteln.

Der folgende Transkriptausschnitt ist eine Sequenz der 8. Fordereinheit, in der
Schiler Hajo die von der Forscherin (AZ) formal-symbolisch dargestellte Auf-
gabe 9+4 in die enaktive Handlung an der RWT und am Zahler ubersetzt, indem
er mit einem Hasen als Spielfigur auf der RWT hipft und am Zahler die entspre-
chenden Rédchen dreht.

AZ: Wo startest du?

Hajo: Bei der [Hajo dreht am griinen und orangen Rédchen und setzt das Haschen auf die
9er-Kugelstange.] Bei der Neun.

AZ: Genau. Und jetzt?

Hajo: [Hajo hiipft mit dem Hiaschen auf die 10er-Kugelstange und dreht das griine Rid-
chen nach oben. Hajo dreht das orange Rddchen nach unten (9 auf 8). Hajo dreht das
orange Radchen nach oben (8 auf 9 auf 0). Hajo hiipft mit dem Haschen auf die 1 1er-
Kugelstange und dreht das orange Riddchen einmal nach oben (0 auf 1). ... Hajo
hiipft mit dem Héschen auf die 13er-Kugelstange und dreht das orange Ridchen
einmal nach oben (2 auf 3).]

AZ: Super. ... Also an welchem Ridchen hast du jedes Mal gedreht?

Hajo: [Hajo dreht leicht am orangen und am griinen Radchen hin und her.] Mmbh, ja. (...).
Bei orange.

AZ: Genau. Gut. Und das griine, wann hast du das griine genau gedreht?

Hajo: Ehm, ja. Bei [Hajo fiihrt seinen Finger an die 1ler-Kugelstange.] (...) Bei Zehn?
[Hajo zeigt mit dem Finger auf die 10er-Kugelstange.] & cigene Abbildung

Abb. 2: Transkriptausschnitt 8. Fordereinheit



Als vorlaufige Erkenntnis zeigt sich, dass Hajo ohne Schwierigkeiten die formal-
symbolisch dargestellte Rechnung in die enaktive Ebene lbersetzen kann: Fir je-
den Hupfer auf der RWT (einfache Nachfolgerbildung) dreht er am Zahler ent-
sprechend das orange Radchen um eins weiter — beim Ubergang auf 10 dreht er
zusatzlich auch das griine Radchen, sodass er die dekadische Zahldarstellung um-
setzen kann. Auf Nachfrage von AZ kann er erlautern, dass er das orange Rédchen
jedes Mal gedreht hat und das griine ausschlieBlich beim Wechsel auf die Zahl
10. In dieser Situation scheint ein Bewusstsein fiir das DSS bei Hajo erfolgreich
angebahnt zu sein, auf das wiederum ein Ausbilden weiterer Rechenkompetenzen
und -strategien aufbauen kann.

Als vorlaufiges Fazit l&sst sich festhalten, dass sich das entwickelte Lehr-Lernar-
rangement zur Forderung eines ersten Stellenwertverstandnisses eignet, die Dar-
stellungsebenen vernetzt sowie mit Hilfe von Aufgabenvariationen arithmetische
Fahigkeiten ausgebildet und Strategien erarbeitet und verstanden werden kénnen.
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