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Einleitung

Im Rahmen dieser Arbeit beschäftigen wir uns mit der mathematischen

Modellierung und der numerischen Simulation von Kontaktproblemen

aus der Strukturmechanik mit unstetigen Galerkin-Methoden. Konkret

betrachten wir den Kontakt eines Körpers, der im Allgemeinen elasto-

plastische Materialeigenschaften besitzt, mit einem starren Hindernis.

Im Spezialfall eines linear elastischen Materialgesetzes spricht man hier

auch von einem Signorini-Problem. Fragen dieser Natur werden in der

Regel mit Hilfe des physikalischen Hintergrunds als nichtlineare partielle

Di�erentialgleichungen formuliert, deren Lösung aufgrund von mehreren

Restriktionen zusätzlich weitere Nebenbedingungen erfüllen muss. Bei

den in dieser Arbeit betrachteten Problemen handelt es sich zunächst

um Ungleichheitsnebenbedingungen, die vom elastoplastischen Materi-

algesetz herrühren. Diese ermöglichen eine realitätsnahe Abbildung der

Beziehung zwischen der Deformation und der Spannung innerhalb des

Körpers. Eine weitere Ungleichheitsnebenbedingung hat ihren Ursprung

in der Modellierung des Kontakts des Körpers mit dem Hindernis, wo-

durch speziell eine Durchdringung ausgeschlossen wird. Eine adäquate

Behandlung dieser Gleichungen und Ungleichungen ist sowohl in den In-

genieurwissenschaften als auch in der Industrie von entscheidender Be-

deutung, da die entsprechenden Lösungen naturgetreue Vorhersagen und

optimale Herstellungsprozesse ermöglichen. Zu den Monogra�en, die die-

ses Themengebiet umfassend behandeln, zählen zum Beispiel die Arbei-

ten [28,29,35,54,61,94].

Tatsache ist aber auch, dass bereits einfachste partielle Di�erentialglei-

chungen auf rein analytischem Wege nicht lösbar sind, geschweige denn
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Einleitung

eine klassische Lösung besitzen. Demnach ist man immer mehr auf nume-

rische Lösungsverfahren angewiesen, bei denen sich in den letzten Jahr-

zehnten insbesondere die Methode der Finiten Elemente (FEM) maÿ-

gebend bewährt hat. Die Idee beim Finite Elemente Ansatz ist es, das

im unendlichdimensionalen Raum gestellte kontinuierliche Problem mit-

tels einer Zerlegung des Rechengebiets auf ein entsprechendes Problem

im endlichdimensionalen, stückweise polynomialen Funktionenraum zu

überführen. Die Entwicklung von e�zienten Lösungsverfahren für diese

Probleme in diversen Konstellation ist dabei nach wie vor Gegenstand

der Forschung. Dabei sind die Arbeiten [32,55,70,75,88] für zeitabhängi-

ge, reibungsbehaftete- sowie Zweikörperkontakt-Probleme zu erwähnen.

Bei der in dieser Arbeit verwendeten Lösungsmethode handelt es sich

um ein inexaktes, monolithisches Newton-Verfahren gekoppelt mit einer

aktive-Mengen-Strategie, das in den Arbeiten [48�50] präsentiert wurde.

Insbesondere wurde sie auch in den Arbeiten [8, 36, 38] beim Hindernis-

bzw. Signorini-Problem in Zusammenhang mit unstetigen Finite Elemen-

te Methoden verwendet.

Unstetige Finite Elemente Methoden sind in diesem Zusammenhang in

die Menge der nichtkonformen Methoden einzuordnen, da sie unstetige

Approximationen im diskreten Problem zulassen, die jedoch im konti-

nuierlichen Fall ausgeschlossen sind. Genauer wird die übliche Galerkin-

Methode auf den einzelnen Elementen der Zerlegung des Rechengebiets

separat angewendet und der Informationsaustausch zu den Nachbarele-

menten anschlieÿend durch die Verwendung von numerischen Flüssen

hergestellt. Diese Flexibilität macht die unstetige Finite Elemente Me-

thode leicht anwendbar bei beispielsweise komplexen Zerlegungen des

Gebiets im Hinblick auf lokale Verfeinerungen und damit verbundenen

hängenden Knoten. Dem steht ein erhöhter Mehraufwand bei der Lö-

sung der entsprechenden diskreten Probleme sowie bei der Analyse des a

priori Fehlers zur exakten Lösung gegenüber, da nun sowohl Konsistenz-

fehler als auch Approximationsfehler zu berücksichtigen sind. Die ers-

ten Arbeiten zu unstetigen Galerkin Methode sind in den 1970er-Jahren

erschienen. Seitdem werden sie stets bei diversen Problemen der Inge-
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Einleitung

nieurwissenschaften erfolgreich angewendet und genieÿen, nicht zuletzt

aufgrund des rasanten Anstiegs der Rechenleistung, Parallelisierbarkeit

und Speicherkapazität der Computer, immer mehr Aufmerksamkeit in

der Forschung, siehe [21, 24, 43, 71]. Einen Überblick über eine Vielzahl

numerischer Flüsse ist in der Arbeit [6] zu �nden, in der diese vergli-

chen und die aus ihnen resultierenden numerischen Eigenschaften der

Methoden untersucht werden. Die Anwendung auf elliptische bzw. linear

elastische Probleme sind häu�g in der Literatur studiert. Wir verweisen

hierfür auf die Arbeiten [6,25,40]. Die Arbeiten [4,26,65,67] beschäftigen

sich mit der Analyse von unstetigen Galerkin-Methoden bei Verwendung

in elastoplastischen Problemen ohne Kontakt. Auf den a priori Fehler

bei Variationsungleichungen erster und zweiter Art wird in den Arbei-

ten [84,85] eingegangen.

Unabhängig von der genauen Wahl der numerischen Flüsse teilen die uns-

tetigen Verfahren jedoch auch die Eigenschaft, dass im Vergleich zum ste-

tigen Ansatz, bei der gleichen Anzahl von Finiten Elementen, ein wesent-

lich gröÿeres und dichter besetztes System zu lösen ist. Um diese Kompli-

kationen bewältigen zu können ist ein Ziel dieser Arbeit die Herleitung

von a posteriori Fehlerschätzern für sowohl das Signorini-Problem als

auch für das elastoplastische Kontaktproblem in Verbindung mit unste-

tigen Galerkin-Methoden. Sie erlauben es die Genauigkeit der Finite Ele-

mente Simulation zu erhöhen, indem sie Teilmengen des Gebiets mit ho-

hen Fehleranteilen lokalisieren, die nachfolgend für weitere Rechenschritte

adaptiv verfeinert werden. Somit wird der betriebene Berechnungsauf-

wand nur in Relation zur Genauigkeit der Approximation gesteigert und

damit die theoretisch optimalen Konvergenzraten hin zur exakten Lösung

erhalten. In der Literatur existieren eine Reihe von Arbeiten zum Thema

a posteriori Fehlerschätzer. Eine ausführliche Behandlung dieses Themas

�ndet man in den Monogra�en [2, 7, 22, 82] und speziell bei unstetigen

Galerkin-Methoden in den Arbeiten [17, 53, 73]. Beim Hindernisproblem

verweisen wir auf die Arbeiten [3,9,10,12,20,47,52,57,81]. Entsprechende

Resultate mit unstetigen Galerkin-Methoden sind lediglich in [36,37,86]

zu �nden. A posteriori Fehlerschätzer für das Signorini-Problem werden
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Einleitung

beispielsweise in den Arbeiten [19, 27, 44, 45, 58, 62, 76, 87, 95] betrachtet.

Hinsichtlich der unstetigen Galerkin-Methode wird in der Arbeit [83] ein

residualer Fehlerschätzer für das vereinfachte Signorini Problem mit Rei-

bung hergeleitet. In der Tat wird weiterhin in der Arbeit [38] ein residua-

ler a posteriori Fehlerschätzer für das Signorini Problem mit unstetigen

Elementen präsentiert. Dieses Resultat werden wir mit einem neuen Be-

weis, basierend auf einer Idee aus [75] bzw. [10] rekonstruieren können.

Ein weiterer neuartiger Beitrag dieser Dissertation ist die Herleitung ei-

nes residualen Fehlerschätzers für das elastoplastische Kontaktproblem

im Rahmen der unstetigen Galerkin-Methode aufbauend auf der Vorge-

hensweise in [56] und [17]. Weitere Literaturstellen bezüglich a posteriori

Fehlerschätzern innerhalb der Plastizität sind durch [5,16,18,60,75,77,88]

gegeben.

Die in der vorliegenden Arbeit betrachteten numerischen Flüsse haben

einen Term gemeinsam mit dem allzu groÿe Sprünge in der Lösung durch

einen geeignet gewählten Parameter entsprechend bestraft werden. Durch

gezielten Verzicht auf diesen Term ist es jedoch möglich ein unstetiges

Verschiebungsfeld und eine Auftrennung des Finite Elemente Netzes zu

realisieren, was wir als Grundlage für einen neuen Ansatz für eine Span-

bildungssimulation verwenden werden.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert: Kapitel 1 enthält einen

Überblick über grundlegende Funktionenräume, Sätze und die Notati-

on, die darauf folgend verwendet wird. In Kapitel 2 beschäftigen wir

uns mit den zu lösenden Gleichungen im kontinuierlichen Kontext. Da-

bei beginnen wir mit den Bedingungen des Kräftegleichgewichts in der

linearen Elastizitätstheorie und fahren, darauf aufbauend, mit dem nicht-

linearen Materialverhalten in der Plastizität fort. Beide Zusammenhänge

werden in den Abschnitten 2.3 und 2.4 jeweils durch Bedingungen für

einen möglichen Kontakt mit einem Hindernis erweitert. Eine Erläute-

rung der verwendeten Lösungsmethoden für die jeweiligen diskreten Pro-

bleme erfolgt in Kapitel 3. Insbesondere werden wir im Abschnitt 3.3

auf wichtige Eigenschaften der unstetigen Galerkin-Verfahren eingehen
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Einleitung

und in 3.4 die Umsetzung der Mortar Methode im Rahmen der unsteti-

gen Finite Elemente Methoden erläutern. Die zentralen Resultate dieser

Arbeit werden in Kapitel 4 hergeleitet. Neben der Darstellung einer hy-

briden Finite Elemente Methode bestehend aus simultaner Verwendung

von stetigen und unstetigen Ansatzfunktionen werden wir jeweils einen

residualen Fehlerschätzer für das rein elastische bzw. für das elastoplas-

tische Kontaktproblem herleiten. Die Anwendung dieser Fehlerschätzer

auf Beispielprobleme mit vorgegebener exakter Lösung bzw. einer Lö-

sung mit geringer Regularität erfolgt in Kapitel 5 in Zusammenhang mit

einem adaptiven Algorithmus. Der Schwerpunkt liegt dabei auf der Un-

tersuchung der jeweiligen Konvergenzraten des Fehlers bei adaptiver bzw.

uniformer Verfeinerung des Finite Elemente Netzes. Im letzten Abschnitt

dieses Kapitels befassen wir uns mit der Netzauftrennung innerhalb ei-

ner quasistatischen Rechnung und schlieÿen diese Arbeit im Kapitel 6

mit einem Fazit und Ausblick ab.
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Kapitel 1

Grundlagen und Notation

Dieses Kapitel gibt einen Überblick über den mathematischen Rahmen

in dem sich diese Arbeit be�ndet. Im Abschnitt 1.1 wird die Einführung

von Sobolev-Räumen im Fokus liegen, welche für die Beschreibung der

kontinuierlichen Problemstellungen benötigt werden. Die dort präsentier-

ten Resultate sind hauptsächlich aus den Büchern [1, 11, 30, 78, 91] ent-

nommen. Die Erweiterung dieser Funktionenräume auf sog. gebrochene

Sobolev-Räume geschieht im Abschnitt 1.2. Diese bilden das Fundament

für die Verwendung und Analyse von unstetigen Finite Elemente Metho-

den und werden demnach in den folgenden Kapiteln häu�g verwendet.

Einzelheiten hierzu sind in den Büchern bzw. imManuskript [24,42,43,72]

zu �nden.

1.1 Sobolev-Räume

Sei Ω ⊂ Rd mit d ∈ {2, 3} ein beschränktes Polygongebiet. Für eine

reellwertige messbare Funktion f auf Ω sei durch∫
Ω

f(x) dx (1.1)

das Lebesgue-Integral sowie die Normen

‖f‖Lp(Ω) :=

(∫
Ω

|f(x)|p dx
) 1

p

, 1 ≤ p <∞, (1.2)

1



Kapitel 1 Grundlagen und Notation

‖f‖L∞(Ω) := ess sup{|f(x)| | x ∈ Ω} (1.3)

und die entsprechenden Lebesgue-Räume

Lp(Ω) := {f : Ω→ R | f messbar, ‖f‖Lp(Ω) <∞} (1.4)

als Äquivalenzklassen von fast überall übereinstimmenden Funktionen

gegeben. Speziell im Fall p = 2 ist dieser Raum mit dem Skalarprodukt

(u, v)L2(Ω) :=

∫
Ω

uv dx, u, v ∈ L2(Ω) (1.5)

ein Hilbert-Raum. Für 1 ≤ p, q ≤ ∞ mit 1
p

+ 1
q

= 1 sowie u ∈ Lp(Ω) und

v ∈ Lq(Ω) gilt in Lebesgue-Räumen stets die Hölder-Ungleichung

‖u v‖L1(Ω) ≤ ‖u‖Lp(Ω) ‖v‖Lq(Ω) , (1.6)

bzw. die Cauchy-Schwarz-Ungleichung im Spezialfall p = q = 2. Des

Weiteren verwenden wir für vektorwertige bzw. matrixwertige Funktio-

nen, die in jeder Komponente zu Lp(Ω) gehören, die Notation Lp(Ω,Rd)

respektive Lp(Ω,Rd×d) und übertragen diese Schreibweise analog auf an-

dere Funktionenräume.

Für m ∈ N de�nieren wir den Sobolev-Raum

Wm,p(Ω) := {v ∈ Lp(Ω) | Dαv ∈ Lp(Ω), ∀ |α| ≤ m},

wobei α ein Multiindex und Dαv die entsprechende Ableitung von v im

schwachen Sinne ist. Mit den Normen

‖v‖m,p,Ω :=

∑
|α|≤m

‖Dαv‖pLp(Ω)

 1
p

, 1 ≤ p <∞ (1.7)

‖v‖m,∞,Ω := max
|α|≤m

‖Dαv‖L∞(Ω) , (1.8)

2



1.1 Sobolev-Räume

sind diese weiterhin auch Banach-Räume und insbesondere für

1 < p <∞ auch re�exiv. Für spätere Anwendungen de�nieren wir auch

die Seminormen

|v|m,p,Ω :=

∑
|α|=m

‖Dαv‖pLp(Ω)

 1
p

, 1 ≤ p <∞, (1.9)

|v|m,∞,Ω := max
|α|=m

‖Dαv‖L∞(Ω) . (1.10)

Erneut erhalten wir im Spezialfall p = 2 den Raum Hm(Ω) := Wm,2(Ω),

der zusammen mit dem Skalarprodukt

(u, v)m :=
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω)

zum Hilbert-Raum wird. Abkürzend schreiben wir ‖.‖m,Ω := ‖.‖m,2,Ω
bzw. ‖.‖0,Ω := ‖.‖L2(Ω) und verzichten auch bei den Seminormen auf den

Index Ω wenn keine Unklarheit besteht.

In den folgenden Kapiteln wird es nötig sein, Funktionen aus H1(Ω,Rd)

gegebene Werte auf Teilen des Randes Γ := ∂Ω vorschreiben zu kön-

nen. Um dies zu ermöglichen, wird der Spuroperator γ : H1(Ω,Rd) →
H1/2(Γ,Rd) := γ(H1(Ω,Rd)) verwendet. Dieser ist stetig, linear und es

gilt γ(v) = v|∂Ω für v ∈ H1(Ω,Rd) ∩ C(Ω,Rd), siehe [1, Theorem 7.53].

Die Einschränkung von Funktionen eines Sobolev-Raums auf einen Teil

des Randes von Ω sind in dieser Arbeit somit stets im Spursinne zu

verstehen. Bei gegebenem äuÿeren Normalenfeld n des Randes ∂Ω sind

darüber hinaus der Normalen- bzw. Tangentialteil der Funktion wohlde�-

niert. Für eine Funktion v ∈ H1(Ω,Rd) existiert demnach die Zerlegung,

siehe [54, Theorem 5.5],

γ(v) = vn n+ vt, (1.11)

mit vn ∈ H
1
2 (Γ) und vt = γ(v)− vn n. Die Normal- bzw. Tangentialkom-

ponenten eines Vektors u ∈ Rd bzw. eines Tensors σ ∈ Rd×d bezüglich des

3



Kapitel 1 Grundlagen und Notation

nach auÿen gerichteten Normalenvektors n an ∂Ω de�nieren wir durch

vn := v · n, vt := v − vnn, (1.12)

σnn := (σn) · n, σt := σn− σnn. (1.13)

Sei nun ΓD ⊆ Γ eine abgeschlossene Teilmenge mit positivem Maÿ sowie

ΓC ⊆ Γ mit ΓC $ Γ \ ΓD. Für eine Funktion v ∈ H1
D(Ω,Rd) sei die Ein-

schränkung des Spuroperators auf die entsprechenden Ränder de�niert

durch

γD(v) := γ|ΓD
(v), γC(v) := γ|ΓC

(v). (1.14)

Damit de�nieren wir nun

H1
D(Ω,Rd) := {v ∈ H1(Ω,Rd) | γD(v) = 0}, (1.15)

sowie den Hilbertraum

H
1
2 (ΓC ,Rd) := γ|ΓC

(H1
D(Ω,Rd)), (1.16)

mit der Slobod¥tskij-Norm

‖ν‖2
1
2
,ΓC

:= ‖ν‖2
0,ΓC

+

∫
ΓC

∫
ΓC

|ν(x)− ν(y)|2

|x− y|d
dx dy. (1.17)

Der topologische Dualraum zu H
1
2 (ΓC ,Rd) wird mit H−

1
2 (ΓC ,Rd) be-

zeichnet und mit der üblichen dualen Norm

‖µ‖− 1
2
,ΓC

:= sup
06=ν∈H

1
2 (ΓC)

〈µ, ν〉ΓC

‖ν‖ 1
2
,ΓC

, (1.18)

versehen.

Bei der Behandlung von Anfangswertproblemen spielen Bochner-Räume

eine besondere Rolle. Sei dazu X ein Banach-Raum und tE > 0 gegeben.

Für 1 ≤ p ≤ ∞ de�nieren wir unter der Voraussetzung der Messbarkeit

4



1.1 Sobolev-Räume

die Bochner-Räume durch

Lp([0, tE], X) := {v : [0, tE]→ X | ‖v‖Lp([0,tE ],X) <∞}, (1.19)

(1.20)

wobei die Normen durch

‖v‖Lp([0,tE ],X) :=

(∫ tE

0

‖v(t)‖pX dt

) 1
p

, 1 ≤ p <∞ (1.21)

‖v‖L∞([0,tE ],X) := ess sup
0≤t≤tE

‖v(t)‖X (1.22)

gegeben sind. Wir halten fest, dass Bochner-Räume auch Banach-Räume

sind und verweisen für Details auf [78, Kapitel 10.1]. 1 Die zeitliche Ab-

leitung solcher Funktionen wird mit einer entsprechenden Formel für die

partielle Integration analog zur schwachen Ableitung im Ort de�niert.

Hierfür verwenden wir abkürzend die Bezeichnungen v(i) := div
dti

bzw.

v̇ = dv
dt
. Auf diese Weise gelangen wir zu den Räumen Wm,p([0, tE], X)

mitm ≥ 0 und p ≥ 1, welche Funktionen v ∈ Lp([0, tE], X) enthalten, de-

ren i-te zeitliche Ableitungen für i ≤ m ebenfalls in Lp([0, tE], X) liegen.

Weiterhin sind mit der Norm

‖v‖Wm,p([0,tE ],X) :=

(
m∑
i=0

∥∥v(i)
∥∥p
Lp([0,tE ],X)

) 1
p

(1.23)

die Räume Wm,p([0, tE], X) auch Banach-Räume. Für den Fall, dass X

ein Hilbertraum ist erhalten wir für p = 2 erneut als Spezialfall den

Hilbert-Raum Hm([0, tE], X) := Wm,2([0, tE], X) mit dem Skalarprodukt

(u, v)Hm([0,tE ],X) :=

∫ tE

0

m∑
i=0

(
u(i)(t), v(i)(t)

)
X
dt. (1.24)

1Streng genommen sind die Elemente dieser Räume wie die Funktionen der Lp-
Räume auch als Äquivalenzklassen von Funktionen zu verstehen, die f. ü. auf
(0, tE) übereinstimmen
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Kapitel 1 Grundlagen und Notation

1.2 Gebrochene Sobolev-Räume

Im Zusammenhang mit der Formulierung von Problemstellungen durch

unstetige Galerkin-Methoden (bzw. dG-Methoden aus dem Englischen

für discontinous Galerkin methods) benötigen wir das Konzept von ge-

brochenen Sobolev-Räumen. Dabei sind sämtliche Begri�e stark von ei-

ner Zerlegung des Gebiets Ω abhängig. Im Folgenden sei Th eine zulässige
und quasiuniforme Zerlegung von Ω im Sinne von [11, De�nition 5.1], in

endlich viele, konvexe Viereckselemente bzw. Quader T ⊂ Ω. Wichtig ist

es zu fordern, dass Th die Randeinteilung von Ω berücksichtigt, d.h. eine

Kante e ⊂ ∂Ω, deren Schnitt mit einer der Mengen ΓD, ΓN oder ΓC ein

positives Maÿ hat, muss notwendigerweise vollständig im Abschluss der

entsprechenden Menge liegen. Weiterhin sei Eh die Menge aller Randkan-

ten aller Elemente von Th und E ih := Eh \ ∂Ω die Menge aller inneren

Kanten. Zu gegebenem m ∈ N de�nieren wir den gebrochenen Sobolov-

Raum durch

Hm(Th) := {ϕ ∈ L2(Ω) | ϕ
∣∣
T
∈ Hm(T ), ∀ T ∈ Th}, (1.25)

mit der Norm bzw. der Seminorm

‖v‖m :=

(∑
T∈Th

‖v‖2
m,T

) 1
2

, |v|m :=

(∑
T∈Th

|v|2m,T

) 1
2

. (1.26)

Bei Funktionen aus diesen Räumen sind sämtliche Di�erential- bzw. In-

tegraloperatoren (wie der Gradient, der symmetrisierte Gradient und die

Divergenz und der Gleichen) stets elementweise zu verstehen. Beispiels-

weise bedeutet das für u ∈ H1(Th,Rd)∫
Ω

div u dx :=
∑
T∈Th

∫
T

div u dx. (1.27)

Funktionen aus gebrochenen Sobolev-Räumen können weiterhin durch-

aus Unstetigkeiten entlang der Kanten der Triangulierung besitzen. Be-

trachten wir eine innere Kante e ∈ E ih sowie die zwei benachbarten Ele-
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1.2 Gebrochene Sobolev-Räume

mente T+, T− ∈ Th mit e = T+∩T−. Für die entsprechenden nach auÿen
gerichteten Normalenvektoren n+

e und n−e gilt in diesem Fall n−e = −n+
e .

Seien durch ϕ ∈ Hm(Th), v ∈ Hm(Th,Rd) und τ ∈ Hm(Th,Rd×d) je-

weils skalare, vektorwertige und matrixwertige Funktionen gegeben. Mit

ϕ+, v+, τ+ bzw. ϕ−, v−, τ− bezeichnen wir die vom jeweiligen Element

aus betrachtete Spur der Funktion auf der Kante e. Damit werden nun

der Sprung [[·]] sowie der Mittelwert {·} entlang einer inneren Kante wie

folgt de�niert

[[ϕ]] := ϕ+n+ + ϕ−n−, {ϕ} :=
1

2

(
ϕ+ + ϕ−

)
, (1.28a)

[[v]] := v+ ⊗ n+ + v− ⊗ n−, {v} :=
1

2

(
v+ + v−

)
, (1.28b)

[[τ ]] := τ+n+ + τ−n−, {τ} :=
1

2

(
τ+ + τ−

)
. (1.28c)

Dabei bezeichnet ⊗ das dyadische Produkt. Auf Randkanten e ∈ ∂Ω

setzen wir

[[ϕ]] := ϕ n, {ϕ} := ϕ, (1.29a)

[[v]] := v ⊗ n, {v} := v, (1.29b)

[[τ ]] := τn, {τ} := τ. (1.29c)

Nach diesen De�nitionen ist es hilfreich Ergebnisse über die Relation

dieser Räume in einem Lemma festzuhalten.

Lemma 1.1. Für m ≥ 0 gilt stets

Hm(Ω) ⊂ Hm(Th), Hm+1(Th) ⊂ Hm(Th). (1.30)

Auÿerdem gilt für alle v ∈ H1(Th)

v ∈ H1(Ω)⇔ [[v]] = 0 ∀e ∈ E ih. (1.31)

Beweis: Siehe [24, Lemma 1.22, Lemma 1.23].
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Mit leichten Modi�kationen lassen sich weiterhin die Poincaré-Ungleichung

und die Kornsche Ungleichung für Funktionen aus gebrochenen Sobolev-

Räumen verallgemeinern.

Satz 1.2 (Poincaré Ungleichung für gebrochene Sobolev-Räume). Für

v ∈ H1(Th) und ΓD ⊂ ∂Ω mit |ΓD| > 0 gilt:

‖v‖0 ≤ C

‖∇v‖2
0 +

∑
e∈Eih∪ΓD

1

|e|
1

d−1

‖[[v]]‖2
0,e

 1
2

. (1.32)

Beweis. Siehe [72, Kapitel 3.1.4], [14]

Das Analogon zur Korn'schen Ungleichung erhalten wir wie folgt.

Theorem 1.3 (Korn'sche Ungleichung für gebrochene Sobolevräume).

Sei ΓD ⊂ Γ ein Teil des Randes mit |ΓD| > 0. Dann gibt es ein C > 0

so, dass für alle v ∈ H1(Th)d mit ε(v) := 1
2
(∇v +∇v>) gilt:

‖∇v‖0 ≤ C

‖ε(v)‖2
0 +

∑
e∈Eih∪ΓD

1

|e|
1

d−1

‖[[v]]‖2
0,e

 1
2

. (1.33)

Beweis. Siehe [72, Kapitel 5.1.2], [13]
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Kapitel 2

Problemstellungen

In diesem Kapitel stellen wir die grundlegende Problematik, mit denen

wir uns im Rahmen dieser Arbeit beschäftigen, vor. Das Fundament der

mathematischen Theorie, mit dem wir diese bearbeiten, sind Sätze aus

der konvexen Analysis. Diese erlauben einen eleganten Weg zur Beschrei-

bung der physikalischen Phänomene innerhalb der Plastizität und des

Kontakts zweier Körper. Wir werden zu Beginn auf die Gleichungen der

Elastizität und Plastizität in den Abschnitten 2.1 und 2.2 eingehen. Der

Inhalt dieser Abschnitte ist hauptsächlich den Büchern [11] bzw. [39] ent-

nommen. Darauf aufbauend geben wir im Abschnitt 2.3 die mathemati-

sche Modellierung des Kontakts eines verformbaren Körpers mit einem

starren Hindernis an. Der hier betrachtete Körper kann wahlweise rein

elastische oder elastoplastische Materialeigenschaften besitzen. Im rein

elastischen Fall spricht man dabei auch von einem Signorini-Problem.

Hier stützen wir uns im Wesentlichen auf [54]. Der Abschnitt 2.4 bein-

haltet die gemischte Formulierung dieser Probleme, welche wir für die

numerische Behandlung heranziehen werden.

2.1 Elastizität

Sei durch Ω ein kontinuierliches und homogenes Medium und mit f ∈
L2(Ω,Rd) und fN ∈ L2(ΓN ,Rd) jeweils eine Volumenkraft, die auf Ω

bzw. eine Neumannkraft, die auf dem Neumannrand ΓN wirken soll, ge-

geben. Die durch den Ein�uss dieser Kräfte bedingten Verschiebungen
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Kapitel 2 Problemstellungen

im Körper werde durch eine Funktion u beschrieben. Im Rahmen dieser

Arbeit nehmen wir an, dass hierdurch Verzerrungen innerhalb des Ma-

terials entstehen, die hinreichend klein sind und mit dem (linearisierten)

Verzerrungstensor ε := ε(u) := 1
2

(
∇u+∇u>

)
, siehe [11, Kapitel VI,

Bemerkung 1.1] berechnet werden können. Auf dem Dirichlet-Rand ΓD

sei der Körper fest eingespannt. Diese Bedingung wird durch die Forde-

rung u = 0 auf ΓD im Modell realisiert. Im Kräftegleichgewicht stehen

diese Kräfte den Spannungen im Material gegenüber, welche über das

Hooksche Gesetz de�niert werden. Darüber erhalten wir die Beziehung

σ := σ(u) := Cε mit dem Elastizitätstensor vierter Stufe C. Bei homo-

genen und isotropen Materialien ist dieser mit Hilfe des Schubmoduls

µ > 0 und des Kompressionsmoduls κ > 0 durch

Cε = 2µ dev(ε) + κ tr(ε)I, ε ∈ Rd×d
sym (2.1)

gegeben 1, wobei dev(ε) := ε− 1
d

tr(ε)I der deviatorische Anteil des Ten-

sors ε und I der Einheitstensor in Rd sowie Rd×d
sym := {α ∈ Rd×d|αij =

αji, ∀1 ≤ i, j ≤ d} der Raum der symmetrischen Matrizen ist. Des

Weiteren tre�en wir hier die üblichen Annahmen über Symmetrie, Be-

schränktheit der Komponenten sowie positive De�nitheit von C, d.h.

Cijkl = Cjikl = Cklij ∀i, j, k, l ∈ {1, ..., d}, (2.2a)

Cijkl ∈ L∞(Ω) ∀i, j, k, l ∈ {1, ..., d}, (2.2b)

∃C0 > 0 mit ε : C : ε ≥ C0 ‖ε‖2
0 ∀ε ∈ Rd×d

sym. (2.2c)

Die Eigenschaften (2.2) des Elastizitätstensors implizieren weiterhin die

Existenz der Inversen von C, welche ebenfalls die in (2.2) genannten

Eigenschaften besitzt. Damit lauten das Materialgesetz und die Gleich-

gewichtsbedingung der linearen Elastizität zusammen mit der Randbe-

1Oft wird dieser Zusammenhang auch mit Hilfe des Elastizitätsmoduls E > 0 bzw.
der Poisson-Zahl ν > 0 beschrieben, die sich jedoch leicht in die obigen Konstanten
umrechnen lassen.
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2.2 Plastizität

dingungen (siehe [11, Kapitel VI]):

σ = C ε(u) in Ω, (2.3a)

− div(σ) = f in Ω, (2.3b)

u = 0 auf ΓD, (2.3c)

σn = fN auf ΓN . (2.3d)

Mit dem Raum V := H1
D(Ω,Rd) ist die schwache Formulierung des Pro-

blems in (2.3) gegeben durch:

Finde ein u ∈ V mit

a(u, ϕ) = 〈l, ϕ〉 ∀ϕ ∈ V, (2.4)

wobei die Bilinearform a : V × V → R und die Linearform l : V → R
durch

a(u, ϕ) =

∫
Ω

C ε(u) : ε(ϕ) dx, (2.5)

〈l, ϕ〉 :=

∫
Ω

f · ϕ dx+

∫
ΓN

fN · ϕ do (2.6)

de�niert sind. Die Existenz einer Lösung u ∈ V für das Problem (2.4)

folgt im Wesentlichen direkt aus dem Lax-Milgram Lemma und der

Korn'schen Ungleichung, siehe [11, Kapitel VI, �3].

2.2 Plastizität

Im vorherigen Abschnitt 2.1 sind die Spannungen durch die Verzerrun-

gen mit einem linearen Zusammenhang eindeutig festgelegt gewesen. Die

Tatsache, dass dabei mit gröÿerwerdenden Deformationen beliebig hohe

Spannungen erreichbar sind, entspricht jedoch nicht den Beobachtun-

gen aus der Natur. Im Modell gehen wir davon aus, dass dieser Zusam-

menhang für Verzerrungen bis zu einer Grenze weiterhin linear bleibt,

sich darüber hinaus jedoch nichtlinear verändert. Die Änderung dieser
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Materialeigenschaft wird als Verfestigung bezeichnet. Des Weiteren sind

Verformungen in der Elastizität vollständig reversibel, was speziell bei

Metallen im Allgemeinen nicht der Fall ist. Durch eine Erweiterung des

Modells hin zur Plastizität, vergleiche [68, Kap. 3], [78, Kap. 27], wer-

den diese Phänomene im Materialmodell mit einbezogen. Im Folgenden

betrachten wir den ratenunabhängigen, quasistatischen Fall mit linearer

isotroper Verfestigung. Hier nehmen wir an, dass sich die Verzerrungen

aus einem elastischen Anteil εe und einem plastischen Anteil εp additiv

zusammensetzen

ε = εe + εp, (2.7)

und, dass der Spannungstensor über das lineare Elastizitätsgesetz nur von

dem elastischen Anteil der Verzerrungen abhängt, d.h. es gilt σ = Cεe

= C(ε − εp). Um die beim Plasti�zieren auftretende Verhärtung des

Metalls im Modell berücksichtigen zu können, benutzen wir innere Va-

riablen ξ bzw. innere Kräfte χ und gehen zu verallgemeinerten Verzer-

rungen (ε(t, x), ξ(t, x)) ∈ Rd×d
sym × R bzw. verallgemeinerten Spannungen

(σ(t, x), χ(t, x)) ∈ Rd×d
sym×R über, die nun sogar zusätzlich zum Ort x ∈ Ω

auch von der Zeit 0 ≤ t ≤ tE abhängen. Die inneren Kräfte sind bei li-

nearer isotroper Verfestigung mit der Materialkonstanten γiso > 0 an

die innere Variable ξ via χ = −γ−1
iso ξ gekoppelt, siehe [39, Kapitel 3.2].

Das elastoplastische Materialverhalten formalisieren wir durch ein Flieÿ-

gesetz, indem wir nur verallgemeinerte Spannungen zulassen, die sich

in einer abgeschlossenen, konvexen und zusammenhängenden Teilmenge

K ⊂ Rd×d
sym × R mit (0, 0) ∈ K be�nden. In dieser Arbeit verwenden wir

dafür die Darstellung K = {(σ, χ) ∈ Rd×d
sym×R | F (σ, χ) ≤ 0} mit der von

Mises Flieÿfunktion

F : Rd×d
sym × R→ R, (2.8)

F (σ, χ) := ‖dev(σ)‖0 −
√

2

3
σ0(1− χ), (2.9)

und dem Materialparameter σ0 ≥ 0. Aus thermodynamischen Gründen

fordern wir in unserem Modell abschlieÿend die Gültigkeit des Prinzips
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der maximalen plastischen Arbeit

σ : ε̇p + χ : ξ̇ ≥ τ : ε̇p + ζ : ξ̇, ∀(τ, ζ) ∈ K, (2.10)

was die zeitliche Änderung der plastischen Verzerrungen und inneren

Variablen (εp, ξ) mit den zugehörigen Spannungen und inneren Kräfte

(σ, χ) zu jedem Zeitpunkt in Verbindung bringt. Insbesondere lässt sich

aus dieser Bedingung folgern, siehe [39, Kapitel 3.2], dass plastisches

Materialverhalten nur bei Zuständen auf dem Rand vonK eintreten kann,

bzw.

(σ, χ) ∈ int(K)⇒ (ε̇p, ξ̇) = (0, 0). (2.11)

Aus dem Grund wird das Innere von K auch als elastischer Bereich und

∂K als Flieÿ�äche bezeichnet. Insgesamt setzen sich die Gleichungen für

die Beschreibung der Plastizität mit linearer, isotroper Verfestigung aus

dem konstitutiven Gesetz, dem inneren Kräftegleichgewicht, der Kom-

plementaritätsbedingung (2.10) sowie den Randbedingungen wie folgt

zusammen:

σ = C(ε− εp) in Ω× [0, tE], (2.12a)

χ = −γ−1
iso ξ in Ω× [0, tE], (2.12b)

− div σ = f in Ω× [0, tE], (2.12c)

σ : ε̇p + χ : ξ̇ ≥ τ : ε̇p + ζ : ξ̇ ∀(τ, ζ) ∈ K in Ω× [0, tE], (2.12d)

u = 0 auf ΓD × [0, tE], (2.12e)

σn = fN auf ΓN × [0, tE]. (2.12f)

Im Folgenden setzen wir voraus, dass die Funktionen auf der rechten Seite

durch f = t f0 bzw. fN = t fN0 (mit zeitunabhängigen Funktionen f0 und

fN0) gegeben sind und in Folge dessen eine monoton wachsende Gesamt-

last parametrisieren. Aussagen über die Existenz und Eindeutigkeit einer

schwachen Lösung für dieses Problem sind in [51] bzw. in [39, Kapitel 7

und 8] zu �nden. Für die numerische Behandlung ziehen wir es jedoch
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Kapitel 2 Problemstellungen

vor, eine Formulierung dieser Gleichungen zu verwenden, die auf eine Pro-

jektion der Spannungen auf die Flieÿ�äche basiert. Dabei wird zunächst

das Zeitintervall [0, tE] durch 0 = t0 < t1 < ... < tN = tE in hinreichend 2

kleine äquidistante Zeitschrittweiten k := k[i] := ti− ti−1 mit i = 1, ..., N

unterteilt. Mit σ[i], χ[i] und v[i] := u̇[i] werden die Spannung, die inneren

Kräfte sowie die Geschwindigkeit eines Materialpunkts zum Zeitpunkt

ti bezeichnet. Man kann zeigen, dass die Gleichung (2.12d) bei Verwen-

dung des impliziten Euler Verfahrens für die dortigen Zeitableitungen in

jedem Punkt in Ω eine Projektion F : Rd×d
sym → Rd×d

sym de�niert, aus der die

Spannungen zusammen mit der inneren Variablen für die Verfestigung

im nächsten Zeitschritt direkt aus den Verschiebungen hervorgehen. Zur

expliziten Berechnung der Projektion wird auf [79, Kapitel 3.3, Box 3.2]

bzw. [89] und [33] verwiesen. Mit diesem Vorgehen wird das Problem 2.12

in eine Folge von nichtlinearen Variationsgleichungen umgewandelt bei

dem in jedem Zeitschritt ti zu entsprechenden rechten Seiten f [i] bzw.

f
[i]
N ein v[i] ∈ V = H1

D(Ω,Rd) zu �nden ist so, dass gilt

apl(v[i];ϕ) = 〈l[i], ϕ〉 ∀ϕ ∈ V, i = 1...N, (2.13)

wobei die rechte Seite durch

〈l[i], ϕ〉 =

∫
Ω

f [i] ϕ dx+

∫
ΓN

f
[i]
N ϕ do (2.14)

gegeben ist und mit dem Semikolon auf die Nichtlinearität im ersten

Argument der Semilinearform

apl(v[i];ϕ) =

∫
Ω

σ[i] : ε(ϕ)dx, mit (2.15a)

σ[i] = F(σ[i−1] + kCε(v[i])), (2.15b)

hingewiesen wird. Die Verschiebungen des Körpers erhalten wir schlieÿ-

lich aus den Geschwindigkeiten anhand der Gleichung u[i] = u[i−1] +kv[i].

2Das bedeutet klein genug, damit der Zeitdiskretisierungsfehler verglichen zum Dis-
kretisierungsfehler im Ort vernachlässigt werden kann.
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Bei diesem Problem, das in der Literatur auch als Hencky Modell bekannt

ist, ist demnach der Zusammenhang zwischen Verzerrungen und Span-

nungen durch die nichtlineare Abbildung F gegeben. Sie besitzt weiterhin

nützliche Eigenschaften, die wir im folgenden Satz festhalten.

Theorem 2.1. Die Abbildung F : Rd×d
sym → Rd×d

sym ist fast überall

(1) nicht expansiv, d.h.

‖F(ε1)−F(ε2)‖ ≤ ‖ε1 − ε2‖ , ∀ε1, ε2 ∈ Rd×d
sym (2.16)

(2) stark monoton, d.h. es gibt ein M > 0 mit

(F(ε1)−F(ε2)) : (ε1 − ε2) ≥M ‖ε1 − ε2‖2 , ∀ε1, ε2 ∈ Rd×d
sym

(2.17)

(3) di�erenzierbar im Clarkeschen Sinne.

Beweis. Siehe [80].

2.3 Das Signorini Problem - statischer

Kontakt

Um ein Kontaktproblem zwischen einem deformierbaren Körper und ei-

nem starren Hindernis zu formulieren, wird das elastische bzw. elasto-

plastische Materialgesetz durch weitere Nebenbedingungen auf einem Teil

des Randes ΓC ⊂ ∂Ω ergänzt. Es wird vorausgesetzt, dass ein möglicher

Kontakt zwischen Ω und dem Hindernis nur auf diesem Teilstück statt-

�nden kann, welcher als disjunkt von den anderen Teilen des Randes ΓD

und ΓN angenommen wird. Des Weiteren sichern wir mit der Bedingung

ΓC $ Γ \ ΓD, dass ΓC durch ein Teilstück des Randes mit positivem

Maÿ von ΓD getrennt wird. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit zeich-

nen wir die xd-Richtung als Richtung des möglichen Kontakts aus. Unter

der Voraussetzung, dass ΓC und die Ober�äche des Hindernisses durch
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die Graphen von hinreichend glatten Funktionen φ : Rd−1 → R bzw.

ψ : Rd−1 → R beschrieben werden, kann nach [54, Kapitel 2] bei hinrei-

chend kleinen Deformationen die Kontaktbedingung

un(x) := γ(u)(x)n ≤ g(x) :=
ψ(x)− φ(x)√

1 +∇φ(x)>∇φ(x)
, x ∈ ΓC (2.18)

verwendet werden. Die dadurch de�nierte Abstandsfunktion g : ΓC → R
ordnet einem Punkt des Kontaktrandes einen Abstand zum Hindernis in

Normalenrichtung zu. Tatsächlich bedarf es an technischer Sorgfalt bei

der Bedingung (2.18) für H1-Funktionen, da die dortige Ordnungsrela-

tion bzw. punktweise Auswertung erst sinnvoll de�niert werden muss.

Dies ist beispielsweise in [54, Kapitel 5.2] beschrieben. Bezüglich der

Spannungen auf ΓC bemerken wir zuerst, dass im Falle von reibungs-

losem Kontakt stets σt = 0 auf ganz ΓC gilt. Um zu verhindern, dass sich

die Körper durchdringen, fordern wir auÿerdem auf ΓC die Bedingung

un − g ≤ 0 wie in (2.18). Weiterhin schreiben wir auf ΓC nur kom-

pressible Normalspannungen in Normalenrichtung vor, d.h. σn ≤ 0. Dies

bedeutet, dass das Hindernis keine anziehenden Kräfte auf den Körper

ausübt. Sollte kein Kontakt vorliegen, gilt für die Normalspannungen

σn = 0. Andererseits kann im Kontaktfall sowohl σn = 0 (Berührung)

als auch σn < 0 vorliegen. Diese Komplementaritätsbedingungen lassen

sich durch σn (un−g) = 0 auf ΓC zusammenfassen. Bei gegebenen Daten

f ∈ L2(Ω,Rd) und fN ∈ L2(ΓN ,Rd) besteht die klassische Formulierung

des Signorini Problems im rein elastischen Fall darin ein Verschiebungs-

feld u : Ω→ Rd zu �nden, das die Gleichungen

σ = C ε(u) in Ω, (2.19a)

− div σ = f in Ω, (2.19b)

u = 0 auf ΓD, (2.19c)

σn = fN auf ΓN , (2.19d)

un ≤ g, σn ≤ 0, σn (un − g) = 0, σt = 0 auf ΓC , (2.19e)
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löst. Für die schwache Formulierung de�nieren wir zunächst die Räume

V = H1
D(Ω,Rd), K = {ϕ ∈ V | γC(ϕ)n − g ≤ 0 f. ü. auf ΓC}. (2.20)

Wir bemerken, dass es sich bei K um eine konvexe und abgeschlosse-

ne Teilmenge von H1(Ω,Rd) handelt, siehe [54, Theorem 5.7]. Für eine

beliebige Funktion ϕ ∈ K ergibt das Testen der Gleichung (2.19b) mit

ϕ− u und anschlieÿender partieller Integration∫
Ω

σ : ε(ϕ− u) dx =

∫
Ω

f · (ϕ− u)dx +∫
ΓN

fN · (ϕ− u)do+

∫
ΓC

σn · (ϕ− u)do.
(2.21)

Durch Benutzung der Nebenbedingungen auf dem Kontaktrand sieht

man ein, dass dort σn · (ϕ−u) ≥ 0 gilt. Hiermit ergibt sich die schwache

Formulierung des Signorini Problems in der Elastizität:

Finde u ∈ K mit

a(u, ϕ− u) ≥ 〈l, ϕ− u〉 ∀ϕ ∈ K, (2.22)

wobei die Bilinearform a : V × V → R und die Linearform l : V → R
durch

a(u, ϕ) =

∫
Ω

Cε(u) : ε(ϕ) dx, (2.23)

〈l, ϕ〉 :=

∫
Ω

f · ϕ dx+

∫
ΓN

fN · ϕ do, (2.24)

gegeben sind. Im allgemeinen Kontext sind Probleme vom Typ (2.22)

als Variationsungleichungen erster Art bekannt und besitzen unter den

obigen Bedingungen eine eindeutige Lösung.
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2.4 Das quasistatische elastoplastische

Kontaktproblem

Zur Beschreibung des quasistatischen Kontaktproblems für einen Körper

mit elastoplastischen Materialeigenschaften ist zusätzlich zum Material-

gesetz die Tatsache zu berücksichtigen, dass sich die Position des Hinder-

nisses mit der Zeit verändert. Für die zeitliche Änderung der Abstands-

funktion nehmen wir einen in der Zeit linearen Vorschub des Hindernis-

ses zum Anfangszeitpunkt mit einer konstanten Vorschubgeschwindigeit

an. Eine Durchdringung beider Körper zum Anfangszeitpunkt sei ausge-

schlossen. Um dies für alle weiteren Zeiten garantieren zu können, ist die

Forderung (2.19e) nun für alle Zeiten zu stellen und wird dementspre-

chend in die De�nition der Menge

Kt := {ϕ ∈ V | γC(ϕ)n − g(t) ≤ 0 f. ü. auf ΓC} (2.25)

übernommen. Analog zu den Ausführungen im letzten Kapitel ist hier

nach der Diskretisierung der Zeit eine nichtlineare Variationsungleichung

erster Art in jedem Zeitschritt zu lösen. Genauer erhalten wir zusammen

mit den einschränkenden Bedingungen für die Spannungen aus Abschnitt

2.2 eine Folge von Problemen der Form:

Zu gegebener Zeitdiskretisierung des Intervalls [0, tE] in Zeitschritte 0 =

t0 < t1 < ... < tN = tE, der rechten Seiten f [i] und f
[i]
N sowie den

Anfangsbedingungen (σ[0], χ[0]) = (0, 0) �nde ein v[i] mit u[i−1] + k[i]v[i] ∈
Kt mit

apl(v[i];ϕ− v[i]) ≥ 〈l[i], ϕ− v[i]〉 ∀ϕ ∈ Kti , i = 1..N, (2.26)

wobei die Semilinearform durch (2.15) gegeben ist. Zusammenfassend

wird hier also die Variationsungleichung aus (2.22) durch einen nichtli-

nearen Zusammenhang zwischen Verzerrungen und Spannungn im Ma-

terial erweitert.

Im Hinblick auf die numerische Behandlung geben wir im Folgenden die

gemischte Formulierung eines Zeitschritts des quasistatischen Kontakt-
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2.4 Das quasistatische elastoplastische Kontaktproblem

problems (2.26) an. Die grundsätzliche Idee dazu besteht in der Mini-

mierung eines Energiefunktionals unter den Nebenbedingungen des Kon-

takts, die mit Hilfe von Lagrange-Multiplikatoren einbezogen werden.

Der Sattelpunkt des sich daraus ergebenden Lagrange-Funktionals ist

dann die Lösung des elastoplastischen Kontaktproblems zusammen mit

den entsprechenden Lagrange-Multiplikatoren, die sich bei hinreichen-

der Regularität der Lösung als Kontaktkräfte interpretieren lassen. Die

gemischte Methode erhält man aus der notwendigen Bedingung für die

Existenz des Sattelpunkts. Mit den Räumen

V := H1
D(Ω,Rd), (2.27)

H
1
2
+(ΓC ,R) := {w ∈ H

1
2 (ΓC ,R) | w ≥ 0 f.ü. auf ΓC}, (2.28)

Λ := H
− 1

2
+ (ΓC ,R) := {µ ∈ H−

1
2 (ΓC ,R) | 〈µ,w〉ΓC

≥ 0 (2.29)

∀w ∈ H
1
2
+(ΓC ,R)},

besteht die Aufgabe nun darin ein v[i] mit u[i−1] + kv[i] ∈ Kt und λ[i] ∈ Λ

zu �nden so, dass gilt

apl(v[i];ϕ) + 〈λ[i], γC(ϕ)n〉ΓC
= 〈l[i], ϕ〉 ϕ ∈ V, (2.30a)

〈µ− λ[i], γC(v[i])n − g(ti)〉ΓC
≤ 0 µ ∈ Λ. (2.30b)

In diesem Problem ist nun das rein elastische Kontaktproblem als Spezi-

alfall F = id enthalten.
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Kapitel 3

Diskretisierung und

Lösungsmethoden

In diesem Kapitel beschäftigen wir uns mit der Diskretisierung des elas-

tischen bzw. elastoplastischen Kontaktproblems mit unstetigen Finiten

Elementen. Generell sind hier verschiedene Zugänge möglich. Wie üblich

beginnen wir mit einer Zerlegung des Gebiets Ω in eine endliche Anzahl

von Viereckselemente im Zweidimensionalen bzw. Quader im Dreidimen-

sionalen. Dabei verzichten wir jedoch auf explizite Stetigkeitsanforderun-

gen der auf dieser Unterteilung de�nierten Finite Elemente Funktionen,

womit diese zunächst auf jedem Teilgebiet separat zu betrachten sind.

Um dennoch einen Informationsaustausch zwischen den Elementen zu

erhalten, werden numerische Flüsse de�niert, die bei der Untersuchung

der Diskretisierung eine wichtige Rolle spielen werden. In Abschnitt 3.1

werden wir zunächst die Diskretisierung der primalen Verschiebungsva-

riablen beschreiben. Anschlieÿend erfolgt dies in Abschnitt 3.2 für die

Linearisierung des Kontaktproblems im elastoplastischen Fall. Auf Ei-

genschaften wie Elliptizität, Koerzivität und Monotonie der Methoden

werden wir in dem Abschnitt 3.3 eingehen.

Bei der approximativen Lösung der nichtlinearen Optimierungsprobleme

mit Ungleichheitsnebenbedingungen werden wir auf semiglatte Newton-

verfahren bzw. eine aktive Mengen Strategie aus [46,48,92] zurückgreifen.

Ursprünglich wurden diese zunächst für stetige Ansätze entwickelt dar-

aufhin aber auch auf unstetige Ansätze erweitert [8,36,38]. In Abschnitt
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3.1 Diskretisierung des Signorini-Problems

3.4 gehen wir auf die Basisfunktionen für die Mortarmethode ein, wie sie

in [48,50] bereits für stetige Ansatzfunktionen vorgestellt wurden. Im Zu-

sammenhang mit unstetigen Elementen wurden diese in den Arbeiten [8]

für das Hindernisproblem und [38] für das Signorini Problem verwendet.

3.1 Diskretisierung des Signorini-Problems

Im Folgenden sei Th eine Zerlegung des polygonalen Gebiets Ω ⊂ Rd

wie im Abschnitt 1.2. Wir de�nieren weiterhin E0
h := Eh \ (ΓN ∪ ΓC)

und fordern, dass Th die Randeinteilung von Ω berücksichtigt, d.h. eine

Kante e ⊂ ∂Ω, deren Schnitt mit einer der Mengen ΓD, ΓN oder ΓC ein

positives Maÿ hat, muss notwendigerweise vollständig im Abschluss der

entsprechenden Menge liegen. Weiterhin sei für T ∈ Th und e ∈ Eh

hT = diam(T ), h = max
T∈Th

hT , he = diam(e). (3.1)

Für die Approximation des Raumes H1
D(Ω,Rd) verwenden wir die Teil-

mengen des gebrochenen Sobolev-Raums bestehend aus elementweise bi-

linearen bzw. trilinearen Ansatzfunktionen

Vh := {vh ∈ H1(Th,Rd) | vh|T = v̂ ◦Ψ−1
T , v̂ ∈ Q1(T̂ ,Rd)

∀T ∈ Th, vh = 0 auf ΓD},
(3.2)

in dem wir die unstetige Galerkin-Lösung uh ∈ Vh suchen. Mit ΨT : T̂ →
T ∈ Th bezeichnen wir hierbei die bi- bzw. trilineare Transformation,

welche die Ecken des Referenzelementes T̂ = [−1, 1]d auf die Ecken des

Elementes T abbildet, siehe [11, Kapitel III]. Bei der Herleitung der

schwachen Formulierung für die Probleme aus Kapitel 2 in gebrochenen

Sobolev-Räumen entstehen infolge der partiellen Integration Randinte-

grale entlag der Kanten aller Elemente. Demnach stehen beim Integral

einer Funktion ϕ ∈ H1(Th,Rd) entlang innerer Kanten bzw. Seiten�ä-

chen der Zerlegung die Spuren zweier voneinander unabhängigen Funk-

tionen ϕ+ und ϕ− zur Verfügung. Diese Spuren sowie der entsprechende

Normalenvektor n an der Kante bilden die Grundlage für die De�nition
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Kapitel 3 Diskretisierung und Lösungsmethoden

des sog. numerischen Flusses H(ϕ+, ϕ−, n) an der Kante, der letztend-

lich für die Auswertung der Kantenintegrale verwendet wird. Es ergeben

sich somit ganze Familien von unstetigen Galerkinverfahren mit entspre-

chenden Eigenschaften, je nachdem welche Wahl genau für H getro�en

wird. Eine Übersicht über gängige Flüsse für elliptische Gleichungen bzw.

elastische Einkörperkontaktprobleme im Raum H1(T ,Rd) ist u.a. in den

Artikeln [6] bzw. in [85] zu �nden. Im Folgenden werden wir, den Ar-

beiten [40] und [85] folgend, beim Problem (2.3) den zur sogenannten

"Symmetric Interior Penalty Galerkin", kurz SIPG-Methode, gehörigen

Fluss wählen. Bei der diskreten schwachen Formulierung von (2.3) suchen

wir somit ein uh ∈ Vh mit

ah(uh, ϕh) = 〈l, ϕh〉 ∀ϕh ∈ Vh, (3.3)

wobei die Bilinearform durch

ah : Vh × Vh → R,

ah(uh, ϕh) :=

∫
Ω

σ(uh) : ε(ϕh) dx−
∫
E0
h

[[uh]] : {σ(ϕh)} do

−
∫
E0
h

[[ϕh]] : {σ(uh)} do+

∫
E0
h

π

he
[[uh]] : [[ϕh]] do,

(3.4)

und die Linearform l durch

〈l, ϕh〉 :=

∫
Ω

f · ϕh dx+

∫
ΓN

fN · ϕh do, (3.5)

gegeben ist. Aufgrund der Symmetrien des Elastizitätstensors ist diese

Bilinearform symmetrisch in den Test- bzw. Ansatzfunktionen. Weiterhin

ist π > 0 ein Strafparameter, auf den wir im Abschnitt 3.3 eingehen

werden. Wie in den Ausführungen im Absatz 2.3 gelangen wir auch hier

durch den Kegel

Kh := {ϕh ∈ Vh | γC(ϕh)n − g ≤ 0 auf ΓC} (3.6)
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3.2 Diskretisierung und Linearisierung des elastoplastischen Kontaktproblems

zum diskreten Analogon der Variationsungleichung (2.22). Im unstetigen

Raum ist also ein uh ∈ Kh zu �nden so, dass gilt

ah(uh, ϕh − uh) ≥ 〈l, ϕh − uh〉 ∀ϕh ∈ Kh. (3.7)

3.2 Diskretisierung und Linearisierung des

elastoplastischen Kontaktproblems

Aufgrund der geringen Regularität des Operators F handelt es sich bei

(2.13) um ein im klassischem Sinne nicht di�erenzierbares Problem. Es

lässt sich allerdings zeigen, dass F eine verallgemeinerte Ableitung im

Clarkeschen Sinne besitzt, was die Anwendung eines semiglatten Newton-

Verfahrens im Funktionenraum möglich macht, siehe [74]. Dieses Vorge-

hen ist historisch gesehen auf die Arbeiten [59] und [90] zurückzufüh-

ren und ist in der Literatur auch als radial return Algorithmus bekannt.

Bei der Diskretisierung dieses Problems im gebrochenen Sobolev-Raum

H1(Th,Rd) benutzen wir hier die sogenannte 'incomplete interior penalty

Galerkin' Methode (IIPG), die in der Arbeit [67] verwendet wurde. Ver-

glichen mit der Bilinearform (3.4) aus dem letzten Abschnitt wird beim

numerischen Fluss hier gänzlich auf den Term∫
E0
h

[[uh]] : {F(Cε(ϕh))} do (3.8)

verzichtet. Im Gegensatz zum rein elastischen Fall sind Terme dieser Form

in der Plastizität besonders zu behandeln, da die Spannungen nun auch

von der Gesamthistorie der Belastung abhängig sind und F(Cε(ϕh)) so-
mit prinzipiell nicht zur Verfügung steht. Auf diese Problematik wird

weiter in [64] und [67] hingewiesen. Diesen Arbeiten folgend suchen wir

bei der Formulierung des Problems (2.13) im unstetigen Raum demnach

in jedem Zeitschritt ti ein v
[i]
h ∈ Vh mit

apl
h (v

[i]
h ;ϕh) = 〈l[i], ϕh〉 ∀ϕh ∈ Vh (3.9)
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Kapitel 3 Diskretisierung und Lösungsmethoden

wobei die Semilinearform apl
h : Vh × Vh → R nun durch

apl
h (v

[i]
h ;ϕh) =

∫
Ω

σ[i] : ε(ϕh) dx−
∫
E0
h

[[ϕh]] : {σ[i]} do

+

∫
E0
h

π

he
[[v

[i]
h ]] : [[ϕh]] do,

(3.10)

zusammen mit σ[i] = F(σ[i−1] + kCε(v[i])) gegeben ist. Für die Ableitung

von F an der Stelle v[i]
h schreiben wir im Folgenden F ′(v[i]

h ) und verweisen

für deren explizite Berechnung auf [34] und [79, Gleichung 2.2.22]. Die

hier vorausgesetzten Eigenschaften des Materials implizieren weiterhin,

dass sie die Bedingungen 2.2 in jedem Punkt erfüllt und es gilt für die

Linearisierung

apl ′
h (v

[i]
h )(wh, ϕh) =

d

dδ

∣∣∣∣
δ=0

apl
h (v

[i]
h + δwh;ϕh)

=

∫
Ω

F ′(ε(v[i]
h ))ε(wh) : ε(ϕh) dx−

∫
E0
h

[[ϕh]] : {F ′(ε(v[i]
h ))ε(wh)} do

+

∫
E0
h

π

he
[[wh]] : [[ϕh]] do.

(3.11)

Betrachten wir weiterhin das diskrete elastoplastische Kontaktproblem

apl
h (v

[i]
h , ϕh − v

[i]
h ) ≥ 〈l, ϕh − v[i]

h 〉 ∀ϕh ∈ Khti
, (3.12)

so verlangt die Anwendung eines semiglatten Newton-Verfahrens im

j−ten Newton-Schritt die Lösung einer Variationsungleichung der Form

apl ′
h (v

[i],(j−1)
h )(v

[i],(j)
h , ϕh − v[i],(j)

h ) ≥ apl ′
h (v

[i],(j−1)
h )(v

[i],(j−1)
h , ϕh − v[i],(j)

h )

− apl
h (v

[i],(j−1)
h ;ϕh − v[i],(j)

h ) + 〈l[i],(j), ϕh − v[i],(j)
h 〉,

(3.13)

für alle ϕh ∈ Kh sowie j ≥ 1. Um im ersten Newtonschritt einen guten

Startwert für v[i],(0)
h zu erhalten bietet es sich an, dort das nichtlineare

Materialverhalten zu ignorieren und lediglich rein elastisch zu rechnen.

Dies entspricht in dem Fall der Lösung eines linearen Gleichungssystems.
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3.3 Eigenschaften der unstetigen Galerkin-Methoden

3.3 Eigenschaften der unstetigen

Galerkin-Methoden

In diesem Abschnitt fassen wir einige bedeutende Eigenschaften der SIPG

bzw. IIPG Methode zusammen. Dazu zählen die Stetigkeit, Elliptizität

und die starke Monotonie der Bi- bzw. Semilinearform im elastischen bzw.

der Linearisierung der Semilinearform im plastischen Fall. Die De�nitio-

nen dieser Begri�e übertragen sich dabei kanonisch aus dem Kontext von

Variationsgleichungen. Funktionen des Raumes Vh, in dem wir die Finite

Elemente Lösung suchen, können durchaus unstetig sein. Die unstetigen

Galerkin Verfahren sind demnach in den Kontext von Nichtkonformen

Finiten Elementen mit Vh * V einzuordnen.

Um die Existenz einer Lösung im Raum Vh für die Probleme (3.7) und

(3.12) garantieren zu können genügt es die Stetigkeit, Elliptizität und

Montonie der dort verwendeten Bi- bzw. Semilinearform im Raum Vh

nachzuweisen. Zunächst de�nieren wir die für unstetige Methoden übliche

netzabhängige Norm

|||vh|||2 := |vh|21 +
∑
e∈E0

h

h−1
e ‖[[vh]]‖

2
0,e (3.14)

für alle vh ∈ H1(Th,Rd). Hiermit gilt nun das folgende Lemma über die

Stetigkeit und die Koerzivität der Bilinearform der SIPG Methode.

Lemma 3.1. Seien uh, ϕh ∈ Vh. Für die Bilinearform ah der SIPG Me-

thode aus (3.4) gilt

ah(uh, ϕh) ≤ C̃ |||uh||| |||ϕh|||, (3.15)

mit einer von h unabhängigen Konstante C̃ > 0.

Des Weiteren gibt es für hinreichend groÿe Strafparameter π > 0 eine

weitere von h unabhängige Konstante ν̃ > 0 mit

ah(uh, uh) ≥ ν̃|||uh|||2. (3.16)
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Beweis: Siehe Lemma 3.3 und Lemma 3.4 in [85]. �

Die oben aus der Arbeit [85] zitierten Beweise sind zunächst lediglich für

Dreiecke und lineare Ansatzfunktionen aufgeführt. Diese Voraussetzung

wird für die Abschätzung der Normen von lifting Operatoren benötigt,

welche allerdings auch analog für Viereckselemente bzw. Quader existie-

ren, siehe [17]. Des Weiteren weisen wir darauf hin, dass die Koerzivität

der Bilinearform ah lediglich auf dem diskreten Raum Vh gilt. Tatsäch-

lich wird in [96, Proposition 4.4] eine Funktion aus H2(Th) konstruiert,

welche die Bedingung (3.16) verletzt.

Auch bei der Semilinearform aus (3.10) kann nachgewiesen werden, dass

sich entsprechende Eigenschaften des kontinuierlichen Operators in der

Norm (3.14) auf den diskreten Raum übertragen lassen.

Lemma 3.2. Auf Vh ist die Semilinearform apl
h aus (3.10) in der Norm

(3.14) stetig und für hinreichend groÿe Strafparameter auch stark mono-

ton, d.h es gibt von h unabhängige Konstante C, ν > 0 mit

apl
h (vh;ϕh)− apl

h (wh;ϕh) ≤ C|||vh − wh||| |||ϕh|||, (3.17)

apl
h (vh; vh − wh)− apl

h (wh; vh − wh) ≥ ν|||vh − wh|||2 (3.18)

für alle vh, wh, ϕh ∈ Vh.

Beweis: Siehe Lemma 3.2 und Lemma 3.3 in [31]. �

Für die Bilinearform aus der Linearisierung der zur IIPG Methode gehö-

renden Semilinearform (3.11) gilt abschlieÿend das folgende Lemma.

Lemma 3.3. Die Bilinearform apl ′
h (vh) aus (3.11) ist an jeder Stelle vh

stetig und für hinreichend groÿe Strafparameter auch koerziv, d.h es gibt

eine von h unabhängige Konstanten c, κ > 0 mit

apl ′
h (vh)(wh, ϕh) ≤ C|||wh||| |||ϕh||| (3.19)
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apl ′
h (vh)(ϕh, ϕh) ≥ C|||ϕh|||2 (3.20)

für alle wh, ϕh ∈ Vh.

Beweis: Siehe [67, Theorem 3]. �

Aus den obigen Lemmata über die Koerzivität und Stetigkeit der Bili-

nearformen ah und a
pl
h erhalten wir die Existenz und Eindeutigkeit einer

Lösung für die Probleme (3.3) und (3.13).

Satz 3.4. Die diskreten Probleme (3.3) und (3.13) sind eindeutig lösbar.

3.4 Diskrete gemischte Methode und

biorthogonale Basen

Bei der Anwendung der gemischten Methode wählen wir in dieser Ar-

beit für die Approximation von Funktionen des Raumes Λ := H
− 1

2
+ (ΓC)

den Mortaransatz gemäÿ [48, 50, 93]. Speziell orientieren wir uns an der

Vorgehensweise in Kapitel 2.2 aus [48], indem wir die dortigen Resultate

auf den Fall unstetiger Ansatzfunktionen erweitern. Dieser Ansatz wurde

bereits in den Arbeiten [8, 36, 38] in Zusammenhang mit Hindernis- und

Signorini-Problemen angewendet. Beginnen wir zunächst mit der Kon-

struktion von Basisfunktionen für den Raum Vh, deren Träger im Rah-

men der DG Methoden stets auf ein Element beschränkt sind. Sei PT die

Menge aller Knoten in einem Element T ∈ Th sowie ej ∈ Rd, j ∈ {1...d},
der j-te Einheitsvektor. Die Basisfunktionen des Raumes Vh sind gege-

ben durch alle Funktionen der Bauart ϕp,j := ϕpej wobei ϕp ∈ Q1(T ) die

skalare nodale Basisfunktion zum Knoten p ∈ PT ist, d.h.

ϕp(q) =

1 für q = p,

0 für q ∈ PT \ {p}.
(3.21)

Somit gilt

Vh = span{ϕp,j | ∃T ∈ Th mit p ∈ PT , j = 1, ..., d}∩H1
D(Th,Rd). (3.22)
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Für die Diskretisierung der Lagrange-Multiplikatoren verfahren wir nach

[48, Kapitel 2.2]. Dort werden die zu den stetigen primalen Ansatzfunkio-

nen entsprechenden dualen Basisfunktionen konstruiert. Durch die Re-

striktion der Träger dieser Funktionen auf einzelne Elemente ergeben sich

hier die dualen Basisfunktionen im unstetigen Ansatz. Für ein Element

e ∈ Eh mit e ⊂ ΓC sei Pe die Menge der Knoten auf e und die entspre-

chende biorthogonale Basisfunktion zu dem Knoten p ∈ Pe werde mit ψp
bezeichnet.

Die Basisfunktion für den Spurraum Wh := γC(Vh) erhalten wir, indem

wir für p ∈ Pe die Funktion φp als die Einschränkung von ϕp auf den

Kontaktrand ΓC de�nieren. Bei einer lokalen Nummerierung der Knoten

auf e gemäÿ der Abbildung 3.1 wird weiterhin die zu φp biorthogonale

Basisfunktion de�niert durch

ψp := 2φp − φp0 , falls d = 2, (3.23)

ψp := 4φp − 2φp1 − 2φp2 + φp0, falls d = 3. (3.24)

Mit ψp,j := ψpej ist der gesamte Raum für die diskreten Lagrange-

Multiplikatoren folglich die Menge

Mh := span{ψp,j | ∃e ∈ Eh, e ⊂ ΓC , p ∈ Pe, j = 1, ..., d}. (3.25)

Bei gegebener Zerlegung des Gebiets ist, über die zugehörige Kante bzw.

Seiten�äche des Elements, der nach auÿen gerichtete Einheitsnormalen-

vektor np in einem Punkt p eindeutig de�niert. Auÿerdem sei PΓC
die

Menge aller Trägerpunkte aller Elemente auf dem Kontaktrand, d.h.

PΓC
:=

⋃
e∈Eh,
e⊂ΓC

Pe. (3.26)

Für die Normal- bzw. Tangentialkomponente einer Funktionen vh ∈ Wh

bzw. µh ∈ Mh mit nodalen Werten vp ∈ Rd bzw. µp ∈ Rd machen wir
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3.4 Diskrete gemischte Methode und biorthogonale Basen

(a) Lokale Nummerierung der Kno-
ten eines Elements auf ΓC in 3 Di-
mensionen

(b) Graphen der zum Punkt p gehö-
renden Basisfunktionen in 2 Dimen-
sionen

Abbildung 3.1: Illustration zu den Basisfunktionen auf dem Kontaktrand

hiermit den Ansatz

vh,n :=
∑
p∈PΓC

vpnφp, vh,t :=
∑
p∈PΓC

vptφp, (3.27)

µh,n :=
∑
p∈PΓC

µpnψp, µh,t :=
∑
p∈PΓC

µptψp, (3.28)

wobei wir wie im kontinuierlichen Fall (1.12) vpn = vpnp, sowie vpt =

vp − vpnnp und analog für µpn und µpt setzen. Mit den Räumen

W−
h := {vh ∈ Wh|vh,n ≤ 0}, (3.29)

Λh := {µh ∈Mh | 〈µh, vh〉ΓC
≥ 0 ∀vh ∈ W−

h }, (3.30)

lautet die gemischte Formulierung des i-ten Newtonschritts mit der Li-

nearisierung aus (3.11) somit

apl ′
h

(
v

(i−1)
h

)(
v

(i)
h , ϕh

)
+ 〈λh, γC(ϕh)〉ΓC

=

apl ′
h

(
v

(i−1)
h

)(
v

(i−1)
h , ϕh

)
− apl

h

(
v

(i−1)
h ;ϕh

)
+ 〈l, ϕh〉 ∀ϕh ∈ Vh,

(3.31a)

〈µh,n − λh,n, γC(vh)− g〉ΓC
≤ 0 ∀µh ∈ Λh. (3.31b)
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Im Rahmen der Mortarmethode spielt die Biorthogonalitätsrelation∫
ΓC

ψp,l φq,l do = δp,q

∫
ΓC

φq,l do ∀p, q ∈ PΓC
, j = 1, ..., d (3.32)

eine entscheidende Rolle und kann leicht durch eine Rechnung veri�ziert

werden. Insbesondere ermöglicht sie eine Beschreibung von Funktionen

aus W−
h und Λh durch Bedingungen an die Koe�zienten ihrer Norma-

lenkomponenten.

Lemma 3.5. Für die in (3.29) und (3.30) de�nierten Mengen W−
h und

Λh gilt

W−
h :=

vh =
∑
p∈PΓC

vpφp ∈ Wh | vp,n ≤ 0 ∀p ∈ PΓC

 , (3.33)

Λh =

µh =
∑
p∈PΓC

µpψp ∈Mh | µpn ≤ 0, µpt = 0 ∀p ∈ PΓC

 . (3.34)

Beweis: Diese Aussage wurde in [50, Lemma 2.3] für stetige Galerkin-

methoden bewiesen. Der Beweis dort fuÿt hauptsächlich auf der Bior-

thogonalitätsrelation (3.32) und nicht auf die Stetigkeit der Funktionen.

Daher behält er insbesondere auch bei unstetige Galerkinmethoden seine

Gültigkeit. �

Mit dem folgenden Lemma ist es weiterhin möglich die diskrete schwache

Kontaktbedingung (3.31b) äquivalent in eine knotenweise Bedingung an

die Koe�zienten der jeweiligen Funktionen zu überführen. Vom struk-

turellen Aufbau spiegeln diese Bedingungen die Kontaktbedingungen

(2.19e) der kontinuierlichen Gleichungen wieder.

Lemma 3.6. Die schwache Kontaktbedingung (3.31b) ist äquivalent zu

den Bedingungen

up,n ≤ gp, λp,n ≥ 0, λp,n(up,n − gp) = 0, λp,t = 0 ∀p ∈ PΓC
,

(3.35)
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wobei

γC(uh) =
∑
p∈PΓC

up,nφp, (3.36)

λh =
∑
p∈PΓC

λp,nψp, (3.37)

gp =
〈ψp, g〉ΓC∫

ΓC
φp do

. (3.38)

Beweis: Diese Aussage wurde in [50, Lemma 2.6] für stetige Galerkinme-

thoden bewiesen. Auch hier überträgt sich die dortige Argumentation

direkt auf den unstetigen Fall. �

Eine weitere äquivalente Umformulierung der diskreten Kontaktbedin-

gung (3.35) ist mittels der Nullstellen sogenannter NCP-Funktionen (vom

englischen "nonlinear complementarity function") möglich. Es gilt hierzu

das folgende Lemma.

Lemma 3.7. Mit der Konstanten c > 0 sei die Funktion

C : Vh × Λh → R, (3.39)

C(un,p, λn,p) = λn,p −max{0, λn,p + c(un,p − gp)}, (3.40)

gegeben. Dann sind die Bedingungen (3.35) äquivalent zu

C(up,n, λp,n) = 0, λp,t = 0, ∀p ∈ PΓC
. (3.41)

Beweis: Siehe [50, Theorem 4.1] �

Hiermit kann nun zusammen mit Lemma 3.6 im Sattelpunktproblem

(3.31) die schwache Kontaktbedingung (3.31b) durch die Bedingung

(3.41) ersetzt werden. Die Funktion C ist hierbei zwar stetig, jedoch

nicht klassisch di�erenzierbar. Für die Bestimmung der Nullstellen der

NCP-Funktion bietet sich erneut das semiglatte Newtonverfahren an, so
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dass die Nichtlinearitäten im Materialgesetz und im Kontakt bei (3.31)

simultan iteriert und somit kürzere Rechenzeiten erzielt werden. In der

Praxis greifen wir auÿerdem auf ein Resultat der Arbeit [46] zurück, nach

dem bei einer geeigneten Wahl der verallgemeinerten Ableitung der NCP-

Funktion das semiglatte Newton-Verfahren zur Au�ndung der Nullstel-

len einer aktiven Mengen Strategie entspricht. Für Details sei auf die

Arbeiten [46,48,50] verwiesen.
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Kapitel 4

A posteriori Fehleranalyse

und E�zienzsteigerung

Ziel dieses Kapitels ist die Herleitung von residualen Fehlerschätzern für

das elastische bzw. elastoplastische Kontaktproblem. Die Basis des Feh-

lerschätzer für das Signorini-Problem bildet die Arbeit [10]. Die zentrale

Idee dort ist es, bei Hindernisproblemen bereits bekannte Fehlerschätzer

für Variationsgleichungen über ein geeignetes Hilfsproblem zum Einsatz

zu bringen. Dieses Vorgehen wurde weiterhin in [75] auf das Signorini-

Problem erweitert und in [83] auf ein vereinfachtes Signorini Problem

mit einem Reibungsterm bei unstetigen Galerkin Methoden angewendet.

In Abschnitt 4.1 verfolgen wir diese Idee für ein analoges Vorgehen im

Kontext von unstetigen Galerkin Verfahren.

Um einen Fehlerschätzer für das elastoplastische Problem zu erhalten,

teilen wir den Fehler mit Hilfe eines Interpolationsoperators in einen

stetigen und einen unstetigen Anteil auf. Während wir beim unstetigen

Anteil auf die Interpolationsabschätzung zurückgreifen, gehen wir beim

stetigen Teil ähnlich wie bei [56, Kapitel 4] vor.

Abschlieÿend befassen wir uns in Abschnitt 4.3 mit einem Ansatz, bei

dem stetige sowie unstetige Ansatzfunktionen simultan benutzt werden.
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4.1 Fehlerschätzer für das elastische

Kontaktproblem

Mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 2.4 und der Bilinearform aus (2.5)

lautet die gemischte Formulierung des rein elastischen, statischen Kon-

taktproblems

a(u, ϕ) + 〈λ, γC(ϕ)n〉ΓC
= 〈l, ϕ〉 ∀ϕ ∈ V = H1(Ω,Rd), (4.1a)

〈µ− λ, γC(u)n − g〉ΓC
≤ 0 ∀µ ∈ Λ = H

− 1
2

+ (ΓC ,R), (4.1b)

wobei der Abstand zum Hindernis durch die Funktion g ∈ H
1
2 (ΓC ,R)

beschrieben wird. Beim entsprechenden diskreten Problem in gebroche-

nen Sobolev-Räumen muss hingegen die Bilinearform aus (3.4) verwendet

bzw. die Ansatzräume durch die im Abschnitt 3.4 de�nierten Räume er-

setzt werden. Es ist demnach das Paar (uh, λh) ∈ Vh × Λh zu �nden mit

ah(uh, ϕh) + 〈λh, γC(ϕh)n〉ΓC
= 〈l, ϕh〉 ∀ϕh ∈ Vh, (4.2a)

〈µh,n − λh,n, γC(uh)n − g〉ΓC
≤ 0 ∀µh ∈ Λh. (4.2b)

Um nun bei der Herleitung des a posteriori Fehlerschätzers für das Kon-

taktproblem die bereits bekannten Fehlerschätzer für Variationsgleichun-

gen verwenden zu können verfolgen wir hier die Idee, die in [10] für Hin-

dernisprobleme eingeführt und in [75] auf Signorini-Probleme erweitert

wurde. Hierbei handelt es sich um das Hilfsproblem, in dem der Lagrange-

Multiplikator aus (4.2) als bekannt vorausgesetzt und zu der rechten Seite

addiert wird. Es ist also ein u? ∈ V gesucht mit

ah(u
?, ϕ) = 〈l, ϕ〉 − 〈λh, γC(ϕ)n〉ΓC

∀ϕ ∈ V. (4.3)

In der Tat erhält man beim SIPG Ansatz für das Hilfproblems (4.3) die

Lösung uh von (4.2) zurück, da sie in dem Fall genau der Zeile (4.2a)

entspricht. Wir halten weiterhin fest, dass aufgrund von Lemma 1.1 die
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Sprünge von Funktionen aus V verschwinden. Dadurch reduziert sich die

Bilinearform ah mit uh ∈ H1(Th,Rd) zu

ah(uh, ϕ) = a(uh, ϕ)−
∫
E0
h

[[uh]] : {σ(ϕ)} do, ∀ϕ ∈ V. (4.4)

Mit Hilfe der de�nierenden Gleichung (4.3) zusammen mit (4.1a) ergibt

sich

a(u− u?, ϕ) = 〈λh − λ, γC(ϕ)n〉ΓC
, ∀ϕ ∈ V. (4.5)

Damit ist es möglich den Fehler im Lagrangemultiplikator abzuschätzen.

Lemma 4.1. Seien (u, λ) bzw u? die Lösungen aus (4.1) respektive (4.3).

Dann gibt es eine Konstante c > 0, so dass gilt:

‖λ− λh‖− 1
2
,ΓC
≤ c |u− u?|1 . (4.6)

Beweis: Siehe [75, Lemma IV.1] �

Entscheidend für die Herleitung eines Fehlerschätzers ist ein geeigneter

Interpolationsoperator, mit dessen Hilfe es möglich ist, eine Verbindung

zwischen den unstetigen Ansatzfunktionen und den stetigen Funktionen

herzustellen. Im Rahmen dieser Arbeit werden wir den in [69] vorgestell-

ten Operator verwenden.

Lemma 4.2. Sei Th eine Zerlegung des Gebiets Ω, die den Anforderun-

gen aus Abschnitt 3.1 genügt. Dann ist es möglich jeder Funktion uh ∈ Vh
eine Interpolierende ûh ∈ W 1,∞(Ω,Rd) ∩ Vh zuzuordnen, welche die Ab-

schätzung

|uh − ûh|2k ≤ C
∑
e∈E0

h

h1−2k
e ‖[[uh]]‖2

0,e (4.7)

mit k ∈ {0, 1} und einer von h unabhängigen Konstant C > 0 erfüllt.

Beweis: Siehe [69, Lemma 3.1] �
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Mit diesen Hilfsmitteln sind wir in der Lage den folgenden Satz zu be-

weisen.

Satz 4.3. Es seien (u, λ) und (uh, λh) die Lösungen der Probleme (4.1)

respektive (4.2) bzw. u? die Lösung des Hilfsproblems (4.3). Dann gibt

eine Konstante C > 0, so dass gilt:

|||u− uh|||2+ ‖λ− λh‖2
− 1

2
,ΓC
≤ C|||u? − uh|||2 + 〈λ− λh, γC(ûh)n − g〉ΓC

.

(4.8)

Beweis: Für die Abschätzung in der Norm (3.14) reicht es, sich auf die

gebrochene H1-Seminorm des Fehlers zu beschränken, da

|||u− uh|||2 = |u− uh|21 +
∑
e∈E0

h

h−1
e ‖[[uh]]‖

2
0,e . (4.9)

Dafür gilt zunächst mit ϕ ∈ V :

a(u− uh, ϕ)−
∫
E0
h

[[u− uh]] : {σ(ϕ)} do

= ah(u− uh, ϕ)

= ah(u− u?, ϕ) + ah(u
? − uh, ϕ)

= 〈λh − λ, γC(ϕ)n〉ΓC
+ ah(u

? − uh, ϕ)

= a(u? − uh, ϕ)−
∫
E0
h

[[u? − uh]] : {σ(ϕ)} do+ 〈λh − λ, γC(ϕ)n〉ΓC
.

Indem wir das erste und letzte Glied dieser Gleichungskette umstellen,

erhalten wir

a(u− uh, ϕ)

= a(u? − uh, ϕ)−
∫
E0
h

[[u? − uh]] : {σ(ϕ)} do

+

∫
E0
h

[[u− uh]] : {σ(ϕ)} do+ 〈λh − λ, γC(ϕ)n〉ΓC

= a(u? − uh, ϕ) +

∫
E0
h

[[u− u?]] : {σ(ϕ)} do+ 〈λh − λ, γC(ϕ)n〉ΓC
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= a(u? − uh, ϕ) + 〈λh − λ, γC(ϕ)n〉ΓC
.

Durch Einführung der Interpolierenden ûh von uh aus Lemma 4.2 können

wir in dieser Identität ϕ = u − ûh = u − uh + uh − ûh setzen und

erhalten mit Anwendung der gebrochenen Kornschen Ungleichung nach

Umsortierung der Terme und generischen Konstanten ci > 0 mit i ∈ N:

c1 |u− uh|21
≤ a(u− uh, u− uh) +

∑
e∈Eih

h−1
e ‖[[uh]]‖

2
0,e

= a(u? − uh, u− uh) + a(u? − uh, uh − ûh) + a(u− uh, ûh − uh)

+ 〈λh − λ, γC(u− ûh)n〉ΓC
+
∑
e∈Eih

h−1
e ‖[[uh]]‖

2
0,e

≤ c2 |u− uh|1 (|u? − uh|1 + |ûh − uh|1) + c3 |u? − uh|1 |uh − ûh|1
+ 〈λ− λh, γC(ûh)n − g〉ΓC

+
∑
e∈Eih

h−1
e ‖[[uh]]‖

2
0,e

≤ ε

2
|u− uh|21 +

c2
2

2ε
(|u? − uh|1 + |ûh − uh|1)2 +

c3

2
|u? − uh|21 +

1

2
|uh − ûh|21

+ 〈λ− λh, γC(ûh)n − g〉ΓC
+
∑
e∈Eih

h−1
e ‖[[uh]]‖

2
0,e .

Daraus erhalten wir mit 0 < ε < 2c1 und der Interpolationsabschätzung

(4.7):

|u− uh|21 ≤c4 |u? − uh|21 + c5 |ûh − uh|21
+ 〈λ− λh, γC(ûh)n − g〉ΓC

+
∑
e∈Eih

h−1
e ‖[[uh]]‖

2
0,e .

≤c4 |u? − uh|21 + c6

∑
e∈Eih

h−1
e ‖[[uh]]‖

2
0,e

+ 〈λ− λh, γC(ûh)n − g〉ΓC

≤c7|||u? − uh|||2 + 〈λ− λh, γC(ûh)n − g〉ΓC

Die Behauptung folgt dann durch Lemma 4.1. �
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Für das Hilfsproblem (4.3) verwenden wir den in der Arbeit [41] angege-

benen Fehlerschätzer

|u− uh|21 ≤ C η2 (4.10)

mit

η2 :=
∑
T∈Th

h2
T η

2
T +

∑
e∈E0

h

h−1
e η2

E0
h

+
∑
e∈Eh

he η
2
Eh (4.11)

wobei C > 0 eine von h unabhängige Konstante ist und die Element-

bzw. Kantenresiduen durch

η2
T := ‖f + div σ(uh)‖2

0,T

η2
E0
h

:= ‖[[uh]]‖2
0,e

η2
Eh :=


‖λh + σn(uh)‖2

0,e , für e ⊆ ΓC

‖fN − σ(uh)n‖2
0,e , für e ⊆ ΓN

‖[[σ(uh)]]‖2
0,e , für e ∈ E ih

de�niert sind. Für die praktische Anwendung des Satzes 4.3 muss au-

ÿerdem noch der Ausdruck 〈λ − λh, γC(ûh)n − g〉ΓC
durch berechenbare

Gröÿen abgeschätzt werden. Dafür verfahren wir entsprechend der Aus-

führungen aus [75, Kapitel IV] und erhalten schlieÿlich den folgenden

Satz.

Satz 4.4. Sei (u, λ) ∈ V × Λ die Lösungen des Problems (4.1) und

(uh, λh) ∈ Vh × Λh die Lösung von (4.2). Der Fehlerschätzer sei wie in

(4.10) de�niert. Dann gibt eine Konstante C > 0, so dass gilt:

|||u− uh|||2 + ‖λ− λh‖2
− 1

2
,ΓC
≤ C(η2 + ‖(g − γC(ûh)n)+‖2

1
2
,ΓC

+ |(λh, (g − γC(ûh)n)+)0,ΓC
|)

:= Cηel.

(4.12)
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4.2 Fehlerschätzer für das elastoplastische

Kontaktproblem

In diesem Abschnitt wenden wir uns der Herleitung eines Fehlerschätzers

für das statische elastoplastische Kontaktproblem zu. Genauer betrachten

wir den ersten Zeitschritt des in (2.26) beschriebenen Problems. Gesucht

ist ein u ∈ K = {ϕ ∈ V | γC(ϕ)n − g ≤ 0 f. ü. auf ΓC} mit

apl(u;ϕ− u) ≥ 〈l, ϕ− u〉 ∀ϕ ∈ K, (4.13)

wobei wir hier auf die explizite Angabe der Zeitschritte verzichtet haben.

Weiterhin nehmen wir an, dass uns für die Abschätzung des Fehlers eine

bereits berechnete approximative Lösung uh ∈ Kh dieses Problems zur

Verfügung steht, siehe (3.12), so dass gilt

apl
h (uh, ϕh − uh) ≥ 〈l, ϕh − uh〉 ∀ϕh ∈ Kh. (4.14)

Da sich der Fehler, wie bei unstetigen Methoden üblich, im erweiter-

ten Raum V + Vh be�ndet wird die Einführung der Interpolierenden

aus Lemma 4.2 erneut grundlegend sein. Mit deren Anwendung werden

wir zunächst den Fehler in einen stetigen und einen unstetigen Anteil

aufteilen. Während wir für den unstetigen Beitrag die Interpolationsab-

schätzung aus (4.7) verwenden, gehen wir beim stetigen analog zu den

Ausführungen in [56, Abschnitt 4.1.3] vor.

Satz 4.5. Seien u bzw. uh die jeweiligen Lösungen der Probleme (4.13)

bzw. (4.14). Dann gibt es eine Konstante C > 0, so dass mit

ηpl
2
T := ‖f + divF(ε(uh))‖2

0,T

ηpl
2
E0
h

:= ‖[[uh]]‖2
0,e

ηpl
2
Eh :=

‖fN −F(ε(uh))n‖2
0,e , für e ⊆ ΓN

‖[[F(ε(uh))]]‖2
0,e , für e ∈ E ih
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gilt

|u− uh|21 ≤ Cηpl
2 := C

∑
T∈Th

h2
T ηpl

2
T +

∑
e∈E0

h

h−1
e ηpl

2
E0
h

+
∑
e∈Eh

he ηpl
2
Eh


(4.15)

Beweis: Mit Hilfe des Interpolationsoperators trennen wir zunächst den

Fehler in einen stetigen und einen unstetigen Anteil. Mit der Interpola-

tionsabschätzung (4.7) und von h unabhängigen Konstanten C > 0 gilt

demnach zunächst:

|||u− uh|||2 = |u− uh|21 +
∑
e∈E0

h

h−1
e ‖[[uh]]‖

2
0,e (4.16)

≤ |u− ûh|21 + C
∑
e∈E0

h

h−1
e ‖[[uh]]‖

2
0,e . (4.17)

Sei e = u − ûh bzw. eI die Clément-Interpolierende von e im stetigen

Finite Elemente Raum bestehend aus stückweise bi- bzw. trilinearen An-

satzfunktionen. Für die Abschätzung des ersten Summanden in (4.17)

folgen wir der Argumentation in [56, Abschnitt 4.1.3] und erhalten zu-

nächst:

(F(ε(u))−F(ε(ûh)), ε(eI))0

=〈l, eI〉 − (F(ε(ûh)), ε(eI))0 + (F(ε(u)), ε(eI − e))0 − 〈l, eI − e〉

+ (F(ε(u)), ε(e))0 − 〈l, e〉

≤ (F(ε(u)), ε(eI − e))0 − 〈l, eI − e〉

Hieraus resultiert zusammen mit der starken Monotonie und Stetigkeit

von F die folgende Ungleichungskette:

γ |u− ûh|21
≤ (F(ε(u))−F(ε(ûh)), ε(e))0

= (F(ε(u))−F(ε(ûh)), ε(e)− ε(eI))0 + (F(ε(u))−F(ε(ûh)), ε(eI))0
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≤ (F(ε(u)), ε(e− eI))0 − (F(ε(ûh)), ε(e− eI))0 + (F(ε(u)), ε(eI − e))0

− 〈l, eI − e〉

=〈l, e− eI〉 − (F(ε(ûh)), ε(e− eI))0

Durch Einschieben der unstetigen Finite Elemente Lösung uh und Aus-

nutzung der Stetigkeit von F sowie partieller Integration erhalten wir:

〈l, e− eI〉 − (F(ε(ûh)), ε(e− eI))0

=〈l, e− eI〉+ (F(ε(uh))−F(ε(ûh)), ε(e− eI))0 − (F(ε(uh)), ε(e− eI))0

≤〈l, e− eI〉+ ‖F(ε(uh))−F(ε(ûh))‖0 ‖ε(e− eI)‖0 − (F(ε(uh)), ε(e− eI))0

≤〈l, e− eI〉+ C ‖ε(uh)− ε(ûh)‖0 ‖ε(e− eI)‖0 − (F(ε(uh)), ε(e− eI))0

=〈l, e− eI〉+ C ‖ε(uh)− ε(ûh)‖0 ‖ε(e− eI)‖0 +∑
T∈Th

[
(divF(ε(uh)), e− eI)0,T +

∑
e∈∂T

(F(ε(uh)) n, e− eI)0,e

]

Man erhält nun die Behauptung durch die Fehlerabschätzungen für die

Clément-Interpolation sowie zweimaliges Anwenden der Hölderschen

Ungleichung für Summen. �

4.3 Die hybride Finite Elemente Methode

Ziel dieses Abschnitts ist es eine Möglichkeit aufzuzeigen mit der sich

die Anzahl der Freiheitsgrade bei der Verwendung von unstetigen Me-

thoden deutlich reduzieren lässt. Die Idee der simultanen Verwendung

von stetigen und unstetigen Ansatzfunktionen wird beispielsweise in den

Arbeiten [15,23,66] für die Advektion-Di�usions Gleichung bzw. Proble-

men der Poroelastizität umgesetzt um Instabilitäten in der Lösung eines

rein stetigen oder unstetigen Verfahrens vorzubeugen. In dieser Arbeit

verfolgen wir speziell im Abschnitt 5.5 das Ziel eine Auftrennung des

Finite Elemente Netzes mit Hilfe von unstetigen Ansatzfunktionen zu
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realisieren. Daher liegt es für diesen Zweck nahe, die unstetigen Elemen-

te lediglich nur an den Stellen zu verwenden, wo mit einer potentiellen

Netzauftrennung zu rechnen ist. Dies wird in unserem Fall eine hinrei-

chend groÿe Umgebung um den Kontaktrand sein. An den übrigen Stellen

werden wir nach wie vor auf stetige Ansatzfunktionen zurückgreifen. Im

Detail partitionieren wir die Zerlegung des Gebiets Th in disjunkte Teil-

mengen T cGh und T dGh . Für ein Element T ∈ Th möge also stets entweder

T ∈ T cGh oder T ∈ T dGh gelten. Der Ansatzraum für die Diskretisierung

wird mit Verweis auf (3.2) de�niert durch

V cdG
h :=

{
vh ∈ Vh | vh|T cG

h
∈ H1

(
T cGh ,Rd

)}
. (4.18)

Da bei der Verwendung von stetigen Ansatzfunktionen keine Sprünge

entstehen entfallen jene Terme in der Bi- bzw. Semilinearform und diese

reduzieren sich auf die entsprechende Form beim stetigen Ansatz. Dies

gilt auch für die in dieser Arbeit hergeleiteten Fehlerschätzer aus denen

Fehlerschätzer für stetige Ansatzfunktionen hervorgehen wie sie beispiels-

weise in der Arbeit [75] vorzu�nden sind.
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Kapitel 5

Numerische Ergebnisse

Dieses Kapitel enthält Ergebnisse von numerischen Simulationen, die die

Anwendung der theoretischen Resultate der vorherigen Kapitel illustrie-

ren. Zunächst werden wir in den Abschnitten 5.1 und 5.2 die in Kapitel

4 hergeleiteten Fehlerschätzer innerhalb eines h-adaptiven Algorithmus

in numerischen Experimenten mit sowohl bekannter als auch unbekann-

ten exakter Lösung einsetzen. Dabei stehen die jeweiligen Konvergenzge-

schwindigkeiten und der Vergleich zu einer globalen Verfeinerungsstrate-

gie im Fokus. In Abschnitt 5.3 werden weiterhin diese Aspekte bei einer

dreidimensionalen Simulation beleuchtet. Die Netzverfeinerung basiert

hier auf einer festen Anteilsstrategie mit dem Parameter von 0.7 wobei

auf eine Vergröberung von Zellen verzichtet wurde. Beiläu�g ist hier er-

wähnenswert, dass beim Einsatz von unstetigen Finiten Elementen die

Stetigkeit der Lösung an hängenden Knoten nicht erzwungen sondern auf

natürliche Weise übernommen wird. Im Abschnitt 5.4 betrachten wir ein

Beispiel für eine Variationsgleichung mit singulärer Lösung und verglei-

chen den unstetigen Ansatz mit einem hybriden. Abschlieÿend gehen wir

in Abschnitt 5.5 auf eine Vorgehensweise ein mit der sich im Rahmen von

unstetigen Methoden eine Netzauftrennung realisieren lässt.
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5.1 Ein elastisches Kontaktbeispiel

In diesem Abschnitt betrachten wir ein Beispiel für den Kontakt eines

rein elastischen Körpers mit einem starren Hindernis in zwei Dimensio-

nen mit vorgegebener exakter Lösung. Der elastische Körper sei durch

Ω = (−3, 0)× (−1, 1) sowie den Matrialparametern E = 10 für das Elas-

tizitätsmodul bzw. ν = 0.3 für die Poissonzahl beschrieben. Weiterhin

nehmen wir an, dass ein ebener Verzerrungszustand vorliegt. Auf den

Teilmengen ΓD = {−3} × [−1, 1] bzw. ΓN = (−3, 0)× {−1, 1} schreiben
wir homogene Dirichlet bzw. Neumann- Randbedingungen vor und de�-

nieren den Bereich für einen möglichen Kontakt durch ΓC = {0}×[−1, 1].

Die exakte Lösung des Problems sei durch die Abbildung

u : Ω→ R2

u1(x, y) =

−(x+ 3)2
(
y − x2

18
− 1

2

)4 (
y + x2

18
+ 1

2

)4

, für |y| ≤ x2

18
+ 1

2
,

0, sonst,

u2(x, y) =


27
π

sin
(

4π(x+3)
3

)((
y − 1

2

)3 (
y + 1

2

)4
+(

y − 1
2

)4 (
y + 1

2

)3
)
, für |y| ≤ 1

2
,

0, sonst,

mit u(x, y) = (u1(x, y), u2(x, y))> vorgegeben, aus der sich die rechte

Seite f = − div(σ(u)) und die Hindernisfunktion g mit g(y) = u1(0, y)

ergeben. Für die approximative Lösung dieses Problems wurde die SIPG-

Methode aus Abschnitt 3.1 in Zusammenhang mit der aktiven Mengen

Strategie verwendet und in der zugehörigen Bilinearform (3.4) der Wert

π = 1000 für den Strafparameter gesetzt. In Abbildung 5.1 sind die

Frobenius-Norm der Spannungen über das Gebiet sowie die Kontakt-

kräfte dargestellt. Der Graph in Abbildung 5.3 verdeutlichen, dass der

Fehlerschätzer aus Satz 4.4 sehr präzise die Ordnung des Fehlers in der

Energienorm wiedergibt. Sowohl beim Schätzer als auch beim tatsäch-

lichen Fehler besteht ein linearer Zusammenhang mit der Maschenweite

des Finite Elemente Netzes.
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5.1 Ein elastisches Kontaktbeispiel

Abbildung 5.1: Von Mises Spannung der berechneten Lösung uh mit Kon-
taktkräften nach 8 adaptiven Verfeinerungsschritten

Auch bei den entsprechenden Anteilen des Fehlerschätzers handelt es sich

um Terme höherer Ordnung, wie der Abbildung 5.4 zu entnehmen ist.
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Abbildung 5.2: E�zienzindex des Fehler-
schätzers ηel

Abbildung 5.2 verdeut-

lich, dass der tatsächli-

che Fehler vom residua-

len Fehlerschätzer stets

überschätzt wird. Nach

anfänglichen Verfeinerun-

gen bleibt das Verhältnis

dieser Gröÿen annähernd

konstant.
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Abbildung 5.3: Entwicklung des Fehlers bzw. Fehlerschätzers
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Abbildung 5.4: Anteile des Fehlerschätzers auf dem Kontaktrand
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5.2 Elastoplastischer Kontakt auf dem L-Gebiet

5.2 Elastoplastischer Kontakt auf dem

L-Gebiet

In diesem Abschnitt untersuchen wir das Verhalten des Fehlerschät-

zers aus Satz 4.5 bei einem Kontaktproblem auf dem L-Gebiet Ω :=

(−1, 1)2 \ (−1, 0)× (0, 1). Auf dem Dirichlet-Rand ΓD := {−1} × [−1, 0]

sei der Körper fest eingespannt und das Teilstück des Randes, das für

einen möglichen Kontakt in Frage kommt, sei ΓC := {1} × [−1, 1]. Alle

übrigen Teile des Randes werden als freie Neumann-Ränder de�niert und

es werden keine Volumenkräfte angewendet. Wir wählen beim Körper ein

Elastizitätsmodul von E = 50 und die Poisson-Zahl ν = 0.33 und set-

zen weiterhin die Flieÿgrenze σ0 = 0.17 und den Verfestigungsparameter

γiso = 0.01. Als Hindernis führen wir die Kugel mit Mittelpunkt (1.48, 0)

und Radius R = 0.5 ein. Die diskrete Lösung wird durch die IIPG Metho-

de mit einem Strafparameter von π = 5000 berechnet. Obwohl uns die

kontinuierliche Lösung dieses Problems nicht zur Verfügung steht, lässt

sich aus der Theorie der partiellen Di�erentialgleichungen ableiten, dass

ein singuläres Verhalten in der einspringenden Ecke bzw. an den Über-

gängen der Randbedingungen eintritt. Dementsprechend wird das Finite

Elemente Netz im adaptiven Algorithmus in diesen Bereichen, sowie in

der Umgebung der Kontaktzone stark verfeinert, siehe Abbildung 5.5(a).

In Abbildung 5.5(b) sind die entsprechenden Kontaktkräfte dargestellt.

Abgesehen von der symmetrischen Verteilung, die auf die Symmetrie des

Hindernisses zurückzuführen ist, lassen sich auch leicht negative Werte

am Rand des Kontaktbereichs feststellen. Grund dafür ist die Darstellung

der Kräfte in den biorthogonalen Basisfunktionen, in denen auch bei stets

positiven Koe�zienten durchaus negative Werte auftreten können. Die-

se Artefakte treten allerdings nur in Zonen auf in denen ohnehin kleine

Kräfte wirken und nehmen auch mit zunehmender Verfeinerung des Net-

zes an diesen Stellen ab. Abbildung 5.6 zeigt die Werte des Fehlerschät-

zers in Abhängigkeit von der Anzahl der Freiheitsgrade im System. Die

dazugehörigen Konvergenzordnungen sind in Tabelle 5.1 wiedergegeben.
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(a) Adaptiv verfeinertes Netz nach
9 Verfeinerungsschritten

(b) Kontaktkräfte in Mortarbasis

Abbildung 5.5: Finite Elemente Netz und Kontaktkräfte im L-Gebiet

uniform adaptiv

1 0.47 0.62

2 0.27 0.48

3 0.67 1.14

4 0.82 1.21

5 0.79 1.09

6 - 1.06

7 - 1.07

8 - 1.00

9 - 1.06

Tabelle 5.1: Konvergenzraten
nach entsprechend
vielen Verfeinerungs-
schritten

Die geringe Regularität der Lösung

führt dazu, dass bei uniformer Ver-

feinerung nicht die optimalen Kon-

vergenzraten erreicht werden. Dies ist

erst beim adaptiven Algorithmus der

Fall bei dem sich linear mit der Ma-

schenweite des Netzes abnehmende

Fehlerwerte einstellen.
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Abbildung 5.6: Auswertung des Fehlerschätzers bei adaptiver bzw. uni-
former Verfeinerung
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5.3 Elastoplastischer Kontakt in drei

Dimensionen

Anders als in den bisherigen Beispielen betrachten wir in diesem Ab-

schnitt eine Kontaktsituation im dreidimensionalen Raum. Bei dem Hin-

dernis handelt es sich um eine Annäherung an die Schneide eines Bohrers

welche in den Ingenieurwissenschaften üblicherweise verwendet wird. Die-

ser besteht zunächst aus einer Verrundung in Form eines Zylinders im

vordersten Teil der Schneide welcher im sog. Spanwinkel nach oben bzw.

dem Freiwinkel nach unten stetig di�erenzierbar durch Ebenen fortge-

setzt wird. Beide Winkel wurden in der Simulation mit 11 Grad festge-

setzt. Dieses Hindernis wird nun bis zu einer Tiefe von 0.03 Einheiten in

einen quaderförmigen Körper Ω = (0, 3)× (−1, 1)2 mit ΓC = {3}× [0, 1]2

und ΓD = {0} × [0, 1]2 ∪ [0, 3] × {−1} × [−1, 1] eingedrückt. Beim Kör-

per wählen wir ein Elastizitätsmodul von E = 70 und die Poisson-Zahl

ν = 0.33 und setzen weiterhin die Flieÿgrenze σ0 = 0.17 und den Verfesti-

gungsparameter γiso = 0.01. Die Kontaktsituation sowie die Verschiebun-

Abbildung 5.7: Verschiebungen des Körpers in Kontaktrichtung

gen der Materialpunkte des Körpers und die herrschenden Kontaktkräfte

am Kontaktrand sind in den Abbildungen 5.7 und 5.8 dargestellt. Im

Gegensatz zum letzten Beispiel wurden die Kontaktkräfte in den Stan-

dardbasen für trilineare Ansatzfunktionen abgebildet.
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5.3 Elastoplastischer Kontakt in drei Dimensionen

Abbildung 5.8: Darstellung der Kontaktkräfte
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Abbildung 5.9: Entwicklung des Fehlers bzw. Fehlerschätzers

Bei der Auswertung des Fehlerschätzers ηpl aus Abschnitt 4.2 beobachten

wir die h1-Konvergenzordnung erst nach mehreren adaptiven Verfeine-

rungsschritten während sie hingegen bei uniformer Verfeinerungsstrategie

in etwa nur eine h
1
2 Ordnung erreichen.
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5.4 Beispiel zur hybriden FEM

Als ein konkretes Beispiel zur Illustration der simultanen Verwen-

dung von stetigen und unstetigen Ansatzfunktionen betrachten wir die

Poisson-Gleichung

−4u = 0 in Ω (5.1)

u = u? auf ∂Ω (5.2)

auf dem Schlitzgebiet Ω = (−1, 1)2 mit einem Schlitz entlang der geraden

Strecke zwischen den Punkten (0, 0) und (0,−1). Die exakte Lösung des

Problems sei in Polarkoordinaten durch

u?(r, ϕ) = r
1
2 · sin

(ϕ
2

)
(5.3)

vorgegeben. In Abbildung 5.10 ist die berechnete Lösung nach 22 adapti-

ven Verfeinerungen dargestellt wobei T dGh hier aus den Viereckselementen

besteht, dessen Mittelpunkte innerhalb des Kreises {r2 < 0.25} liegen.
Für die feste Anteilsstrategie wurde hier jedoch der Parameter 0.3 ver-

wendet.

Abbildung 5.10: Wahl von stetigen (blau) und unstetigen (rot) Ansatz-
funktionen
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5.4 Beispiel zur hybriden FEM

Die Grundlage für den adaptiven Algorithmus bildet dabei der Fehler-

schätzer aus der Arbeit [53], mit dem eine zunehmende Au�ösung des

Gebiets um die Singularität der Lösung im Punkt (0, 0) erreicht wird.

Betrachten wir die Entwicklung des Fehlers in der Energienorm so lässt

sich eine Reduktion in der Ordnung h1 beim adaptiven und h0.5 beim uni-

former Verfeinerung feststellen. Der Vergleich zwischen den Fehlerwerten

des vollständig unstetigen mit dem des hybriden Ansatzes verdeutlicht,

dass beim hybriden Ansatz eine Reduktion um einen nahezu konstanten

Faktor erzielt wird.

101 102 103 104 105
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|||u
−
u
h
|||

unstetig adaptiv

unstetig uniform

stetig-unstetig adaptiv

stetig-unstetig uniform

O(h)

O(h0.5)

Abbildung 5.11: Auswertung des Fehlers bei adaptiver bzw. uniformer
Verfeinerung in der Energienorm
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5.5 Netzauftrennung mit unstetigen

Elementen

In diesem Abschnitt stellen wir eine Möglichkeit vor mit der die erhöh-

te Anzahl von Freiheitsgraden bei unstetigen Ansatzfunktionen ausge-

nutzt werden kann um eine Auftrennung des Finite Elemente Netzes

zu ermöglichen. Diese für Span- bzw. Rissbildungssimulationen durch-

aus wünschenswerte Option ist bei der Verwendung von stetigen Ansatz-

funktionen eher mit Schwierigkeiten wie einer Kantenverdopplung oder

sogar einer Neuvernetzung des Gebiets verbunden. Durch die Verwen-

dung von unstetigen Elementen können wir diese Umstände umgehen

und die Netzauftrennung mit den bereits gegebenen Mitteln in die Si-

mulation integrieren. Zur Illustration greifen wir erneut die Hindernis-

funktion aus Abschnitt 5.3 (Freiwinkel = 11◦, Spanwinkel = 30◦) in zwei

Raumdimensionen auf und betrachten (als grobe Näherung) das quasi-

statische Kontaktproblem mit Ω = (−3, 3)× (−1, 1), ΓC = {3} × [−1, 1]

und ΓD = {−3} × [−1, 1] ∪ [−3, 3]× {−1}. Die Materialparameter seien

wieder wie in Abschnitt 5.3 gewählt. Während das Hindernis in jedem

Zeitschritt um 0.005 Einheiten nach links gedrückt wird ist zunächst die

zu ö�nende Kante des Netzes zu kennzeichnen. In diesem Anwendungs-

fall kommt als Grund für die Auftrennung des Materials lediglich der

Kontakt mit dem Hindernis in Frage. In Folge dessen wählen wir als Kri-

terium den Abstand der in Frage kommenden Kanten1 zum vordersten

Punkt des Hindernisses. Sobald dieser Abstand einen vorgegebenen Wert,

in dem Fall 0.1 Einheiten, unterschreitet werden sämtliche diese Kanten

betre�enden Terme in der Semilinearform (3.10) und somit insbesondere

auch der Strafparameter π auf 0 gesetzt. Diese Kanten werden bei der

darauf folgenden Assemblierung der Stei�gkeitsmatrix und rechten Seite

so behandelt als wären sie Teil des Kontaktrandes und die ihren Eck-

punkten zugeordneten Freiheitsgrade gemäÿ der aktiven Mengen Strate-

gie bei Bedarf auf den oberen oder den unteren Rand des Hindernisses

1Das sind die horizontalen Kanten derjenigen Elemente, die unmittelbar am Kon-
taktrand liegen.
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5.5 Netzauftrennung mit unstetigen Elementen

gesetzt. In gewissem Sinne kann diese Simulation somit als eine Folge

von Kontaktproblemen mit einem sich in jedem Zeitschritt ändernden

Schlitzgebiet betrachtet werden. In den Abbildungen ist eine deutliche

(a) Zeitschritt 148 (b) Zeitschritt 150

(c) Zeitschritt 156 (d) Zeitschritt 165

Abbildung 5.12: Verschiedene Zeitschritte bei der Netzauftrennung

Verletzung der Nicht-Durchdringungsbedingung zu sehen. Das ist darauf

zurückzuführen, dass diese im Diskreten nur an den Eckpunkten des Ele-

mentes gefordert wird. Es ist davon auszugehen, dass diese E�ekte mit

weiterer Verfeinerung vernachlässigbar klein werden.
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Kapitel 6

Fazit und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit haben wir uns mit der numerischen Behand-

lung von Kontaktproblemen mittels unstetiger Galerkin-Methoden mit

besonderem Fokus auf Fehlerkontrolle und Netzadaptivität beschäftigt.

Es wurden dabei sowohl rein elastisches als auch elastoplastisches Mate-

rialverhalten mit linearer isotroper Verfestigung in einem quasistatischen

Modell in Betracht gezogen. Nach einer kurzen Einführung der zugrunde

liegenden kontinuierlichen Probleme haben wir zwei mögliche Ansätze

zur Diskretisierung mit unstetigen Ansatzfunktionen angegeben und de-

ren Eigenschaften diskutiert. Die dazugehörigen Finiten Elemente Räume

sind keinesfalls in den Räumen enthalten, in denen die kontinuierlichen

Variationsungleichungen gestellt sind, was die Einführung von zusätzli-

chen Termen in der Bi- bzw. Semilinearform erforderlich macht. Dazu

zählt insbesondere die geeignete Wahl eines Parameters zur Bestrafung

von allzu groÿen Sprüngen in der Lösungsfunktion dessen konkreter Wert

in der Literatur häu�g nur auf Heuristiken basiert. Die gröÿte Hürde bei

unstetigen Methoden bilden jedoch die rasant mit der Feinheit des Net-

zes wachsende Anzahl von Freiheitsgraden im System, die die Bestim-

mung der approximativen Lösung rechen- und damit auch zeitintensiv

machen. Um eine dem Aufwand angemessene Fehlerreduktion gewähr-

leisten zu können haben wir residuale Fehlerschätzer hergeleitet und für

eine adaptive Verfeinerung des Finite Elemente Netzes verwendet. Im

Zentrum stand dabei ein Interpolationsoperator mit bekannten Fehler-

abschätzungen, welcher eine unstetige Funktion des diskreten Raumes
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auf eine stetige Funktion abbildet. Im elastischen Fall konnten wir mit-

tels eines Hilfsproblems, bei dem die Kontaktkräfte als bekannt voraus-

gesetzt werden, eine Verbindung zu bereits existierenden Fehlerschätzern

aus dem Kontext von Variationsgleichungen herstellen und diese somit

für den Einsatz heranziehen. Beim elastoplastischen Fall wurde haupt-

sächlich die starke Monotonie der nichtlinearen Abbildung für die Span-

nungen benötigt. Durch einige anwendungsnahe Testbeispiele sind wir

auch in Lage gewesen die theoretisch zu erwartenden Fehlerordnungen

explizit zu beobachten. In der Tat lieÿen sich die durch die erhöhte An-

zahl der Freiheitsgrade gewonnene Flexibilität des Verfahrens weiterhin

für zusätzliche Anwendungsfälle ausnutzen. Indem wir Bestrafung von

unstetigen Stellen der Lösungen auf ausgewählten Kanten des Netzes

aufgehoben haben lieÿ sich dort eine Netzauftrennung bewerkstelligen,

was eine Spanbildungssimulation ermöglicht hat. Das für die Auswahl der

Kanten verwendete Kriterium basierte zwar zunächst auf rein geometri-

schen Gegebenheiten, jedoch sind andere Kennzeichen, wie beispielsweise

zahlreich verfügbare Schädigungsmodelle, denkbar, vgl. [63]. Auch ande-

re Stellen dieser Arbeit bieten Ansatzpunkte zur Erweiterung und Ver-

besserung. Aus Sicht der Modellierung sind hierbei an erster Stelle die

Auswirkungen der Reibung bzw. die damit einhergehenden thermome-

chanischen E�ekte über eine Kopplung mit der Wärmeleitungsgleichung

zu erwähnen. Diese Aspekte müssten im Materialmodell ein�ieÿen und

letztendlich zu Simulationsergebnissen führen, die den Beobachtungen im

Experiment weitaus besser entsprechen. Eine weitere Grundlage für Er-

weiterungen bietet sich in der Anwendung von höheren Polynomgradan-

sätzen an mit denen deutlich schnellere Konvergenzen erreicht werden

können. Aufgrund des Verzicht auf Stetigkeit der Ansatzfunktionen sind

bei unstetigen Galerkin-Methoden alle lokalen Berechnungen auf den Zel-

len vollständig unabhängig voneinander. Dies erlaubt es fast ohne Auf-

wand den Grad der lokalen polynomialen Funktionen zu erhöhen. Die

Schwierigkeit besteht somit nur noch in der sinnvollen Lokalisierung von

Stellen, wo solch ein Verfahren lohnenswert ist. Auch im Gebiet der Feh-

lerschätzer ist man in der Regel bei der Anwendung nicht am Fehlermaÿ
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Kapitel 6 Fazit und Ausblick

in der Energienorm sondern vielmehr an problemspezi�sche Funktionalen

interessiert. Der Zugang hierzu ist über die sog. zielorientierten Fehler-

schätzer gegeben bei denen die Güte der Lösung anhand des Werts eines

vorgegebenen Zielfunktionals gemessen wird. Die Herausforderung dabei

besteht in der Regel darin unter angemessenem Aufwand eine Lösung des

dem Zielfunktional entsprechenden dualen Problems zu �nden.
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