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,.Ich habe nur die eine Halfte genommen* —
Verstehensprozesse zur Achsensymmetrie

Symmetrie ist ein Konzept, das die gesamte Mathematik und alle Schulstu-
fen durchdringt und entsprechend als fundamentale Idee gesehen wird (Win-
ter, 1976). Der Blick in die Lehrpldne und Bildungsstandards zeigt, dass
Achsensymmetrie die zentrale Symmetrie in der Grundschule ist. Schi-
ler*innen sollen achsensymmetrische Figuren herstellen und ebene Figuren
auf Eigenschaften der Achsensymmetrie tberpriifen. Im Rahmen einer fach-
didaktischen Entwicklungsstudie wird das inhaltliche Verstandnis zur Ach-
sensymmetrie und die VVorgehensweisen beim Herstellen und Erkennen ach-
sensymmetrischer Figuren in selbst entwickelten, substantiellen Lernumge-
bungen erforscht.

Charakterisierende Eigenschaft von achsensymmetrischen Figuren ist mit
Ruckgriff auf den Kongruenzbegriff, dass sie sich durch eine Gerade in zwei
zueinander kongruente Teilfiguren unterschiedlicher Orientierung zerlegen
lassen (Schmidt-Thieme & Weigand, 2018). Mit dem Begriff der Abbildung
als Grundlage gilt eine Figur als achsensymmetrisch, wenn es eine Achsen-
spiegelung gibt, die die Figur als Ganzes auf sich abbildet. Achsensymmet-
rische Figuren sind demnach invariant gegenliber Achsenspiegelungen
(Schmidt-Thieme & Weigand, 2018). Hinsichtlich der Entstehung ist festzu-
halten, dass sich achsensymmetrische Figuren durch Achsenspiegelung er-
zeugen lassen. Aus jeder Ausgangsfigur (Urbild) kann, wenn Urbild und
Spiegelbild vereinigt werden, eine achsensymmetrische Figur erzeugt wer-
den. Die Achsensymmetrie als Eigenschaft einer Figur steht daher in enger
Verbindung mit der Achsenspiegelung als Kongruenzabbildung.

Forschungsstand und -desiderat

Grundschiler*innen identifizieren achsensymmetrische Figuren hiufig dann
als achsensymmetrisch, wenn sie eine vertikal ausgerichtete Symmetrie-
achse haben und seltener bei einer diagonalen Ausrichtung der Achse (Go6tz
et al., 2020). Zudem werden beim Einzeichnen diagonale Achsen haufiger
vergessen als vertikale oder horizontale Achsen. Einfluss auf das Erkennen
von Achsensymmetrie hat auch die Art der Symmetrieabbildung einer Figur.
Achsensymmetrie wird seltener erkannt, wenn die Figur mehrere Symmet-
rieabbildungen hat. Rein punktsymmetrische Figuren oder Schubfiguren
werden von Schiler*innen zudem félschlicherweise oft als achsensymmet-
risch identifiziert. Als Grund fir die Verwechselung mit Achsensymmetrie
wird die Existenz von zwei kongruenten Teilfiguren gesehen (Go6tz et al.,
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2020). Wesentlichen Einfluss auf das korrekte Durchfiihren von Achsenspie-
gelungen nimmt die Lage der Achse, die Lage der Figur zur Achse, die Kom-
plexitat der Figur und die Art des Untergrunds (Kichemann, 1981). Spiege-
lungen an vertikalen Achsen sind leichter als an diagonalen Achsen, was in
der Umsetzung dazu fihrt, dass Schuler*innen diagonale Achsen haufig ig-
norieren und stattdessen an einer gedanklich vorgestellten vertikalen Achse
spiegeln (Ho & Logan, 2013). Die Forscher*innen sehen als Ursache fir die-
sen haufigen Fehler, dass oftmals nur gleiche prototypische Beispiele und
vor allem Ausrichtungen von Achsen, besonders die vertikale Ausrichtung,
im Unterricht und den Schulblchern verwendet werden. Sie argumentieren,
dass die Lernenden unter dieser Verwendung kein umféangliches Verstandnis
von Achsensymmetrie aufbauen kénnen.

Es l&asst sich zusammenfassen, dass die Ausrichtung der Achse sowohl beim
Erkennen von Achsensymmetrie als Eigenschaft einer Figur als auch beim
Durchfiihren von Achsenspiegelungen Einfluss nimmt. Wahrend Erkennt-
nisse zu Figuren- bzw. Aufgabenmerkmalen, Losungshédufigkeiten und typi-
schen Fehlern aus verschiedenen Testsituationen vorliegen, ist noch wenig
Uber Lern- und Erkenntnisprozesse von Schiler*innen beim Erwerb eines
Verstandnisses von Achsensymmetrie bekannt.

Forschungsdesign

Im Rahmen des Forschungsprojekts entsprechend der fachdidaktischen Ent-
wicklungsforschung wird auf konstruktiver Ebene der Frage nachgegangen,
wie Lernumgebungen gestaltet sein kdnnen, die ein inhaltliches Verstandnis
von Achsensymmetrie bei Grundschiler*innen anregen und auf rekonstruk-
tiver Ebene, wodurch sich ein Verstandnis von Achsensymmetrie bei der Ar-
beit der Schiler*innen an den Lernumgebungen charakterisieren lasst. Dazu
werden die konzipierten Lernumgebungen als Design-Experimente mit
Schulklassen des zweiten und dritten Schuljahres im Lehr-Lern-Labor ,Zah-
lenRaum* der Universitat Paderborn durchgefiihrt. Analysiert werden die
Verstehensprozesse der Schiler*innen mit Mitteln der interpretativen Unter-
richtsforschung und einer epistemologisch orientierten Analyse.

Einblick — in die Konstruktion der Lernumgebung

Die Lernumgebungen wurden unter Nutzen der nattirlichen Differenzierung
fir inklusive Klassen konzipiert. Durch eine hohe Handlungsorientierung
bietet die Lernumgebung eine niedrige Zugangsschwelle und durch die Ge-
staltung von individuellen und gemeinsamen Phasen erhalten die Schi-
ler*innen die Mdglichkeit selbststandig auf verschiedenen Niveaus Entde-
ckungen zu machen, aber auch gemeinsam Zusammenhange zu erkunden
und unterschiedliche Vorstellungen zur Achsensymmetrie auszuhandeln.
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Die Lernumgebung ,,Dreiecke spiegeln® teilt sich in zwei Etappen — dem
Herstellen und dem Untersuchen achsensymmetrischer Figuren (Spiegel et
al., 2005). Zuné&chst stellen die Schiler*innen aus rechtwinkligen Dreiecken
Figuren her, erzeugen durch Spiegelung dieser Urbilder achsensymmetri-
sche Figuren und dokumentieren diese. Die Figuren werden gemeinsam auf
einem Plakat geordnet, wodurch eine gegenseitige Korrektur angeregt wird
und gleichzeitig die Eigenschaften der Figuren deutlich werden sollen. Der
Schwerpunkt liegt somit zundchst auf der Achsenspiegelung und der Verei-
nigung von Urbild und Spiegelbild zu einer Figur und wechselt dann zum
Untersuchen achsensymmetrischer Figuren. Anschlielend werden Figuren,
bestehend aus rechtwinkligen Dreiecken und variierend in der Ausrichtung
der Symmetrieachse dahingehend untersucht, ob sie aus einem gleichen Ur-
bild entstanden sein kdnnten.

Einblick — in die Rekonstruktion am Fallbeispiel Philipp

Philipp hat im Rahmen der ersten Aktivitat der Lernumgebung folgende Fi-
gur (Abb. 1) hergestellt.
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Abb. 1: Gelegte und aufgeklebte Figur von Philipp (original und rekonstruiert)

11 L Also hast du so gespiegelt, richtig? (dreht den Zettel 90° im Uhrzeigersinn
und stellt den Spiegel horizontal zur Tischkante auf die Figur)

12 P Nein, das hier hinten das war weg (zeigt auf den Teil der Figur hinter dem
Spiegel) Ich hab nur die eine Halfte genommen und dann da hingemacht.

13 L Also (..) willst du das nochmal hinlegen, wie du das meinst?

14 P Ahm (nimmt nacheinander abwechselnd ein blaues und ein griines Holzdrei-
eck und legt seine Figur auf dem Zettel mit den Holzdreiecken nach; siehe
Nummerierung) Und dann habe ich diese Halfte genommen (halbiert die
Figur aus Holzdreiecken senkrecht zur Tischkante) und hab die hier hinge-
macht (schiebt den Teil (2,3,6) so vor den Spiegel, dass die Seite, an der die
Figur geteilt wurde, den Spiegel berihrt)

Philipp erldutert, seine Figur nicht aus einem Urbild durch Spiegelung er-
stellt, sondern die Figur gelegt und dann in zwei Halften geteilt zu haben.
Das Teilen in Halften weist auf ein Verstandnis von Achsensymmetrie im
Sinne des Kongruenzbegriffs hin: die Figur wird in zwei deckungsgleiche
Figuren zerlegt. Seine aus den Dreiecken gelegte Figur ist, berlcksichtigt
man nur die Form, achsensymmetrisch, die Farben der Dreiecke sind aller-
dings entgegensetzt angeordnet, sodass die Figur gemal3 des Arbeitsauftrags
nicht als achsensymmetrisch angesehen werden kann. Beim Nachlegen zeigt
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sich, dass Philipp jeweils zwischen griinen und blauen Dreiecken und der
rechten und linken Halfte der Figur abwechselt (s. Nummerierung), wodurch
die Figur den Charakter eines regelméiiigen Musters erhélt. Die Regelmé-
Rigkeit der Farben scheint fur ihn ggf. im Sinne des &sthetischen Aspekts
(Winter, 1976) bedeutsam zu sein, im Gegensatz zur gleichen Farbigkeit der
Dreiecke auf gegentiberliegenden Seiten der Symmetrieachse, die er im wei-
teren Gesprach explizit als irrelevant benennt. Fir Philipp scheinen somit die
Zerlegbarkeit in zwei gleiche Figuren und die Entstehung eines regelmaRi-
gen Musters die entscheidenden Referenzen zu sein.

Fazit und Ausblick

Das Fallbeispiel zeigt, dass Kinder beim Herstellen von (achsensymmetri-
schen) Figuren unterschiedliche Referenzen fokussieren und z. T. andere
Vorgehensweisen zu beobachten sind als urspringlich mit dem Arbeitsauf-
trag der Lernumgebung intendiert wurde. Die Lernumgebung erweist sich
als reichhaltig, um verschiedene Referenzen und VVorgehensweisen zu zeigen
und diese im Zuge des gemeinsamen Sortierens, Beschreibens oder der Pra-
sentation in der Klasse mitanderen zu teilen und in ihrer Bedeutung zu einem
gemeinsamen Verstdndnis auszuhandeln. Im ndchsten Forschungszyklus
sollen weitere VVorgehensweisen beschrieben und herausgearbeitet werden,
welche Referenzen, neben der Orientierung an einem regelmaRigen Muster
oder das Teilen in zwei Halften, zur Charakterisierung von achsensymmet-
rischen und nicht achsensymmetrischen Figuren von Schuler*innen heran-
gezogen werden.
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