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Wie kann man formales Beweisen férdern? Entwicklungs-
forschung zu Lehr-Lern-Arrangements in der Sekundarstufe

Das Erlernen des formalen Beweisens kann fiir die Lernenden bedeutsam
sein, u.a. um einen Zugang zu mathematischen Wissen allgemein zu erhalten
(Hanna & Barbeau, 2008), auch wenn formales Beweisen, hier ist das Her-
leiten mathematischer Satze in deduktiven Schritten gemeint, nur eine Art
des Begrundens im Mathematikunterricht ist. Obwohl viele Studien die Her-
ausforderungen beim Beweisen beschreiben (z.B. Harel & Sowder, 1998),
gibt es nur wenig konkrete Unterrichtsansatze fir die Sekundarstufen, die
Lernende dabei unterstuitzen, die Herausforderungen zu bewaéltigen. Nach
Stylianides et al. (2017) sollten die bendétigten Unterrichtsansatze zum Be-
weisenlernen auf beweisspezifische Designprinzipien aufbauen und in kon-
kreten Lehr-Lern-Arrangements realisiert werden. Im Folgenden werden
Ansatze fur die Entwicklung von Lehr-Lern-Arrangements zum Beweisen
dargestellt.

Lerngegenstand ,Formales Beweisen‘ als Grundlage fur Designs

In der Fachdidaktischen Entwicklungsforschung wird der Lerngegenstand
sukzessive mit Hilfe von Designexperimenten und der Analyse von Lehr-
Lern-Prozessen weiter spezifiziert (und strukturiert, hier nicht dargestellt),
um darauf aufbauend diese gezielt mit Lehr-Lern-Arrangements adressieren
zu kénnen (HufRmann & Prediger, 2016). Als wichtige Teile des Lerngegen-
standes Formales Beweisen wird in der Literatur haufig beschrieben: Beweis
als Produkt (Beweistext) vs. Beweis als Prozess (Beweisaktivitaten wie Ver-
muten) bzw. der mathematische Inhalt und die dahinterliegende logische
Struktur. Zu diesen Teilen des Lerngegenstandes werden insbesondere fol-
gende Herausforderungen beschrieben wie die Implizitheit des Lerngegen-
standes, der Ubergang vom Miindlichen zum Schriftlichen und herausfor-
dende Tatigkeiten fur die es besonderer Lerngelegenheiten bedarf (z.B. Sty-
lianides et al., 2017).

Designprinzipien fir Lehr-Lern-Arrangements zum Beweisen

Die Entwicklung eines Lehr-Lern-Arrangements sollte auf Grundlage von
Designprinzipien entwickelt werden, welche Leitlinien sind, die Empirie-
oder Literatur-gestutzte intendierte Wirkungen haben (van den Akker,
1999). Designprinzipien sind dabei immer eng auf den Lerngegenstand be-
zogen. Designelemente sind dann die konkreten Teile des Lehr-Lehr-Arran-
gements in denen die Designprinzipien konkret umgesetzt werden. Die kon-
kreten Designentscheidungen sind dabei jedoch auch immer ein kreativer
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Akt (diSessa & Cobb, 2004). Im Folgenden werden einige tbergeordnete
Designprinzipien aus dem Lerngegenstand formales Beweisen abgeleitet,
die die unterschiedlichen Teile des spezifizierten Lerngegenstandes vom Be-
weisen adressieren: Unter dem Designprinzip Explikation des Beweises wer-
den Inhalt und Logik wahrnehmbar gemacht, da diese oft implizit sind. Unter
dem Designprinzip Einfordern des Beweisens werden die herausfordenenden
Tatigkeiten vom Prozess bis zum Produkt eingefordert, um Lerngelegenhei-
ten zu schaffen. Unter dem Designprinzip Scaffolding der Beweistatigkeiten
werden Unterstiitzungen verstanden, die beim herausfordenden Beweisen
helfen solllen, solange es notig ist.

Vergleich von zwei Lehr-Lern-Arrangements

Im Folgenden werden exemplarisch zwei Lehr-Lern-Arrangements grob
skizziert, die im Rahmen von Entwicklungsforschungsstudien aufzeigen,
wie man auf Grundlage der Spezifizierung des Lerngegenstandes des Bewei-
sens Designprinzipien ableiten und Lehr-Lern-Arrangements gestalten kann.

Beispiel 1: Proof Without Words

Im Ansatz Proof Without Words (Nelsen, 1993) werden ausschlieRlich Bil-
der vorgegeben, anhand derer Beweise gefuhrt werden. In dem Entwick-
lungsforschungsprojekt von Marco et al. (2022) versuchen die Autoren die
Herausforderungen vom Proof Without Words wie die fehlende Begrindun-
gen und das Ausdricken genereller Begriindungen durch ein gezieltes De-
sign des Lehr-Lern-Arrangements zu verbessern. Dafiir lassen Marco et al.
(2022) bewusst Informationen weg, damit ein*e Leser*in fehlende Aspekte
erganzt bzw. ein Beweisbedrfnis hat und dadurch mehr Begriindungen evo-
ziert werden. Der Ansatz ist vor allem auf die inhaltlichen Aspekte fokus-
siert. Auf dieser Grundlage leiten sie die folgenden vorlaufigen Designprin-
zipien ab (nicht alle Designelemente werden im Artikel beschrieben): 1.)
Entdeckbarkeit der Beweisidee, 2.) Unterscheidbarkeit der VVoraussetzungen
des zu beweisenden Satzes, 3.) Sichtbarkeit der Konstruktion (beschriebenes
Designelement u.a. Pfeile), 4.) Verheimlichung der Eigenschaften der Figur
(Designelement: fehlende Informationen wie rechte Winkel, die zum Bewei-
sen anregen sollen), 5. Explikation der menschlichen Handlung (Designele-
ment: Icon einer Hand) hinter einer Zeichnung, damit der Beweis nicht so
fremd und abstrakt wirkt. In der Studie von Marco et al. (2022) begriinden
die Lernenden der Sekundarstufe mehr, wenn es inhaltliche Licken gibt, in-
dem sie diese fillen. Dies fiihren Marco et al. (2022) darauf zuriick, dass die
fehlenden Informationen die Lernenden verunsichern, was die Lernenden
Uberwinden, indem sie selbst tiberlegen, welche Informationen noch aus den
Voraussetzungen abgeleitet werden kénnen.
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Beispiel 2: ,,Mathematisch Begriinden* mit Sprache und Graphiken

In dem Projekt von Hein (2021) wird der Lerngegenstand Logische Struktu-
ren beim Beweisen und ihre Verbalisierung adressiert, der sowohl als Pro-
zess und Produkt verstanden wird, jeweils mit den logischen Strukturen im
Blick, die oft unsichtbar sind. Damit werden die gegenstandspezifische De-
signprinzipien abgeleitet (Hein, 2021, S. 103ff.): 1.) Sprachliche und gra-
phische Explikation logischer Strukturen (Designelemente: explizite Spra-
che und Graphiken, die die logischen Strukturen explizieren, u.a. wird der
Fokus auch auf die Voraussetzungen gelenkt), 2.) Sprachliche und graphi-
sche interaktive Anregung strukturbezogener Beweisaktivitaten (Designele-
mente: Beweis- und Sprachaufgaben, Graphiken, die ausgefiillt werden mus-
sen), 3.) Sprachliches und graphisches Scaffolding strukturbezogener Be-
weisaktivitaten (Designelemente: Sprachangebote und Graphiken). Auf
diese Weise werden in diesem Design Sprache und Graphiken eng miteinan-
der verkntpft, um den herausfordernden Lerngegenstand zu adressieren (s.
a.: Hein & Prediger, eingereicht).

Gemeinsamkeiten und Unterschiede der Designprinzipien

Im Vergleich der beiden Beispiele, die sehr unterschiedlich sind — Marco et
al. (2022) adressieren mehr den Inhalt, Hein (2021) adressiert mehr die logi-
schen Strukturen — werden unterschiedliche Designprinzipien beschrieben,
die jedoch den vom tibergeordneten Lerngegenstand formales Beweisen zu-
geordnet werden kdnnen, wie im Folgenden aufgelistet wird: Explikation des
Beweises (Entdeckbarkeit der Beweisidee; Unterscheidbarkeit der VVoraus-
setzungen, vs. Sprachliche und graphische Explikation logischer Struktu-
ren); Einfordern der Beweistatigkeiten (Verheimlichung der Eigenschaften
der Figur vs. Beweis-und Sprachaufgaben bzw. Graphiken zum Ausfillen)
und Scaffolding der Beweistatigkeiten (Sichtbarkeit der Konstruktion vs.
Sprachangebote und Graphiken). Die Zuordnung zu den tibergeordneten De-
signprinzipien Explikation und Scaffolding ist flieBend, da einige Design-
prinzipien sowohl beim Wahrnehmen als auch beim Ausfiihren eigener Ta-
tigkeiten helfen kdnnten. Explikation ist beim Beweisen aufgrund der Impli-
zitheit des Lerngegenstandes jedoch neben dem Scaffolding von Tétigkeiten
auRerst wichtig, damit der Lerngegenstand tiberhaupt wahrgenommen wird.
Beim Vergleich der ausdifferenzierten Designprinzipien in den tbergeord-
neten Designprinzipien werden Gemeinsamkeiten deutlich, die beim Lern-
gegenstand adressiert werden: Beim tbergeordneten Designprinzip Explika-
tion werden beispielsweise in beiden Projekten die Bedeutung der VVoraus-
setzungen betont, die im ersten Projekt inhaltlich durch Unterscheidbarkeit
der Voraussetzungen vorliegt und im zweiten Projekt durch logische Tren-
nung von Voraussetzung und Schlussfolgerung in den Graphiken.
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Fazit

Der Vergleich der beiden exemplarischen Designs von Lehr-Lern-Arrange-
ments (Hein, 2021; Marco et al., 2022) zeigt, dass bei der Entwicklung von
Lehr-Lern-Arrangements zur Unterstiitzung des Beweisenlernens bestimm-
ten Aspekte des Lerngegenstandes eine besondere Bedeutung zukommt,
auch wenn unterschiedliche Designelemente letztlich in den Lehr-Lern-Ar-
rangements eingesetzt werden. Der Vergleich von Lehr-Lern-Arrangements
kann damit — zusatzlich zur zyklischen Weiterentwicklung in den einzelnen
Projekten — genutzt werden, um die Designprinzipien als Briicke zwischen
Lerngegenstand und Lehr-Lern-Arrangements im Sinne von Stylianides et
al. (2017) weiter auszuschérfen, auch wenn dies immer auch ein kreativer
Akt ist. Auf diese Weise kann die Fachdidaktische Entwicklungsforschung
und der Vergleich von unterschiedlichen Projekten dabei helfen Designprin-
zipien und -elemente fur den Lerngegenstand systematisiert und begriindet
zu entwickeln.,
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