Erik HANKE, Bremen

Aspekte und Vorstellungen vom komplexen Wegintegral

Fur zentrale Konzepte aus der reellen Analysis wie das (Riemann-)Integral
stellt die fachdidaktische Forschung und Lehrwerksliteratur bereits seit Lan-
gem zahlreiche fachliche und anschauliche Zugange bereit (z.B. Greefrath et
al., 2016). Fur die Funktionentheorie, insbesondere das komplexe Weginteg-
ral, gibt es bislang nur vereinzelte Beitrége (z.B. Oehrtman et al., 2019; Han-
cock, 2018; Hanke, 2020a). Da die Funktionentheorie aber in verschiedenen
mathematischen Studiengédngen vorkommt (auch in der Lehramtsausbildung
und in Service-Veranstaltungen), stellt sich die Frage nach fachlichen sowie
vorstellungsorientierten Zugéangen zu den ,,komplexen“ Versionen der Kon-
zepte, die Studierende zuvor ,,reell* kennenlernen.

Die Ergebnisse der einzigen bisher verfugbaren Fallstudie (Oehrtman et al.,
2019) und meine Forschung (Hanke, 2020a) deuten jedoch darauf hin, dass
selbst Expert*innen inhaltlich-anschauliche Vorstellungen vom komplexen
Wegintegral eher fehlen. In meinem Forschungsprojekt widme ich mich da-
her neben einer fachlich-epistemologischen Kl&rung des komplexen Wegin-
tegrals auch der deskriptiven Erschlieung von Vorstellungen seitens Ex-
pert*innen. Da zudem wenig geklart ist, wie mathematische Vorstellungen
zu fortgeschrittenen hochschulmathematischen Inhalten iberhaupt aussehen
konnen, wurde fur ihre ErschlieBung ein diskursiver Zugang (Sfard, 2008)
gewdhlt. Insofern pladiert dieser Beitrag auf theoretischer Ebene daftr, ,,dis-
kursive Vorstellungen“ zu einem Gegenstand hochschulmathematikdidakti-
scher Forschung zu machen, auch wenn die Kombination von ,,Vorstellun-
gen®“ und ,,Diskurs® auf den ersten Blick ein Oxymoron zu sein scheint
(Hanke, 2020a, 2020b). In meinem Beitrag gehe ich daher folgender kom-
plementér gedachten Fragestellung nach: ,,Wie sehen Aspekte und Vorstel-
lungen fur das komplexe Wegintegral aus?*

Mathematische Diskurse und diskursive mathematische Vorstellungen

Dem commognitive framework (Sfard, 2008) liegt die Pramisse zugrunde,
dass Denken und Kommunizieren eine Einheit sind. Insofern charakterisiert
dieses Framework mathematische Diskurse anhand des Gebrauchs von
Schlusselworten (z.B. ,,komplexes Wegintegral“), visuellen Mediatoren
(z.B. Graphen oder die spezielle Notation fyf(z) dz fiir das komplexe Weg-

integral von f ldngs dem Weg y), Routinen (wiederholbare diskursive Hand-
lungen) sowie zwischen Individuen als glltig ausgehandelte und akzeptierte
Narrative. Narrative sind dabei Sequenzen kommunikativer AuBerungen,
mithin ,,Geschichten®, liber mathematische Objekte und/oder Mathematik-
treibende. Dazu gehdren beispielsweise auch Definitionen oder Theoreme.
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Unter einer diskursiven Vorstellung verstehe ich nun ein Narrativ in intuiti-
ven mathematischen Diskursen, das von visuellen Mediatoren gestutzt sein
kann (Hanke, 2020a; 2020b). Mit einem intuitiven mathematischen Diskurs
ist diejenige Form der Kommunikation gemeint, die sich ergibt, wenn Ma-
thematiktreibende einen mathematischen Gegenstand anschaulich prasentie-
ren und auf das zurtickgreifen, was sie zu ihren VVorstellungen oder intuitiven
Erklarungen zahlen. Dabei gehen sie jedoch nicht notwendig logisch-deduk-
tiv vor. Dieser Vorstellungsbegriff verzichtet demnach auf eine kognitiv ori-
entierte Konzeptualisierung und betont stattdessen das durch Kommunika-
tion Zugangliche. Diskursive Vorstellungen mathematischer Objekte als
Narrative mit moglicher Unterstiitzung durch visuelle Mediatoren aufzufas-
sen, heil3t dann auch, nach den Umsténden ihrer Produktion im diskursiven
Zusammenhang zu fragen.

Aspekte vom komplexen Wegintegral

Greefrath et al. (2016) sprechen von Aspekten, um die zentralen Konzepte
der reellen (Schul-)Analysis fachlich zu klaren. Unter einem Aspekt verste-
hen sie ,,ein[en] Teilbereich des Begriffs, mit dem dieser fachlich charakte-
risiert werden kann* (Greefrath et al., 2016, S. 17). Roos (2020) hebt dartber
hinaus hervor, dass manche Aspekte blof3 ,partiell‘, d.h. in einem einge-
schrankten mathematischen Kontext, addquat seien. Auflerdem fragt sie,
welchen Mehrwert eine Unterscheidung von ,Definitionen®, ,S&tzen* und
,Aspekten‘ genau habe (Roos, 2020).

Insofern erscheint es mir an dieser Stelle gerade im Hinblick auf hochschul-
mathematische Objekte sinnvoll, unter einem (diskursiven) Aspekt eines ma-
thematischen Objekts nun ein Narrativ zu verstehen, das als Definition die-
nen kann oder sich als &quivalent zu einer solchen herausstellt. Aspekte las-
sen sich demnach anhand ihrer Definientia (d.h. der ,,definierenden Teile* in
einer Definition) sowie bezuggenommener mathematischer Diskurse unter-
scheiden. Mit einem partiellen Aspekt ist dann ein Aspekt gemeint, der unter
zusatzlichen einschrankenden Bedingungen gultig ist. Fur das komplexe
Wegintegral zdhlen hier solche Narrative als Aspekte, die fyf(z) dz far

(stlickweise) stetig differenzierbare Wege y: [a, b] - C und stetige Funktio-
nen f:Spur(y) — C festlegen. In den partiellen Aspekten werden aber zu-
sétzliche Anforderungen an y oder f gestellt.

Als ein Ergebnis der Analyse der Voraussetzungen in Definitionen, der Be-
ziehungen zu anderen Integralen (z.B. reellen Wegintegralen) sowie zu In-
tegralsdtzen identifizierte ich vier Aspekte und vier partielle Aspekte von
komplexen Wegintegralen (Tabelle 1). Dabei sichtete ich ca. 50 Lehrwerke
zur Funktionentheorie sowie historische Quellen. Beispielsweise werden
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beim Vektoranalysis-Aspekt die Real- und der Imagindrteile komplexer
Wegintegrale mit reellen Wegintegralen identifiziert: fyf(z) dz =
fy Ref dx — Imf dy + i fy Imf dx + Ref dy. Der von mir entwickelte par-
tielle funktorielle Aspekt ist meiner Kenntnis nach neu und schafft einen axi-
omatischen Zugang zum komplexen Wegintegral fir holomorphe Funktio-
nen auf einfach zusammenhangenden Gebieten im Sinne der Kovariation ei-
ner Abbildung der Form I: {Wege} x {holom.Fkt.} — C, (y, f) » I(y, f).
Aspekte Produktsummen = Substitution =~ Vektoranalysis = Mittelwert
Partielle Aspekte  Stammfunktion residuell Greenscher Typ  funktoriell

Tab. 1: Aspekte und partielle Aspekte vom komplexen Wegintegral

Vorstellungen vom komplexen Wegintegral

Zu den Ergebnissen meiner Interviewstudie mit Experten der Funktionenthe-
orie gehdren neun diskursive Vorstellungen vom komplexen Wegintegral.
Wie bei den (partiellen) Aspekten kann hier nur ein Teil von ihnen dargestellt
werden. Die diskursiven Vorstellungen waren insbesondere von Nutzlich-
keitsabwagungen, Integralsétzen oder Querbeziigen zu anderen mathemati-
schen Diskursen gepragt und fallen in vier Gruppen:

e Ablehnung einer eigenstdndigen Bedeutung (z.B. ,,Das komplexe Wegin-
tegral hat keinerlei geometrische Bedeutung®),

e Gebrauchs-Vorstellungen (z.B. ,,Das komplexe Wegintegral ist ein méch-
tiges Werkzeug, mit dem man viele Dinge beweisen kann®),

e Querverbindungen zu anderen mathematischen Konzepten (z.B. ,,Kom-
plexe Wegintegrale sind Wegintegrale 3. Art*),

e von Theoremen inspirierte Vorstellungen (z.B. ,,Die Bedeutung des kom-
plexen Wegintegrals ist eine gewichtete Summe von Residuen®).

Aufféllig ist, dass kein Experte eine anschaulich-geometrische Vorstellung
(etwa im Sinne der Fl&cheninhalts-Vorstellung fir das Riemann-Integral)
formulierte. Zwar beinhalteten die aufgedeckten diskursiven Vorstellungen
vom komplexen Wegintegral manchmal bildliche Elemente, um einen Integ-
rationsweg oder einen Integranden darzustellen, bildliche Elemente fir die
komplexe Zahl fy f(z) dz selbst traten aber nicht auf.

Fazit

Es wurde ein Zugang vorgeschlagen, einen hochschulmathematischen Ge-
genstand aus zwei Blickwinkeln zu durchleuchten: Ausgehandelte und in ih-
rer Reichweite abgesteckte fachliche Aspekte des komplexen Wegintegrals
wurden durch die Rekonstruktion diskursiver Vorstellungen von Experten
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komplementiert. So wurden (partielle) Aspekte herausgearbeitet, mit denen
das komplexe Wegintegral fachlich im Hinblick auf verschiedene Definien-
tia festgelegt werden kann. Die zutage geforderten diskursiven Vorstellun-
gen unterstrichen, dass Vorstellungen vom komplexen Wegintegral seitens
der befragten Experten nicht primar bildlich-anschaulich, sondern als Narra-
tive (Sfard, 2008) zutage traten, die von Anwendungen, Theoremen oder
Querbeziigen zu anderen mathematischen Diskursen gepréagt waren. In Zu-
kunft konnen die (partiellen) Aspekte z.B. genutzt werden, um Lehr-Lern-
Angebote in der Funktionentheorie gezielter an curriculare Gegebenheiten
anzupassen. Die herausgearbeiteten diskursiven Vorstellungen der Experten
konnen dartiber hinaus als Vergleichshorizonte fiir Studierendenvorstellun-
gen dienen.
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