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Der Ubergang von Empirie zu Phantasie anhand von GréRRen

GroRen kann man als ideative Metaphern fir sinnlich in dieser Welt wahr-
nehmbare Gegenstdnde auffassen. Diese mentalen Objekte (Freudenthal,
2002, S. 33) leben zwischen der dinglichen Welt und der Mathematik und
wirken normierend in zwei Richtungen. Geometrische Grofien, wie Lange,
Volumen, Winkel, ... und deren denknotwendige Zusammenhange haben das
Phantasiegebilde Mathematik in der heutigen Form, und besonders die reel-
len Zahlen, erst entstehen lassen. Seit Galileo wirkt die Mathematik auch
umgekehrt fruchtbar normierend auf die Beschreibung der Welt mit Ge-
wicht, Zeit, Temperatur, Spannung, Stromstarke, .... Die Betrachtung von
Phadnomenen, wie Geld, Lebenszeit, Stimmung, Zustimmung, PISA-Score,
Lernzuwachs, DAX, Performance-daten, Sustainability Index etc. zu GroRen
allerdings sorgt fir Normierungen, die nicht unbedingt Welterkenntnis be-
deuten.

VVon den GrofRen zur Mathematik

Was sind Grolken? Hierauf missen wir eine Antwort schuldig bleiben; sie
sind Objekte in einer Zwischenwelt zwischen der gegenstandlichen Welt und
der Mathematik. In der gegenstandlichen Welt konnen wir Erfahrungen mit
ihnen sammeln, doch mussen sie erst idealisiert werden um Gegenstand ma-
thematischer Betrachtungen zu werden. So finden wir zum Beispiel viele
Langen in dieser Welt, doch gibt es diese nicht beliebig groR. Um das und
vieles andere zu denken, missen wir sie idealisieren.

Statt zu sagen, was Grof3en sind, beschreiben wir ihre Eigenschaften. GroRRen
der gleichen Art a und b kann man vergleichen (a < b, a = b oder a > b)
zusammenfligen (a + b), wegnehmen( a — b, wenn a = b). Zum Aufbau
der klassischen Mathematik kommen drei weitere Eigenschaften hinzu: Ar-
chimedisches Axiom, Existenz der vierten Proportionalen und Vollstandig-
keit, die aus der Empirie nur schwer zu rechtfertigen sind.

Dies ist keine Axiomatik im modernen Sinne; Grof3en sind keine mathema-
tischen Objekte. Doch durch die metaphorische Sprache werden Sachver-
halte suggeriert: a +b = b + a, weil zusammenfligen dies nahelegt, a +
b > a (Euklid: Das Ganze ist groRer als sein Teil.), (a — b) + b = a und
(a+b)+c=a+((b+c).Ausa<bundb <cfolgta <c.

Zunachst fugen wir das Archimedische Axiom hinzu (Euklid Elemente, Buch
V, Def. 4): Fir je zwei GroRRen gleicher Art a, b soll man stets ein solches
Vielfaches na von a finden kénnen, das groRer ist als b.
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Beim Beweis der Inkommensurabilitdt von Seite und Diagonale im Quadrat
oder im Pentagon wird das Archimedische Axiom verwandt. Die Atomisten
im alten Griechenland, wie Leukippos (im 5. Jhd. v. u. Z.) und Demokrit
(460 oder 459-370 v.u.Z.), waren der Auffassung, dass es kleine nicht weiter
zu zerteilende Entitaten gebe, so genannte Atome. Diese Auffassung ist mit
dem Archimedischen Axiom nicht vertraglich. Die hyperreellen Zahlen in
der Nichtstandard-Analysis erflllen auch das Archimedische Axiom nicht.

Eudoxos von Knidos (~ 408-355) wird die Proportionenlehre zugeschrieben,
die Euklid im finften und sechsten Buch seiner Elemente wiedergibt. In
Buch V (Def. 5) von Euklids ,,Elementen* finden wir die Definition, die zur
Grundlage der Proportionenlehre geworden ist. Modern formuliert lautet sie:
Seien A,B GroRen einer Art und a,b GrORen einer anderen. a:b = A:B
gelte, wenn fir alle natirlichen Zahlen p, q gilt: ga > pb < gA > pB so-
wie ga = pb < qA = pB als auch ga < pb < gA < pB.

Normierung durch die Existenz der vierten Proportionalen

GroRen entfalten ihren normativen Charakter fir die Naturbeschreibung
dadurch, wenn wir GroRenverhaltnisse von einem GroRenbereich auf einen
anderen Ubertragen.

Existenz der vierten Proportionalen: Sind a, b zwei GroRen gleicher Art
und ist ¢ eine weitere Groél3e, evtl. aus einem anderen GroRenbereich, dann
gebe es eine Grolie x aus dem GroRenbereich von c, sodass A: B = x: c.

Hiermit kdnnen wir jedes Verhaltnis zweier gleichartiger Grofien durch ein
Verhéltnis von GroRen in jedem anderen GrolRenbereich ersetzen. Grofien-
bereiche, wie beispielsweise Gewichte, Zeiten oder Geld geben keinen An-
lass die geschlossene Welt der rationalen Verhéltnisse zu verlassen. Nur die
GroRenbereiche der Geometrie veranlassen uns dazu, zumindest wenn wir
das Phanomen der Inkommensurabilitat nicht ignorieren wollen. Die Exis-
tenz der vierten Proportionalen ist eine Art Imperialismus der Geometrie: die
Verhaltnisse der Geometrie (zum Beispiel im Pentagon) werden auf alle an-
deren GroRenbereiche der Welt Ubertragen. Dies begriindet die Sonderstel-
lung der Geometrie. In diesem Lichte kann man auch das beriihmte Galileo-
Zitat lesen.

Die Philosophie steht in diesem grofRen Buch geschrieben, das unserem
Blick standig offen liegt [, ich meine das Universum]. Aber das Buch
ist nicht zu verstehen, wenn man nicht zuvor die Sprache erlernt und
sich mit den Buchstaben vertraut gemacht hat, in denen es geschrieben
Ist. Es ist in der Sprache der Mathematik geschrieben, und deren Buch-
staben sind Kreise, Dreiecke und andere geometrische Figuren, ohne
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die es dem Menschen unmaoglich ist, ein einziges Bild davon zu verste-
hen; ohne diese irrt man in einem dunklen Labyrinth herum.
Galileo Galilei

Geometrische Figuren sind die Buchstaben der Sprache des Universums.
Denken wir beispielsweise tiber Gewichte oder Zeiten nach, so wird dies in
dem Moment offenbar, wenn wir ber deren Messung nachdenken: eine
Waage Ubertragt ein Gewicht auf eine (geometrische) Lange, eine Uhr stellt
eine Zeit als Winkel oder als (geometrische) Lange eines Kreisbogens dar.

So sind dann plétzlich GréRen wie V2 kg oder 7 Stunden denkbar. Empirisch
gibt es keinerlei Anlass die Existenz solcher unmessbaren GroRen anzuneh-
men. Und auch die Pythagoraer waren der Uberlieferung nach der Auffas-
sung, dass der gesamte Kosmos auf dem Verhéltnis ganzer Zahlen beruhe
und dass dies ein Zeichen von Harmonie sei.

Jedes GrolRenverhaltnis ist charakterisiert durch die rationalen Verhéltnisse,
die kleiner und die rationalen VVerhéltnisse, die groRer sind. Mit der Vollstan-
digkeit drehen wir den Spie um: wir proklamieren, dass alle diese Charak-
terisierungen zu GroRenverhaltnissen gehoren sollen. Damit haben wir dann
zum einen alle schon in Erscheinung getretenen und zudem alle tberhaupt
nur maoglicherweise noch auftretenden GréRenverhéltnisse erfasst (Dede-
kind, 1872).

Jede der drei Forderungen, Archimedisches Axiom, Existenz der vierten Pro-
portionalen und Vollstandigkeit, kann auch abgelehnt werden und wir finden
in der Mathematikgeschichte ernstzunehmende Strdmungen, bei denen das
Archimedische Axiom (Anfénge der Infinitesimalrechnung und Nichtstan-
dard-Analysis) und die Existenz der vierten Proportionalen (die Pythagorader
und Atomisten) nicht akzeptiert wurde. Die Vollstandigkeit war der Aus-
gangspunkt der Grundlagenkrise (Weyl, 1919). Mit diesen GrolRenverhalt-
nissen kann man rechnen: es sind die positiven reellen Zahlen.

Uneigentliche Verwendung der GrofRenlehre

Die Behandlung von Phanomenen, wie Reichtum, Lebenszeit, Stimmung,
Zustimmung, PISA-Score, Lernzuwachs, DAX, Performance-daten,
Sustainable Development Index etc. als Grofien sorgt fir Normierungen der
Wirklichkeit, die durch eine nicht gerechtfertigte Ausweitung der Existenz
der vierten Proportionalen entstehen. So kann man etwa bezweifeln, ob die
Jahre, die man wéhrend der Schul- und Ausbildungszeit verbringt, einen ge-
nauso langen Zeitraum darstellen wie eine entsprechende Anzahl von Jahren
in der Mitte des Lebens. Oder ist es so, dass die auf unwissenschaftlicher
Basis (nicht reproduzierbar, weil PISA fortwdhrend die Bildungssysteme
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normativ beeinflusst und ohne Offenlegung der Versuchsanordnung) ent-
standenen PISA-Scores (Test 2018, OECD, 2022) von Indonesien (379 was
eigentlich?) und den Niederlanden (519 was eigentlich?) suggerieren, dass
die Schiler*innen des européischen Landes um 37% besser Mathematik ver-
stehen als die Schiler*innen in seiner ehemaligen Kolonie. Was bedeutete
es, wenn ein Land 419 erreicht hatte, obwohl es so ein Land nicht gibt?

In einer Likert-Scala, trifft zu (1), trifft eher zu (2), teils-teils (3), trifft eher
nicht zu (4), trifft nicht zu (5), ist ,trifft eher zu“ nicht das Doppelte von
LUrifft zu“. Ein Lernzuwachs von 10 gegeniber einem Zuwachs von 20 be-
deutet nicht, dass doppelt so viel verstanden wurde (Prémmel, 2013). Geht
es der Wirtschaft doppelt so gut, wenn der DAX, wie heute bei etwa 14.000
steht, wie im Herbst 2011, wo er sich unter 6.000 befand? Der Sustainable
Development Index suggeriert, dass Algerien und Deutschland 1990 ein ver-
gleichbares Verhéltnis von Humanentwicklung und 6kologischer Nachhal-
tigkeit hatten, wéhrend 2019 Algerien doppelt so weit entwickelt war wie
Deutschland. So gibt es noch viele weitere Beispiele von Pseudo-GroRen,
die einen notwendigen politischen Diskurs verhindern.
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