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Erfassung individueller Lerntrajektorien zum
Ableitungsbegriff in einer digitalen Lernumgebung

Ein zentraler Gegenstand der mathematikdidaktischen Forschung ist die Un-
tersuchung, wie Schuler*innen mathematische Begriffe im Verlauf einer Un-
terrichtssequenz entwickeln (Duncan & Hmelo-Silver, 2009). Fir die Ana-
lyse derartiger Lernverldufe (Lerntrajektorien), vor dem Hintergrund einer
theoretischen, idealisierten Lernprogression der Begriffsentwicklung, wird
eine kontinuierliche Erfassung der Lernprozesse bendtigt. Das Projekt
ALICE (Analyzing Learning for Individualized Competence Development
in Mathematics and Science Education) adressiert solche Fragestellungen
domanenspezifischer Begriffsentwicklungen. Daftir werden in Physik (Ener-
gie), Biologie (Evolution), Chemie (chemische Reaktionen) und Mathematik
(Ableitung) Unterrichtseinheiten Gber 20 Stunden in einer digitalen Lernum-
gebung konzipiert und die Begriffsentwicklung der Schiiler*innen evaluiert.

Lernprogression

Nach Smith et al. (2006) werden Lernprogressionen als Verldufe der Be-
griffsentwicklung mit der allméhlichen Erweiterung des (mathematischen)
Wissens in einem spezifischen Inhaltsbereich definiert. Im Gegensatz zu in-
dividuellen Lerntrajektorien von Schiler*innen handelt es sich um theorie-
basierte, ideale Verlaufe der Begriffsentwicklung. Lernprogressionen lassen
sich durch unterschiedliche Zwischenstufen der sukzessiven Begriffsent-
wicklung darstellen (Sfard, 1991), beginnend mit dem notwendigen VVorwis-
sen als unterem Wissensanker, (iber mittlere Stufen der Begriffsentwicklung,
bis zum Erreichen des oberen Wissensankers als das Resultat der Lernpro-
gression (Sfard, 1991).

Eine theoretische Konzeptualisierung der Begriffsentwicklung bietet der
Prozess-Objekt-Ansatz, der von der Dualitdt mathematischer Begriffe aus-
geht (Sfard, 1991). Sfard (1991) unterscheidet hierbei ein operationales Be-
griffsverstandnis als Prozess (z.B. die Berechnung der mittleren Anderungs-
rate fir einen Abschnitt einer Funktion) und ein strukturelles Begriffsver-
standnis als Objekt (z.B. fuir den Vergleich der mittleren Anderungsraten von
zwei Abschnitten einer Funktion). Weiterfiihrend differenziert Sfard (1991)
drei Phasen der Begriffsentwicklung. Die erste Phase ist die Verinnerlichung
des Prozesses (interiorization). In der zweiten Phase, der Verdichtung (con-
densation), wird sich allmé&hlich von der konkreten Handlung geldst und so-
mit zusatzlich zum Prozess der Begriff als Ganzes betrachtet. In der dritten
Phase der Verdinglichung (reification) kann ein mathematischer Begriff als
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Objekt betrachtet werden. Diese idealtypischen Phasen verlaufen fir die Be-
griffe, die erworben werden sollen, in einem hierarchischen Prozess. Neben
der theoretischen Beschreibung der Begriffsentwicklung konnte die Studie
von Pantziara & Philippou (2012) zeigen, dass sich im Bereich des Bruch-
zahlbegriffs, die drei Phasen der Begriffsentwicklung empirisch abbilden
lassen. Fur weitere Inhaltsbereiche ist jedoch weitgehend unklar, wie sich
die Entwicklung von Begriffen, insbesondere im unterrichtlichen Kontext,
gemal des Prozess-Objekt-Ansatzes charakterisieren lassen. Das liegt nicht
zuletzt an der Schwierigkeit Daten, insbesondere quantitativer Natur flr eine
Vielzahl an Schiler*innen, wéhrend des Unterrichts und des Lernprozesses
zu erheben.

Eine Mdglichkeit, die Lernprozesse von Schiiller*innen kontinuierlich zu er-
fassen, ist die Bearbeitung von Lernaktivitaten in einer digitalen Lernumge-
bung. Bei der Bearbeitung fallen viele Prozessdaten an, die auch fur eine
hohe Anzahl an Schiler*innen automatisiert erhoben und ausgewertet wer-
den konnen (vgl. Forschungsbereich Learning Analytics). Die Herausforde-
rung im Umgang mit diesen Daten ist es zu evaluieren, welche Rickschliisse
von den Daten auf die Begriffsentwicklung und die Lerntrajektorien gezogen
werden kdnnen, um diese zu rekonstruieren (Teig et al., 2020).

Lernprogression des Ableitungsbegriffs

Der Ableitungsbegriff kann unter verschiedenen Facetten betrachtet werden
(Greefrath et al., 2016): Im Schulunterricht dominiert die Erarbeitung des
Ableitungsbegriffs beginnend vom Differenzenquotienten mit der Betrach-
tung der mittleren (bzw. durchschnittlichen) Anderungsrate und der Betrach-
tung der Anderung einer Funktion in einzelnen Abschnitten (Intervallen).
Anschlielend erfolgt die Herleitung der Ableitung als Grenzwert des Diffe-
renzenquotienten und die Betrachtung der momentanen (bzw. lokalen) An-
derungsrate fir eine Stelle der Funktion und die Einfiihrung des Differenti-
alquotienten. Weiterfiihrend wird das Anderungsverhalten einer Ausgangs-
funktion betrachtet. Hier steht nicht mehr nur die Ableitung an einer Stelle
im Fokus, sondern an beliebig vielen Stellen, wodurch die Ableitung als
Funktion motiviert wird, welche jeder Stelle einer Funktion ihre Ableitung
zuordnet. Damit ergibt sich ein Zusammenhang zwischen Ausgangs- und
Ableitungsfunktion. Zur Einfihrung des Ableitungsbegriffs sind entspre-
chend drei Unterbegriffe zentral: der Differenzenquotient, der Differential-
quotient und die Ableitungsfunktion, die in Studien zur Erarbeitung des Ab-
leitungsbegriffs betrachtet wurden (u.a. vom Hofe, 1998; Zandieh, 1997).
Unter Rickbezug auf den Prozess-Objekt-Ansatz (Sfard, 1991), I&sst sich
folgende idealtypische Lernprogression fiir den Ableitungsbegriff herleiten
(siehe Abb. 1).
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Abb. 9: Lernprogression zum Ableitungsbegriff mit drei unterschiedlichen Stufen der
Begriffsentwicklung.

Ziele und Vorgehen

Das Ziel des ALICE Projekts ist es individuelle Lerntrajektorien von Schi-
ler*innen zum Ableitungsbegriff zu identifizieren und analysieren. Im Pro-
jekt sollen folgende Forschungsfragen beantwortet werden:

e Wie entwickeln sich die individuellen Lerntrajektorien zum Ableitungs-
begriff der Schiler*innen im Verlauf der Unterrichtseinheit?

e Welche individuellen Voraussetzungen beeinflussen die individuellen
Lerntrajektorien zum Ableitungsbegriff der Schiler*innen im Verlauf der
Unterrichtseinheit?

e Spiegeln die individuellen Lerntrajektorien zum Ableitungsbegriff der
Schiler*innen die von Sfard angenommenen Prozess-Objekt-Beziehun-
gen wider? Welche Abweichungen gibt es?

Zur Beantwortung der Fragen wird eine digitale Lernumgebung zum Ablei-
tungsbegriff entwickelt. Die Unterrichtseinheit besteht aus 20 Unterrichts-
stunden und ist entsprechend der theoretischen Lernprogression in Abbil-
dung 1 entwickelt worden. Die Lernumgebung beinhaltet dabei unterschied-
liche digitale Lernaktivitaten (H5P, Erklarvideos, Geogebra etc.). Die ge-
samte Unterrichtseinheit wird in drei Lektionen aufgeteilt, die in sich ge-
schlossene Sinneinheiten (mittlere Anderungsrate, momentane Anderungs-
rate, Anderungsverhalten) darstellen. Die Lektionen untergliedern sich wie-
derum in Unterrichtsschulstunden, welche die Inhalte der Sinneinheiten
strukturiert und aufeinander aufbauend behandeln.
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Zur Erfassung der Lerntrajektorien zum Ableitungsbegriff werden wahrend
der Interaktion der Schuler*innen mit der digitalen Lernumgebung Prozess-
daten erhoben. Das betrifft die Eingabe von L6sungen in geschlossenen und
offenen Antwortformaten, Mausbewegungen und Mausklicks, Tastaturein-
gabe-Verhalten, Video-Nutzung, etc. Neben der Erfassung der Prozesse
wéhrend der Bearbeitung in der digitalen Lernumgebung werden zusatzliche
Erhebungsformate eingesetzt, beispielweise im Anschluss an die Unter-
richtsstunden. Darlber hinaus findet vor bzw. nach der Unterrichtseinheit
ein domanenspezifischer Wissenstest statt. Neben domanenspezifischen
Tests werden weitere Instrumente zur Erfassung kognitiver und motivatio-
naler Konstrukte eingesetzt.

Mit den Ergebnissen aus dem ALICE Projekt soll quantitative Evidenz fir
die Entwicklung des Ableitungsbegriffs im unterrichtlichen Kontext gene-
riert und Kenntnisse uber individuelle Lerntrajektorien zum Ableitungsbe-
griff gefolgert werden. Darauf aufbauend kénnen die Ergebnisse sowohl fiir
die Weiterentwicklung der Gestaltung von (digitalen) Lernmaterialien und -
umgebungen als auch fir eine Adaptionsgrundlage der Instruktionen zur in-
dividuellen Forderung der Begriffsentwicklung genutzt werden.
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