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Entwicklung und Erprobung von professionsorientierten
Lernumgebungen zur Wissensvernetzung in der Algebra

Viele Mathematik-Lehramtsstudierende sehen wéhrend ihres Studiums we-
nig bis kaum Verbindungen zwischen den Inhalten der fachmathematischen
Veranstaltungen und ihrem spéateren Beruf als Lehrkraft. Dieses Problem der
zweiten Diskontinuitdt mochten wir adressieren, indem professionsorien-
tierte Lernumgebungen fir gymnasiale Lehramtsstudierende entwickelt wer-
den, die Gruppentheorie in der Algebra mit arithmetischen und algebraischen
Inhalten der Schule vernetzen.

Theoretischer Rahmen

Zur Berticksichtigung der Professionsorientierung bietet sich eine Differen-
zierung der fachmathematischen Mathematik in lokale und nichtlokale In-
halte an. Die lokale Mathematik bezieht sich dabei auf die mathematischen
Inhalte, die eine Lehrperson unterrichtet bzw. unterrichten wird (Wasser-
man, 2018). Das Potenzial der nichtlokalen Mathematik (z.B. der Gruppen-
theorie) sient Wasserman in ihrem potenziellen Einfluss auf die Umstruktu-
rierung (,,reshaping®) des Verstandnisses der lokalen Mathematik. Dies l&sst
sich aufbauend auf Lee (2018) genauer als ,,a change in one’s cognitive sys-
tem that accompanies a transformation of existing understandings, together
with the construction of new knowledge” (S. 45) konzeptualisieren und du-
Rert sich in vier verschiedenen Facetten. Es kann sich (1) in der Vertiefung
des Verstandnisses eines Konzepts (z. B. Neutralelement), (2) in der Erwei-
terung der Anwendungsbereiche, in dem das Konzept angewendet werden
kann (z.B. die Identitat als Neutralelement der Symmetrieabbildungen), (3)
in dem Vereinheitlichen scheinbar zusammenhangsloser Teilkonzepte unter
einem Ubergreifendem Konzept (z.B. Vereinheitlichen der Null, Eins und
Identitat als Neutrale Elemente) und (4) in der Starkung der Verbindung zwi-
schen verschiedenen Konzepten (z.B. Neutralelement und Inverse Elemente)
niederschlagen. Folglich ergibt sich die Frage, wie Lernumgebungen zur Ini-
tilerung dieser Umstrukturierungsprozesse gestaltet werden kénnen.

Methodischer Rahmen

Die Gestaltung der Lernumgebungen erfolgt im Rahmen eines Design-Re-
search Projekts, bei dem die empirisch fundierte Entwicklung der Lehr-Lern-
Arrangements iterativ mit der empirischen Lernprozessanalyse verkniipft
wird (Prediger, 2019). Der vorliegende Beitrag fokussiert sich auf die Spe-
zifikation und Strukturierung des Lerngegenstands und die Formulierung
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von vorlaufigen Designprinzipien als die zwei zentralen Schritte des Ent-
wicklungsprozesses des Lehr-Lernarrangements.

Spezifikation des Lerngegenstands

Ein wesentlicher Punkt der Spezifikation des Lerngegenstands liegt in der
Bestimmung nichtlokaler Inhalte, die produktiv fir die Umstrukturierung lo-
kaler mathematischer Inhalte sein kdnnen. Gymnasiale Lehramtsstudierende
begegnen der Gruppe als algebraische Struktur i.d.R. im ersten Semester in
der Linearen Algebra und h&ufig erneut in einer fachlichen Algebraveran-
staltung im spateren Studienverlauf. Bei den Gruppenaxiomen (nichtlokal)
handelt es sich um genau die Schritte, die notwendig sind, um einfache line-
are Gleichungen zu l6sen (lokal). Zudem eignen sich Gruppentheorie und
abstrakte algebraische Strukturen (nichtlokal), um die Konzepte der Assozi-
ativitat und Kommutativitat (lokal) zu vertiefen und die Verbindung und Ab-
grenzung zu starken. Studierende haben wie Schiiler*innen h&ufig Probleme,
zwischen diesen beiden Eigenschaften zu differenzieren (Larsen, 2010).

In der Schule werden die Addition und Subtraktion bzw. die Multiplikation
und Division von Zahlen als Umkehroperationen aufgefasst, hingegen be-
sitzt die Operation (a, b) — a? mit dem Wurzelziehen und Logarithmieren
zwei Umkehroperationen. Bei Briichen und negativen Zahlen wird von
Kehrbriichen und Gegenzahlen gesprochen. Diese lokalen Inhalte werden
haufig unverbunden betrachtet. Die Beschaftigung mit inversen Elementen
in algebraischen Strukturen (nichtlokal) besitzt das Potenzial, diese unter der
fundamentalen Idee des Umkehrens und Bildens inverser Elemente zu ver-
einheitlichen (Greer, 2012). Die hier skizzierten Inhaltsbereiche spiegeln
sich als thematischer Fokus in den Lernumgebungen wider (siehe Abb. 1).

Vorlaufige Designprinzipien

Zur Vernetzung des fachlichen Lernens mit dem professionsspezifischen
Lernen schlagen Wasserman et al. (2017) ein Instruktionsmodell vor, entlang
dessen Lernumgebungen im Unterrichtskontext beginnen (building-up), da-
rauf aufbauend den fachmathematischen Inhalt erlernen (learning) und an-
schlieBend wieder in den Unterrichtskontext zurlickkehren (stepping-down).
Dies bildet die Grundlage fiir das vorlaufige Designprinzip Sequenzierung
der Lernumgebung in einem Drei-Schritt des building-up, re-learning und
stepping-down. Beispielhaft ist dies in der ersten Lernumgebung so umge-
setzt, dass die Studierenden im building-up eine Schulerinnenlésung der
Gleichung x + 5 = 12 erhalten und im stepping-down einen Schulbuchaus-
zug zu gunstigen Strategien fiir das Losen von Gleichungen beurteilen und
adaptieren (siehe Abb. 1). In der mittleren Phase geht es um das Wiederer-
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kennen (re-learning) der Gruppenaxiome als Grundlage fir das Losen line-
arer Gleichungen. Allerdings ben6tigt es ein weiteres Designprinzip auf Auf-
gabenebene, welches die Vernetzung der Gruppenaxiome mit dem Ldsen
von Gleichungen untersttzt.

L1 Gleichungen I6sen L2 Arithmetische Eigenschaften L3 Inverse und Umkehroperationen
Die Studierenden ... Die Studierenden ... Die Studierenden ...

« volliziehen eine Lernendenbearbeitung zu + ordnen Schulbuchausztge in Curriculumsspirale ein. « ordnen Schulbuchausztge in die
x+5=12 nach. « formulieren eine fundamentale Idee. Curriculumsspirale ein.

« vollziehen eine Lernendenbearbeitung zu » formulieren eine fundamentale Idee.
64+3+97=3+97+64 nach

* bestimmen die « wiederholen und verbalisieren die Definition der Inverse als Umkehroperation
Hintereinanderausfihrung von Assoziativitat und Kommutativitat. « vollziehen die formale Definition der Umkehr-
Symmetrieabbildungen. « nehmen Stellung zu der Aussage ,Aus operation nach und beziehe es auf die Mitpkt.

« vollziehen eine Bearbeitung der kommutativ folgt assoziativl“. « erklaren das Problem der Division mit Null.
Gleichung d;30 © x = s5; nach. + uberprifen die Eigenschaften von versch. Inverse als Manipulation des Elements

« identifizieren Gemeinsamkeiten und algebraischen Strukturen (lokal und nichtlokal). « nehmen Stellung zur Lernendenfrage ,Was ist
Unterschiede der Bearbeitungen. « Uberprifen die Gultigkeit von analogen ein Kehrbruch?“.

« stellen Voraussetzungen fur das Lésen Umformungen zu 64+3+97=3+97+64 in « identifizieren die Gemeinsamkeiten und
einer allg. Gleichung x * a = b auf. nichtlokalen algebraischen Strukturen. Unterschiede von % . ; = 1und dyz0 © dago = id .

N " - N . « erklaren die Gleichheit von 2:2 =2.7
+ nehmen Stellung zur Aussage ,So viel « beurteilen und adaptieren einen schulischen 8.7 82

anders war das gar nicht.“. Merkkasten zur Kommutativitat und Inverse als Umkehroperation (rechts- und linksseitiq)
- beurteilen und adaptieren einen Assoziativitat. * nehmen S‘e'z'”',‘g s Lgrr’;?nendenfrage »Wie

Schulbuchauszug zu giinstigen « reflektieren die Einordnung in die Spirale und die mache ich 4% rtckgangig?”.

Strategien zum Gleichungen l6sen. fundamentale Idee +  voliziehen die formale Definition der rechts- &

linksseitigem Umkehroperationen nach.

« interpretieren das Potenzieren und
Logarithmieren als links bzw. rechtsseitige
Umkehroperationen.

« reflektieren die Einordnung in die Spirale und die
fundamentale Idee.

Abb. 1: Uberblickstabelle der Lernumgebungen

Auf Schulebene hat sich die Darstellungsvernetzung als fruchtbares Prinzip
bei der Aufgabengestaltung fir die Entwicklung konzeptuellen Wissens er-
wiesen (Prediger & Wessel, 2011). Daruber hinaus ist die Darstellungsver-
netzung auch in der Hochschule eine zentrale Aktivitat fur die Entwicklung
des Verstandnisses mathematischer Konzepte, sodass wir das Prinzip der
Darstellungsvernetzung auf das hochschulische Lernen Gbertragen und fir
professionsorientierte Lerngelegenheiten erweitern. Hinsichtlich des Ziels
der Vernetzung lokaler und nichtlokaler Mathematik begegnen den Studie-
renden Darstellungen, die sich sowohl in der lokalen Mathematik als auch in
der nichtlokalen Mathematik wiederfinden (siehe Beispiel in Abb. 2).

Julia: Niklas:
+S = A

X & dnos ° x = 54
(xx5) +(-8)= A2+ (-5) = dyor*(dazos * x) = deor * 54
X+[§+(>$\): 41*('5) = (duo' °d410') ° X = dzwo‘°S4
K40 = A2+ (-S) & id ° x = dwo°s
X = ALX(-3) <=2 X = dawo* °S,

X =7 < X T

Abb. 2: Lokale und nichtlokale Darstellung am Beispiel der Gleichung

Um die Vernetzung explizit anzuregen schlagen wir die Kombination des
Prinzips der lokalen und nichtlokalen Darstellungsvernetzung mit dem De-
signelement des Kontrastierens und Vergleichens vor. Hierbei handelt es
sich um eine Lehr-Lernmethode, welche auf die Identifikation von Gemein-
samkeiten und Unterschieden abzielt (Lipowsky et al., 2019). Durch das
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Kontrastieren und Vergleichen verschiedener Sachverhalte - hier lokale und
nichtlokale Darstellungen (siehe Abb. 2) - kdnnen Lernprozesse angeregt
werden, welche die charakteristischen Eigenschaften hervorheben (ebd.). Im
Beispiel (Abb. 2) werden die Studierenden durch das Kontrastieren und Ver-
gleichen dazu angeregt, dass Hinzufiigen der (—5) und der d,,, unter dem
ubergreifenden Konzept der inversen Elemente zu vereinheitlichen.

Ausblick

Neben der Entwicklung der Lernumgebungen ist von besonderem Interesse,
welche Lernprozesse bei den Studierenden angeregt und beobachtet werden
konnen, auf welche Hirden sie stoRen und was die Potentiale und Gelingens-
bedingungen der formulierten Designprinzipien sind. Zu diesem Zweck wer-
den im SoSe 2022 Designexperimentserien (3 Sitzungen a 90 Min. mit je
zwei Studierenden) durchgefiihrt. Alle Lernprozesse werden videographiert
und transkribiert, um die individuellen Lernwege und Prozesse des Umstruk-
turierens (,,reshaping®) zu rekonstruieren. Die Auswertung der Lernpro-
zessanalyse wurde begonnen und im Vortrag werden Einblicke présentiert.
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