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Konstruktion von Beweisen durch Beispiele

Beweisen und Widerlegen von Aussagen sind wesentliche Tatigkeiten beim
mathematischen Arbeiten. Haufig werden dabei allgemeingultige Argu-
mente verwendet, insbesondere ohne dabei Beispiele zu nutzen. In manchen
Fallen jedoch ist ein Beweis durch ein Beispiel moglich, z. B. bei wahren
Existenzaussagen sowie falschen Allaussagen. Fehlerfreies Konstruieren
von Beweisen durch Beispiel wird in solchen Fallen von Studierenden er-
wartet. Im Folgenden wird konkretisiert, welche Anforderungen die Kon-
struktion eines Beweises durch Beispiel mit sich bringt. Zudem geben wir
einen Einblick in eine Untersuchung der Bearbeitungen von Mathematik-
Studienanfanger*innen hinsichtlich dieser Anforderungen.

Hintergrund

Ein Beweis durch Beispiel liegt vor, wenn eine Allaussage durch ein Gegen-
beispiel widerlegt oder eine Existenzaussage durch ein Beispiel bewiesen
wird. Im Allgemeinen ist ein Beweis einer Allaussage durch Beispiel oder
eine Widerlegung einer Existenzaussage durch ein Beispiel nicht moglich.
In welchen Féllen welcher Beispieltyp als Beweis von Existenz- und Allaus-
sagen (Tabelle 1) ausreichen und in welchen nicht, wird von Buchbinder und
Zaslavsky in einem Modell dargestellt (Buchbinder & Zaslavsky, 2009).

Aussage Formale Schreibweise

(D: Definitionsbereich, P(x): Pradikat)
Allaussage Vx € D: P(x)
Existenzaus- Jdx € D: P(x)
sage

Tab. 1: Formale Schreibweise einer All- und Existenzaussage

Im erwéhnten Modell wird ein Beispiel, welches zum Definitionsbereich ge-
hort und das Pradikat erfillt, als stitzendes Beispiel bezeichnet. Dieser Bei-
spieltyp reicht zwar nicht aus, um eine Allaussage zu beweisen, jedoch ge-
nlgt dieser, um eine Existenzaussage zu belegen. Ein nicht-stiitzendes Bei-
spiel dagegen ist ein Beispiel, das zum Definitionsbereich gehort, jedoch das
Prédikat nicht erfillt. Dieser Beispieltyp reicht nicht aus, um eine falsche
Existenzaussage zu widerlegen, aber er genugt, um eine falsche Allaussage
zu widerlegen. Ein irrelevantes Beispiel ist ein Beispiel, das nicht zum De-
finitionsbereich gehort. Dieser Beispieltyp ist sowohl bei Existenzaussagen
als auch bei Allaussagen beim Beweisen bzw. Widerlegen nicht anwendbar.
Ublicherweise werden in Mathematikveranstaltungen all diese Beispieltypen
nicht explizit thematisiert.
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Aus der Charakterisierung der Beispieltypen lassen sich Anforderungen ab-
leiten, die beim Konstruieren eines Beweises durch Beispiel nétig sind:

e Passung des Beispieltyps zur Aussage: Wird ein Beispiel zum Beweli-
sen/Widerlegen eingesetzt, muss die Quantifizierung der Aussage Uber-
prift werden, um sicherzustellen, dass der Beispieltyp des angegebenen
Beispiels zum Beweisen/Widerlegen ausreichend ist.

e Passung des Beispiels zum Definitionsbereich: Ein Beispiel, das zum Be-
weisen/Widerlegen genutzt wird, muss zum Definitionsbereich gehdoren.

e Passung des Beispiels zum Prédikat: Ein Beispiel, welches zum Beweisen
eingesetzt wird, muss das gegebene Pradikat erfillen; ein Beispiel, wel-
ches zum Widerlegen eingesetzt wird, muss die Negation des gegebenen
Préadikats erfullen.

An einigen Stellen wird berichtet, dass Schuler*innen und Studierende nicht
immer fehlerfrei durch ein Beispiel beweisen (z. B. Buchbinder &
Zaslavsky, 2019; Stavrou, 2014). So beschreibt Stavrou (2014), dass Aussa-
gen von manchen Studierenden mit Beispielen bewiesen werden, auch wenn
diese als Beweis nicht ausreichen. Zazkis und Chernoff (2008) berichten,
dass manche Studierende beim Vorlegen eines Gegenbeispiels zu einer ei-
genstandig formulierten Aussage dieses als Ausnahme und nicht als Wider-
legung der Aussage ansehen. Tirosh (2002, zitiert nach Tabach et al., 2010)
zeigt, dass manche Lehrkréfte Beispiele im Fall einer Existenzaussage nicht
als einen Beweis ansehen. Diese Falle zeigen, dass manche Lernende und
darunter Studierende die Anforderung hinsichtlich Passung des Beispieltyps
zur Aussage nicht erflllen. Es bleibt jedoch unklar, inwieweit die tbrigen
Anforderungen hinsichtlich der Passung des Beispiels zum Definitionsbe-
reich und Préadikat von Studierenden erftllt werden. Wir untersuchen daher
folgende Forschungsfrage:

Wie erfolgreich sind Studierende beim Konstruieren von Beispielen hinsicht-
lich der Passung des Beispiels zum Definitionsbereich, der Passung des Bei-
spiels zum Pradikat und der Passung des Beispieltyps zur Aussage in Abhan-
gigkeit von verschiedenen Aussagetypen?

Methode

Im Rahmen einer Interventionsstudie zur Beispielnutzung wurden im Pré-
/Posttest-Design schriftliche Bearbeitungen von Mathematik-Erstsemester-
studierenden erfasst. Ein genauer Ablauf der Studie ist bei Feil (2020) zu
finden. Fur den Pra-/Posttest wurden flinf Aussagenpaare verschiedener Ty-
pen (Tabelle 2) zum Themenfeld Elementare Zahlentheorie entwickelt. Die
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Aussagen eines Paares waren in Versprachlichung nahezu identisch und in-
haltlich &hnlich. Jedem*r Studierenden wurde jeweils eine Aussage aus den
funf Paaren im Pratest vorgelegt, die andere im Posttest. Die Studierenden
hatten im Prétest acht Minuten Zeit, um fur jede Aussage zu entscheiden, ob
diese wahr / vermutlich wahr / weil3 nicht / vermutlich falsch / falsch ist und
ihre Entscheidung zu begriinden.

Typ | Quantor | wahr/falsch | Erwartete Antwort

1 3 f falsch; Begrundung argumentativ

2 v f falsch; Gegenbeispiel

3 3 w wahr; Beispiel

4 3 f falsch; z.B. Beweis durch Betrachtung aller mdgl. Beispiele
5 V3 w vermutlich wahr / weil3 ich nicht; Beweis recht komplex

Tab. 2: Entwurfsschema fir die Aussagenpaare

Durch die Aufforderung, die Entscheidung Uber die Gultigkeit der Aussage
zu begriinden, sollte moglichst breit erhoben werden, wie die Studierenden
argumentieren. Wie bei einem Beweis durch Beispiel muss auch bei einer
Begrindung durch Beispiel das genutzte Beispiel zum Definitionsbereich
sowie zum Pradikat passen. Auch der Beispieltyp des genutzten Beispiels
muss zur Quantifizierung passen, um die Entscheidung (wahr/falsch) hin-
sichtlich des Wahrheitswertes zu begriinden.

Fir die Analyse der Studierendenbearbeitungen wurde deduktiv ein Kodier-
manual entwickelt und nach Sichtung der Bearbeitungen induktiv ergénzt.
Die Kodierung der Autorin sowie zweier weiterer Rater sehen wir mit einem
Fleiss* Kappa von tiber 0,61 als reliabel an (Landis & Koch, 1977).

Erste Ergebnisse

Fur diese Auswertung betrachten wir Bearbeitungen aller Aussagen aus dem
Prétest, die in der Begriindung mindestens ein Beispiel und keine allgemein-
gultigen Argumente enthalten. Diese Kriterien erfiillen 107 von insgesamt
240 vorliegenden Bearbeitungen.

Unter den 107 Bearbeitungen passte in 15 Fallen die Entscheidung wahr /
vermutlich wahr / vermutlich falsch / falsch nicht zum Beispieltyp des ange-
gebenen Beispiels (Nicht-Erfillung der Passung des Beispieltyps zur Aus-
sage). Beispielsweise wurde eine wahre Existenzaussage félschlicherweise
fur falsch gehalten und als Begriindung ein oder mehrere nicht-stiitzende
Beispiele angegeben. Unter den 15 Fallen befinden sich 3 Bearbeitungen der
Aussagen vom Typ 4. In diesen 3 Fallen passt der Beispieltyp nicht zur Aus-
sage, weil nur ein nicht-stiitzendes Beispiel angegeben und falsch als Ent-
scheidung angekreuzt wurde. Bei diesem Aussagetyp hatten alle moglichen
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Falle Uberprift werden mussen, um die Aussage widerlegen zu kénnen. In 9
der 107 Bearbeitungen wurde ein Beispiel genutzt, das nicht zum Definiti-
onsbereich gehort (Nicht-Erfullung der Passung des Beispiels zum Definiti-
onsbereich). In 9 der 107 Bearbeitungen gab es ein Beispiel, das nicht zum
gegebenen, sondern zu einem anderen Préadikat passte, da z. B. anstelle von
einem Produkt eine Summe gebildet wurde (Nicht-Erfiillung der Passung des
Beispiels zum Pradikat).

Diskussion und Ausblick

Erste Ergebnisse zeigen, dass alle drei oben beschriebenen Anforderungen
nicht immer erfolgreich erfullt werden. Positiv anzumerken ist, dass die An-
zahl an Bearbeitungen mit fehlerhafter Nutzung von Beispielen recht gering
ist. Die eingesetzten Aussagen waren mit Schulwissen zu verstehen und zu
bearbeiten. So wurde beispielsweise mit natlrlichen, ganzen und rationalen
Zahlen als Definitionsbereich gearbeitet, also mit aus der Schule lange be-
kannten Mengen. Offen bleibt, ob inhaltlich andere Aussagen zu einem an
der Universitat neu gelerntem Thema &hnlich erfolgreich bearbeitet werden
wiurden. Untersuchungen zu dieser Frage sind der néachste logische Schritt.
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