Hans HUMENBERGER, Wien

Was bewirkt eine Veranderung eines einzelnen Wertes bei der
Varianz der zugehdrigen Datenliste, und warum?

Der Ausloser fir die im Titel genannte Fragestellung war eine Aufgabe in
einem Schulbuchentwurf (8. Schulstufe) im Kapitel Beschreibende Statistik
(hier nur sinngeman wiedergegeben):

Aufgabe: Thomas und Carina haben 20-mal dasselbe Computerspiel gespielt und ihre
Ergebnisse in einer Tabelle festgehalten, von beiden weil} man also, wie oft sie jeweils
die moglichen Punktezahlen (100, 200, 300, 400, 500) erreicht hatten.

e Berechne das arithmetische Mittel X und die Varianz der Punktezahlen von Thomas
und Carina!

e Carina hat sich geirrt und ein Spiel mit 200 statt mit 300 Punkten eingetragen. Wie
wirkt sich dieser Irrtum bei der Reparatur aus: Wird der wirkliche Mittelwert dadurch
groRer oder kleiner als der bisher berechnete? Wird die wirkliche Varianz dadurch
groler oder kleiner? Stelle eine Vermutung auf bevor du rechnest!

e Begriinde deine Vermutung!

Wahrend die Begriundung im Falle des Mittelwertes leicht machbar ist,
schien uns das im Fall der Varianz genau genommen nicht mehr so einfach
zu sein. Angenommen Carinas Mittelwert lag mit dem falschen Wert (200
Punkte) bei 320 Punkten. Dann ist zun&chst natdrlich sofort klar, dass der
neue (richtige Wert) 300 naher beim bisherigen Mittelwert liegt, so dass es
intuitiv nahe liegt, dass dadurch auch die Varianz kleiner wird, weil ja ein
entscheidender quadratischer Abstand kleiner wird. So oder so éahnlich war
wohl eine mogliche Begrindung im Schulbuch auch gemeint. Wenn man
nicht tiefer tber die Sache nachdenkt, scheint die Angelegenheit damit erle-
digt zu sein. Aber ist das wirklich so einfach? Ist es wirklich immer so (un-
abhéngig von der Lage der anderen Werte): Wann immer ein Wert ndher an
den momentanen Mittelwert heranriickt, wird die Varianz dadurch immer
kleiner? Oder umgekehrt formuliert: Wann immer ein Wert vom momenta-
nen Mittelwert wegrickt, wird die Varianz dadurch immer gréRer? Immer-
hin andert sich bei der Verschiebung eines Wertes ja auch der Mittelwert
selbst (und damit alle Abstdnde zu ihm), und man weil ja i. A. nicht, wie
viele der Werte kleiner bzw. groRer als X sind. Wenn man das alles bedenkt,
ist es gar nicht mehr so leicht die Auswirkungen auf alle anderen quadrati-
schen Abstdnde zum neuen Mittelwert, und insbesondere auf deren Summe
begriindet abzuschatzen.

Es wird sich herausstellen, dass die obigen Intuitionen normalerweise richtig
sind, aber leider nicht immer. Im obigen Beispiel mit dem urspriinglichen
Mittelwert bei 320 und der Veranderung eines Wertes 200 - 300 nimmt die
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Varianz tatsachlich ab. Aber wenn der urspriingliche Mittelwert z. B. 248 ist,
so dass der neue Wert weiter entfernt (52) vom urspriinglichen Mittelwert ist
als der alte (48, aber auf der anderen Seite), dann verringert sich die Varianz
ebenfalls. Zu sehen, wann und warum das passiert, hilft die zugehdérigen in-
tuitiven und nichtintuitiven Aspekte zu verstehen.

Qualitative und quantitative Aspekte

Zundchst ist klar, dass man die Gesamtheit aller Werte auf der Zahlengera-
den beliebig verschieben kann, ohne dass das einen Einfluss auf die Varianz
hat. D. h. man kann o. B. d. A. den Mittelwert X in den Nullpunkt legen:

1 3 : : :
= in =0. Den n-ten Wert x, betrachten wir als variabel, die anderen

n o
x. bleiben fest (unverandert). Wir interessieren uns fiir die zugehérige An-

derung Av der Varianz v (wir verzichten dabei der Einfachheit halber auf
die Division durch n - 1 bzw. durch n') bei einer Veranderung von X, .

|

Bei der urspriinglichen Summe der quadrierten Abstdnde (vom Mittelwert

n-1
X = 0) spalten wir den Beitrag von x, absichtlich ab: v:in2 +x%. Nun
i=1
wird x, verandert (x, — x, +h), die dadurch entstehenden neuen Parameter
(Mittelwert, Summe der quadratischen Abweichungen vom Mittelwert) be-

zeichnen wir mit X, bzw. v, . Es gelten X, =h/n und
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Wir sind interessiert an der Anderung Av:=v_ —Vv, wenn diese positiv ist,
findet eine VarianzvergroRerung statt, bei Av <0 eine Verkleinerung.

Wir erhalten Av =(x, +h)° —h?/n—x? bzw. vereinfacht
Av:h(z-xn+”—‘1-h]. (1)
n

Daraus erkennt man: Sowohl fur h,x, >0 als auch flr h,x <0 ist Av>0.
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Nun nehmen wir an, dass h und X verschiedenes Vorzeichen haben, z. B.
X, <0 und h>0. Fur relativ kleine Werte von h bedeutet das, dass der Wert

néher an den urspriinglichen Mittelwert heranrtickt. Wenn der neue Wert
X, +h immer noch auf derselben Seite des urspriinglichen Mittelwertes, d.

h. negativ ist, dann gelten h <—x_ und 2-xn+n—_1-h<2-xn —n—_l-xn <0.
n n

Das bedeutet: Wenn x. néaher an den urspriinglichen Mittelwert heranrtickt,
aber auf derselben Seite bleibt, dann gilt Av<O0.
Ohne unsere Annahme X =0 (die den algebraischen Aufwand verkleinert,

die wir aber ab nun nicht mehr benutzen, so dass auch der allgemeine Fall
X = 0 abgedeckt ist) erhielte man statt (1):

Av:h-(z-(xn—7)+nT_l-h] )

Die Beziehungen (1) und (2) beschreiben die Varianzdnderung nicht nur qua-
litativ, sondern auch quantitativ.

Man beachte, dass die obigen Uberlegungen den Spezialfall x. =X schon
enthalten: Wenn ein Wert genau bei X liegt und geéndert wird, nimmt die

: n-1 : : . :
Varianz zu: Av=—-—--h?>0. Dieser Spezialfall x, =X konnte im Unter-
n

richt sogar noch vor dem obigen schon etwas allgemeineren Fall behandelt
werden.
Ab nun wollen wir auch Veranderungen von x, zulassen, die Gber den Mit-

telwert hinwegfiihren, und untersuchen, was passiert. Dabei nehmen wir
X, <X und h>0 an, d. h. die Bewegung X, — X. +h geht zundchst in Rich-

tung X und dann sogar dartber hinaus (analog die andere Richtung x, > X,

h <0). Anféanglich wird v tatsachlich abnehmen (wir wissen bereits: zumin-
dest bis der neue Wert x. +h bei X ist), aber was passiert danach?

Aus (2) erhdlt man, dass Av >0 &dquivalent ist mit
n 2
h>2.—— (X=X )=2-(X=-X_)+—— (X=X
T (Rx,) =2: (R, )+ ===+ (X=x,)
Das bedeutet, man muss flr Av>0 den Wert X, nicht nur bis zu seinem

Symmetriepartner auf der anderen Seite des ursprtinglichen Mittelwertes (d.
h. zum Wert x,+2-(X—Xx,)) bewegen, sondern zumindest das Stiick

2

(X = iter (Abb. 1).
7 (X —x,) weiter ( )
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2 —
n-1'(x_ xﬂ)

| hier: Av =0

X— X, X-—X, hier: Av>0

Abb. 1: Der Punkt auf der anderen Seite von X mit der Eigenschaft Av=20 liegt ein
wenig weiter weg als der symmetrische Punkt

Zuriick zur Aufgabe aus dem Schulbuchentwurf, die unser Aufhanger war;
angenommen wir wissen X, =200, n=20 und h=100, aber wir kennen den
urspringlichen Mittelwert X nicht. Wir geben hier zwei verschiedene mog-
liche Werte von X an, um das Ergebnis von Abb. 1 zu illustrieren.

e X =320: Dann ergibt sich Av=-14500 aus (2). Der Abstand des Wertes

vom bisherigen Mittelwert hat sich von 120 auf 20 Punkte verkleinert (auf
derselben Seite des bisherigen Mittelwertes!), und die Summe der qua-
drierten Abweichungen vom Mittelwert hat sich um 14500 verringert.

e X =248: Dann ergibt sich Av=-100 aus (2). Der Abstand des Wertes
vom bisherigen Mittelwert hat sich von 48 auf 52 Punkte vergroRert (dies-
mal liegt der neue Punkt aber auf der anderen Seite des bisherigen Mittel-
wertes!), und die Summe der quadrierten Abweichungen vom Mittelwert
hat sich trotzdem um 100 verringert.

Wenn der Wert auf derselben Seite des urspriinglichen Mittelwertes bleibt,
dann stimmt unsere intuitive Vermutung: je ndher zum (weiter weg vom)
urspriinglichen Mittelwert der neue Wert liegt, desto kleiner (groRer) ist die
Varianz. Wenn aber bei der Veranderung der urspriingliche Mittelwert iber-
schritten wird, ist die Lage etwas komplizierter: Nach der symmetrischen
Lage zum urspringlichen Mittelwert gibt es ein Intervall der Lange
2/(n—1)-\7—xn\, in dem der neue Wert weiter weg vom urspriinglichen

Mittelwert, aber trotzdem die neue Varianz kleiner als die urspriingliche ist.

Ausfihrlichere Fassungen zu diesem Thema auf Englisch bzw. Deutsch fin-
den sich in Humenberger (2020) bzw. Humenberger (2022).
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