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1 Motivation

Vereinfacht dargestellt beschreibt ein Simulationsmodell einen Zusammenhang

 : S � J � T ! O

zwischen internen Zust�anden S, Eingaben J , der Zeit T und Ausgabegr�o�en O eines realen
Systems. Eine Simulation, d.h. die analytische oder numerische Berechnung der Funktion
 (s0; j; t); s0 = s(t0) 2 S; j 2 J; t;to 2 T liefert Informationen �uber die Auswirkung von
Szenarien (s0; j), beantwortet also Fragen der Art

"
Was w�are wenn ...?\.

Das eigentliche Ziel besteht aber h�au�g im Au�nden von Szenarien (s�
0
; j�), f�ur welche

das System bez�uglich eines Kriteriums G : O ! IR und t0 2 T eine gew�unschte Ausgabe
m�oglichst genau produziert. Es geht also um die Beantwortung der Frage

"
Was ist zu tun,

um ...?\:
G( (s�o; j

�; t
0

))! extremum (1)

Zum Zwecke einer allgemeinen Darstellung tre�en wir hier noch keine Annahme �uber
die Grundmengen von S; J und T . Gleichfalls betrachten wir zun�achst nur Optimierungs-
probleme ohne Nebenbedingungen. (Siehe hierzu aber Abschnitt 6.5). WegenminfG(x)g =
�maxf�G(x)g unterstellen wir aber ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit im folgenden
eine Minimierungsaufgabe.

Zur L�osung des Optimierungsproblems (1) k�onnen je nach Gestalt der Funktionen
G beziehungsweise  unterschiedliche Verfahren herangezogen werden. Zur Anwendung
analytischer L�osungsverfahren m�ussen bestimmte Voraussetzungen wie z.B. die minde-
stens zweifach stetige Di�erenzierbarkeit der Funktion G erf�ullt sein. In der Regel liegt
die Funktion  aber nicht einmal in geschlossener Form vor, sondern ist implizit als
Funktion einer (zeitinvarianten) Zustands�ubergangsfunktion � : S � J ! S de�niert. Zur
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Berechnung der Funktion  sind zumeist aufwendige (Laufzeit, Speicherbedarf) Simula-
tionen erforderlich. Desweiteren kann die explizite Formulierung der Funktion G aufgrund
schwer formalisierbarer oder mehrfacher gegenl�au�ger G�utekriterien Schwierigkeiten be-
reiten (siehe Abschnitt 6.4). Aus diesen Gr�unden werden L�osungen des Optimierungs-
problems (1) h�au�g manuell durch (mehr oder weniger) systematisches Experimentieren
mit dem Simulationsmodell gesucht. Gelegentlich kommen auch Verfahren der optimalen
Versuchsplanung [LK91] zum Einsatz.

Sofern die Formulierung einer geeigneten G�utefunktion G gelingt und die notwendi-
gen technischen Voraussetzungen (z.B. hinreichende Rechenkapazit�at, Batch-Betrieb des
Simulators) erf�ullt sind, ist im Grundsatz aber die Automatisierung der Optimumsuche
m�oglich, obgleich gerade bei der Kopplung von Simulation und Optimierung Probleme
auftreten k�onnen, die den Einsatz vieler Suchverfahren einschr�anken oder ausschlie�en.
So kommen aus den genannten Gr�unden in der Regel nur direkte Suchverfahren, die kei-
nerlei weitere analytische Information �uber die Funktion G ben�otigen, in Frage.

Zur Vereinfachung der Notation gelte im folgenden F (x) = G( (x; t0)); x2X � S�J
f�ur ein beliebiges aber festes t02T . Mit P;P 0; R � X orientieren sich direkte Suchverfahren
an folgendem groben Schema:

Algorithmus 1 (Direktes Suchverfahren)

g := 0;
initialisiere P (g);
bewerte P (g);
do while not Abbruch-Bedingung

P 0(g) := variiereP (g);
bewerte P 0(g);
P (g + 1) := berechne aus P

0

(g);
g := g + 1;

done

Direkte Verfahren versuchen demnach durch iterative Variation bekannter L�osungen
bessere (m�oglicherweise optimale) L�osungen zu �nden. P (g) ist eine Menge bereits be-
werteter L�osungen. Ausgehend von P (g) werden Tastschritte P 0(g) ausgef�uhrt, aus deren
Bewertung eine neue L�osungsmenge P (g+1) berechnet wird.

Konkrete Instanzen des Algorithmus 1 unterscheiden sich haupts�achlich in der Aus-
pr�agung der Operationen \variiere" und \berechne", welche zwangsl�au�g von der Gestalt
des Suchraumes X und der Zielfunktion F abh�angig sind.

Im Rahmen dieses Kapitels kann kein vollst�andiger �Uberblick �uber das weite Feld der
nichtlinearen Optimierung gegeben werden. Wir beschr�anken uns im folgenden auf einige
potentielle Eigenschaften des Suchraums X, denen gerade im Kontext der simulations-
gest�utzten Optimierung besondere Bedeutung zukommt und anhand derer die Eigenschaf-
ten evolution�arer Algorithmen im Vergleich zu anderen Verfahren deutlich werden.
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Algebraische Eigenschaften: Der Suchraum X wird zumeist durch mehrere, h�au�g
durch eine gro�e Zahl von Entscheidungsvariablen aufgespannt: X � X1� : : :�Xn;
n ist die Dimension des Suchraums. Die Mengen Xi k�onnen endliche (z.B. f0; 1g),
abz�ahlbare (z.B. ZZ) oder �uberabz�ahlbare (z.B. IR) Mengen sein. Die meisten di-
rekten Suchverfahren wurden f�ur spezielle Suchr�aume entworfen und nutzen deren
algebraische Eigenschaften. So wurde seit den f�unfziger Jahren eine Vielzahl nume-
rischer Verfahren zur L�osung von Problemen der Parameteroptimierung (X � IRn)
entwickelt, die auf unterschiedlichen Techniken, wie der Approximation der ersten
(und zweiten) partiellen Ableitungen oder geschickten Koordinatentransformatio-
nen beruhen [Sch95] [Rao96, Kap. 6]. Solche Algorithmen eignen sich z.B. nicht zur
L�osung ganzzahliger (etwa kombinatorischer) Optimierungsprobleme. Viele Simu-
lationsmodelle besitzen aber sowohl diskrete (z.B. strukturbeschreibende) als auch
reellwertige (z.B. proze�beschreibende) Entscheidungsvariablen.

Dimensionalit�at: Eine vollst�andige Durchmusterung des Suchraums ist zumeist nur f�ur
sehr kleine n realisierbar. Simulationsmodelle besitzen aber h�au�g eine gro�e Anzahl
von Entscheidungsvariablen. F�ur gro�e n treten bei manchen Verfahren numerische
Instabilit�aten auf [Sch95].

Multimodalit�at: Multimodale Zielfunktionen besitzen mehrere, h�au�g eine gro�e oder
sogar unendliche Zahl lokaler Optima. Das sind jene x2X in deren Umgebung nur
gr�o�ere Werte von F zu �nden sind:

9� > 0; y 2 fx0 2 Xj d(x; x0) < �g ) F (x) � F (y) ; (2)

wobei d : X�X ! IR+ ein geeignetes Abstandsma� (z.B. euklidischer Abstand
oder Hamming-Distanz) in X ist. Lokale Optima k�onnen sich aber bez�uglich ihrer
Zielfunktionswerte stark unterscheiden. Gesucht ist daher ein globales Optimum
x� 2 X, f�ur das gilt:

8y 2 X : F (x�) � F (y): (3)

Das globale Optimierungsproblem (3) ist nicht allgemein l�osbar [B�ac96, S. 37]. In
der Praxis gen�ugt es aber zumeist, gute oder zumindest bessere als die bekannten
L�osungen von (1) aufzu�nden. Um in multimodalen Landschaften erfolgreich zu sein,
mu� ein Verfahren lokale Optima

"
�uberwinden\ k�onnen. Die pfadorientierte Suche,

etwa in Gradientenrichtung, konvergiert dagegen in der Regel nur zum n�achsten
lokalen Optimum.

Nichtdeterminismus: Die Zustands�ubergangsfunktion � ist h�au�g nichtdeterministisch
wie im Falle ereignisorientierter Simulationsmodelle. Das f�uhrt zu einer stochasti-
schen Optimierungsaufgabe der Form F (x; !) ! min; ! 2 
, wobei 
 ein Wahr-
scheinlichkeitsraum ist. Ein g�angiger Ansatz lautet

F = E[[F (x; !)]] =
Z
F (x; !)P (d!): (4)

E[[:]] ist der Erwartungswert. Gelegentlich werden aber auch andere Momente der
Verteilung von F benutzt. Die Momente der Verteilung k�onnen nur auf der Ba-
sis einer endlichen (h�au�g geringen) Zahl von Simulationen gesch�atzt werden, so
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da� die resultierende Zielfunktion zu einem gewissen Ma�e unbestimmt ist. Viele
direkte deterministische Suchverfahren liefern nur dann noch befriedigende Ergeb-
nisse, wenn diese Unbestimmtheit klein bleibt im Verh�altnis zum Absolutbetrag
der Funktion [Ham81]. Methoden der stochastischen Programmierung setzen in der
Regel die Konvexit�at und stetige Di�erenzierbarkeit der Zielfunktion voraus. (Zum
Thema stochastische Optimierung siehe z.B. [KW94, EW88] und Abschnitt 6.3.)

Evolution�are Algorithmen sind Versuche, den augenscheinlich �au�erst e�zienten Pro-
ze� der biologischen Evolution nachzuahmen und zur L�osung zumeist technischer Aufga-
ben zu erschlie�en.

Im folgenden werden wir die Grundlagen evolution�arer Algorithmen (Abschnitte 2
und 3) und insbesondere deren F�ahigkeit zur Selbstanpassung (Abschnitt 4) skizzieren.
Gerade in den letzten Jahren ist die verf�ugbare Literatur zu einzelnen Varianten des
evolution�aren Rechnens stark angewachsen; siehe etwa [Rec94, Sch95] zu Evolutionsstra-
tegien, [Gol89, Dav91, Mic96] zu Genetischen Algorithmen, [Fog95] zum Evolutionary Pro-
gramming, [Koz94] zum Genetischen Programmieren, und [B�ac96, BFM97, BHS97] zum

�ubergeordneten Thema evolution�ares Rechnen. Wir verzichten daher auf eine detaillierte
Betrachtung einzelner konkreter Algorithmen zugunsten einer vergleichendenDarstellung.

Ber�ucksichtigt man die Vielfalt der Anwendungsbereiche und die Unterschiede in der
algorithmischen Umsetzung des Prinzips der evolution�aren Suche, so wundert es nicht, da�
bis heute keine tragf�ahige �ubergreifende Theorie des evolution�aren Rechnens existiert.
Dennoch gibt es eine Reihe grundlegender theoretischer Aussagen, von denen einige in
Abschnitt 5 dargestellt werden.

Das evolution�are Rechnen bietet einen sehr allgemeinen Ansatz zum Entwurf von
Optimierungsverfahren. Die Umsetzung f�ur eine konkrete Aufgabenstellung erfordert aber
h�au�g aufgabenspezi�sche Anpassungen. Entsprechende Techniken sind Gegenstand des
Abschnitts 6.

Das Kapitel schlie�t mit der Aufz�ahlung einiger Anwendungsbeispiele (Abschnitt 7)
und einer Zusammenfassung (Abschnitt 8).

2 Evolution�are Algorithmen

Seit ca. 3,5 Milliarden Jahren existiert organisches Leben auf der Erde. Nach der Darwin-
schen Interpretation der Entwicklung von primitiven Lebensformen hin zu immer kom-
plexeren Organismen ist die Evolution, grob vereinfacht, das Ergebnis des Wechselspiels
zwischen der Erzeugung neuer genetischer Information und ihrer Bewertung und Selekti-
on. Die Deoxyribonukleins�aure (DNS) ist Tr�ager der genetischen Information. Vergleicht
man die Anzahl m�oglicher Zust�ande der DNA h�oherer Organismen von etwa 1019:500:000

mit der Zeit von 3 �1017 Sekunden, die seit dem Urknall verstrichen sind, so wird deutlich,
da� die Evolution auf einem �au�erst e�zienten Strukturbildungsproze� beruhen mu�.

Bereits in den f�unfziger und sechziger Jahren haben mehrere Forscher unabh�angig
voneinander das Potential dieses Prozesses f�ur unterschiedliche Aufgaben zu erschlie�en
versucht. So entwickelten unabh�angig voneinander Holland [Hol62, Hol75] die Geneti-
schen Algorithmen (GA) als Modell f�ur Adaptations- und Klassi�kationsprozesse und Fo-
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gel [Fog62, FOW66] das Evolutionary Programming (EP) zur Zeitreihenvorhersage mittels
endlicher Automaten. Nahezu zeitgleich dazu entwarfen Rechenberg [Rec65, Rec71] und
Schwefel [Sch68, Sch75] die Evolutionsstrategien (ES) als Heuristiken f�ur die experimen-
telle Optimierung.

�Uberwiegend werden evolution�are Algorithmen (EA) heute als direkte Suchverfahren
zur L�osung von Optimierungsaufgaben eingesetzt. EAs orientieren sich ebenfalls an dem
in Algorithmus 1 dargestellten Iterationsschema:

Algorithmus 2 (Evolution�arer Algorithmus)

g := 0;
initialisiere P (g);
bewerte P (g);
do while not Abbruch-Bedingung

P 0(g) := rekombiniere P (g);
P 00(g) := mutiere P 0(g);
bewerte P 00(g);
P (g + 1) := selektiere aus P 00(g) [R(g);
g := g + 1;

done

Wesentliche Unterschiede zu traditionellen direkten Suchverfahren sind:

1. EAs verwenden kein zentrales internes Modell (lokale Approximation) der Ziel-
funktion. Die Operation

"
variiere\ aus Algorithmus (1) wird durch zwei numerisch

vergleichsweise einfache Funktionen
"
rekombiniere\ (Abschnitt 3.2) und

"
mutiere\

(Abschnitt 3.3) realisiert. An die Stelle der Operation
"
berechne\ tritt die Selektion

der Menge P (g+1) als Teilmenge von P 00(g) [ R(g);R(g) = ; oder R(g) = P (g)
(siehe Abschnitt 3.4).

2. Die Objektvariablen x 2 X werden in der Regel kodiert: P (g) � f�(x)jx 2 Xg.
� : X ! R ist eine Kodierungsfunktion aus dem SuchraumX in eine Repr�asentation
R (Abschnitt 3.1).

3. EAs arbeiten zumeist mit einer gr�o�eren aber w�ahlbaren Kardinalit�at von P (g).

4. EAs arbeiten nichtdeterministisch.

5. EAs haben die F�ahigkeit, w�ahrend der Suche ein verteiltes, di�erenziertes internes
Modell der Zielfunktionstopologie aufzubauen.

Aufgrund der Eigenschaften 1 und 2 sind die Algorithmen weitgehend unabh�angig von
der konkreten Gestalt des Suchraums X und bieten damit ein breites Anwendungsspek-
trum (z.B. kombinatorischeOptimierung, Parameteroptimierung,Mixed-Integer-Optimie-
rung und Strukturoptimierung). Wegen der Eigenschaften 3 und 4 reagieren EAs robust
im Falle multimodaler, unstetiger und nichtdeterministischer oder gest�orter Zielfunktio-
nen. Aus 3 ergibt sich die Skalierbarkeit der Verfahren zwischen volumenorientierter und
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pfadorientierter Suche und damit eine gute Ausnutzung vorhandener Resourcen. Wegen
Eigenschaft 4 bewahren EAs ihre E�zienz auch bei der lokalen Suche.

Die verwendeteMetapher legt f�ur die Beschreibung von EAs ein der Genetik entlehntes
Vokabular nahe: Die Menge P (g) wird als Population der Generation g und deren Elemen-
te I 2 P (g) als Individuen bezeichnet. Die genetische Information eines Individuums I
wird als Genotyp von I und der Tr�ager dieser Information als Chromosom bezeichnet. Der
Genotyp bestimmt gem�a� der Kodierungsfunktion die Eigenschaften eines Individuums,
seinen Ph�anotyp, also ein Element des Suchraumes x 2 X. F�ur jedes Individuum wird
eine Fitne� auf der Basis des Zielfunktionswertes F (x) bestimmt. Im Selektionsschritt
wird schlie�lich die neue Generation P (g+1) aus der Elternpopulation P 00(g) (oder gege-
benenfalls P 00(g) [ R(g)) unter Bevorzugung von Individuen mit �uberdurchschnittlicher
Fitne� gebildet.

Aus der Genetik sind verschiedene Prozesse bekannt, die f�ur die Varianz der gene-
tischen Information sorgen. EAs verwenden in der Regel die Rekombination, also die
Kombination genetischer Information aus zwei oder mehreren elterlichen Individuen und
die Mutation, die zuf�allige, richtungslose Modi�kation des Genotyps.

Der Zusammenhang wird in Graphik 1 skizziert.

P(g) P’(g)

genetische Operatoren
Rekombination, Mutation

Dekodierung ϒ
_

Selektion

P’(g)

P(g+1)

Phänotypraum/
Suchraum X

Genotypraum /
Repräsentation R 

Abbildung 1: Genotyp-Ph�anotyp Beziehung nach Fogel [Fog95, S. 39].

Das
"
No-Free-Lunch-Theorem\ [WM97] besagt, da� sich zwei beliebige Suchverfah-

ren bez�uglich Ihrer Leistungsf�ahigkeit gemittelt �uber alle Optimierungsprobleme nicht
unterscheiden. EAs wurden f�ur Aufgaben entworfen, welche eine besondere Robustheit
der L�osungsverfahren erfordern, wie z.B. Robustheit bez�uglich Multimodalit�at, Unstetig-
keiten oder Unbestimmtheit der Zielfunktion. Folglich gibt es auch Anwendungsbereiche,
f�ur welche EAs ungeeignet oder ine�zient sind wie z.B. lineare, quadratische oder sepa-
rable Probleme. In seinem Anwendungsbereich stellt das evolution�are Rechnen aber ein

exibles und vergleichsweise leicht handhabbares Instrumentarium zur Automatisierung
schwieriger Suchprobleme bereit, wie durch die gro�e Zahl dokumentierter Anwendungen
belegt wird [Ala94]. 6



3 Die Bausteine evolution�arer Algorithmen

Simulationsmodelle beschreiben Zusammenh�ange zwischen Objekten realer Systeme, wie
z.B. das Zusammenspiel zwischen Reaktoren, Pumpen, Heizern und K�uhlern einer che-
mischen Anlage, deren Parameter den Ph�anotypraum bestimmen. EAs operieren auf ab-
strakten mathematischen Objekten, wie Zeichenketten oder reellwertigen Vektoren, dem
Genotypraum oder auch Repr�asentation R. In vielen F�allen wird daher eine Kodierungs-
funktion � : X ! R bzw. Dekodierungsfunktion � : R ! X zwischen diesen R�aumen
ben�otigt. Die Anwendung von EAs erfordert somit zun�achst den Entwurf von R;� und
�. Auf der Basis der Repr�asentation werden dann die Variationsoperatoren Rekombi-
nation und Mutation de�niert. Die Wahl der Selektion ist dagegen unabh�angig von der
Repr�asentation formulierbar, hat aber gegebenenfalls die Architektur des Rechnersystems
zu ber�ucksichtigen (siehe Abschnitt 6.1).

3.1 Repr�asentationen

Bin�ar-Strings: Die wohl bekannteste Spielart des evolution�aren Rechnens, die geneti-
schen Algorithmen (GA), verwenden in ihrer urspr�unglichen Form bin�are Strings
einer festen L�ange l: RIB = IBl. Diese Repr�asentation eignet sich daher unmittelbar
zur Kodierung pseudoboolescher Optimierungsprobleme der Form F : X�IBl ! IR.
GAs wurden aber auch erfolgreich zur L�osung kombinatorischer und reellwertiger
Optimierungsprobleme (F : X � IRn ! IR) eingesetzt. In der Standardkodierung
wird jeder Wert (x1; ::; xn)2X durch einen Bin�ar-String (b11; ::; b1l1 ; ::; bn1; ::; bl) re-
pr�asentiert (hier dargestellt f�ur X � IRn):

xi = ui +
vi � ui

2li � 1
� (

li�1X
j=0

bi(li�j)
� 2j) (5)

f�ur i = 1 : : : n und xi aus dem Intervall [ui; vi]. Die Wahl der Kodierung hat aber
gro�en Ein
u� auf die E�zienz des Suchprozesses. Aus diesem Grunde werden auch
alternative Kodierungen wie der Gray-Code verwendet [B�ac96, S. 109�.].

Die urspr�ungliche Bevorzugung der bin�aren Repr�asentation in GAs wird formal durch
das Schematheorem [Hol75] begr�undet. Ein Schema bezeichnet eine Menge von Strings,
die an gewissen Positionen �ubereinstimmen. Schemata werden als Zeichenketten �uber
dem Alphabet f0; 1; �g notiert, wobei � den Wert \unde�niert" darstellt. Das Schema
[1 � 0�] enth�alt demnach die vier Strings 1000; 1100; 1001 und 1101. Die Ordnung des
Schemas H = h1; : : : ; hl ist de�niert als o(H) = jfijhi 2 f0; 1ggj. o(H) ist also die
Anzahl der de�nierten Positionen in H. Die de�nierende L�ange von H gibt die L�ange
des l�angsten Teilstrings zwischen zwei de�nierten Positionen an: �(H) = maxfijhi 2
f0; 1gg �minfijhi 2 f0; 1gg. Das Schematheorem besagt, da� insbesondere jene Schema-
ta mit �uberdurchschnittlich positivem Ein
u� auf die Zielfunktion, geringer de�nierender
L�ange und kleiner Ordnung (sogenannte Building Blocks) sich in den Folgepopulatio-
nen exponentiell anreichern werden. Die bin�are Repr�asentation in Verbindung mit der
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proportionalen Selektion (s.u.) bietet hierf�ur die optimale Sampling-Strategie [Hol75].
Die Interpretation des Schematheorems wird in der Literatur aber kontrovers diskutiert
[Gre93, Fog95].

Reellwertige Repr�asentation: Im Falle X � IRn bietet es sich an, die Elemente aus
X direkt als reellwertige Vektoren zu repr�asentieren wie dies in Evolutionsstrategien
(ES) wie auch beim Evolutionary Programming (EP) geschieht. Aber auch viele
Varianten genetischer Algorithmen verwenden f�ur X � IRn inzwischen reellwertige
Repr�asentationen RIR�IRn.

Ganzzahlige Repr�asentationen: F�ur den Fall X�ZZ k�onnen die Konstruktionsprin-
zipien (z.B. Wahrscheinlichkeitsverteilungen) aus RIR auf RZZ�ZZ l �ubertragen wer-
den [Rud94b]. Endliche Teilmengen aus ZZ werden in der Regel auf RIB abgebildet.
H�au�g sind auch gemischt-ganzzahlige Probleme anzutre�en, f�ur die sich gemisch-
te Repr�asentationen RIR � RZZ anbieten. Allerdings ist darauf zu achten, da� im
Falle gemischter Repr�asentationen auch die genetischen Operatoren

"
kompatibel\

entworfen werden (z.B. Adaptivit�at der Operatoren)[BS95].

Permutationen: Permutationen wie sie beispielsweise bei Scheduling-Problemen oder in
der Routenplanung auftreten werden gelegentlich auf RZZ abgebildet. Die Standard-
Operatoren, wie sie weiter unten beschrieben werden, generieren dann in der Re-
gel Nachkommen, welche keine g�ultigen Permutationen darstellen. Zur Vermeidung
dieses Problems wurden zahlreiche (zumeist applikationsspezi�sche) Varianten vor-
geschlagen [Whi97].

Andere Repr�asentationen: Strukturbeschreibende Variablen oder geometrische Ob-
jekte lassen sich zwar grunds�atzlich auch auf die bereits dargestellte Weise repr�asen-
tieren, dabei gehen aber strukturelle oder r�aumlicheBeziehungen der repr�asentierten
Objekte verloren. In der Praxis werden daher auch h�au�g komplexere Repr�asenta-
tionen (z.B. Graphen, Parse-Trees) [Ang97a, SHMM96] verwandt.

Obgleich schon aufgrund der Vielfalt m�oglicher Anwendungen keine generelle Rezeptur
f�ur den Entwurf einer geeigneten Repr�asentation angegeben werden kann, nennen wir
nachfolgend einige Punkte, die zu beachten sind (vergleiche auch [Ron97]):

1. Die Dekodierungsfunktion � sollte m�oglichst stark kausal sein. D.h., kleine �Ande-
rungen des Genotyps bewirken kleine �Anderungen des Ph�anotyps [Rec94].

2. Die Repr�asentation sollte \fair" sein in dem Sinne, da� gleich gro�e Regionen des
Suchraumes gleich viele Repr�asentanten in R besitzen. Sinngem�a� sollte gelten:
jfIjd(�(I); x) < �gj ' jfIjd(�(I); y) < �gj f�ur alle x; y 2 X.

3. Durch eine geschickte Wahl der Repr�asentation l�a�t sich h�au�g die Generierung
ung�ultiger Individuen vermeiden [Whi97] oder auch die Zielfunktion

"
gl�atten\ [Bea93,

Rud91].
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4. Problemnahe Repr�asentationen, die m�oglichst viel Information aus X erhalten,
f�uhren in der Regel zu e�zienteren Algorithmen und lassen sich leichter erweitern,
z.B. bez�uglich der Integration von Expertenwissen [Dav91, Mic96].

3.2 Rekombination

Die Rekombination P (g)N ! P (g) ist eine richtungslose, N-stellige Operation, wobei zu-
meist wie auch im folgenden N = 2 gilt. Gelegentlich werden aber auch globale Varianten,
d.h. N = jP j verwendet.

Ein neues Individuum I 0=(I 0
1
; : : : ; I 0l) wird dabei durch Kombination der genetischen

Informationen von N Eltern I1; : : : ; IN ; I i=(I i
1
; : : : ; I il ) erzeugt. In der Literatur wurden

zahlreiche Operatoren vorgeschlagen, von denen hier nur die gebr�auchlichsten dargestellt
werden.

z-Point-Crossover: Aus dem Intervall [1; l � 1] werden z Positionen j1 < j2 < : : : < jz
gleichverteilt gezogen. I 0 wird (hier dargestellt f�ur ungerades z) gebildet als
I 0 = I1

1
; : : : I1j1; I

2

j1+1
; : : : ; I2j2; I

1

j2+1
; : : : ; I1z ; I

2

z+1; : : : ; I
2

l . Die gebr�auchlichsten Varian-
ten sind das One-Point-Crossover (z = 1) und das Two-Point-Crossover (z = 2).

Uniform-Crossover: Es gilt: z = l � 1. Die I 0i werden f�ur jedes i gleichverteilt aus der
Menge der korrespondierenden Elemente der Eltern gezogen. Einen Vergleich der
Verfahren �ndet man z.B. in [B�ac96].

Weitere Crossover-Varianten: Es wurden Erweiterungen des Crossover mit dem Ziel
vorgeschlagen, den durch die Position der Gene verursachten Bias zu vermindern
(Shu�e-Crossover, [ECS89]) oder eine adaptive Wahl der Crossover-Punkte (Punc-
tuated Crossover, [SM87]) zu erm�oglichen. (Siehe auch Abschnitt 4.) F�ur RIR werden
bei der intermedi�aren Rekombination die I 0i arithmetisch bestimmt: I 0i = uiI

1

i +(1�
ui)I2i , wobei zumeist ui = 1=2 gesetzt wird [Sch95].

3.3 Mutation

Die Mutation sorgt f�ur eine zuf�allige und richtungslose Modi�kation einzelner Gene. Sie
ist daher eine einstellige Operation P (g)! P (g). Im Falle bin�arer Repr�asentationen wird
jedes Ii mit einer kleinenWahrscheinlichkeit pm invertiert. In der Regel werden Werte von
pm 2 [0:001; 0:01] verwendet. Die Analyse einfacher Beispiele sowie empirische Befunde
legen aber nahe, pm = 1=l umgekehrt proportional zur L�ange des Strings l oder sogar
zeitlich variabel zu w�ahlen [B�ac96, BS96].

Im Falle reellwertiger Repr�asentationen wird die Mutation zumeist als additiv nor-
malverteilter Proze� modelliert: I 0i = Ii + N(0; �i). Auch hier stellt sich die Frage nach
der Wahl der Standardabweichungen (Schrittweiten) �i. Der Bestwert (z.B. bez�uglich
der lokalen Fortschrittsgeschwindigkeit) von �i ist sowohl von der Zielfunktion, als auch
vom aktuellen Fortschritt der Suche abh�angig. Letztlich stellt die optimale Steuerung
der Schrittweiten �i wieder ein (dynamisches) Optimierungsproblem dar. Insofern liegt es
nahe, solche Strategievariablen endogen durch den Evolutionsproze� selbst anpassen zu
lassen. Derartige Techniken sind Gegenstand des Kapitels 4.
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3.4 Selektion

W�ahrend die richtungslosen Operatoren Mutation und Rekombination lediglich f�ur die
Entstehung neuer genetischer Information sorgen, wird die evolution�are Suche erst durch
die Selektion zu einem zielgerichteten Proze� indem jenen Individuen I i 2 P (g) mit �uber-
durchschnittlicher G�ute F (�(I i)) eine �uberdurchschnittliche Selektionswahrscheinlichkeit
psi zugeordnet wird. P

F bezeichne im folgenden eine bez�uglich F � � geordnete Menge:
I i; Ij 2 P F ; i; j 2 IN; i � j ) F (�(I i)) � F (�(Ij)).

Die gebr�auchlichsten Selektionsverfahren sind:

Proportionale Selektion: Jedes I i 2 P 00(g) wird mit einer der relativen Fitne� von I i

proportionalen Wahrscheinlichkeit selektiert:

psi =
S(F (�(I i)))PjP 00(g)j

j=1 S(F (�(Ij)))
(6)

Durch eine Skalierungsfunktion S wird die Einhaltung der Bedingung psi 2 [0; ::; 1]
sichergestellt.

(�; �)-Selektion: Aus den � besten der � Individuen in P 00F (g) wird gleichverteilt ge-
zogen:

psi =

(
1=�; 1 � i � �

0; � < i � �
(7)

Aus empirischenBefunden und der Analyse einfacher Zielfunktionenwird ein Verh�alt-
nis �=� = 1=7 empfohlen [Sch95].

Turnier-Selektion: Es werden gleichverteilt zuf�allig q Individuen aus P 00(g) gezogen.
Das beste der q Individuen wird selektiert. Dieser Vorgang wird �-fach wiederholt.
Es gilt:

psi = 1=�q � ((� � i+ 1)q � (�� i)q): (8)

In der Regel werden Turniergr�o�en q = 2 verwendet.

Das Konvergenzverhalten der Algorithmen wird wesentlich durch den das jeweilige
Verfahren charakterisierenden Selektionsdruck bestimmt. Zur groben Orientierung kann
gesagt werden, da� die (�; �)-Selektion den gr�o�ten und die proportionale Selektion den
kleinsten Selektionsdruck der drei Verfahren aus�uben [B�ac96].

Die optimale Wahl der Populationsgr�o�en ist abh�angig von der Dimensionalit�at des
Suchraumes X, der \Gutartigkeit" der Zielfunktion F , der verwendeten Operatoren und
der Verf�ugbarkeit von Rechnerresourcen. Nachfolgende Aussagen dienen lediglich der Ori-
entierung:

1. Geringer Selektionsdruck f�uhrt zu einer eher volumenorientierten Suche, hoher Se-
lektionsdruck zu einer pfadorientierten Suche.
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2. Der Selektionsdruck steigt proportional zum Verh�altnis �=�.

3. Kleine konstante Mutationsraten erforden gro�e Populationen zum Erhalt der Di-
versit�at.

4. Die Selbstanpassung von Strategievariablen erfordert eine minimale Populations-
gr�o�e [Kur95].

Einen wesentlichen Ein
u� hat auch die Gr�o�e der Grundmenge [P 00(g)[R(g)] (Algo-
rithmus 1), aus der selektiert wird. Mit R(g) = P (g) kann (unter Verwendung eines geeig-
neten Selektionsverfahrens) die Monotonie des Suchprozesses sichergestellt werden: Aus
P F (g) = (I1; : : : ; I jP (g)j) und P F (g+1) = (L1; : : : ; LjP (g+1)j) folgt F (�(I1)) � F (�(L1)).
Selektionsverfahren, die immer die bisher besten gefundenen L�osungen in der Populati-
on bewahren, hei�en \elit�ar". Die elit�are Variante der (�; �)-Selektion wird als (�+�)-
Selektion bezeichnet.

Augenscheinlich ist die elit�are Selektion von Vorteil. Solche Algorithmen sind mit
g ! 1 in der Regel global konvergent [Rud96]. Einerseits ist dieses Resultat aber in
der Praxis f�ur g�1 nicht sonderlich relevant. Andererseits verursacht elit�are Selektion
h�au�g vorzeitige Konvergenz, da es schwieriger wird die Attraktionsgebiete lokaler Optima
wieder zu verlassen. Im Falle gest�orter, stochastischer oder dynamischer Zielfunktionen
versagen solche Algorithmen h�au�g vollst�andig. Zudem reduziert die elit�are Selektion
die Selbstanpassungsf�ahigkeit des Prozesses [Sch92]. Das Prinzip der Alterung, also die
M�oglichkeit veraltete Information zu vergessen, ist o�ensichtlich nicht nur in der belebten
Natur von entscheidender Bedeutung f�ur die E�zienz des Evolutionsprozesses.

4 Adaptivit�at evolution�arer Algorithmen

Ist die Funktion F wenigstens lokal kausal (kleine Parametervariationen haben kleine
Wirkung), so werden wir erwarten d�urfen, in der N�ahe guter L�osungen weitere gute,
m�oglicherweise bessere, L�osungen zu �nden. Ein e�zientes Verfahren mu� daher die lokale
Topologie der Zielfunktion ber�ucksichtigen. Traditionelle numerische Verfahren versuchen
dies auch, etwa durch iterative Approximation des Gradienten und der zweiten partiellen
Ableitungen. EAs gehen hier einen Schritt weiter, indem topologische Information in
den Individuen, also verteilt �uber die ganze Population gespeichert und gewisserma�en
kollektiv

"
erlernt\ wird [Sch97]. Wir betrachten in diesem Abschnitt zwei Beispiele.

Der Vorteil, der durch die Selbstanpassung der genetischen Information erzielt werden
kann, wird allerdings durch einen zus�atzlichen Aufwand f�ur das

"
Erlernen\ dieses internen

Modells der Zielfunktion erkauft und macht sich typischerweise erst nach einer gr�o�eren
Zahl von Generationen bemerkbar. Zuvor stellen wir daher noch eine einfache pfadorien-
tierte Variante der Evolutionsstrategie, die (1+1)-ES vor, welche auch dann gute Resultate
liefern kann, wenn nur eine vergleichsweise geringe Zahl von Zielfunktionsauswertungen
realisierbar ist.

(1+1)-ES: Urspr�unglich f�ur die experimentelle Optimierung entwickelt [Sch68], wird
die (1+1)-ES heute h�au�g als robustes pfadorientiertes Suchverfahren eingesetzt,
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wenn aufgrund technischer Randbedingunen nur eine geringe Zahl von Zielfunkti-
onsauswertungen realisierbar sind. Aus einemElternindividuumwird per normalver-
teilter additiver Mutation (siehe Abschnitt 3.3) ein Nachkomme erzeugt. Der bessere
von beiden wird selektiert. F�ur konvexe Zielfunktionen kann gezeigt werden, da� ein
maximaler lokaler Fortschritt erreicht wird, wenn im Mittel jede f�unfte Mutation er-
folgreich ist (sog. 1/5-Erfolgsregel) [Rec94]. Bei Unterschreitung der Erfolgsrate wird
die Schrittweite verringert, bei �Uberschreitung vergr�o�ert. Die Schrittweite wird hier
also exogen auf der Basis des lokalen Fortschritts gesteuert.

F�ur den linearen Fall kann gezeigt werden, da� die (1+1)-ES mit einer Konvergenz-
geschwindigkeit von 1=

p
n deutlich e�zienter arbeitet als eine Gradientenstrategie

[Rec94].

(�; �)-ES: Die endogene Anpassung der Schrittweiten �i wird in (�; �)-Evolutionsstra-
tegien erreicht, indem die �i selbst als Strategieparameter in den Individuen gespei-
chert und ebenfalls dem Evolutionsproze� unterworfen werden. Der Mutationsope-
rator wird wie folgt modi�ziert:

�0

i = �i � exp[� 0 �N(0; 1) + � �Ni(0; 1)] (9)

I 0i = Ii + �0

i �Ni(0; 1)

Die Notation Ni(0; 1) zeigt an, da� die Zufallszahlen f�ur jede Komponente �i neu
gezogen werden. F�ur die sogenannten Lernraten � , � 0 wird � / (

p
2n)�1 und � 0 /

(
q
2
p
n)�1 empfohlen [Sch95].

Zus�atzlich zur Adaption der Schrittweiten schl�agt Schwefel [Sch95] vor, auch die
r�aumliche Orientierung der Mutationshyperellipsoide endogen anzupassen. Rudolph
[Rud92] konnte allerdings nachweisen, da� dieses Vorgehen eine mit der Problem-
dimension n quadratisch wachsende Populationsgr�o�e erfordert und daher nur f�ur
vergleichsweise kleine Problemdimensionen geeignet ist. F�ur kleinere Populations-
gr�o�en mit �ahnlicher Skalierung der Objektvariablen emp�ehlt sich gelegentlich die
Vereinfachung des Mutationsschemas (9), indem nur eine einzelne globale Schritt-
weite � endogen adaptiert wird [Sch95].

X* X*
X*

Abbildung 2: H�ohenlinien der Funktion nach Rosenbrock (siehe [Sch95]) und die E�ekte
selbstadaptiver Mutationsoperatoren mit einer Schrittweite (links), n Schrittweiten (mit-
te) und variablen Kovarianzen (rechts). X� bezeichnet das globale Optimum.
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Die E�ekte verschieder Mutationsoperatoren werden in Abbildung 2 skizziert. Mit
nur einer globalen Schrittweite liegen gleichwahrscheinliche Mutationsereignisse auf
dem Rand einer Hyperkugel. Bei n Schrittweiten entartet die Hyperkugel zu einem
achsenparallelen Hyperellipsoid. Durch Mutation der Kovarianzen der freien Varia-
blen kann auch die r�aumliche Orientierung der Hyperellipsoide an die Topologie der
Zielfunktion angepa�t werden.

Abbildung 3: Experimentelle �Uberpr�ufung der Schrittweitenanpassung (gestrichelt) an-
hand der einfachen quadratischen Funktion f(~x) =

Pn
i=1 x

2

i .

Abbildung 3 zeigt das Ergebnis eines Experimentes mit einer (15,100)-Evolutions-
strategie und einer selbstadaptiven Schrittweite angewandt auf die quadratische
Funktion f(~x) =

Pn
i=1 x

2

i . Das Optimum der Zielfunktion wird alle 150 Generatio-
nen verschoben. Deutlich ist der lineare Konvergenzverlauf wie auch die verz�ogerte
Anpassung der mittleren Schrittweite zu erkennen.

Linkage-Learning: Wie bereits in Kapitel 3.1 ausgef�uhrt wurde, ist die Wahl der Re-
pr�asentation wesentlich f�ur die Konvergenz eines EA. Dabei ist der Ein
u� der Ko-
dierung auf die Konvergenz wiederum abh�angig von den verwendeten Operatoren.
Es ist z.B. unmittelbar klar, da� das Verhalten des Algorithmus unter z�Point-
Crossover von der Anordnung der Gene abh�angt, da Schemata gro�er de�nierender
L�ange selbst hoher Fitne� durch Crossover mit h�oherer Wahrscheinlichkeit zerst�ort
werden, als jene mit kleinerer de�nierender L�ange.

Aus diesem Grunde gehen zahlreiche Bem�uhungen dahin, den Ein
u� der Gen-
Anordnung zu verringern. Ein Ansatz ist die Entwicklung von Crossover-Varianten,
die keinerlei Lokalit�at der Gene ber�ucksichtigen wie das Uniform-Crossover (Kapi-
tel 3.2). Andere Ans�atze zielen darauf ab, die Gen-Anordnung w�ahrend des Suchpro-
zesses zu adaptieren. Stellvertretend sei hier der Linkage Learning Genetic Algroithm
(LLGA) [Har97] skizziert, der wiederum auf Arbeiten von Goldberg et al. (Messy
Genetic Algorithm [GKD89]) beruht.

13



Gegen�uber dem Standard-GA werden folgende Modi�kationen eingef�uhrt:

� Jedes Gen besteht aus einem Tupel (r; p), wobei r einen Wert und p die Be-
deutung von r, also etwa die Position in einem Positions-Code wie in Formel 5
beschreibt.

� Um Rande�ekte zu vermeiden, wird ein Chromosom als Ring aufgefa�t.

� Es wird ein 2-Punkt-Crossover verwendet.

(1,1) (0,2)

(1,4)

(0,4) (1,3)

(1,6) (0,5)

(1,2) (0,1)

(1,1) (0,2)

(1,4) (1,6)

(0,5) (0,3)

(1,4) (0,2)

(0,3) (0,5)

(1,6) (0,1)

(0,5)

(0,3)

(0,5)

(0,1)

(1,6)

Abbildung 4: Rekombination beim Linkage-Learning: Zwei Chromosome (linke Seite) wer-
den rekombiniert (rechts oben). Aus dem Produkt werden �uberz�ahlige Gene entfernt
(rechts unten).

Die Rekombination verl�auft , wie in Graphik 4 f�ur eine bin�are Repr�asentation darge-
stellt, in zwei Phasen: Zun�achst wird aus einem Chromosom ein zuf�allig gew�ahltes
Kreissegment herausgeschnitten und in ein zweites Chromosom an einer zuf�allig
gew�ahlten Stelle eingesetzt. O�enbar wird das neue Chromosom damit �uberbe-
stimmt indem es f�ur gleiches p mehrere Tupel mit unterschiedlichem r enthalten
kann. Diese �uberz�ahligen Tupel werden aus dem neuen Chromosom entfernt.

Mit diesem Mechanismus ist der LLGA in der Lage, die Gen-Anordnung zu vari-
ieren, und es besteht die Ho�nung, da� sich, �ahnlich wie im Falle der Schrittwei-
tensteuerung bei der Mutation, Individuen mit g�unstiger Gen-Anordung aufgrund
ihres Selektionsvorteils durchsetzen. Harik [Har97] konnte zeigen, da� sich dieser
E�ekt unter g�unstigen Voraussetzungen auch einstellt. Unter schlechteren Randbe-
dingungen konvergierte der LLGA aber bereits zu einem lokalen Optimum bevor
eine g�unstige Gen-Anordnung erlernt werden konnte. Harik f�uhrt dies auf eine zu
starke diversi�atsverringernde Selektion zur�uck.

Um dem Diversit�atsverlust entgegenzuwirken, wird eine probabilistische Interpre-
tation der Chromosomen eingef�uhrt: Jedes Chromosom enth�alt mehrere Gene mit
gleichem p. Ausgehend von einem beliebig gew�ahlten Startpunkt wird das Chromo-
som im Uhrzeigersinn abgelesen, bis f�ur jedes p genau ein x ermittelt wurde.

Tats�achlich wird durch diese Ma�nahme der Diversit�atsverlust soweit reduziert, da�
der LLGA g�unstige Gen-Positionen erlernen kann.
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5 Eigenschaften evolution�arer Algorithmen

Zur Beurteilung der Leistungsf�ahigkeit evolution�arer Algorithmen sind insbesondere Aus-
sagen hinsichtlich der Aspekte Konvergenzgeschwindigkeit und Konvergenzsicherheit von
Interesse. Bei der Herleitung von Konvergenzs�atzen steht man vor dem Dilemma, da�
entweder restriktive Annahmen �uber die Zielfunktion F (z.B. Konvexit�at) oder �uber den
Algorithmus (z.B. jP (g)j ! 1 oder g ! 1) getro�en werden m�ussen. Folglich sind
diese Aussagen nur von begrenztem praktischen Nutzen und k�onnen den experimentel-
len Entwurf und die Validierung der Algorithmen nicht ersetzen. Andererseits k�onnen
aber Mindestanforderungen formuliert werden wie z.B. die lineare Konvergenz im Falle
konvexer Zielfunktionen.

Unter der Konvergenzgeschwindigkeit' verstehtman den Erwartungswert der Ver�ande-
rung des Abstands zum Optimum, meist bezogen auf den Schwerpunkt der Population,
zwischen der aktuellen und der nachfolgenden Generation des Algorithmus. Das Abstands-
ma� kann dabei sowohl auf die Objektvariablenvektoren (z.B. Euklidischer Abstand, falls
X�IRn) als auch auf die Zielfunktionswerte bezogen sein. Die Konvergenzgeschwindigkeit
kann als Ma� f�ur die lokalen Sucheigenschaften eines Algorithmus verstanden werden, da
sie bisher nur f�ur unimodale Zielfunktionen theoretisch untersucht werden konnte und ihre
Maximierung zu einer gradientenorientierten Suche f�uhrt. Insbesondere f�ur kontinuierli-
che, konvexe Zielfunktionen liegen umfangreiche Resultate zur Konvergenzgeschwindigkeit
von Evolutionsstrategien vor. F�ur die einfache (1+1)-Strategie ergibt sich die maximale
Konvergenzgeschwindigkeit im konvexen Fall zu 0:2 �R=n, wobei R den aktuellen Abstand
zum Optimum angibt [Rec94].

Aufbauend auf den Arbeiten von Schwefel zur (1,�)-Strategie [Sch95] sind heute alle
Strategievarianten der Evolutionsstrategie auf konvexen Zielfunktionen gut untersucht
und erlauben ein gutes Verst�andnis der lokalen Sucheigenschaften dieser Verfahren. So
ergibt sich f�ur die (1,�)-Strategie das Resultat [Bey93, Rec94]

'0

(1;�) = c1;��
0 � �02

2
; (10)

wobei '0 = ' �n=R und �0 = � �n=R. Die einfache quadratische Form der Gleichung macht
deutlich, da� sich der Fortschritt aus positiven und negativen Anteilen zusammensetzt
und eine Ann�aherung an das Optimum nur unter Einhaltung der Evolutionsbedingung
�0 < 2c1;� m�oglich ist. Die nur von der Populationsgr�o�e abh�angige Gr�o�e c1;� wird als
Fortschrittsbeiwert [Rec94] oder Selektionsintensit�at [MSV93a] bezeichnet und charakte-
risiert die St�arke der Selektion. Die maximale Konvergenzgeschwindigkeit ergibt sich aus
Gleichung (10) unter Verwendung der N�aherung c1;� �

p
2 ln � zu '0 = c2

1;�=2 � ln�.
Im Falle einer (�,�)-Strategie ohne Rekombination verallgemeinert sich Gleichung (10)

zu [Bey94, Rec94]

'0

(�;�) = c�;��
0 � �02

2
; (11)

woraus sich mit c�;� �
q
2 ln(�=�) eine maximale Konvergenzgeschwindigkeit von '0 �

ln(�=�) ergibt.
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Die Verallgemeinerung der Theorie auf den Fall � > 1 mit Mutation und Rekombinati-
on ergibt f�ur globale (N = jP j), intermedi�are Rekombination das Resultat [Bey95, Rec94]

'0

(�=�I;�)
= c�;��

0 � �02

2�
(12)

sowie f�ur diskrete Rekombination (Uniform-Crossover) das Resultat [Bey95, Rec94]

'0

(�=�D;�)
=
p
�c�;��

0 � �02

2
; (13)

wobei sich in beiden F�allen eine maximale Konvergenzgeschwindigkeit von '0 = �c2�;�=2 �
� � ln(�=�) ergibt. Beide Varianten der Rekombination erzielen also im konvexen Fall eine
Konvergenzbeschleunigung um den Faktor �, so da� hiermit ein theoretisch fundiertes
Argument f�ur die Nutzung eines Rekombinationsoperators vorliegt. F�ur alle vorgestellten
Varianten der Evolutionsstrategie kann auf der Basis dieser Resultate gezeigt werden, da�
im konvexen Fall f�ur eine optimal eingestellte Schrittweite lineare Konvergenz erzielt wird,
d.h. es gilt Rg � c��g mit 0 � � < 1 f�ur den Abstand Rg zum Optimum x� in Generation g
[BRS93, Bey96, Sch95]. Diese Resultate verdeutlichen, da� Evolutionsstrategien eine Kon-
vergenzgeschwindigkeit erzielen, die mit der spezialisierter lokaler Verfahren vergleichbar
ist, d.h., die E�zienz dieser Variante evolution�arer Algorithmen ist damit nachgewiesen.

Im Bereich der genetischen Algorithmen gibt es Resultate zur Konvergenzgeschwindig-
keit erst seit wenigen Jahren, als Resultat der �Ubertragung des theoretischen Ansatzes der
Analyse von Evolutionsstrategien auf diskrete Suchr�aume [B�ac92, M�uh92]. Das Haupt-
augenmerk der Theorie genetischer Algorithmen liegt traditionell auf der durch das soge-
nannte Schema-Theorem (siehe Abschnitt 3.1) formalisiertenAnalogie zu einem spieltheo-
retischen Entscheidungsproblem [Hol75]. Dabei wird gezeigt, da� unter der Voraussetzung
unvollst�andiger Information �uber die Qualit�at gewisser Kombinationen von Variablenein-
stellungen die optimale Strategie darin besteht, die beobachteten besten Kombinationen
mit exponentiell wachsender H�au�gkeit zu testen | eine Strategie, die durch genetische
Algorithmen realisiert wird. Seit einiger Zeit wird in Frage gestellt, ob sich die der spiel-
theoretischen Analogie zugrundeliegenden Optimalit�atskriterien mit der Fragestellung der
globalen Optimierung in Einklang bringen lassen [Fog95]. Damit einher geht eine Neuori-
entierung hinsichtlich der Analysetechniken, wobei insbesondere den Markov-Ketten eine
tragende Rolle zukommt [Vos95, Whi95]. Die Frage nach der Konvergenzgschwindigkeit
(bzw. Absorptionszeit) ist im Zusammenhang mit Markov-Ketten erheblich naheliegender
und theoretisch handhabbarer als im Kontext der Schema-Analyse.

Bisher am besten untersucht ist die sogenannte
"
counting ones\ Funktion f(x) =P`

i=1 xi, xi 2 f0; 1g, mit Resultaten f�ur Mutations-Selektions Algorithmen (d.h., ohne
Rekombination) [B�ac96, Bey97] sowie f�ur Rekombinations-Selektions Algorithmen (d.h.,
ohne Mutation) [MSV93a, MSV93b, MG96]. Die Mutationsrate p = 1=` ist f�ur das

"
coun-

ting ones\ Problem eine gute Wahl und f�uhrt f�ur einen (1+1)-GA zu einer Zeitkomplexit�at
von O(` � ln `) [M�uh92]. Die Verwendung von Rekombination anstelle von Mutation re-
duziert hingegen die Zeitkomplexit�at auf O(

p
`), wobei allerdings eine hinreichend gro�e

Population vorauszusetzen ist [MSV93a, MG96].
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Die Konvergenzsicherheit eines Algorithmus ist dann gew�ahrleistet, wenn theoretisch
nachgewiesen werden kann, da� der Algorithmus zu gegebener Zielfunktion F : M ! IR

eine global optimale L�osung x� liefert. Der Nachweis dieser Eigenschaft, auch globale
Konvergenz mit Wahrscheinlichkeit Eins genannt, ist bestenfalls unter der Vorausset-
zung unendlicher Laufzeit m�oglich | einer Aussage, die wiederum nur theoretisch von
Interesse ist. Derartige Konvergenzresultate liegen heute f�ur eine Vielzahl von Varianten
evolution�arer Algorithmen vor [Suz95, Rud94a, BRS93].

Praktische Untersuchungen zur Konvergenzsicherheit m�ussen daher generell auf ei-
nem experimentellen Vergleich verschiedener Algorithmen auf einer Vielzahl von multi-
modalen Zielfunktionen basieren, um zu f�ur den Anwender nutzbaren Aussagen zu gelan-
gen. Eine umfangreiche derartige Bewertung von Evolutionsstrategien liegt seit mehr als
zwanzig Jahren vor und hat eindeutige Resultate zugunsten dieser Algorithmen erbracht
[Sch95]. Praktische Erfahrungen mit allen Varianten evolution�arer Algorithmen haben
zu unabh�angigen Best�atigungen gef�uhrt, so da� deren globale Sucheigenschaften heute
weithin anerkannt sind und in einer Vielzahl von Anwendungen genutzt werden.

6 Spezielle Techniken

6.1 Parallelisierung

In der belebten Natur laufen evolution�are Prozesse hochgradig parallel ab. Auch EAs
besitzen eine inh�arente Parallelit�at, da die Reihenfolge der Zielfunktionsauswertungen
f�ur die Individuen der Population P (g) die Konvergenz des Algorithmus nicht beein-

u�t. Zudem lassen sich die Verfahren durch Variation der Populationsgr�o�e bez�uglich
der verf�ugbaren Hardware leicht skalieren. In den meisten Anwendungen kann der Kom-
munikationsaufwand zwischen den parallelen Prozessen gegen�uber den Kosten f�ur die
Zielfunktionsberechnung vernachl�assigt werden. Das gilt insbesondere f�ur zeitaufwendige
Simulationsl�aufe. Daher eignen sich neben Parallelrechnern auch Rechnernetze zur Paral-
lelisierung des Suchprozesses [BBNH95].

Die meisten traditionellen direkten Optimierungsalgorithmen (vergleiche [Rao96, Kap.
6] und [Sch95, Kap. 3.2]) sind demWesen nach sequentiell. Als einfache Parallelisierungs-
ans�atze werden gelegentlich mehrere unabh�angige Suchprozesse mit unterschiedlicher In-
itialisierung gestartet, oder es werden, falls es der Algorithmus erlaubt, einzelne Tast-
schritte parallel durchgef�uhrt. Im ersten Ansatz wird aufgrund der vollst�andigen Isolation
der Suchprozesse Information verschenkt. Der erreichbare Parallelisierungsgrad durch die
gleichzeitige Ausf�uhrung einzelner Tastschritte ist je nach Algorithmus stark beschr�ankt
und zumeist deutlich kleiner als die Problemdimension.

Zudem verwenden die meisten Verfahren zentrale Datenstrukturen wie Transforma-
tionsmatrizen oder Approximationen der ersten oder zweiten partiellen Ableitungen. In
EAs besitzen die Individuen einer Population dagegen keine gemeinsame Datenstruktur.
Vielmehr sind topologische Informationen implizit �uber die gesamte Population verteilt
in den Strategievariablen gespeichert. Allein der Selektionsschritt kann die Ausnutzung
der Parallelit�at begrenzen, da je nach Operator entweder die gesamte Population oder zu-
mindest eine gewisse Teilmenge davon bereits bewertet worden sein mu� (siehe Abschnitt
3.3).
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Dieser Umstand motivierte die Suche nach Selektionsoperatoren, die eine bessere Aus-
nutzung paralleler Architekturen erlauben. Im folgenden werden einige gebr�auchliche Ver-
fahren aufgez�ahlt.

Steady-State Selektion: Dieses Selektionsverfahren wird h�au�g zusammen mit einer
Master-Slave Implementierung benutzt. Der Master-Proze� implementiert den ge-
samten EA. Allein die Zielfunktionsauswertung wird durch parallele Slave-Prozesse
realisiert. Jedes neu bewertete Individuum I 0 ersetzt unmittelbar das Individu-
um mit der schlechtesten Fitne� I jP (g)j in der Population P F (g), falls F (�(I 0)) �
F (�(I jP (g)j)).

Die Steady-State Selektion, gelegentlich auch als (�+1)-Selektion bezeichnet, eignet
sich vor allem in Netzen mit wenigen Knoten und aufwendigen Zielfunktionsberech-
nungen. Sie f�uhrt zu einer pfadorientierten Suche [SJ97, BBNH95].

Migrationsmodelle: Jedem Prozessor wird eine Subpopulation zugeordnet. Die Evo-
lution der Subpopulationen erfolgt asynchron. Die Populationen sind bez�uglich ei-
ner Nachbarschaftsrelation geordnet. In regelm�a�igen Abst�anden (Epochen) wer-
den Teilmengen der Subpopulationen zwischen den unmittelbaren Nachbarn ausge-
tauscht.

Migrationsmodelle stellen einen grobk�ornigen Ansatz zur Parallelisirung dar. Sie
werden h�au�g in Rechnernetzen mit einer mittleren Anzahl von Knoten verwendet.
Typischerweise werden vergleichsweise kleine Populationen jP (g)j < 100 auf einem
Ring angeordnet. Im Abstand von 10-50 Generationen werden die aktuell 1-5 besten
Individuen mit den Nachbarpopulationen ausgetauscht [MLC97].

Di�usionsmodelle: Auf der gesamten Population wird eine Nachbarschaftsrelation de�-
niert. Rekombination und Selektion sind bez�uglich der lokalen Nachbarschaften der
Individuen de�niert.

Di�usionsmodelle erlauben eine feink�ornige Parallelisierung und eignen sich daher
auch f�ur eng gekoppelte Systeme mit einer gro�en Anzahl von Prozessoren. Als
Nachbarschaftsrelation wird zumeist ein �aquidistantes Gitter oder ein Torus ver-
wendet. Der Parallelisierungsgrad ist dann nur durch die Anzahl der Gitterpunkte
beschr�ankt. Die Entfernung zwischen zwei Individuen wird als minimaler Pfad (An-
zahl der Kanten) zwischen den Individuen de�niert. Selektion und Rekombination
operieren auf kleinen Nachbarschaften der Gr�o�e 4-8. Zumeist werden gro�e Popu-
lationen (> 100) verwendet [Pet97, Spr94].

6.2 Zeitvariante Zielfunktionen

In den vorangegangenen Betrachtungen bestand die Aufgabe in dem Au�nden einer (glo-
balen) Optimalstelle des statischen Optimierungsproblems (1). Wird die Zielfunktion aber
durch zeitlich variable Gr�o�en beein
u�t, so k�onnen auch die Optimalstellen der Funkti-
on variieren. Vorausgesetzt, da� die Ver�anderung der Optimalstellen nicht zu sprunghaft
erfolgt, ist es einigen Varianten evolution�arer Algorithmen (insbesondere mit nichtelit�arer
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Selektion) m�oglich solchen Ver�anderungen zu folgen [B�ac98, Ang97b]. Ein Beispiel �ndet
sich auf Seite 13.

EAs werden daher gelegentlich auch zur Implementierung selbstadaptiver Regler ver-
wendet, wenngleich die �uberwiegende Zahl der Publikationen im Bereich evolutionary
Control den Entwurf linearer PID-Regler oder nichtlinearer Regler z.B. auf der Basis von
Fuzzy-Regelmengen oder neuronaler Netze beschreibt [McD97].

6.3 Stochastische Zielfunktionen und Robust Design

Wie bereits in Abschnitt (1) erw�ahnt f�uhren nichtdeterministische Simulationsmodelle
wie im Falle ereignisorientierter Simulationen zu stochastischen Optimierungsaufgaben.
Gleiches gilt auch in der experimentellen Optimierung, wenn Parameter- oder Zielfunkti-
onswerte mit einer Ungenauigkeit behaftet sind.

Den Autoren sind nur wenige anwendungsorientierte Ver�o�entlichungen �uber EAs als
Verfahren zur L�osung stochastischer Optimierungsaufgaben bekannt (siehe z.B. [HBH92,
NB95]). Allerdings liegen einige theoretische und empirische Arbeiten zur Robustheit
evolution�arer Algorithmen vor [FG88, Bey93, Rec94, HB94]. Danach ergibt sich etwa
folgendes Bild:

� Die Konvergenz des EA wird solange nicht beeintr�achtigt, wie die Ungenauigkeit der
Sch�atzung des Erwartungswertes in Gleichung (4) klein ist gegen�uber dem Erwar-
tungswert selbst. In der Praxis ist zumeist eine Standardabweichung der Sch�atzung
von 10% des Erwartungswertes noch ohne Ein
u�, vorausgesetzt, da� die Sch�atzung
einer Normalverteilung gen�ugt. Gr�o�ere Standardabweichungen k�onnen den Such-
proze� verlangsamen und schlie�lich stoppen. Das Optimumwird nur noch mit einer
Ungenauigkeit (proportional zur Gr�o�e der Standardabweichung bei konvexen Ziel-
funktionen) lokalisiert.

� Die Erh�ohung der Populationsgr�o�e bringt dann in der Regel nur eine marginale
Verbesserung des Konvergenzverhaltens. Daher ist es vorzuziehen, die Sch�atzung
durch Vergr�o�erung des Stichprobenumfangs zu verbessern [Bey93, HB94].

� Rekombination kann einen superlinearen Speed-Up (in Bezug auf die Gr�o�e der
Elternpopulation) bewirken. Die Rekombination scheint gerade in

"
verrauschten\

Suchr�aumen von gro�em Nutzen zu sein [Rec94, Kapitel 14].

Die Unemp�ndlichkeit evolution�arer Algorithmen gegen�uber stochastischen Ein
�ussen
kann zur Beschleunigung des Suchprozesses ausgenutzt werden, indem fallweise Zielfunk-
tionswerte unter Verwendung schneller zu berechnender Ersatzzielfunktionen oder einfa-
cherer Modelle approximiert werden [PP98, GAP+96].

Die Umsetzung von unter idealisierten Bedingungen simulativ gewonnenen L�osungen
in reale Produkte und Verfahren erfordert zumeist die Ber�ucksichtigung von Randbe-
dingungen wie Fertigungstoleranzen, Verschlei� oder die Ausfallwahrscheinlichkeiten von
Komponenten. Daher ist der Praktiker weniger an den theoretisch erreichbaren Optima,
als vielmehr an robusten L�osungen interessiert. Solche Randbedingungen sollten bereits
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im Entwurf des Simulationsmodells oder der Zielfunktion ber�ucksichtigt werden. Ihr Ein-

u� kann zumeist in Form stochastischer St�orungen modelltechnisch erfa�t werden. Daher
bieten sich auch hier EAs als Suchverfahren an [WHB98].

6.4 Multikriterielle Optimierung

In praktischen Aufgaben ist es mitunter notwendig mehrere h�au�g gegenl�au�ge Ziele
(z.B. minimale Kosten versus maximale Haltbarkeit) zu ber�ucksichtigen. Die naheliegen-
de L�osung, die Zielfunktion als gewichtete Summe der Teilziele zu de�nieren, erfordert a
priori eine (subjektive) Gewichtung der Teilziele. Zudem wird w�ahrend des Suchprozesses
Information �uber die Bewertung einzelner L�osungen gegen�uber den Teilzielen verschenkt.
�Andern sich die Gewichtungen etwa aufgrund der Ergebnisse der Suche, so ist der Such-
prozess neu zu starten.

Alternativ wird daher bei Aufgaben mit mehrfacher Zielsetzung auch versucht, die
sogenannte Pareto-Menge zu approximieren. Das sind jene L�osungen, f�ur die eine Ver-
besserung hinsichtlich eines Teilziels nur auf Kosten der Verschlechterung bez�uglich eines
anderen Teilziels erreicht werden kann.

Haupts�achlich durch Modi�kation der Selektion und der Populationsstruktur lassen
sich EAs auch multikriteriellen Optimierungsaufgaben anpassen [FF97].

6.5 Optimierung unter Nebenbedingungen

Bislang haben wir zugunsten einer kompakteren Darstellung die Behandlung einer wich-
tigen Klasse von Optimierungsaufgaben, n�amlich restriktionsbehaftete Probleme, ver-
nachl�assigt. F�ur X � IRn k�onnen solche Propleme wie folgt allgemein notiert werden:

F (x)! min; x = (x1; : : : ; xn) 2 X
gi(x) � 0; i = 1; : : : ; p

(14)

Um die Einhaltung der Restriktionen gi zu erzwingen, wurden f�ur EAs eine Reihe von
Modi�kationen vorgeschlagen, die hier nur kurz skizziert werden sollen. Eine umfassende
Darstellung �ndet sich in [BFM97, Kapitel 5.1].

Stra�unktionen: Die Zielfunktion wird mit einem von der St�arke der Restriktionsver-
letzungen abh�angigen Strafterm beaufschlagt.

Dekoder: Durch geschickte Wahl der Repr�asentation R und der Dekodierungsfunktion
� kann unter Umst�anden die Einhaltung der Restriktionen erzwungen werden.

Restriktionserhaltende Operatoren: Dieser Ansatz entspricht dem vorhergehenden,
nur werden die Variationsoperatoren so entworfen, da� aus zul�assigen L�osungen
keine unzul�assigen L�osungen generiert werden k�onnen.

Reparaturmechanismen: Auf Genotyp-Ebene werden zus�atzlicheOperatoren de�niert,
die unzul�assige L�osungen in zul�assige L�osungen �uberf�uhren.
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Co-Evolution: Dieser Ansatz ist durch biologische Vorbilder co-evolvierender Populatio-
nen (z.B. Parasiten und Wirte) motiviert. Die erste Population enth�alt Individuen
aus der gesamten Repr�asentation R. Deren Fitne� wird gem�a� einer Stra�unkti-
on bestimmt. Die zweite Population besteht aus den Restriktionen. Deren Fitne�
wird aus der Anzahl der Individuen aus der ersten Population bestimmt, die diese
Restriktionen verletzen. Restriktionen, die h�au�ger verletzt werden, erhalten damit
eine st�arkere Gewichtung.

6.6 Hybridisierung

Zur Steigerung der E�zienz und Exaktheit der Lokalisierung von Optimalstellen wur-
den verschiedentlich Kombinationen der evolution�aren Suche mit lokalen Suchverfah-
ren (z.B. Gradientenstrategien, Greedy-Algorithmen), anderen allgemeinen Heuristiken
(z.B. Tabu-Search, SimulatedAnnealing) und problemspezi�schen Heuristiken vorgeschla-
gen [Iba97b].

In den letzten Jahren wurde das Potential von evolution�aren Algorithmen zur sub-
symbolischen (numerischen) Wissensverarbeitung und damit die Verwandtschaft zu an-
deren Verfahren aus diesem Bereich, das sind insbesondere die Fuzzy-Logik (FL) und die
k�unstlichen neuronalen Netze (NN), erkannt. Als Oberbegri�e haben sich Computational
Intelligence (CI) sowie Softcomputing etabliert. Nach Bezdek zeichnen sich die Methoden
der CI durch Adaptivit�at, Fehlertoleranz, Verarbeitungsgeschwindigkeiten vergleichbar
mit (menschlichen) Kognitionsprossen und Optimalit�at von Fehlerraten aus [Bez94].

Die Kopplung von CI-Verfahren ist daher naheliegend und wurde bereits zahlreich mit
Erfolg vorgenommen. Typische Ans�atze sind die Steuerung von EAs durch FL (z.B. Po-
pulationsgr�o�en, genetische Operatoren usw.), der Entwurf von FL-Controllern mit EAs
(Regelgenerierung und Optimierung der Zugeh�origkeitsfunktionen) und die Optimierung
von neuronalen Netzen mit EAs (EAs als Lernverfahren und zur Optimierung der Netz-
struktur) [Sch94]. Einen umfassenden �Uberblick gibt [Bon97].

7 Anwendungsbeispiele

Die Publikationen �uber erfolgreiche Anwendungen evolution�arer Algorithmen sind ebenso
umfangreich wie divers. Wir beschr�anken die Aufz�ahlung in diesem Kapitel auf Anwen-
dungen aus dem Bereich Simulationstechnik und verwandter Gebiete. Umfangreichere
Bibliographien sind in [BFM97] und [Ala94] zu �nden. Letztere enth�alt allein �uber 3000
Eintr�age!

Optimierung und Simulation: Ver�o�entlichungen �uber die Kopplung von EAs mit Si-
mulationsmodellen sind wohl aus den in Kapitel 1 genannten Gr�unden nicht sehr
zahlreich. Poloni und Pediroda [PP98] beschreiben die Optimierung von Trag
�ugeln
auf der Basis eines Simulationsmodells und geben Hinweise zur Beschleunigung des
Suchprozesses. Haupt [Hau98] erl�autert die Regelung einer Kl�aranalage auf der Ba-
sis simulativ gewonnener Prognosen. In [BHL+98] werden unter anderem die si-
mulative Optimierung von Beladepl�anen f�ur Druckwasserreaktoren sowie von ver-
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fahrenstechnischen Anlagen beschrieben. Allgemeinere Darstellungen �nden sich in
[Ham97, BHS93].

Experimentelle Optimierung und interaktive Evolution: EAs �nden vorwiegend
in sogenannten Generate-and-Test-Systemen Anwendung. Dabei mu� die Testkom-
ponente nicht zwingend eine numerische (rechnergest�utzte) Berechnung einer Ziel-
funktion beinhalten. Vielmehr kann die Bewertung und Selektion von L�osungen
auch experimentell oder interaktiv durch den Benutzer geschehen. In der Tat wur-
de die (1 + 1)-Variante der Evolutionsstrategie (siehe Kapitel 4) f�ur die diskrete
Optimierung von Windkanalexperimenten entwickelt [Rec65, Sch68].

Interaktive Evolution wurde unter anderem erfolgreich zur Optimierung von Sto�-
gemischen [HH], zur Erstellung von Phantombildern [CJ91] und in der Architek-
tur [Ros97] angewendet. Einen �Uberblick gibt [Ban97].

Design- und Strukturoptimierung: Solche Aufgaben z�ahlen zu den technisch schwie-
rigsten Optimierungsproblemen, da zumeist nicht einmal eine kanonische Problem-
repr�asentation existiert. Es wundert daher nicht, da� gerade in diesem Bereich EAs
aufgrund ihrer Flexibilit�at sehr beliebt sind. Kost [Kos95] beschreibt z.B. die Topolo-
gieoptimierung von Tragwerken mit Evolutionsstrategien. Weitere typische Anwen-
dungsfelder sind die Auslegung technischer Anlagen, die Optimierung von Verbund-
werksto�en, das VLSI-Design und der Datenbankentwurf [BFM97, DM97, Par96]
(siehe auch [Rec94, Kap. 13]).

Im weiteren Sinne kann auch die automatische Synthese von Programmen, das soge-
nannte Genetic Programming, als Strukturoptimierungsproblem aufgefasst werden
[Koz94].

Regelungstechnik: Wie bereits in Kapitel 6.2 erw�ahnt eignen sich EAs zur Konstruk-
tion adaptiver Regler. Ein vielzitiertes Beispiel, die adaptive Reglung von Gas-
Pipeline-Systemen auf der Basis von sogenannten Classi�er-Systemen, stammt von
Goldberg [Gol89, S. 288 �.]. Fogel [Fog95, S. 188 �.] beschreibt die Anwendung
von EAs auf ein klassisches Benchmark-Problem, das invertierte Pendel. Die EA-
basierte Regelung einer Kl�aranlage und eines Produktionsprozesses ist in [Hau98]
dargestellt. Allgemeinere Darstellungen �nden sich in [McD97] und [Dra97].

Identi�kation: Unter Identi�kation verstehen wir die Generierung von beschreibenden
(deskriptiven) Modellen, die einen beobachteten Zusammenhang m�oglichst gut ap-
proximieren unter Verwendung einer m�oglichst einfachen Struktur (z.B. Polynom
geringen Grades). Fogel [Fog91] beschreibt die Parmetersch�atzung nichtlinearer Re-
gressionsmodelle mit EP. Die Struktur- und Parameter-Optimierung von nichtlinea-
ren deskriptiven Modellen ist eine typische Anwendung des Genetic Programming
[Iba97a].

�Okonomie: Der Vollst�andigkeit halber seien auch die zahlreichen Anwendungen im Be-
reich der �Okonomie erw�ahnt. Dazu z�ahlen Resource Management, Routenplanung,
Lagerhaltungsstrategien, Produktionsplanung sowie diverse Arten von Scheduling-
Problemen [Nis97, BN95].
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8 Schlu�betrachtung

Evolution�are Algorithmen sind keine universellen Probleml�oser. Sie sind vielmehr univer-
selle Suchheuristiken, die auch dann noch befriedigende Resultate liefern k�onnen, wenn
keine aufgabenspezi�schen Verfahren existieren oder deren Entwicklung einen unvertret-
bar hohen Aufwand erfordert. Sie sind in vielen Anwendungsbereichen (z.B. lineare oder
quadratische Optimierung) traditionellen Verfahren v�ollig unterlegen. Ihre St�arken sind
dagegen Flexibilit�at, Robustheit und Adaptivit�at.

Obgleich einige wichtige theoretische Resultate vorliegen ist heute die Wirkungswei-
se von EAs immer noch zu einem gro�en Teil unverstanden. Anwendungen werden nach
dem Trial-and-Error-Prinzip entworfen. Ein wichtiges Ziel der EA-Forschung ist daher die
Vervollst�andigung des theoretischen Fundamentes, die formale Abgrenzung des Anwen-
dungsbereichs und die Entwicklung einer ingenieurtechnischen, konstruktiven Herange-
hensweise.

Durch die Synthese des evolution�aren Rechnens mit anderen Ans�atzen der Computa-
tional Intelligence ist zu ho�en, zu noch 
exibleren, e�zienteren, leichter handhabbaren
und vielleicht sogar zu lernf�ahigen Verfahren zu gelangen.

Evolution�are Algorithmen sind selbst Modelle nat�urlicher Prozesse und als solche star-
ke Abstraktionen. Sie erheben nicht den Anspruch, die biologische Evolution vollst�andig
beschreiben zu k�onnen. Andererseits birgt das nat�urliche Vorbild viele, bis heute noch
nicht ausgesch�opfte Aspekte zur Verbesserung der Modelle und damit auch der Such-
heuristiken. Schlagwortartig seien nur Diploidie (doppelte) bzw. Polyploidie (mehrfache
Chromosomens�atze), Co-Evolution mehrerer Spezies, Spezienbildung, Ontogenese (die
Entwicklung vielzelliger Organismen aus eine Urzelle) und Epigenese (die Entwicklung
aufgrund von Umweltein
�ussen) genannt.
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