
�����������	������
��� � ����������
�����������

� ��� ��� ����!"��� �#���$���%������� & '(�#��) �����$�����
) � �*�#�%��� +�����
�-,.���#!/�%� �#���

02143537698;:=<>:?14@	A

B�CEDGFHDJILK�M>N=C>M>NPO>Q�RGS�DTK�O>Q�R
Q�UVMEQ�RXWGY?Z\[]Y=DJR^O>Q�DG_GK7[`CEDbaGUcR`R`Q�M>RTd]efK5gh[TQ�M

O>Q�DGijMEUlk\Q�DJR`Ul[ mn[oWGY=Dp[`qrC>MEO

sutJv w5xzy|{�}~tJ��tJ��y�{X����xT�������������nt��*���5����t����������T��s*���4��v��5�5�
��������tJ��t�� �����;�

W�Q�[]IVQ;g���[]Q�CEQ�D
xz�5�� ¢¡5�7tJ�

£ eEDJQ�M>R`¤>CED�N>¥§¦\K5M¨CfK�D^©?ª=ª¢«



¬��®�¯]°�±�®�²�³�´

µ~¶¸·|¹cºT»9¶�º ¼9ºT½�¾�¿ÁÀTÂ
µ~¶¸·|¹cºT»9¶�ºzÃÄºzÃÅ¾�Æ`Æ�¾4Ç

È7É|Ê�ËT¾�¶ÍÌ§ÎTÏ`ËTÇÐ¿ÁÑhÀT¾�Ï#µ~¶¸Î`¹�Ò`ÏTÊTÓ�ÔbÔbºzÕ]¾4ÆT¶¸Ò]É�¶¨Ö|×b×pØ
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Ö�ºëÔ µ~¶¸·bÆTÇÁ¾�ÌfÜlçJÞ ¾�Ï�ËT¾4¶j�$¼ é ºèºÄºÄºèºÄºEºèºÄºèºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº Ô �
h kl;D@WPSLWPnmpoq;g@fXG@WPrbdceC);]Vf;g@WP�EG<BH`@W< 9is

� ºëÔ ��¿ÁÜ¸Ò]É�Ü¸¿Ð·bÏºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºèºÄºEºèºÄºèºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº Ôut
� º Ö ÃÅ¿Á¾�¶LÉ�¶¸ÑhÀT¿Á¾>ËT¾�¶ é Þ`Ü¸¿ÐÌ	¿Ð¾�¶ÝÒTÏTÊb¾4Ï ºèºÄºEºèºÄºèºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº ÔFv

� º Ö�ºÁÔ î~¿ÁÏ`¹�É|ÑhÀT¾�ì]¾�Ì	ÞT¿Ð¶Ý¿ÐÂ¸ÑhÀ`¾w�H¼ é ºEºèºÄºèºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº ÔFx
� º Ö�º Ö î~Ì	ÞT¿Ð¶Ý¿ÐÂÝÑhÀT¾w�H¼ é Ì	¿ÁÜ\¹�Ò`ÏTæpÜL¿Ð·|Ï]É|ÇÐ¾4Ìy�;Ò`ÂLÉ|Ì	Ì�¾4ÏTÀ]É|Ï`Ê ºèºÄºèº ÔFx
� º Ö�º � é Þ`Ü¸¿ÐÌ	¿Ð¾4¶¸ÒTÏTÊ#ÎTÆ ¾�¶èËT¾�Ì ÕzÉ|æpÜL·b¶Ý¶LÉ|ÒTÌ.Æ ¾�¿=¹�ÒTÏTæpÜL¿Á·bÏ]É|ÇÁ¾�ÌY�;Òez

Â¸É|Ì	Ì�¾4ÏTÀ]É|ÏTÊ ºèºÄºèºÄºÄºèºÄºEºèºÄºèºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº ÔFx
� º Ö�º � �$¼ é Ì�¿ëÜ�Êb¾4Â¸ÑhÀW{�Ü��4Ü¸¾�Ì"¹�ÒTÏTæpÜ¸¿Ð·bÏ]É�ÇÐ¾�Ìy�;ÒTÂLÉ�Ì�Ì	¾�ÏTÀTÉ|ÏTÊ ºÄºèº Ö|×
� º Ö�º Ø �$¼ é ÒTÏpÜL¾4¶
| ¾�¶¸Î`ÑhæJÂÝ¿ÐÑhÀpÜL¿ÁÊbÒTÏTÊ�ËT¾�¶¨Õ]¾�À`ÇÐ¾�¶VÜL¾4¶¸Ì	¾ ºÄºÄºÄºèºÄºèº Ö|×

� º � »ßÉ|Â}�EÉ|ÇÐ¿ÁÆT¶LÉ�ÜL¿Ð·|ÏTÂ¸ÞT¶Ý·bÆTÇÁ¾�Ì ºèºÄºÄºèºÄºEºèºÄºèºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº Ö�Ô
~ � <BN��pC_��@f�pE?P�Z�E?>�C);�\BP�;DC_@WP�;g@W>a>D@W<�bdcpC);=V�;D@WP�E?<pH J`h

� ºëÔ »9·bÌ	¿ÐÏ]É�ÏB�PºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºèºÄºEºèºÄºèºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº Ö �
� º Ö µ5É|¶Ý¾4Ü¸·�z é Þ`Ü¸¿ÐÌ�É|ÇÐ¿ëÜ�{�Ü�ºÄºèºÄºèºÄºÄºèºÄºEºèºÄºèºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº Ö �
� º � � ÏTË`¾�¶¸¾M�?¾4¶Ý¹�É|ÀT¶Ý¾�Ï#ËT¾�¶
�H¼ é ¿ÐÏ éM� ÒTÏTË��JÜhÉ�ÜL¿ÐÂVÜL¿Áæ�ºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº ÖbØ

� º � ºÁÔ �>¶LÉ8�]Â¸ÑhÀT¾M�?¾4¶Ý¹�É|ÀT¶Ý¾�Ï�Ó`| ¾�¿ÐÂÝÞT¿Ð¾4Ç éj� ¾4¶¸Ç É ç�µ~ÇÁ·|ÜLÂ§ºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº Ö6�
� º � º Ö é ¶ÝËTÏT¾�Ï`ËT¾M�?¾�¶Ý¹�É�ÀT¶¸¾4Ï�Ózµ~¶¸·bÌ	¾4Ü¸¾�¾���� � Ú � ºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº Ö6�
� º � º � � ÏTËT¾4¶¸¾M�?¾�¶V¹�É|ÀT¶¸¾4Ï�¿ÁÏ�ËT¾�¶
�JÜLÉ�ÜL¿ÁÂÝÜL¿Áæ ºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº Ö�t

� º � � Ï`¹�·|¶¸ËT¾4¶¸ÒTÏTÊ|¾�Ï�É|Ï�¾�¿ÐÏ��H¼ é �?¾4¶Ý¹�É|À`¶¸¾�Ï ºèºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº Ö6v
� ��� <pN)mpo?TpLWP�\8@W;AC_@W<[��Xq@�N8;=PSL?Tq;]>�;DC);D@�N8� J`I

Ø�ºëÔ »ßÉ|Â}�Å·|ÏB��¾4Þ`Ü¨ËT¾�¶�½^ÎTÏTÂÝÑhÀ�Æ]É|¶¸æ�¾�¿ëÜuºÄºEºèºÄºèºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº Ö6x
Ø�º Ö ½^ÎTÏTÂÝÑhÀJÆTÉ|¶¸æ�¾�¿ÁÜ¸¾�ÏHÏTÉ|ÑhÀ$ÃÅÉ|¶¸¶Ý¿ÐÏTÊ�ÜL·bÏ ºEºèºÄºèºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº � Ô
Ø�º � ½^ÎTÏTÂÝÑhÀJÆTÉ|¶¸æ�¾�¿ÁÜ¸ÂÝ¹�ÒTÏ`æ�Ü¸¿Ð·bÏ�Ï]É|ÑhÀ$»9¾�¶Ý¶¸¿ÐÏ`Êb¾�¶�z���ÒT¿ÁÑhÀ ºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº � Ø
Ø�º � � ÇëÜL¾�¶ÝÏ]É�Ü¸¿ � ¾ Ú Ï`ËT¾��J¹�ÒTÏTæpÜ¸¿Ð·bÏT¾4Ï ºÄºèºÄºEºèºÄºèºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº � ×

Ø�º � ºÁÔ »Å¾�¶
�$É8��¿ÐÌ	¿ÐÏiz Ú ÏTËT¾_��ºÄºÄºèºÄºEºèºÄºèºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº � Ö
Ø�º � º Ö »9É|Â¨É|¶¸¿ëÜLÀTÌ	¾4Ü¸¿ÐÂ¸ÑhÀ`¾w��¿ÁÜÝÜL¾�Ç�ºÄºEºèºÄºèºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº � �

Ø�º Ø ½^ÎTÏTÂÝÑhÀJÆTÉ|¶¸æ�¾�¿ÁÜ¸Â¸ÞTÇÁ·|Ü�ºÄºèºÄºèºÄºÄºèºÄºEºèºÄºèºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº ���

Ø
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¯ °";=V�EG>DLpC);DRU<BN�C_@empoG<G;]\ ~ s
�`ºëÔ ½ É�ÀTÇ�ËT¾4¶Åµ~¶Ý·bÊb¶LÉ�Ì�Ì	¿Ð¾4¶¸Â¸Þ`¶LÉ|ÑhÀT¾ ºèºÄºEºèºÄºèºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº � t
�`º Ö �;Ò`¹�É|ÇÁÇÐÂ¸Ê|¾�ÏT¾4¶LÉ�Ü¸·b¶�ºÄºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºèºÄºEºèºÄºèºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº � v

s � <p±j@W<WX²EG<BH�³iR´< ��� <BN¨mpo?TBLWP�\�@B;AC_@`<Uµ�O¶P·Lp¸W;gNdEG<WX¹OQPSRUTG>D@WVº@ ~ I
t�ºëÔ î~Ì�ÞT¿Á¶¸¿ÁÂ¸ÑhÀT¾ é Þ`Ü¸¿ÐÌ	¿Ð¾�¶ÝÒTÏTÊ ºèºÄºÄºèºÄºEºèºÄºèºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº � x
t�º Ö ��ÑhÀ¼»\É�ÑhÀTÂÝÜ¸¾�ÇÐÇÁ¾�Ï�ËT¾�Â¨Ê¼{|ÏTÊ|¿ÐÊb¾4Ïd�?¾�¶Ý¹�É�ÀT¶¸¾4ÏTÂ�ºèºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº Ø|×

t�º Ö�ºÁÔ µ~¶Ý·bÆTÇÐ¾4Ì�¾9¿ÐÏ�ËT¾�¶ é Þ`Ü¸¿ÐÌ	¿Ð¾�¶ÝÒTÏTÊåËTÒ`¶¸ÑhÀ#ËT¿Ð¾ß¹�ÒTÏ`æ�Ü¸¿Ð·bÏTÉ|ÇÐ¾EÕ]·b¶ÝÌ º Ø|×
t�º Ö�º Ö »Å¿Ð¾EÕ]·b¶¸Ì ËT¾�¶ � Ï�Ün» ·b¶VÜ�½`{|ÑhÀ`¾�ºèºÄºèºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº Ø�Ô

t�º � é Þ`ÜL¿ÁÌ�¿Á¾�¶¸Ò`ÏTÊ§Ï]É|ÑhÀ���·JËT¾�ÇÁÇÐÆT¿ÁÇÐËTÒ`ÏTÊTìJæ|¾�¿ÁÏ$Õ]¾4ÀTÇÐ¾4¶ÝÜL¾4¶¸Ì ºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº ØbÖ
t�º � ºÁÔ »Å¾�¶¶�?¾�¶ÝÂ¸ÒTÑhÀ � ·bÏ�»9¾�¶Ý¶¸¿ÁÏTÊb¾�¶�z���Ò`¿ÐÑhÀ ºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº Ø �
t�º � º Ö �J¿ÐÌ§ÒTÇÐÉ�ÜL¿Á·bÏ � ·bÏ�½^¿Ð¾�Ë`¾�¶¸À`·bÇÐÒTÏ`Êb¾�Ï#ËT¾�Â¶�?¾4¶¸Â¸Ò`ÑhÀTÂ ºÄºÄºÄºèºÄºèº Ø �
t�º � º � »Å¿Ð¶¸¾4æpÜL¾���·JËT¾�ÇÁÇÐ¿Ð¾4¶¸ÒTÏ`Ê§ËT¾�Â Ú ÏTËT¾_� ºèºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº Ø6�

¾ ¿À@`P¦C_@B;]>aE?<pHÁXq@`P ��� <BN¨mpo?TBLWP�\�@B;AC_@`<�L?>ANºÂÃE?<Ã\�C);DRU<�³iRU<
x

� s
v`ºëÔ ÄÅÆ ¾�¶VÜL¶LÉ�ÊbÒTÏTÊ�ËT¾4Âj�$¼ é zlµ~¶¸·bÆTÇÁ¾�Ì	ÂÍÉ|Ò`¹��;Ò`¹�É|ÇÐÇÁÂ � É|¶Ý¿ É|ÆTÇÁ¾�Ï ºÄºÄºÄºèºÄºèº Ø�t
v`º Ö ÃÅ¾4¶¸ÇÐ¾4¿ÁÜ¸ÒTÏTÊåËT¾4¶À�?¾4¶ÝÜ¸¾�¿ÐÇÁÒTÏTÊb¾4Ï�Â¸Þ ¾¨��¿Á¾�ÇÁÇÐ¾�¶ ½^ÎTÏTÂ¸ÑhÀ�Æ]É�¶¸æ|¾4¿ÁÜ¸¾�Ï-ºÄºÄºèºÄºèº Ø6x
v`º � »9¿Ð¾>Ê|¾�ÂÝÜ¸Ò`Ü��âÜL¾��Å·b¶ÝÌuÉ�Ç � ¾4¶ÝÜ¸¾�¿ÐÇÁÒTÏTÊ ºÄºEºèºÄºèºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº �b×
v`º � �?¾�¶VÜL¾�¿ÁÇÐÒTÏ`Êå¾�¿ÐÏ`¾�¶\½^ÎTÏTÂÝÑhÀ�Æ]É|¶¸æ�¾�¿ëÜLÂÝ¹�Ò`ÏTæpÜL¿Ð·|Ï � ·bÌ-È=çJÞ

(l, t, u, 1, 1)
ºÄº �`Ô

v`º Ø �?¾�¶VÜL¾�¿ÁÇÐÒTÏ`Êå¾�¿ÐÏ`¿ÐÊb¾4¶�É|ÏTËT¾4¶¸¾4¶Í½^Î`ÏTÂ¸ÑhÀ�Æ]É|¶Ýæ|¾4¿ÁÜLÂV¹�ÒTÏTæpÜL¿Á·bÏT¾4Ï ºÄºÄºÄºèºÄºèº t �
I ÅÆ@�L?>�;DN�C);DN)mpoB@ ��� <pN)mpoGTBLWP�\8@B;DC_@W< s`I

x`ºëÔ »9¾��TÏT¿ÁÜ¸¿Ð·bÏ�ËT¾4¶Í¶¸¾ É�ÇÐ¿ÐÂVÜL¿ÁÂ¸ÑhÀT¾4Ï�½^Î`ÏTÂ¸ÑhÀ�Æ]É|¶Ýæ|¾4¿ÁÜL¾4Ï ºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº t6x
x`º Ö �ÅÒ`Ü���¾4Ï�ËT¾4ÂÅ¶Ý¾ É|ÇÁ¿ÐÂVÜL¿ÐÂÝÑhÀT¾�Ï � ÏTÂLÉ�Ü���¾4ÂrºEºèºÄºèºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº v`Ô
x`º � »9¿Ð¾EÃÅÉ|¶¸¶Ý¿ÐÏTÊ�ÜL·bÏ���æ�É|ÇÐÉå¶¸¾ � ¿ÁÂ¸¿ÁÜ¸¾�Ë�ºèºÄºEºèºÄºèºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº vpÖ

9�Ç�¿À@`P¦C_@B;]>aE?<pH+³i@WPSL?>a>AHq@WVº@B;=<B@WP·C_@WP ��� <BN¨mpo?TBLWP�\�@B;AC_@`<�L?>ANºÂÃE?<Ã\�C);DRU<�³iRU<-¸ ¾ �
9`9-:�P·H`@`TG<G;DN¨N�@�È � P�:´¸`cqRU<B@W<pC_@W<

β 6= 1
I´9

ÔbÔbºëÔ��?¾�¶ÝÆ�¾4Â¸Â¸¾4¶ÝÜ¸¾w�?¾4¶¸Â¸¿Á·bÏ�ËT¾�¶¨»9¾4¶¸¶Ý¿ÐÏTÊb¾4¶�z���ÒT¿ÐÑhÀ�½^ÎTÏTÂÝÑhÀ�Æ]É|¶¸æ�¾�¿ëÜLÂÝ¹�Ò`ÏTæpÜL¿Ð·|ÏT¾�Ï xpÖ
ÔbÔbº Ö � ÞTÞ`¶¸·)��¿ÐÌ�É�ÜL¿Á·bÏTÂ¸¿ÁËT¾�¾	ºÄºèºÄºèºÄºÄºèºÄºEºèºÄºèºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº x �
ÔbÔbº � ã�¿ÐÏT¾�É|¶¸¿ÁÂ¸¿Ð¾4¶ÝÜ¸¾9½^ÎTÏTÂÝÑhÀJÆTÉ|¶¸æ�¾�¿ÁÜ¸¾�Ï ºèºÄºEºèºÄºèºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº x �
ÔbÔbº � �EÎ�ÜL¾>ËT¾4¶ � ÞTÞT¶Ý·F��¿ÁÌuÉ�Ü¸¿Ð·bÏ`¾�Ï%ºÄºÄºèºÄºEºèºÄºèºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº Ô�×�Ô

ÔbÔbº � ºëÔ�î~¿ÁÏ`¹�É|ÑhÀ�ÇÐ¿ÁÏT¾ É|¶Ý¿ÐÂÝ¿Ð¾�¶VÜL¾¨½^ÎTÏTÂ¸ÑhÀ�Æ]É�¶¸æ|¾4¿ÁÜXºÄºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº Ô�×�Ô
ÔbÔbº � º Ö��G» ¾�¿ë¹�É|ÑhÀ�ÇÐ¿ÁÏT¾ É|¶Ý¿ÐÂÝ¿Ð¾�¶VÜL¾¨½^ÎTÏTÂ¸ÑhÀ�Æ]É�¶¸æ|¾4¿ÁÜ ºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº Ô�×�Ô
ÔbÔbº � º � �>Î`Ü¸¾>ËT¾�¶ � Þ`ÞT¶¸·)��¿ÐÌ�É�ÜL¿Á·bÏ�ËT¾4¶¨Ê|¾�Â¸Ò`ÑhÀ�Ü¸¾�Ï��?¾�¶ÝÜ¸¾�¿ÁÇÐÒTÏTÊXºÄºèºÄºèº Ô�× �
ÔbÔbº � º � | ¾�» ¾�¶ÝÜ¸ÒTÏTÊ�ËT¾�¶ � ¾4¶¸ÂÝÑhÀT¿Ð¾4ËT¾�ÏT¾4Ï � Þ`ÞT¶¸·)��¿ÐÌ�É�ÜL¿Á·bÏT¾4Ï ºÄºÄºèºÄºèº Ô�× �
ÔbÔbº � º Ø���ÉbÊbÇÐ¿ÁÑhÀT¾j�?¾4¶¸Æ ¾�Â¸ÂÝ¾�¶ÝÒTÏTÊ*ËT¾4Â¶�?¾�¶Ý¹�É�ÀT¶¸¾4ÏTÂ ºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº Ô�×bØ

9iJ�¿À@`P¦C_@B;]>aE?<pHÁXq@iN ��� <BN¨mpo?TBLWP�\�@B;AC_N8;=<WXG@¼¸ 9iÇqs
Ô�Ö�ºëÔ��?¾�¶VÜL¾�¿ÁÇÐÒTÏ`Ê§¹�ÎT¶�ËT¾�Ï��$É8��¿ÐÌ	¿ÐÏiz Ú ÏTËT¾_�jºEºèºÄºèºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº Ô�×�t
Ô�Ö�º Ö��?¾�¶VÜL¾�¿ÁÇÐÒTÏ`Ê§¹�ÎT¶�Ë]É|ÂÍÊb¾4·bÌ�¾âÜL¶Ý¿ÐÂ¸ÑhÀ`¾�#¿ÁÜ¸Ü¸¾�Ç ºèºÄºÄºèºÄºèºÄºÄºÄºÄºÄºèºÄºèº Ô�×6v

Ô�Ö�º Ö�ºëÔ � ÒTÂ¸ÂÝÑhÀ�ÒTÂ¸Â^ÊJÒ`·|ÜL¾ � ·bÏ q(Y )
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ËTÒT¶ÝÑhÀ ²iè®é »9¾�ÂÝ¿ÐÊbÏ#¾�¶V¹�ÎTÇÐÇëÜQ» ¾�¶¸Ë`¾�Ï$æ�ÉbÏTÏT¾4Ï�º »ßÉ|Â � Ò`¹�Ü¸¶¸¾âÜL¾�Ï#ËT¿Á¾�Â¸¾4¶ÍÂ¸·	Êb¾�Ï]É�ÏTÏpÜL¾�Ï+�9ÿ]û
Ùêñ�ýJþ�ÿWØ]Ü�Ùcðâÿ�¹�ÎTÀT¶VÜÍËT¾�ÂÝÀ]É|ÇÐÆ#ÂÝÜ¸¾4Ü¸ÂÅ¿ÁÏ#Ë`¿Ð¾l�Å·�Ün»¢¾4ÏTËT¿ÐÊ|æ|¾�¿ëÜ ì`�¨·bÌ�Þ`¶¸·bÌ	¿ÐÂÝÂ¸Ç]É|Â¸ÒTÏTÊ|¾�Ïº��Ò#Â¸Òiz
ÑhÀT¾4Ï�º
Õ]·b¶¸Ì�É|ÇnÇÐ¿Á¾4¹�¾�¶VÜÆæÝ¾4ËT¾�ÂÄ»9¾4Â¸¿ÐÊ|Ï ¾4¿ÐÏT¾4¶>È5É�ÆTÇÐ¾âÜ¸ÜL¾

T
¾�¿ÁÏT¾ß��¾4Â¸Â¸Ò`ÏTÊ

(l, h)
ÒTÏTË É|ÒTÂ>Ë`¿Ð¾�ÂÝ¾�Ï

î~ÇÐ¾4Ì�¾4Ï�Ü¸¾�Ï�ËT¾4Â
R2 ÂÝ·bÇÐÇ�ËT¾�¶�Æ ¾�ÂVÜL¾}�Å·|Ì�ÞT¶Ý·bÌ	¿ÐÂ¸Â7É|ÒTÂÝÊb¾�»ì{|ÀTÇëÜ�»¢¾4¶¸ËT¾4Ï�º Ú Ì � ÇÐÇÁÊb¾�Ì	¾�¿ÁÏT¾�Ï

»Í¿Ð¶ÝË�¾4Â æ�¾�¿ÁÏu¾�¿ÁÏTËT¾4Ò`ÜL¿ÁÊèÆ ¾�ÂVÜL¾�Â¢»9¾�ÂÝ¿ÐÊbÏ	Êb¾4Æ�¾4Ï�ì�Ë]Éè¿ÁÌ
R2 Æ�¾4æ�É|ÏTÏpÜLÇÁ¿ÐÑhÀ	æ|¾�¿ÁÏT¾¨È7·|ÜLÉ|ÇÐ·|¶¸ËezÏ�ÒTÏTÊ	¾���¿ÐÂVÜL¿Á¾�¶ÝÜ�ºzî~ÂÀ»Í¿Á¶¸Ë#É|ÇÁÂ¸·�ÏBÉ|Ü¸¿ÐÊTìT¾4¿ÐÏT¾4Ï�¹�·b¶¸Ì�É|ÇÐ¾4Ï � É�ÀTÌ�¾4Ï#É|Ò`¹ ��Ò`ÂÝÜL¾4ÇÐÇÁ¾�Ï�ì]ËT¾4¶Í¾�¿ÐÏ`¾

î~ÏpÜLÂ¸ÑhÀ`¾�¿ÐË`ÒTÏTÊjÒTÏpÜL¾�¶�Ë`¾�Ï^Ì�É|ÊbÇÐ¿ÁÑhÀT¾�Ï%»9¾�ÂÝ¿ÐÊbÏTÂ�É�Ò`¹�E¶ÝÒTÏTËXÉ|Ï¼»¢¾4ÏTËTÒTÏ`ÊbÂ¸·b¶Ý¿Ð¾4Ï�Ü¸¿Ð¾4¶ÝÜL¾4¶
�>¶¸¿ëÜL¾�¶Ý¿Ð¾4Ï�¾4¶¸ÌßÉbÊbÇÐ¿ÁÑhÀpÜ º�»9¿Á¾�Â¸¾4¶=¹�·|¶¸Ì�É|ÇÐ¾ � É|ÀTÌ	¾�Ï	Ì§ÒTÂ¸Â ¿ÐÏ�ËT¾�¶ � ¾4Êb¾�Ç?�>¶�É�çb¾4Ï � ¾�¶¸ÂÝÑhÀT¿Ð¾_zËT¾4ÏT¾�¶ �$É6çb¾4¿ÐÏTÀT¾4¿ÁÜ¸¾�Ï � ¾�¶ÝÊbÇÐ¾4¿ÐÑhÀ�Æ]É|¶èÌuÉ�ÑhÀT¾�Ï�ìäÒTÌY�¨·bÌ�Þ`¶¸·bÌ	¿ÐÂÝÂ¸Ç]É|Â¸ÒTÏTÊ|¾�Ï���Ò�æ|·bÏTÂVÜL¶ÝÒez
¿Ð¾4¶¸¾4Ï�º~½ ¾4ÏTÏGÌuÉ�Ï�ÂÝ·Á»Í¿ÐÇÁÇêì�À]É�ÏTËT¾�ÇëÜu¾4ÂuÂÝ¿ÐÑhÀ�ÀT¿Á¾�¶ÝÆ�¾4¿¨Ò`Ì Ë`¿Ð¾ � Ò`¹�ÊpÉ�Æ�¾�ì Ù-, Þ`¹�¾4ÇÍÒTÏTË|¢¿Á¶¸ÏT¾4ÏJá � ¾�¶¸Ê|ÇÐ¾�¿ÁÑhÀ�Æ]É|¶À��Ò#ÌuÉ�ÑhÀT¾�Ï�º
»9¿Á¾ é ÆiæÝ¾�æpÜ¸¾�¾�¿ÐÏ`¾�¶5ÂÝ·bÇÐÑhÀ`¾�Ïß��ÒTÇëÜL¿ÁæJ¶Ý¿ÁÜ¸¾�¶¸¿Á¾�ÇÁÇÐ¾�Ï é Þ`Ü¸¿ÐÌ	¿Ð¾�¶ÝÒTÏTÊ¨æ6ÉbÏ`ÏT¾�Ï � ¿Ð¾4ÇÁ¹®{|ÇëÜL¿ÁÊbÂÝÜ¸¾�¶²�9É8zÜLÒ`¶�Â¸¾�¿ÁÏ�º]î~Â�æ�É|ÏTÏ�Â¸¿ÁÑhÀ�ìB»Í¿Ð¾9¿ÐÌy| ¾�¿ÐÂÝÞT¿Ð¾4ÇêìJÒTÌ"¾4¿ÐÏT¾>µ~¶Ý·�ËTÒ`æ�Ü¸·bÞ`Ü¸¿ÐÌ	¿Ð¾�¶ÝÒTÏTÊ§ÀTÉ|ÏTËT¾4ÇÐÏ�ìT¾4Â

Ô �
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æ�É|ÏTÏ$É|Æ�¾4¶ßÉ|Ò`ÑhÀHËT¿Ð¾��Å·�Ün»¢¾4ÏTËT¿ÐÊ|æ|¾�¿ëÜ9Æ ¾�ÂVÜL¾4ÀT¾�Ï�ì;¾�¿ÐÏ � É|ÏTæ�¿ÐÏTÊ � ·bÏHãä¿Á¾4¹�¾4¶LÉ|ÏpÜL¾4Ï��4ÒH¾�¶�z
ÂÝÜ¸¾�ÇÁÇÐ¾�Ï;ì=·JËT¾4¶�ÊpÉ�¶�ËT¿Á¾��¨·|Ün» ¾�ÏTËT¿ÁÊbæ|¾4¿ÁÜ�ì=Ò`Ï�Ü¸¾�¶ � ¾�¶ÝÂ¸ÑhÀT¿Á¾�ËT¾4ÏT¾�Ï µ~¶¸·JËTÒTæpÜL¿Á·bÏTÂ � ¾�¶V¹�É|ÀT¶Ý¾�Ï¾�¿ÁÏ Ù Æ ¾�ÂÝÜ¸¾�ÂláèÉ|ÒTÂ^��Ò¼»Q{�ÀTÇÐ¾4Ï�º
Ú Ì��EÉ|ÞT¿ÁÜ¸¾�Ç � »Í¿Á¶¸Ë*ËTÉ|Â\µ~¶¸·|ÆTÇÐ¾4Ì ËT¾�¶Q�H¼ é ¿ÁÏu¾4ÀT¾�¶=¹�·b¶¸Ì�É|ÇÐ¾4Ì � É|ÀTÌ	¾�ÏuÏ`·�ÑhÀ*¾4¿ÐÏTÌ�É|Ç¾�¿ÁÏTÊb¾â¹�ÎTÀT¶ÝÜ�º
�;ÒTÂ¸É|Ì�Ì	¾�Ï�¹�É|Â¸ÂÝ¾�ÏTË � ¾�¶ÝÂ¸ÒTÑhÀpÜ?¾4¿ÐÏT¾Q��ÒTÇÁÜ¸¿Ðæ�¶¸¿ëÜL¾4¶¸¿Ð¾4ÇÐÇÁ¾ é Þ`ÜL¿ÁÌ�¿Á¾�¶ÝÒTÏTÊ¨É|ÇÐÂÝ·Tì�¿ÐÏè¾�¿ÁÏT¾�¶ ��¾�Ï`Êb¾
G � ·bÏ�ÌßÉbÊbÇÐ¿ÁÑhÀT¾�Ï é ÆiæÝ¾�æpÜL¾4Ï�ËTÉ|Â æÝ¾4ÏT¿ÐÊb¾���Ò�¿ÐË`¾�ÏpÜL¿a�W��¿Á¾�¶¸¾4Ï�ì`»¢¾4ÇÐÑhÀT¾4ÂÄÆ ¾�¿7Êb¾�Ì	¾�¿ÁÏTÂLÉ�Ì�¾4¶
|¢¾âÜL¶LÉ�ÑhÀ�Ü¸ÒTÏTÊ�É|ÇÐÇÁ¾�¶ì��¾�¶Ýæ�ÌuÉ|ÇÁ¾

Yi
ËT¿Ð¾4Â¸¾�Â é ÆiæÝ¾4æpÜL¾�ÂÍË]É�Â Ù Æ ¾�ÂÝÜ¸¾ôá>¿ÐÌ ��¿ÐÏ`ÏT¾>ËT¾�¶ � Ï¼»¢¾4Ïez

ËTÒTÏ`Ê�¿ÁÂÝÜ º
»9¿Á¾�Â¸¾4Ï-�?·b¶¸ÊpÉ�ÏTÊ�æ�É|ÏTÏÌ�É|ÏÊpÉ|ÏB�§É|ÇÐÇÁÊb¾�Ì	¾�¿ÁÏHÉ|ÇÁÂMáßÒ]É|ÇÁ¿ÁÜ�{�ÜLÂ¸·|Þ`ÜL¿ÁÌ�¿Á¾�¶¸Ò`ÏTÊ�Æ�¾���¾�¿ÁÑhÀTÏT¾4Ï�ì
¾�ÏpÜ¸Â¸ÞT¶Ý¾�ÑhÀT¾4ÏTËËT¿Ð¾

Yi
É|ÇÁÂ Ù á>ÒTÉ|ÇÐ¿ëÜ�{�Ü¸Â¸Ì	¾�¶¸æ�Ì�É|ÇÐ¾háôº

BDCFE GIH�JLKNMPORQTSVUNWXO � Y ORH[Z \^]
»9¿Á¾�áßÒ]É|ÇÐ¿ëÜ�{�Ü¸Â¸Ì	¾�¶ÝæJÌ�É|ÇÁ¾

Yi
Â¸¾�ÇÁÆTÂÝÜ§æ6ÉbÏTÏ`¾�Ïj¾�Æ ¾�Ï`¹�É|ÇÁÇÐÂ � ·bÏ � ¿Ð¾4ÇÁ¹®{|ÇëÜL¿ÁÊb¾�¶w�>¾�ÂVÜhÉ|ÇëÜ§Â¸¾4¿ÐÏ�ºî~Â¢æ�É|ÏTÏ�Â¸¿ÁÑhÀ*ÒTÌ Ê�Ò]É|ÇÐ¿ëÜhÉ�Ü¸¿ � ¾|ìb·b¶ÝËT¿ÐÏTÉ|ÇÐ¾Í·JËT¾�¶=Ì�¾âÜL¶Ý¿ÐÂ¸ÑhÀ`¾r�>¶�É�ç|¾�ÏuÀTÉ|ÏTËT¾4ÇÐÏ�ìe��¾4Â¸Â^» ¾�¶VÜL¾

æ6É|ÏTÏT¾�ÏåÂVÜL¾âÜL¿ÐÊÅ·�Ë`¾�¶5Ë`¿ÐÂ¸æ�¶Ý¾4Ü � ·b¶¸ÀTÉ|ÏTËT¾4ÏåÂ¸¾�¿ÁÏ�º�ãä¾4ËT¿ÐÊ|ÇÐ¿ÐÑhÀèÏT·bÌ	¿ÐÏ]É�ÇÐ¾Æ��¾4¶¸æ�ÌuÉ�ÇÐ¾=æ|·bÌ	Ì�¾4Ï
ÏT¿ÁÑhÀ�ÜÄÉ�ÇÐÂMáßÒ]É�ÇÐ¿ÁÜ�{�ÜLÂÝÌ�¾4¶¸æ�Ì�É|ÇÐ¾E¿ÐÏ�Õ]¶¸É|Êb¾|ì�Ë]ÉwæÝ¾�Ë`¾�Âuð�Ø�ÿ_��ðâó ÿ;ðj��¾4¶¸æ�ÌuÉ�Ç~É|ÏT·b¶ÝËTÆ]É|¶9Â¸¾�¿ÁÏ
Ì§ÒTÂÝÂ�º
|¢¾âÜL¶LÉ�ÑhÀ�Ü¸¾4Ü ÌuÉ�Ï	Ë`¿Ð¾ � ¶VÜL¾4Ï � ·bÏ � Ï`¹�·b¶ÝËT¾�¶ÝÒTÏTÊb¾4ÏuÉ|Ï	ËT¿Á¾}á>ÒTÉ|ÇÐ¿ëÜ�{�Ü¸Â¸Ì	¾�¶¸æ�Ì�É|ÇÐ¾�ì�Â¸·Äæ�É�ÏTÏÌ�É|Ï�Êb¾�ÏTÉ|Ò���» ¾�¿Ã»Í¿ÐÑhÀpÜ¸¿ÐÊb¾M�>ÇÐÉ|Â¸ÂÝ¾�Ï�ËT¿Ð¾4Â¸¾4¶}��¾�¶ÝæJÌ�É|ÇÁ¾ßÒTÏTË�Ë]É|Ì	¿ÁÜ\É|ÒTÑhÀ���» ¾�¿´�>Ç É�Â¸Â¸¾4Ï
� ·|Ï é Þ`Ü¸¿ÐÌ	¿Ð¾�¶ÝÒTÏTÊbÂ¸É|Ò`¹�ÊpÉ�Æ�¾4Ï�¿ÐËT¾4Ï�Ü¸¿=�W�4¿Ð¾4¶¸¾�Ï;Ó

Ôbº
��¾4¶¸æ�Ì�É|ÇÐ¾�ì=Æ ¾�¿¨ËT¾4ÏT¾�Ï�Ë`¿Ð¾#ÌuÉ8��¿ÁÌuÉ|ÇÁ¾�áßÒ]É|ÇÐ¿ëÜ�{�Ü�Æ ¾�¿Í¾4¿ÐÏT¾4Ì ¾_�`É|æpÜ*ËT¾��]ÏT¿Ð¾4¶ÝÜ¸¾�Ï
½�¾�¶VÜ ìzËT¾�Ì ��·|ÇÐÇ=» ¾�¶VÜ�ú

T
ìzÜLÉ|¶¸Ê|¾4Ü � É�ÇÐÒT¾ û ì]¾�¶Ý¶¸¾4¿ÐÑhÀpÜß¿ÁÂÝÜ ºG��·F» ·bÀTÇðíÅÏpÜL¾4¶�zLì;É|ÇÁÂ¨É|ÒTÑhÀÄ¨Æ�¾4¶¸Â¸ÑhÀ`¶¸¾�¿ëÜL¾4Ï ËT¿Á¾�Â¸¾4Â>½ ¾4¶ÝÜL¾4Â � ¾�¶ÝÌ�¿ÁÏTËT¾�¶ÝÏ�ËT¿Ð¾ßáßÒ]É|ÇÁ¿ÁÜ�{�Ü º;»9¿Ð¾4Â¸¾�¶ÄÕzÉ|ÇÁÇð»Í¿Ð¶ÝË�¿ÐÌ

Õ]·bÇÁÊb¾�ÏTË`¾�Ï�É|ÇÁÂ¶��·|ÇÐÇ=» ¾�¶VÜ¸¹�É|ÇÁÇ
(TV )

Æ�¾���¾�¿ÁÑhÀTÏT¾âÜ º é ¹�ÜLÌ�É|ÇÁÂâ» ¾�¶¸Ë`¾�Ï�¿ÐÏ*Ë`¿Ð¾�ÂÝ¾�Ì-Õ"{|Çaz
ÇÁ¾�ÏÄÒTÏpÜL¾�¶Ý¾Mú

LSL
ì�ÇÐ·F» ¾�¶äÂ¸Þ ¾�Ñ4¿=�]Ñ�É�ÜL¿Á·bÏÄÇÐ¿ÐÌ	¿ÁÜ û ÒTÏ`Ëf·bÆ ¾�¶Ý¾rú USL ì�ÒTÞTÞ ¾�¶nÂ¸Þ ¾�Ñ4¿=�]Ñ�É8zÜ¸¿Ð·bÏ�ÇÐ¿ÁÌ�¿ëÜ û ��Þ�¾���¿a�]æ�É�ÜL¿Á·bÏTÂ¸Ê|¶¸¾�Ïp��¾�ÏuÉ|ÏTÊb¾4Êb¾�Æ ¾�Ï;º�î~Â=æ�É|ÏTÏu¾4Æ�¾4Ï`¹�É|ÇÁÇÐÂ � ·|¶¸æ|·|Ì�Ì	¾�Ï�ìË]É�Â¸Â=ÂÝÜhÉ�Ü¸Ü=¾�¿ÁÏT¾�Ââ��·bÇÁÇ=» ¾�¶VÜL¾�Â?¾4¿ÐÏ	ÊpÉ|ÏB�4¾�Â Ú ÏpÜL¾�¶ � É|ÇÐÇ � ·bÏ � ·bÇÐÇ]Æ ¾4¹�¶Ý¿Ð¾�Ë`¿ÐÊb¾4ÏTËT¾�Ïå½�¾�¶�z

Ü¸¾�Ï�É|ÏTÊb¾4Êb¾�Æ ¾�Ï�»Í¿Ð¶ÝË�º
Ö�º
��¾4¶¸æ�Ì�É|ÇÐ¾�ì5Æ ¾�¿¢Ë`¾�ÏT¾4Ïj¾4¿ÐÏT¾�î~¶ÝÀBÉbÀ�ÒTÏTÊËT¾4Â���¾�ÂÝÂ^» ¾�¶ÝÜ¸¾�Â	ÂÝÜ¸¾4ÜLÂ�É�ÒTÑhÀ ¾�¿ÐÏ`¾ê�?¾�¶�z

Æ ¾�ÂÝÂ¸¾�¶ÝÒTÏTÊ*¿ÁÏ�ËT¾�¶jáßÒ]É|ÇÐ¿ëÜ�{�Ü\Æ�¾4ËT¾�Ò`Ü¸¾4Ü�º Ú Ï#ËT¾�¶Åã�¿ÁÜ¸¾�¶LÉ�ÜLÒT¶�ÀT¾4¿]ç|Ü¨ËT¿Á¾�ÂÝ¾�¶ÅÕ É�ÇÐÇa`)ÙÚþ]ðâû
óëñ|ò�ýJðâòôûnÙ þ]ðâû�ÿâð�Ù®ÙlðâòcbVº�»9¿Á¾�ÂÝ¾�¶U»Í¿Ð¶ÝËÄ¿ÁÌ�Õ]·bÇÁÊb¾�ÏTË`¾�ÏÄÉ|ÇÐÂ²��É8��¿ÐÌ	¿Ð¾�¶ÝÒTÏTÊbÂÝÞT¶¸·|ÆTÇÐ¾4Ì

(LB)Æ ¾¨�4¾�¿ÐÑhÀ`ÏT¾4Ü�º
Õ"{|ÇÁÇÐ¾�ì4¿ÁÏ>ËT¾�ÏT¾4Ïè¾4Â�Ì�¾4ÀT¶¸¾4¶¸¾�|¢¾4¶¸¾4¿ÐÑhÀT¾ Ù Ê|Ò`ÜL¾4¶cá5½ ¾4¶ÝÜL¾�ì Êb¾âÜL¶¸¾4ÏTÏpÜnËTÒT¶¸ÑhÀ�|¢¾4¶¸¾�¿ÁÑhÀT¾ Ù ÂÝÑhÀTÇÐ¾4ÑhÀezÜL¾4¶cáÄ½�¾�¶VÜL¾fÊ|¿ÐÆ`Ü�ì ÂÝ¿ÐÏTË�ËT¾�Ï`æJÆTÉ|¶�ìq»¢¾4¶¸ËT¾4Ï�É|Æ�¾4¶Å¿ÁÏ$ËT¿Á¾�ÂÝ¾�¶ � ¶¸Æ ¾�¿ëÜ9Ï`¿ÐÑhÀpÜßÆ ¾�À]É�ÏTËT¾�ÇëÜ º î~Â
Â¸ÑhÀ`¾�¿ÐÏ`¾�Ï�É|ÒTÑhÀ#æ|¾�¿ÁÏT¾ÄÕ"{|ÇÁÇÐ¾9Ë`¾�¶�ÞT¶¸É|æpÜL¿ÐÂÝÑhÀT¾�Ï � Ï¼» ¾�ÏTËTÒ`ÏTÊuÂÝ·bÇÐÑhÀT¾4¶}��Þ ¾¨��¿a�]æ�É�ÜL¿Á·bÏT¾4Ïº��Ò
¾���¿ÁÂÝÜL¿Á¾�¶Ý¾�Ï�º

Ô �
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�9É�ÜLÎT¶ÝÇÐ¿ÐÑhÀ�Ê|¿ÐÆ`Ü�¾4Â¨É|ÒTÑhÀ�Õ"{|ÇÐÇÁ¾|ìJ¿ÐÏ�ËT¾4ÏT¾�Ï#ÏT¿ÐÑhÀpÜ¨¾�¿ÁÏT¾w�$É8��¿ÁÌ�¿Á¾�¶¸Ò`ÏTÊTì`ÂÝ·bÏTËT¾4¶¸Ï#¾�¿ÁÏT¾w��¿az
ÏT¿ÁÌ�¿Á¾�¶¸Ò`ÏTÊf¾4¶Ý¹�·b¶ÝËT¾�¶ÝÇÐ¿ÐÑhÀ�¿ÁÂÝÜ�º Ú Ï�ËT¿Ð¾4Â¸¾4Ï�Õ {|ÇÐÇÁ¾�Ïê» ¾�¶ÝËT¾�Ï#ËT¿Ð¾ßµ?¶Ý·bÆTÇÁ¾�Ì	¾ßËTÒT¶ÝÑhÀf�¨¾�ÊpÉ�ÜL¿Ð·|Ï
ËT¾4Â�áßÒ]É|ÇÁ¿ÁÜ�{�ÜLÂ¸Ì	¾�¶Ýæ�ÌuÉ|ÇÁÂ>·¼|¢Ë � ¿ÐÏ�¾�¿ÁÏ[�$É8��¿ÁÌ�¿Á¾�¶¸Ò`ÏTÊbÂ¸Þ`¶¸·bÆTÇÁ¾�Ì�Î`Æ�¾4¶Ý¹�ÎTÀT¶VÜ º7»9¾�Ï`Ï Ë]É
ËT¿Á¾l�Å¾�ÊbÉ�ÜL¿Á·bÏ�ËT¿Ð¾ é ¶¸Ë`ÏJÒ`ÏTÊbÂ¸¶Ý¾�ÇÐÉ�ÜL¿Á·bÏ�ÒTÌ	æ|¾�À`¶ÝÜ ìzÊb¿ÁÇÁÜ�Ó
�>¾�Êb¾4Æ�¾4ÏfÂ¸¾4¿�¾�¿ÐÏáßÒ]É|ÇÁ¿ÁÜ�{�ÜLÂ¸Ì	¾�¶Ýæ�ÌuÉ|Ç

Yi
ì)»¢¾4ÇÐÑhÀT¾4Â�Ì	¿ÐÏT¿ÁÌ�¿Á¾�¶ÝÜq» ¾�¶¸Ë`¾�Ï§ÂÝ·bÇÐÇ�º�»9ÒT¶ÝÑhÀ�ÄÅÆ ¾�¶�z

ÊpÉ|Ï`Êß�4Ò −Yi ¾4¶¸ÀW{|ÇëÜÍÌuÉ�Ï#¾4¿ÐÏT¾l{�ÊJÒ`¿ � É|ÇÐ¾4ÏpÜL¾�Â
áßÒ]É|ÇÁ¿ÁÜ�{�ÜLÂÝÌ�¾4¶¸æ�ÌuÉ�Çêì¼»¢¾4ÇÐÑhÀT¾4Â9Ì�É8��¿ÐÌ	¿Ð¾4¶ÝÜ» ¾�¶¸Ë`¾�Ï$ÌfÒTÂ¸Â4º
Ú Ì�½�¾�¿ÁÜ¸¾�¶Ý¾�Ï Â¸¿ÐÏ`Ë É|ÇÁÇÐ¾åµ~¶¸·|ÆTÇÐ¾4Ì�¾�¾�ÏpÜn» ¾�ËT¾4¶ � ·|Ì�È=çJÞ

(TV )
·�Ë`¾�¶ � ·bÌ�È?çJÞ

(LB)
ì

¾�¿ÁÏT¾>¾ � ¾�ÏpÜLÒ`¾�ÇÐÇnÏT·|Ün» ¾�Ï`ËT¿ÐÊb¾w�¨¾�ÊpÉ�Ü¸¿Ð·bÏ�ÂÝ¾�¿äÆ ¾�¶¸¾4¿ÁÜ¸Â�ËTÒT¶¸ÑhÀ`Êb¾4¹�ÎTÀ`¶ÝÜ º

Ô�Ø
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Ú Ï*ËT¿Á¾�ÂÝ¾�Ì � ÆTÂÝÑhÀTÏT¿ÁÜÝÜQ»Í¿Ð¶ÝË*ËT¾4¶ ¹�·b¶ÝÌuÉ|ÇÁ¾ � É|À`Ì�¾4Ï*ËT¾�¶ � ¶ÝÆ�¾4¿ÁÜ\Ê|¾�ÂÝÜ¸¾�ÑhæpÜ º Ú ÏTÂ¸Æ ¾�ÂÝ·bÏTËT¾4¶¸¾» ¾�¶¸Ë`¾�Ïß��ÒTÌ�¾�¿ÐÏ`¾�Ï�ËT¿Ð¾Q�Å·|ÜLÉ�ÜL¿Á·bÏT¾�Ïå¾4¿ÐÏTÊ|¾4¹�ÎTÀT¶VÜ ì���ÒTÌ/É|ÏTËT¾4¶¸¾�Ï	ËT¿Á¾�ÃÅ¿Á¾�¶LÉ�¶¸ÑhÀT¿Á¾\ËT¾�¶ � ¾�¶�zÂ¸ÑhÀ`¿Ð¾�Ë`¾�ÏT¾4ÏH¿ÐÏ�ËT¾4¶j�$¼ é É|Ò`¹�ÜL¶Ý¾4Ü¸¾�ÏTËT¾4Ï é Þ`Ü¸¿ÐÌ	¿Ð¾�¶ÝÒTÏTÊb¾4Ï � ¾4¶¸ËT¾4Ò`ÜLÇÁ¿ÐÑhÀpÜ º î~ÂÅÆ`¿Ð¾4Ü¸¾4Ü¨Â¸¿ÁÑhÀÉ|Ï�ì�Ë`¿Ð¾�ÂÝ¾�Æ ¾�¿ÁËT¾�Ï µ~ÒTÏTæpÜL¾	Êb¾�Ì	¾�¿ÁÏTÂLÉ�Ì1��Ò�Æ�¾4À]É|ÏTËT¾4ÇÐÏ�ìäË]É�ËT¿Á¾	ÏTÉ�ÜLÎT¶ÝÇÐ¿ÁÑhÀT¾	ÃÅ¿Ð¾4¶LÉ|¶ÝÑhÀT¿Ð¾
ËT¾4¶ � ¾�¶ÝÂ¸ÑhÀT¿Á¾�ËT¾4ÏT¾�Ï é Þ`Ü¸¿ÐÌ	¿Ð¾4¶¸ÒTÏTÊ|¾�Ï�¾�¿ÁÏT¾�Ï#Êb¶Ý·�çb¾�Ï�Èn¾�¿ÁÇ�ËT¾�¶}�Å·�ÜhÉ�Ü¸¿Ð·bÏ�Æ ¾�ÂVÜL¿ÐÌ	ÌfÜ�º

lDCFE mon�S ��� SpnPJ �
�>¾�Êb¾4ÏTÂÝÜLÉ|ÏTË�ËT¾�¶ � ·b¶¸ÇÁ¿Ð¾4Êb¾�ÏTË`¾�Ï � ¶ÝÆ�¾4¿ÁÜ~ÂÝ¿ÐÏTË Ù µ?¶Ý·�Ë`ÒTæpÜL¾ôáwú�É|Ò`Â~¾�¿ÐÏ`¾�¶Æ�>¶¸ÒTÏTË`Êb¾�Â¸É|ÌfÜLÀ`¾�¿ÁÜ
G û ìnËT¾�¶Ý¾�Ï�áßÒ]É|ÇÁ¿ÁÜ�{�ÜEËTÒT¶ÝÑhÀ ËT¿Ð¾d��¾�ÂÝÂ¸ÒTÏ`Ê � ·bÏ m î~¿ÁÊb¾�ÏTÂÝÑhÀ]É�¹�Ü¸¾�Ï

Y := (Y1, . . . , Ym)Æ ¾�ÂÝÜ¸¿ÐÌ	ÌfÜ"»Í¿Á¶¸Ë�ºpî~¿ÁÏ�µ~¶Ý·�ËTÒ`æ�Ü=æ�É|ÏTÏ�É|ÇÁÂ¸·>Ì	¿ÁÜ~ÂÝ¾�¿ÐÏ`¾�Ï�î?¿ÁÊb¾�Ï`Â¸ÑhÀ]É�¹�Ü¸¾�Ï	¿ÐËT¾4ÏpÜL¿=�B��¿Ð¾4¶ÝÜ"» ¾�¶�z
ËT¾4Ï�º?»9¿Ð¾�¾4¿ÐÏB�4¾�ÇÁÏT¾�Ï��Å·|Ì�Þ ·bÏT¾4Ï�Ü¸¾�Ï

Yi, i = 1, . . . , m
ì5ÀT¾�¿=çb¾�Ï��;¿Ð¾4ÇÐÊb¶^É�çb¾4Ï�º Ú ÏjËT¿Á¾�Â¸¾4¶

��ÑhÀT¶Ý¾�¿ÁÆ�» ¾�¿ÁÂ¸¾�Æ�¾���¾�¿ÁÑhÀTÏT¾4Ï
Y

Ò`ÏTË
Yi

�;Ò`¹�É|ÇÐÇÁÂ � É|¶Ý¿ É|ÆTÇÁ¾�Ï�º � ¾ É|ÇÁ¿ÐÂLÉ�ÜL¿Ð·|ÏT¾�Ï¹» ¾�¶¸Ë`¾�Ï�Ì	¿ÁÜ
�>ÇÐ¾4¿ÐÏ�ÆTÒTÑhÀTÂVÜhÉ|Æ ¾�Ï

y = (y1, . . . , ym)
Æ ¾¨��¾4¿ÐÑhÀTÏ`¾4Ü º

»ßÉ§½^ÎTÏTÂÝÑhÀ�Æ]É|¶¸æ�¾�¿ëÜL¾�Ï�¾�¿ÁÏ Ú Ï`ÂÝÜL¶ÝÒTÌ	¾�ÏpÜÍËT¾�¶ é Þ`Ü¸¿ÐÌ	¿Ð¾�¶ÝÒTÏTÊèÂ¸¿ÐÏ`Ë�ìTÆ ¾��]ÏTË`¾4Ü¨ÌuÉ�Ï�Â¸¿ÐÑhÀ�¿ÁÏ
ËT¾4¶ � ¾�Êb¾4Ç=Æ ¾�¿=¿ÐÀ`¶¸¾�¶ � Ï�» ¾�Ï`ËTÒTÏTÊ�¿ÐÌ é Þ�ÜL¿ÐÌ	¿Ð¾4¶¸ÒTÏ`ÊbÂ¸ÂÝÑhÀT¶¸¿ëÜ¸ÜÄËT¾�ÂèËT¶¸¾4¿ÐÂVÜLÒp�]Ê|¾�ÏÁ�?·b¶ÝÊb¾�zÀT¾4ÏTÂ Ì	¿ÁÜ~ÃÅ¿ÐÇë¹�¾�ËT¾�¶��?¾4¶¸Â¸Ò`ÑhÀTÂ¸ÞTÇÐÉ|Ï�ÒTÏTÊ Ù Â¸Ñ4¶¸¾�¾4ÏT¿ÐÏ`ÊTìpÌ�·JËT¾4ÇÐÇÐ¿ÁÏTÊTì�·bÞ`Ü¸¿ÐÌ	¿ÐÂ¸É�ÜL¿Á·bÏJárã ¼ ½äx6x�åêº
Ú Ï Ë`¿Ð¾�ÂÝ¾�¶���¿ëÜLÒ]É�Ü¸¿Ð·bÏ�ÇÐÉ|Â¸ÂÝ¾�Ï Â¸¿ÐÑhÀ�ËT¿Ð¾	î~¿ÐÊ|¾�ÏTÂÝÑhÀ]É�¹�ÜL¾4Ï ËT¾4¶fµ~¶Ý·�ËTÒ`æ�Ü¸¾�Ï`¿ÐÑhÀpÜfË`¿Ð¶¸¾4æpÜè¾4¿ÐÏez
ÂÝÜ¸¾�ÇÁÇÐ¾�Ï;ºÃ��¿Á¾§¾�¶ÝÊb¾�Æ ¾�Ï�ÂÝ¿ÐÑhÀ � ¿Ð¾4ÇÐÌ	¾�ÀT¶9É|ÒTÂßËT¾4¶>»9ÒT¶ÝÑhÀ`¹�ÎTÀT¶ÝÒTÏTÊ#¾�¿ÁÏT¾�Âj�?¾4¶¸ÂÝÒTÑhÀTÂEÌ�¿ëÜ9Ë`¾�Ï
î~¿ÐÏTÂVÜL¾4ÇÐÇÐÒ`ÏTÊb¾�Ï

x := (x1, . . . , xk)
¹�ÎT¶ÅËT¿Ð¾

k
¿ÁÏpÜL¾�¶Ý¾�ÂÝÂ¸¿Ð¾4¶¸¾4ÏTËT¾�Ï�î~¿ÁÏTÂÝÜ¸¾�ÇÐÇÁÊb¶�É6çb¾�ÏÁú�ÕzÉ|æpÜL·8z

¶¸¾4Ï û ì7¾�¿ÁÏT¾�Ì Õ]¾�ÀTÇÁ¾�¶ � ¾�æpÜ¸·b¶ ε := (ε1, . . . , εm)
Ì	¿ÁÜÄ¾�¿ÁÏT¾�¶��¨·bÌ	Þ�·bÏ`¾�ÏpÜL¾	¹�ÎT¶ÀæÝ¾4ËT¾��;¿Ð¾4Çaz

Êb¶^É�çb¾|ì�Â¸·F»Í¿Ð¾fËTÒT¶¸ÑhÀ�¾4¿ÐÏT¾4ÏÒTÏpÜL¾�¶ÝÂÝÜ¸¾�ÇÐÇëÜL¾4Ï�ì�¹�ÒTÏ`æ�Ü¸¿Ð·bÏTÉ|ÇÐ¾4Ï��;ÒTÂLÉ�Ì�Ì	¾�ÏTÀTÉ|ÏTÊ
f
��»Í¿ÐÂÝÑhÀT¾�Ï

î~¿ÐÏTÂVÜL¾4ÇÐÇÐÊ|¶�É�çb¾4Ï�ÒTÏTË��;¿Ð¾4ÇÐÊb¶^É�çb¾�Ï;ì�ËT¾4¶ÍÊb¾�Êb¾4Æ�¾4ÏT¾�Ï�¹�É|ÇÐÇÁÂ�Êb¾�ÂÝÑhÀW{�Ü��âÜ
» ¾�¶ÝËT¾�Ï�Ì§ÒTÂÝÂ�º
Ú Ì ÂVÜhÉ�Ü¸¿ÐÂVÜL¿ÐÂÝÑhÀT¾�Ï ��¿ÁÏTÏT¾*ÂÝ¿ÐÏTË ËT¿Á¾�ÒTÏpÜL¾�¶ÝÂ¸ÒTÑhÀpÜ¸¾�Ïë�;¿Á¾�ÇÐÊ|¶�É�çb¾4Ï

Yi
ÒTÏTË ËT¿Á¾ � ¾4ÂÝÜLÊ|¶�É�çb¾4Ï

εi, i = 1, . . . , m
ì]¹�ÎT¶ æÝ¾�ËT¾èÕzÉ|æpÜL·b¶Ý¾�¿ÐÏ`ÂÝÜL¾4ÇÐÇÁÒTÏTÊ

x
É|Ò`Â¨Ë`¾�¶j��¾�ÏTÊ|¾fÉ|ÇÁÇÐ¾4¶�Ì�ÉbÊ|ÇÐ¿ÐÑhÀ`¾�¶�î~¿ÐÏiz

ÂÝÜ¸¾�ÇÁÇÐÒTÏTÊ|¾�Ï
O ⊂ Rk ì;Ë`¾�Ì�ÂÝ·#Ê|¾�Ï]É|Ï`Ï�Ü¸¾�Ï ïðÝ]ðâòÝñ6Ù¦Øêþ�ÿpÜ¨ÿâðâòLð�Øêù�þÁòÛòLðêý6Øêþ�ÿjþ��uþ�Ý]ðâòÝñ¼ÿ¨Ø�óÏØÚÙ�q_ô�ì

�;Ò`¹�É|ÇÁÇÐÂ � É�¶¸¿ É�ÆTÇÐ¾4Ï�ì¼»Q{|À`¶¸¾�Ï`Ë$ËT¿Á¾Eî?¿ÁÏTÂÝÜ¸¾�ÇÁÇÐÊb¶^É�çb¾�Ï*¹�¾4ÂÝÜ¨Â¸¿ÁÏTË�º]î~Â¨Â¸¿ÁÏTË#É|ÇÐÂÝ·

Y1, . . . , Ym, ε1, . . . , εm :
¹�ÎT¶ðæÝ¾�Ë`¾�Â

x ∈ O �;Ò�¹�É|ÇÐÇÁÂ � É|¶¸¿ÐÉ|ÆTÇÁ¾�Ï�ì

x = (x1, . . . , xk) ∈ O
ÂÝ¿ÐÏTË�ËT¿Á¾ß¹�¾�ÂVÜL¾�Ï$î~¿ÐÏTÂVÜL¾�ÇÁÇÐÊb¶^É�çb¾4Ï

.

»9¾4¶�¹�ÒTÏTæpÜ¸¿Ð·bÏ]É�ÇÐ¾f�;ÒTÂLÉ�Ì�Ì	¾�ÏTÀTÉ|ÏTÊ
f
¿ÁÂÝÜ	æ|·bÌ	Þ ·bÏT¾�ÏpÜ¸¾�Ï¼»¢¾4¿ÐÂÝ¾H¹�ÎT¶MæÝ¾4ËT¾-�;¿Á¾�ÇÁÊb¶�É�ç|¾d��Ò

Ôut



ros ¬®©�ª�¢�ª_�¡B¬®©�8p©�ªt>u@"¤¦¬v6�¬ ©�ª)÷� pøp©� 
Æ ¾4ÜL¶¸É|ÑhÀpÜL¾4Ï�º î?ÂÍ¾4¶¸Êb¿ÁÆ`ÜÍÂ¸¿ÁÑhÀ�ÂÝ·bÌ�¿ëÜ Ó

Y = (Y1, . . . , Ym) = (f1(x, ε1), . . . , fm(x, εm)) = f(x, ε).

»9¿Á¾�¾4¿ÐÊb¾4Ï�Ü¸ÇÐ¿ÁÑhÀT¾ � Ò`¹�ÊpÉ|Æ ¾#ËT¾�¶d�H¼ é Æ�¾4ÂÝÜL¾4ÀpÜ*Ï�ÒTÏGË]É|¶Ý¿ÐÏ�ì~Ì	¿ÁÜÝÜL¾4ÇÐÂ�¾�¿ÁÏT¾�¶	Êb¾�¾4¿ÐÊbÏ`¾4ÜL¾4Ï
ËT¿ÁÌ�¾4ÏTÂ¸¿Á·bÏTÂ¸¶Ý¾�ËTÒp��¿Ð¾4¶¸¾4ÏTËT¾�Ï�Õ]ÒTÏTæpÜL¿Á·bÏ

s : Rm → R
¾4¿ÐÏT¾ é ¶ÝËTÏ�ÒTÏTÊ$Ë`¾�¶Äµ~¶¸·JËTÒTæpÜL¾	¿ÐÌ

Rm
�4Ò ¾�¶¸ÌßÉbÊbÇÁ¿ÐÑhÀT¾4Ï�º7»9¿Ð¾ � ·bÇÁÇÐ¾	ËT¿Ð¾4Â¸¾4¶åÕ]ÒTÏTæpÜL¿Á·bÏ s æ6ÉbÏTÏ`¾�Ï Æ�¾4¿ÐÂÝÞT¿Ð¾4ÇÐÂ^» ¾�¿ÁÂ¸¾�ËT¿Ð¾�ÀT¿Ð¾4¶

ÒTÏpÜL¾4¶¸ÂÝÒTÑhÀpÜL¾�ÏH½^Î`ÏTÂ¸ÑhÀ�Æ]É|¶Ýæ|¾4¿ÁÜLÂÝ¿ÐÏTË`¿]��¾4ÂÅÎ`Æ�¾4¶¸ÏT¾4ÀTÌ�¾4Ï�º
íÅÌ.ËT¿Á¾ê| ¾�Êb¶Ý¿vw	¿ÐÑhÀTæ�¾�¿ëÜL¾�ÏÁ��ÒTÏW{�ÑhÀTÂÝÜå¾4¿ÐÏ`¹�É�ÑhÀÁ��Ò À]É|ÇÁÜ¸¾�Ï�ìnÂ¸¾4¿=¹�Î`¶èËT¾4Ï���·bÌ	¾�ÏpÜfÉ|ÏTÊb¾_z
ÏT·bÌ	Ì	¾�Ï�ìTËTÉ|Â¸ÂÍËT¾4¶j�;Ò`ÂLÉ|Ì	Ì�¾4ÏTÀ]É|Ï`Êß��»Í¿ÐÂÝÑhÀT¾�Ï$î?¿ÁÏTÂÝÜ¸¾�ÇÁÇÐÒTÏTÊ

x
ÒTÏTË�µ~¶¸·JËTÒTæpÜ

y
ËT¾âÜL¾�¶�z

Ì	¿ÐÏT¿ÁÂÝÜL¿ÁÂ¸ÑhÀ�¿ÁÂÝÜ ºTÕ5ÎT¶�ËT¿Á¾�Â¸¾4Ï�æ�ÇÐÉ|Â¸ÂÝ¿ÐÂ¸ÑhÀ`¾�ÏHÕzÉ|ÇÁÇ;Êb¿ÁÇÁÜ¢ËT¿Ð¾
x ²�y"é²è�®Fè�zqé|{(}�~h������� ²é��h�n²�³N������������-�z¯a�~²a� à|¾4ËT¾ ãUÉbÂÝÒTÏTÊ

yopt
ËT¾�¶ ���������	�-�z¯a�~² Ì�¿ëÜ

yopt : s(yopt) = max
y∈f(O)

s(y) = max
x∈O

s(f(x))

ÀT¾4¿]ç|ÜÅ¾�¿ÁÏjþ�ÝqÙ®ØÚÞ	ñ|óÐð�ÜÄï òLþ¨�|øpú8Ù�º?à|¾�ËT¾4ÂMíÅ¶ÝÆT¿ÐÇÁË
xopt

¾�¿ÐÏ`¾�¶ßãUÉbÂÝÒTÏTÊ
yopt = f(xopt)

ì�ÀT¾4¿]ç|Ü
þ�ÝqÙ®ØÚÞ	ñ|óÐð��äñ�ú8Ùlþ�òLð�Ø�ÿpÜ�Ùcðâó�ó øJÿJý|º
� Ò�¹�ËT¿Á¾EÕ"{|ÇÐÇÁ¾ßÌ	¿ÁÜ�ÏT¿ÁÑhÀpÜ � ¾�¶ÝÏ]É|ÑhÀTÇ]{|Â¸ÂÝ¿ÐÊbÆ]É�¶¸¾�Ì Õ]¾4ÀTÇÐ¾4¶Q»Í¿Ð¶¸Ë#É|Ï#¾�ÏpÜ¸Â¸ÞT¶Ý¾�ÑhÀT¾4ÏTËT¾�¶M�JÜL¾4ÇÐÇÐ¾
¾�¿ÁÏTÊb¾4ÊpÉ|ÏTÊb¾4Ï�º]»9¿Á¾>ÀT¿Ð¾4¶\¾�¿ÁÏTÊb¾â¹�ÎTÀT¶ÝÜ¸¾�Ï�|¢¾4Êb¶¸¿aÖ;¾r» ¾�¶ÝËT¾�Ï�Ë]É|ÏTÏ�ËT¾4¶}��¿ÁÜ¸Ò]É�ÜL¿Á·bÏ�É|Ï`Êb¾�Ì	¾�Â�z
Â¸¾4Ï$ÎTÆ ¾�¶VÜL¶¸É|Êb¾�Ï;º
� ²_� ²�³���ðé	��{(}v� »9¿Á¾9Õ]¾�À`ÇÐ¾�¶

εi
Â¸¿ÁÏTËu¿ÁÌ Õz·|ÇÐÊb¾4ÏTËT¾�Ï	ËTÒT¶ÝÑhÀTÊ¼{|Ï`Êb¿ÐÊfÉ|ÇÐÂ?Þ]ÉbÉ�¶^» ¾�¿ÐÂÝ¾9ÒTÏiz

É|ÆTÀB{|ÏTÊb¿ÁÊ � ·b¶¸É|ÒTÂ¸Ê|¾�Â¸¾âÜ��âÜ º
½^¿Ð¶ÝËèÆ ¾�¿J¾�¿ÁÏT¾�Ì �$¼ é zlµ~¶¸·bÆTÇÁ¾�Ì ËT¿Á¾ � ÎTÑhæ�ÎTÆ ¾�¶VÜL¶LÉ�ÊbÒTÏTÊß¿ÁÏèË`¾�ÏåÕzÉ|æpÜL·|¶¸¶LÉ�ÒTÌ � ¾4¶¸ÂÝÒTÑhÀpÜ ìÂ¸·	À]É|Ï`ËT¾�ÇëÜÍ¾�Â¨Â¸¿ÐÑhÀ#¿ÐÏ`ÀW{|¶¸¾4ÏpÜÍÒTÌP¾�¿ÁÏL�fñ|óÏØ®ÿ�òÝñ6Ù®Øêþ�ÿpÜnÝ òLþ6ÿ�óÐð�Þåì�¿ÁÏ#Ë`¾�¶ � ¾4Êb¾�Ç�Ì	¿ÁÜ\Ì�¾4ÀT¶¸¾_z¶¸¾4Ï��;¿Á¾�Ç�zÍÒTÏTË�î~¿ÐÏTÂVÜL¾�ÇÁÇÐÊb¶^É�çb¾4Ï�º�»9¿Á¾�Â¸¾	µ~¶¸·|ÆTÇÐ¾4Ì�¾�Â¸¿ÁÏTË�Â¸¾4ÀT¶èÂÝÑhÀ¼»Í¿Ð¾�¶Ý¿ÐÊ���Ò�Æ�¾4À]É|ÏTËT¾4ÇÐÏ�º
� Ï`Ì�¾4¶¸æ�ÒTÏTÊb¾4Ï�À`¿Ð¾�¶^��Ò��]ÏTËT¾4Ï$ÂÝ¿ÐÑhÀ#¿ÐÏ��EÉ|ÞT¿ëÜL¾�Ç � º � º

lDC�B � nPORH � Hf¡�¢NnPO Y ORH£] W¤Spn7Q nPORH ���� O �
»9¿Á¾ � ¾�¶ÝÂ¸ÑhÀT¿Á¾�ËT¾4ÏT¾�Ï;ìTÉ|Ò`¹�Ü¸¶¸¾âÜL¾�Ï`ËT¾�Ï é Þ`ÜL¿ÁÌ�¿Á¾�¶¸Ò`ÏTÊbÂLÉ�Ò`¹�ÊpÉ|Æ ¾�ÏåÇÐÉ|Â¸ÂÝ¾�Ï	Â¸¿ÐÑhÀ	É|Ò�¹�Ï]É�Ü¸ÎT¶¸ÇÁ¿ÐÑhÀT¾½�¾�¿ÐÂÝ¾f¿ÁÏ$Ã¨¿Ð¾�¶¸É|¶¸ÑhÀ`¿Ð¾�ÂVÜLÒ`¹�¾4ÏH¾�¿ÁÏT·b¶ÝËTÏT¾�Ï;ì Æ ¾�¿nËT¾4ÏT¾�ÏHË`¿Ð¾�íÅÏTÂÝ¿ÐÑhÀT¾4¶¸ÀT¾4¿ÁÜÅÎTÆ�¾4¶9ËT¿Á¾��4ÒH·bÞez
ÜL¿ÁÌ�¿Á¾�¶Ý¾�ÏTËT¾4Ï »ßÉ�Ü¸¾�Ïj¿ÐÌ	Ì�¾4¶èÊ|¶�É�çb¾4¶§ÒTÏTË ËT¿Á¾ é Þ`ÜL¿ÁÌ�¿Á¾�¶ÝÒTÏTÊbÂ¸É|Ò`¹�ÊpÉ|Æ ¾	ËT¾�ÂÝÀ]É|ÇÐÆ ¿ÁÌ�Ì	¾�¶
Â¸ÑhÀ¼»Í¿Á¾�¶¸¿ÁÊb¾�¶¶»Í¿Á¶¸Ë�º
�Å·|Ì�ÞTÇÁ¾���¿ÁÜ�{�Ü Æ�¾���¿Ð¾4ÀpÜÍÂ¸¿ÐÑhÀ�À`¿Ð¾�¶¢ÏT¿ÐÑhÀpÜ�Ï�ÒT¶ÍÉ|Ò�¹7Ë`¾�Ï�¹�·b¶¸Ì�É|ÇÁ¾�Ï � É|ÀTÌ	¾�Ï;ì`Â¸·|ÏTËT¾�¶ÝÏ#É|ÒTÑhÀ
É|Ò`¹�ËT¿Ð¾Í¿ÐÏ`À]É|ÇÁÜ¸ÇÐ¿ÁÑhÀT¾ � Ò`¹�ÊbÉ|Æ�¾4ÏTÂÝÜ¸¾�ÇÁÇÐÒTÏTÊ`ºb½ä{|ÀT¶¸¾4ÏTË*¾4Â¢Æ ¾�¿zËT¾4Ü¸¾�¶ÝÌ�¿ÁÏT¿ÐÂVÜL¿ÐÂÝÑhÀT¾�Ï é Þ`ÜL¿ÁÌ�¿Á¾�z¶¸Ò`ÏTÊbÂLÉ�Ò`¹�ÊpÉ|Æ ¾�Ï#ÏT·JÑhÀ�¶Ý¾�ÑhÀpÜ9æ�ÇÐÉ|¶Q��Ò#¹�·b¶¸ÌfÒTÇÐ¿Á¾�¶¸¾4Ï*¿ÐÂVÜ ìp»¢É|ÏTÏ�¾�¿ÁÏ é ÆiæÝ¾4æpÜ9Æ ¾�ÂÝÂ¸¾�¶¨¿ÐÂVÜ¨É|ÇÐÂ¾�¿ÁÏ�É|ÏTË`¾�¶¸¾4Â�ìp»Í¿Á¶¸Ë�ËT¿Á¾�ÂÝ¾�ÂQ�4ÒTÏT¾�À`Ì�¾4ÏTË�Â¸ÑhÀ¼»¢¾4¶¸¾4¶�ìW»¢¾4ÏTÏ�ÌuÉ�Ï���¾�ÂÝÂ�z=ÒTÏ`Ë���·�Ë`¾�ÇÐÇë¹�¾�ÀTÇÁ¾�¶
Æ ¾�¶¸Î`ÑhæJÂÝ¿ÐÑhÀpÜL¿ÁÊb¾�Ï�»Í¿ÐÇÁÇêº

ÔFv
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íÅÏpÜ¸¾�¶À|¢¾4¶¸ÎTÑhæ�Â¸¿ÁÑhÀpÜL¿ÐÊ|ÒTÏTÊ�ËT¿Ð¾4Â¸¾4¶À�E¶Ý¿ÁÜ¸¾�¶¸¿Á¾�Ï�¾�¶¸Ê|¿ÐÆ`Ü�ÂÝ¿ÐÑhÀ�¾4¿ÐÏT¾>Ã¨¿Ð¾4¶LÉ|¶ÝÑhÀT¿Ð¾ � ·bÏ é Þ`ÜL¿ÁÌ�¿Á¾�z¶¸Ò`ÏTÊb¾�Ï;ìpËT¾�¶Ý¾�Ïê�JÜLÒ`¹�¾4Ï�ìpÏ]É|ÑhÀ�É|Ò`¹�ÂVÜL¾4¿ÐÊb¾4ÏTËT¾�¶��¨·bÌ	ÞTÇÐ¾_�`¿ëÜ�{�Ü5Êb¾�·|¶¸ËTÏT¾âÜ ìp¿ÁÏåËT¾�Ï�¹�·bÇÐÊ|¾�ÏTËT¾4Ï
� Æ`Â¸ÑhÀTÏT¿ëÜ¸Ü¸¾�Ï � ·b¶¸Ê|¾�ÂÝÜ¸¾�ÇÁÇÁÜ¶» ¾�¶¸Ë`¾�Ï�º

©¨ª�«¨ª�¬ t®°¯u±³²µ´u¶A·�¸¨·p¹»º
®P¼c®v½a´u¶A·¿¾9À�Á
íÅÏpÜ¸¾�¶*¾4¿ÐÏT¾4¶u¾�¿ÁÏ`¹�É|ÑhÀT¾4Ïë�H¼ é1� ¾4¶¸ÂÝÜ¸¾�ÀpÜ�Ì�É|Ï�ËT¿Á¾ � ÏT·b¶¸Ë`ÏJÒ`ÏTÊ ¾�¿ÁÏT¾�¶�¾�ÏTËTÇÁ¿ÐÑhÀT¾4Ï � Ïiz
� É�ÀTÇ~ÀBÉbÀT¾4¶¸ËT¿ÁÌ�¾4ÏTÂ¸¿Á·bÏ]É|ÇÁ¾�¶ é ÆiæÝ¾4æ�Ü¸¾ y1, . . . , yn

Ì�¿ëÜ>ËT¾4ÌY�;¿Ð¾�Ç�ì;¾4¿ÐÏ ·bÞ`ÜL¿ÁÌuÉ�ÇÐ¾�Â é Æ�æÝ¾�æpÜ
yopt

��Ò ¿ÁËT¾�ÏpÜ¸¿=�W�4¿Ð¾�¶Ý¾�Ï�ºä»Å¿Ð¾�ÂÝ¾
yi
» ¾�¶ÝËT¾�Ï ÏT¿ÁÑhÀpÜ§É|ÇÁÂ � ¾�É|ÇÐ¿ÁÂ¸¿Ð¾4¶¸ÒTÏ`Êb¾�Ï ¾�¿ÁÏT¾�Â �;Ò`¹�É|ÇÐÇÁÂ¸ÞT¶Ý·�z

��¾4Â¸Â � ¾�¶ÝÂÝÜhÉ�ÏTËT¾�Ï;º�»9¿Á¾�Â¸¾ � ¶VÜM�H¼ é ¿ÁÂÝÜÅ¿ÐÏ#ËT¾�¶9µ?¶¸É8��¿ÐÂ¨Â¸¾4ÀT¶9ÀW{�Òp�]Ê*É�ÏB��Ò`Ü¸¶¸¾�Ö;¾4Ï�ì¼æ¸É	Â¸¿Á¾
ÆT¿ÁÇÐËT¾4ÏÂ¸·bÊpÉ�¶ß¾�¿ÁÏT¾§¾�¿ÁÊb¾�Ï`¾�»9¿ÐÂ^��¿ÐÞ`ÇÐ¿ÐÏ;ì ËTÉ|Â>Â¸·�Êb¾4Ï]É|ÏTÏpÜL¾ß�$¼\»M� ú�Þåø�óÏÙ®ØÅùâò_ØÚÙlðâò�Ø�ñf�Jðhù�Ø�û
Ü�Øêþ�ÿ+Þ	ñ�ú8Ø�ÿJý û º � Ï¼» ¾�ÏTË`ÒTÏTÊb¾4Ï+�]Ï`ËT¾�ÏÂÝ¿ÐÑhÀ-�|ºG|9º�¿ÐÏ$Ë`¾�¶Å½ É|ÂÝÂ¸¾�¶�»Í¿Ð¶VÜLÂ¸ÑhÀTÉ�¹�Ü º´�#¾�¿ÐÂVÜL¾4ÏTÂ
À]É|Ï`ËT¾�ÇëÜ ¾4Â¢ÂÝ¿ÐÑhÀu¿ÁÏ�Ë`¿Ð¾�ÂÝ¾�Ïd��¿ÁÜ¸Ò]É�ÜL¿Á·bÏT¾4Ï�ÏT¿ÁÑhÀpÜ¢ÒTÌ Ù µ~¶¸·JËTÒTæpÜL¾háÅ¿ÐÌr¾4ÏTÊb¾�¶Ý¾�Ï��J¿ÐÏTÏT¾�ì���»Í¿az
Â¸ÑhÀ`¾�ÏËT¾4ÏT¾�ÏH¾4ÏpÜLÂ¸ÑhÀ`¿Ð¾�Ë`¾�Ï�»Í¿Ð¶ÝË�ìzÂ¸·bÏ`ËT¾�¶ÝÏHÒTÌ%�JÜLÉ|ÏTËT·b¶VÜL¾ � ·bÏ Ú ÏTËTÒTÂVÜL¶¸¿Á¾ É|Ï`Ç É|Êb¾4Ï�·JËT¾4¶
�;ÒTÇÁ¿Ð¾4¹�¾4¶¸Æ ¾4Ü¸¶¸¿Ð¾4Æ�¾�ìe» ¾�ÇÁÑhÀT¾èÌfÒTÇÁÜ¸¿azlæ�¶Ý¿ÁÜL¾4¶¸¿Á¾�ÇÐÇ]Æ ¾�» ¾�¶VÜL¾âÜ
» ¾�¶ÝËT¾�Ï�Â¸·bÇÁÇÐ¾�Ï;º
Ú ÏXËT¾�¶ � ¾�Êb¾4Ç>Â¸ÞT¿Á¾�ÇÁ¾�ÏG¿ÐÏ^ËT¿Á¾�ÂÝ¾�ÏÔ��¿ÁÜ¸Ò]É�ÜL¿Á·bÏT¾4Ï�ËT¿Ð¾ÂVÜhÉ�Ü¸¿ÐÂVÜL¿ÐÂÝÑhÀT¾�Ï î~¿ÐÊb¾4ÏTÂ¸ÑhÀTÉ�¹�ÜL¾4Ï ËT¾4Â
î~ÏpÜLÂ¸ÑhÀ`¾�¿ÐË`ÒTÏTÊbÂ��]ÏTËTÒTÏ`ÊbÂ¸ÞT¶Ý·���¾4Â¸ÂÝ¾�ÂEæ|¾4¿ÐÏT¾ � ·bÇÐÇÁ¾|º

©¨ª�«¨ªP« �¹»º�®�¼c®=½Â´A¶A·¿¾9À+Á ¹»®vÃ�±ÅÄ
¯
Æ�ÃÇ®vÈ�¯A²iÉ=·µ¹ ÊNÄA½Â²
¹Ë¹^·µ¯�¶A²
¯AÌ
� Ò�¹>ËT¾�¶	ÏW{|ÑhÀ`ÂÝÜL¾4ÏGÃÅ¿Á¾�¶¸É|¶¸ÑhÀT¿Á¾�ÂVÜLÒ`¹�¾#Æ�¾��]ÏTËT¾4Ï�Â¸¿ÁÑhÀ%ËT¿Á¾#Õ"{|ÇÐÇÁ¾|ì�Æ ¾�¿ÍËT¾4ÏT¾�Ï%ÏT¿ÐÑhÀpÜ�¾�¿ÐÏ`¾
¾�Ï`ËTÇÐ¿ÁÑhÀT¾ � ÏB��É|ÀTÇ � ·bÏ yi Êb¾4Êb¾�Æ ¾�Ï�¿ÐÂVÜ ì�ÂÝ·bÏTËT¾4¶¸Ï Æ ¾�¿~Ë`¾�ÏT¾4Ï ËT¿Ð¾å¾4¿ÐÏB�4¾�ÇÁÏT¾�ÏÁ�;¿Ð¾4ÇÐÊb¶^É�çb¾�Ï
yi
ËT¾âÜL¾4¶¸Ì	¿ÐÏT¿ÁÂÝÜL¿ÁÂ¸ÑhÀ�ÎTÆ ¾�¶¨¾�¿ÁÏT¾�Ï�¹�ÒTÏTæpÜL¿Á·bÏ]É|ÇÁ¾�Ïf�;ÒTÂ¸É|Ì�Ì	¾�Ï`À]É|ÏTÊ

f � ·bÏ�¾�¿ÁÏT¾�¶
��É|ÀTÇ � ·bÏî~¿ÐÏp½TÒTÂ¸ÂÝÊb¶�É�ç|¾�Ï
x1, . . . , xk

É|ÆTÀW{�ÏTÊb¾�Ï;ìB»Í¿Ð¾E¿ÐÌ � ÆTÂÝÑhÀTÏT¿ëÜ¸Ü � ºÁÔEÆ ¾�ÂÝÑhÀT¶¸¿Á¾�Æ ¾�Ï�º
»9¿Á¾ é Þ`ÜL¿ÁÌ�¿Á¾�¶¸Ò`ÏTÊ§Æ ¾�ÂÝÜ¸¾�ÀpÜ¨¿ÐÏ�ËT¿Á¾�ÂÝ¾�Ì"ÕzÉ|ÇÁÇÐ¾¨Ë]É|¶Ý¿ÐÏ�ì`É|Ò`¹nËT¾�¶ � ÏpÜn»¢·b¶VÜ�½`{�ÑhÀT¾èË`¾�¶À�>ÒT¶ � ¾
f(x)

¾4¿ÐÏuÊ|ÇÐ·bÆ]É�ÇÐ¾�Âì�$É8��¿ÁÌ§ÒTÌ���Ò��]ÏTËT¾4Ï�ºT»9¿Á¾�ÂÝ¾ � ¶VÜ é Þ`ÜL¿ÁÌ�¿Á¾�¶ÝÒTÏTÊE¿ÐÂVÜ¢ÜLÀ`¾�·b¶Ý¾4ÜL¿ÁÂ¸ÑhÀ*Ê|Ò`Ü
� ¾4¶¸ÂVÜhÉ|ÏTË`¾�Ï�ì~¾4Âå¿ÐÂÝÜ§ËT¾�ÂÝÀ]É|ÇÐÆ É�Æ�¾4¶åÉ|ÒTÑhÀ Æ ¾�æ�É|ÏTÏpÜ ì5Ë]É|Â¸ÂåËTÉ|Â � Ò5Í�Ï`ËT¾�ÏjËT¾�ÂåÊ|ÇÐ·bÆ]É�ÇÐ¾�Ï
é Þ`ÜL¿ÁÌ§ÒTÌ	Â~¾�¿ÁÏT¾�¶=Â¸·bÇÁÑhÀT¾�Ï � ÏpÜn»¢·|¶ÝÜ�½W{|ÑhÀT¾ßËTÒ`¶¸ÑhÀ*ËT¿Á¾ÅÎ`ÆTÇÐ¿ÁÑhÀT¾�Ï é Þ�ÜL¿ÐÌ	¿Ð¾4¶¸ÒTÏ`ÊbÂLÉ|ÇÁÊb·b¶Ý¿ÁÜLÀizÌ	¾�Ï*ÏT¿ÁÑhÀpÜ�ÊpÉ|¶¸É|ÏpÜL¿Ð¾4¶ÝÜâ»¢¾4¶¸ËT¾4Ï#æ�É|Ï`Ï�ìe» ¾�ÏTÏ�ÎTÆ ¾�¶¢ËT¿Ð¾4Â¸¾EÕ5Ç]{|ÑhÀT¾9Ï`¿ÐÑhÀpÜLÂì» ¾�¿ëÜL¾4¶\Æ�¾4æ�É|ÏTÏpÜ
¿ÐÂVÜ ºWÄ¨ÆTÇÐ¿ÁÑhÀT¾ � Ï�¹�·b¶¸ËT¾4¶¸ÒTÏ`Êb¾�Ï#Â¸¿ÁÏTË�Ï]É�ÜLÎ`¶¸ÇÐ¿ÁÑhÀ�ËT¿Ð¾E»9¿aÖ;¾4¶¸¾4ÏB��¿Á¾�¶¸ÆTÉ|¶¸æ�¾�¿ÁÜÍË`¾�¶¨Õ]ÒTÏTæpÜL¿Á·bÏ

f·JËT¾�¶ßË`¾�¶l�;ÒTÂ¸É|Ì	Ì�¾4ÏTÀ]É|ÏTÊuËT¾�¶w�>¾�ÆT¿Á¾4Ü¸¾|ì;Î`Æ�¾4¶ßËT¿Ð¾è·bÞ`Ü¸¿ÐÌ	¿Ð¾�¶VÜ
» ¾�¶ÝËT¾�Ï Â¸·|ÇÐÇêºq�ÅÉ�ÜLÎT¶ÝÇÐ¿ÁÑhÀ
Ì§ÒTÂÝÂÍ¾�¿ÐÏ`¾ÄÂÝ·bÇÐÑhÀ`¾ � Ò`¹�ÊpÉ|Æ ¾>ÏT¿ÁÑhÀ�Ü¨¾4¿ÐÏTËT¾4Ò`ÜL¿ÁÊåÇ]ÉbÂÝÆ]É|¶�ÂÝ¾�¿ÐÏ;º

©¨ª�«¨ªP© ÁÎºAÃÇ®°¹»®v·µ¼ÅÄ
¯�ÌÐÏiÑ
·µ¼�Òi·p¹ Ó�²
Æ	Ã¥È�¼Å¼³²
Ä
¹ Ñ
·�®Ô±ÅÄ�¯
Æ	ÃÇ®=ÈÔ¯�²iÉv·p¹
ÊNÄA½Â²
¹Ë¹^·p¯
¶A²
¯AÌ

»9¿Á¾�ÏW{|ÑhÀTÂVÜL¾f�Å·bÌ	ÞTÇÐ¾_��¿ÁÜ�{�ÜLÂ¸ÂVÜLÒ`¹�¾�ÂVÜL¾4ÇÐÇÁÜ§ËT¿Ð¾�Ã¨¿ÐÏB�4ÒTÏ]É|ÀTÌ	¾�ËT¾4Â��EÉ|ÇÁ¿ÐÆT¶¸É�ÜL¿Á·bÏTÂÝÂ¸ÑhÀT¶Ý¿ÁÜ¸Ü¸¾�Â
Ë]É|¶4ºnî?Â�»Í¿Ð¶¸Ë�ÏT¿ÐÑhÀpÜèÌ�¾4ÀT¶fÏTÉ|ÑhÀ ¾�¿ÁÏT¾�Ì é Þ`Ü¸¿ÐÌ§Ò`Ì�¿ÐÌ.µ~¶¸·JËTÒTæpÜL¶¸É|ÒTÌ#ìäÂ¸·bÏTË`¾�¶¸Ï Ï]É|ÑhÀ
ËT¾4Ì�íÅ¶ÝÆT¿ÐÇÁË§¾�¿ÁÏT¾�Â~ÂÝ·bÇÐÑhÀT¾4Ï é Þ`Ü¸¿ÐÌ§Ò`Ì�Â7¿ÐÌ�Õ É�æ�Ü¸·b¶¸¶¸É|ÒTÌ�Êb¾�ÂÝÒTÑhÀpÜ º � Ò`ÑhÀ�ÀT¿Á¾�¶~ÂÝ¿ÐÏTË�ÏT·JÑhÀ

ÔFx



ros ¬®©�ª�¢�ª_�¡B¬®©�8p©�ªt>u@"¤¦¬v6�¬ ©�ª)÷� pøp©� 
É|ÇÁÇÐ¾¶�>¶�É6çb¾�Ï�É|ÇÁÂ5ËT¾âÜL¾4¶¸Ì	¿ÐÏT¿ÁÂÝÜL¿ÁÂ¸ÑhÀ�É|Ï`Êb¾�ÏT·|Ì�Ì	¾�Ï�º��JÜhÉ�ÜL¿ÐÂVÜL¿ÁÂ¸ÑhÀT¾�Õ]¶¸É|Êb¾�ÂVÜL¾4ÇÐÇÐÒ`ÏTÊb¾�ÏfÂ¸ÞT¿Á¾�ÇÐ¾4Ï
ÆT¿ÁÂ¶��Ò#ËT¿Ð¾4Â¸¾�¶¨Ã¨¿Ð¾�¶¸É|¶¸ÑhÀ`¿Ð¾�ÂVÜLÒ`¹�¾Eæ�¾�¿ÐÏ`¾ � ·bÇÁÇÐ¾|º

©¨ª�«¨ª�Õ ¾9À+Á ¹»®vÃoÌp·Ö½a´u¶A×uÃ¥Ø(Ã¥·p¹ ±ÅÄ�¯
Æ	ÃÇ®=ÈÔ¯�²iÉv·p¹ ÊNÄA½Â²
¹Ë¹^·p¯
¶A²
¯�Ì
� Ò�¹~ËT¿Ð¾4Â¸¾4¶r�JÜ¸Ò`¹�¾EÆ�¾��]ÏTËT¾4ÏHÂ¸¿ÁÑhÀ$ËT¿Á¾w|¢¾�¿ÁÂ¸ÞT¿Á¾�ÇÐ¾>¹�ÎT¶ÍËT¿Á¾ � Ï¼»¢¾4ÏTËTÒTÏTÊ � ·bÏ#½^ÎTÏTÂ¸ÑhÀ�Æ]É�¶�z
æ|¾4¿ÁÜ¸Â¸¿ÐÏ`ËT¿]�4¾�ÂÍ¿ÐÏ�ËT¾4¶Åã�¿ëÜL¾�¶¸É�ÜLÒ`¶�º
»9¾4¶l�;ÒTÂLÉ�Ì�Ì	¾�ÏTÀTÉ|ÏTÊ

y = f(x)
¿ÐÂÝÜ9ÏT¿ÐÑhÀpÜ9Ì�¾4ÀT¶ßÉ|ÇÁÂÅÆ ¾�æ�É|Ï`Ï�Ü>É|ÏTÊb¾4ÏT·bÌ	Ì�¾4Ï�ìzÂ¸·bÏTË`¾�¶¸Ï

¾�ÂM�]Ï`ËT¾4ÜÄ¾�¿ÁÏT¾ß��ÑhÀW{�Ü���Ò`ÏTÊ�Ë`¾�¶E¿ÐÏTË`¿ � ¿ÐËTÒ`¾�ÇÐÇÁ¾�Ï��#·�ËT¾4ÇÐÇÁ¾
yi = fi(x)

ÂÝÜhÉ�Ü¸ÜÄÒTÏTË�¾�ÂM»Í¿Á¶¸Ë
Ë]É|Â¨µ~¶¸·|ÆTÇÐ¾4Ì

! max
ŷ
s(ŷ) = max

x∈O
s(f̂(x)), ŷ = f̂(x)

Êb¾4Ç]ÉbÂVÜ º
�>¾�Ï]É|Ò ¹�ÎT¶$ËT¿Á¾�ÂÝ¾[��¿ëÜLÒ]É�Ü¸¿Ð·bÏXÀ]É�ÜHÃ9É|¶Ý¶¸¿ÁÏTÊ|ÜL·|Ï Ë]É�Â��Å·|ÏB��¾4Þ`ÜËT¾4¶�½^ÎTÏTÂÝÑhÀ�Æ]É|¶¸æ�¾�¿ëÜL¾�Ï
ú�Â4º²�ÄÉ�ÞT¿ÁÜ¸¾�Ç=Ø�º Ö û ¾�ÏpÜn»Í¿ÐÑhæ�¾�ÇÁÜfÒTÏTË »Å¾�¶¸¶Ý¿ÐÏTÊ|¾�¶�z���ÒT¿ÁÑhÀ�¿ÁÀT¶¸¾Î�?¾�¶ÝÆ�¾4Â¸Â¸¾4¶¸ÒTÏ`ÊHËT¾�¶Ä½^ÎTÏTÂÝÑhÀez
Æ]É|¶Ýæ|¾4¿ÁÜL¾4Ï�ú�Â�º`�EÉ|ÞT¿ëÜL¾4ÇäØ�º � ûâ� ·b¶ÝÊb¾�ÂVÜL¾4ÇÐÇÁÜ�º
»9¿Á¾���ÑhÀW{�Ü���ÒTÏ`Êb¾�Ï

f̂i
» ¾�¶¸Ë`¾�ÏX¿ÐÏGËT¾4¶�ãä¿ëÜL¾4¶LÉ�Ü¸ÒT¶uÆ ¾�À]É�ÏTËT¾�ÇëÜ ì�É�ÇÐÂ*Ç]{|Êb¾�Ï Ù »¢É|ÀT¶¸¾há �;ÒezÂLÉ�Ì�Ì	¾�ÏTÀB{|ÏTÊb¾ � ·b¶4º~»9¿Ð¾ Ú Ï`¹�·b¶ÝÌuÉ�Ü¸¿Ð·bÏ;ìnËTÉ|Â¸ÂåÇÁ¾�ËT¿ÁÊbÇÐ¿ÁÑhÀ���ÑhÀB{�Ü��4ÒTÏTÊb¾4Ï � ·b¶¸ÇÁ¿Ð¾4Êb¾�Ï�ì´»Í¿Ð¶ÝË

� ¾4¶¸Ï]É�ÑhÀTÇ�{|ÂÝÂ¸¿ÁÊ|Ü º � Ò�¹�ËT¿Á¾ � ÒTÂ�»Í¿Ð¶¸æ�ÒTÏ`Êb¾�ÏHË`¿Ð¾�ÂÝ¾�ÂÀ�?·b¶¸Ê|¾�ÀT¾4ÏTÂ9É�Ò`¹5Ë`¿Ð¾��EÎ�ÜL¾EËT¾�¶¨Êb¾�»¢·bÏiz
ÏT¾4ÏT¾�Ï�ãUÉbÂ¸ÒTÏ`Êb¾�Ï�»Í¿Ð¶ÝË§¹�ÎT¶�ËT¾4Ï	Õ É�ÇÐÇJËT¾�¶�½^ÎTÏ`Â¸ÑhÀ�Æ]É|¶Ýæ|¾�¿ëÜL¾4Ïu¿ÐÏ �ÄÉ�ÞT¿ÁÜ¸¾�ÇWt9¾4¿ÐÏTÊ|¾�ÊpÉ|Ï`Êb¾�Ï�º
� Ò`ÑhÀ�ÀT¿Á¾�¶ß¾4¶¸Êb¿ÁÆ`Ü>ÂÝ¿ÐÑhÀ�ËT¿Ð¾fÏW{|ÑhÀTÂVÜL¾��Å·bÌ	ÞTÇÐ¾_��¿ÁÜ�{�ÜLÂ¸ÂVÜLÒ`¹�¾fÉ|Ò`¹ Ï]É�Ü¸ÎT¶¸ÇÁ¿ÐÑhÀT¾f½�¾�¿ÁÂ¸¾åËTÒ`¶¸ÑhÀ
ËT¿Á¾EÕz¶¸É|Êb¾ßÏTÉ|ÑhÀ�Ë`¾�Ï#·bÞ`ÜL¿ÁÌuÉ�ÇÐ¾�ÏuÕzÉ|æpÜL·b¶Ý¾�¿ÐÏ`ÂÝÜL¾4ÇÐÇÁÒTÏTÊb¾4Ï�ÆB��»Eº]ËTÒ`¶¸ÑhÀ#ËT¾�ÏfÄÅÆ ¾�¶ÝÊpÉ|ÏTÊÎ��Ò`¶
�EÉ|ÇÐ¿ÁÆT¶LÉ�ÜL¿Ð·|Ï�º
� Ò`Â�ÂÝÜhÉ�ÜL¿ÐÂVÜL¿ÁÂ¸ÑhÀT¾4¶À��¿ÐÑhÀpÜ�¿ÁÂÝÜì��Ò�Æ ¾�Ì	¾�¶¸æ�¾�Ï�ì`Ë]É|Â¸Â�¿ÁÌ �E¾4Êb¾�ÏTÂ¸É�Ü��M�4Ò�ËT¾�Ï�¾4¶¸ÂVÜL¾�Ï#Ã¨¿Ð¾�¶¸É|¶�z
ÑhÀT¿Á¾�ÂÝÜ¸Ò`¹�¾�ÏåË`¿Ð¾Q| ¾�¶¸¾4ÑhÀTÏ�ÒTÏTÊEËT¾4Â é Þ`ÜL¿ÁÌ§ÒTÌ	Ân¿ÁÌoÕzÉ|æpÜL·b¶Ý¶LÉ|ÒTÌ3�4Ò§¾�¿ÁÏT¾�¶"��ÑhÀW{�Ü���ÞT¶Ý·���¾4ËTÒT¶
»Í¿Ð¶ÝË�º � ÇÐÂÍî~¶¸Êb¾4ÆTÏT¿ÁÂ¨¾4¶¸ÀW{�ÇÁÜÍÌ�É|Ï�É|ÇÐÂÝ·�¾�¿ÐÏ`¾�Ï���ÑhÀW{�Ü���¾�¶

x̂opt
¹�ÎT¶Í¾�¿ÁÏT¾>·bÞ`Ü¸¿ÐÌ�É|ÇÐ¾9Õ É�æ�Ü¸·b¶�z

¾�¿ÁÏTÂÝÜ¸¾�ÇÁÇÐÒTÏTÊ
xopt

Æ ¾�¿�Æ ¾�æ�É|ÏTÏpÜL¾4Ì
f Ù

� ²_� ²�³���ðé	��{(}v{ »9ÒT¶ÝÑhÀ ËT¾�Ï��EÉ|ÇÐ¿ÁÆT¶LÉ�ÜL¿Ð·|ÏTÂ¸ÂÝÑhÀT¶¸¿ëÜ¸ÜÄ¿ÐÏTË`ÒB��¿Á¾�¶ÝÜfËT¿Ð¾uÕ]ÒTÏTæpÜL¿Á·bÏ
s
É|ÒTÑhÀ

¾�¿ÁÏT¾ é ¶¸ËTÒ`ÏTÊfÉ�Ò`¹;Ë`¾�Ì ÕzÉ|æpÜL·|¶¸¶LÉ�ÒTÌ
O
º�»ßÉ>ËT¿Á¾À�ÄÉ�ÇÐ¿ÐÆ`¶LÉ�Ü¸¿Ð·bÏè¿ÐÏ�ËT¿Ð¾4Â¸¾4¶ � ¶¸Æ ¾�¿ëÜ?¿ÐÌ � É|ÀizÌ	¾�ÏfË`¾�¶nÏJÒ`Ì�¾4¶¸¿ÐÂÝÑhÀT¾�Ï é Þ�ÜL¿ÐÌ	¿Ð¾4¶¸ÒTÏ`Ê�ËT¾�¶ � ÏpÜn»¢·|¶ÝÜ�½W{|ÑhÀT¾ � ·bÏ s ÎTÆ ¾�¶nËT¾4ÌoÕ É�æ�Ü¸·b¶¸¶¸É|ÒTÌ

Êb¾4Â¸ÑhÀT¿Á¾�ÀpÜ ìnÎTÆ ¾�¶ÝÜ¸¶�{|Ê�ÜèÂÝ¿ÐÑhÀ�ËT¿Ð¾ é ¶¸ËTÏ�ÒTÏ`Ê$¿ÐÌ2µ~¶¸·JËTÒTæpÜL¶¸É|ÒTÌ.Â¸·�É|Ò`¹¢ËT¾�Ï Õ É�æ�Ü¸·b¶¸¶¸É|ÒTÌ
ÒTÏTËß»Í¿Ð¶ÝË�ÏT¿ÁÑhÀpÜ¢Æ ¾�ÂÝ·bÏTËT¾4¶¸Â¢Æ ¾�ÀTÉ|ÏTËT¾4ÇÁÜ º�î~Â�»Í¿Ð¶ÝË*É|ÇÁÂ é ¶ÝËTÏ�ÒTÏTÊbÂV¹�ÒTÏTæpÜL¿Á·bÏ*É�Ò`¹�ËT¾4Ì Õ É�æ¼z
ÜL·|¶¸¶LÉ�ÒTÌ-ÂVÜL¾4Ü¸ÂÅÏ�ÒT¶ÍËT¿Á¾>ËTÒT¶ÝÑhÀ

s
¿ÁÏTËTÒB�4¿Ð¾4¶ÝÜL¾ é ¶ÝËTÏ�ÒTÏTÊ	Æ�¾4ÏJÒ�Ü��4Ü�º

©¨ª�«¨ª�Ú ¾9À+Á Ä
¯AÃ¥·�¼hÛN·�¼ÜÏ�´uÆ�½�®Ý´u¶uÃÇ®vÌ�Ä
¯�ÌÞÒi·µ¼�Ó�·p¶iÉv·µ¼ßÃ¥·µ¼Å¹^·
»ßÉ�ËT¿Á¾ ��Ò ·bÞ`Ü¸¿ÐÌ	¿Ð¾�¶Ý¾�ÏTË`¾�Ï��>¶�É�ç|¾�Ï�¾�¿ÁÊb¾�ÏpÜLÇÁ¿ÐÑhÀ+�;Ò`¹�É�ÇÐÇÐÂ � É|¶¸¿ÐÉ|ÆTÇÐ¾4Ï�ÂÝ¿ÐÏTË;ì�¿ÐÂVÜ>¾�Â>Ï]É�ÀT¾�ÇÁ¿Ð¾�z
Êb¾4ÏTË�ìnÉ|ÒTÑhÀ�ËT¿Ð¾Î�?¾�¶VÜL¾�¿ÁÇÐÒTÏ`ÊbÂ¸¿ÁÏ`¹�·b¶¸Ì�É�Ü¸¿Ð·bÏT¾4ÏHÎTÆ ¾�¶ÄËT¿Ð¾

Yi
��Ò Ï�Ò`Ü���¾4Ï�º�î~ÏpÜn»¢¾4ËT¾�¶fæ�É�ÏTÏ

¾�¿ÁÏT¾ é ¶¸Ë`ÏJÒ`ÏTÊ É|Ò`¹ÅËT¾�Ï[�?¾�¶VÜL¾4¿ÐÇÐÒ`ÏTÊbÂÝ¹�Ò`ÏTæpÜL¿Ð·|ÏT¾�Ï ËT¾4¶
Yi

ËT¾��]Ï`¿Ð¾�¶VÜ » ¾�¶¸Ë`¾�Ïj·�ËT¾4¶åÌuÉ�Ï

Ö|×
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Ï�Ò`Ü��âÜâ�E¾4ÏTÏTÊb¶^É�çb¾4Ï�ËT¾4¶��?¾�¶ÝÜ¸¾�¿ÁÇÐÒTÏTÊ`ì6»Í¿Ð¾¶��ºD|9ºJî~¶^»¢É|¶VÜLÒTÏTÊ|Â^» ¾�¶ÝÜ ·JËT¾�¶ � Ò`Â¸Â¸ÑhÀ�ÒTÂÝÂ�Ê�ÒT·|Ü¸¾|º
»9¿Á¾�Â¸¾4Â"�?·b¶¸Ê|¾�ÀT¾4Ï	¿ÁÂÝÜ5¾�¶¸ÂVÜLÌ�É|ÇÐÂ5¿ÐÏºãA�JÜL¾�×b×�å � ·b¶ÝÊb¾�ÂÝÑhÀTÇ É|Ê|¾�Ï�»¢·|¶¸ËT¾4Ï�º Ú Ì �;Ò`ÂLÉ|Ì	Ì�¾4ÏTÀ]É|Ï`Ê
Ì	¿ÁÜ\Ë`¾�Ì"ÃÅÉ|¶¸¶Ý¿ÐÏTÊ�ÜL·bÏTÂÝÑhÀT¾�Ï Ú ÏTËT¾_�º»ÍÒT¶ÝËT¾>ËT¿Ð¾4Â¸¾4¶ � ÏTÂ¸É�Ü��E¿ÐÏ�ãí½G½X× � åG»¢¾4¿ÁÜ¸¾�¶ � ¾4¶Ý¹�·bÇÁÊ|Ü ºÃÅ¿Á¾�¶"»Í¿Á¶¸Ë�ËT¿Ð¾4Â¸¾4Â��?·|¶¸Êb¾4ÀT¾�Ï	¾�¶ÝÂÝÜLÌ�É|ÇÁÂ~¿ÐÌ��;Ò`ÂLÉ|Ì	Ì�¾4ÏTÀ]É|Ï`Ê>Ì�¿ëÜ~ËT¾�Ï�½^ÎTÏTÂÝÑhÀ�Æ]É|¶¸æ�¾�¿ëÜL¾�Ï
� ·|Ï$»9¾4¶¸¶Ý¿ÐÏTÊb¾4¶�z���ÒT¿ÐÑhÀ�ËT¾âÜhÉ|¿ÁÇÐÇÁ¿Ð¾�¶VÜ � ·b¶¸Êb¾4ÂÝÜ¸¾�ÇÐÇëÜ º
î~¶¸ÂVÜ�É|Ò`¹ÍËT¿Á¾�ÂÝ¾�¶��¨·bÌ�Þ ¾���¿ëÜ�{�Ü¸Â¸ÂÝÜ¸Ò`¹�¾�»Í¿Á¶¸Ë�¾�ÂåÌßÉbÊbÇÐ¿ÁÑhÀ�ì�ËT¿Á¾ Ù ¶Ý¿ÐÑhÀpÜL¿ÁÊb¾ôá é Þ�ÜL¿ÐÌ	¿Ð¾4¶¸ÒTÏ`ÊbÂ�zÉ|Ò`¹�ÊbÉ|Æ�¾Î�4Ò Æ ¾�À]É|Ï`ËT¾�ÇÁÏ�º�½ É|Â Ù ¶¸¿ÐÑhÀpÜ¸¿ÐÊ�áå¿ÐÏ�ËT¿Ð¾4Â¸¾4Ìù�;Ò`ÂLÉ|Ì	Ì�¾4ÏTÀ]É|Ï`Ê#Æ ¾�Ë`¾�Ò`Ü¸¾4Ü ìnÂ¸·F»Í¿Á¾
ËT¿Á¾>Ì�ÉbÊ|ÇÐ¿ÐÑhÀ`¾�Ï�Õ]·bÇÐÊ|¾�¶¸Ò`ÏTÊb¾�Ïº» ¾�¶ÝËT¾�Ï$É|ÒTÂÝ¹�Î`ÀT¶¸ÇÁ¿ÐÑhÀ#É|Æ��EÉ|ÞT¿ÁÜ¸¾�ÇUvåÒTÏpÜ¸¾�¶¸ÂÝÒTÑhÀpÜ º
»9¿Á¾À�ÄÉ�ÇÐ¿ÐÆ`¶LÉ�Ü¸¿Ð·bÏè¿ÐÂÝÜ=É�ÒTÑhÀ�À`¿Ð¾�¶5ËT¾�¶?ÇÐ¾âÜ��âÜL¾|ìbÉ|Æ�¾4¶"»Í¿ÐÑhÀpÜL¿ÁÊb¾}��ÑhÀT¶Ý¿ÁÜÝÜ Ò`ÏTË�ÇÐ¿Ð¾â¹�¾�¶VÜ~¾�Æ ¾�Ï`¹�É�ÇÐÇÐÂ
¾�¿ÁÏT¾�Ï���ÑhÀW{�Ü���¾4¶

x̂opt
¹�ÎT¶�¾4¿ÐÏT¾E·bÞ`Ü¸¿ÐÌ�É|ÇÐ¾9ÕzÉ|æpÜL·b¶Ý¾�¿ÐÏ`ÂÝÜL¾4ÇÐÇÁÒTÏTÊTº

lDC�l ���	 ã � M�n�K�H � SpnPJ � 	 W�HfJDKNMPORQ
½^¿Ð¾¨ËT¿Á¾�Â¸¾ � Òp½T¿ÐÂÝÜ¸ÒTÏTÊèËT¾�¶ é Þ�ÜL¿ÐÌ	¿Ð¾4¶¸ÒTÏ`ÊbÂ¸ÂVÜLÒ`¹�¾4Ï��4¾�¿ÐÊ�Ü ì�¿ÐÂVÜ¢ËT¿Á¾ÅÇÁ¾4Ü��4ÜL¾4ÏTËTÇÁ¿ÐÑhÀT¾
�EÉ|ÇÐ¿ÁÆT¶¸¿Á¾�z¶¸Ò`ÏTÊ���Ò`¶¸ÎTÑhæ É�Ò`¹ÍËT¾�Ï ÕzÉ|æpÜ¸·b¶¸¶¸É|ÒTÌ.ËT¾�¶f¾�ÏpÜLÂÝÑhÀT¾�¿ÁËT¾�ÏTË`¾��JÑhÀT¶¸¿ëÜ¸Ü§Ë`¾�¶Î�H¼ é º5î?Â�»Q{|¶Ý¾ËT¾4Â¸À]É|ÇÁÆ�Â¸¾4ÀT¶ì»ÍÎTÏTÂÝÑhÀT¾�Ï`Â^» ¾�¶ÝÜ�ì�ÂVÜhÉ�Ü¸¿ÐÂVÜL¿ÐÂÝÑhÀT¾>î~¿ÐÊ|¾�ÏTÂÝÑhÀ]É�¹�ÜL¾4Ï*¹�ÎT¶\¾4Æ�¾4Ï�ËT¿Ð¾4Â¸¾l��ÑhÀB{�Ü��4ÒTÏTÊ
x̂opt

ÀT¾4¶���Ò`ÇÐ¾�¿ëÜL¾4Ï�º;ã�¾4¿ÐËT¾4¶9À]É�ÜÅÂ¸¿ÁÑhÀËT¿Ð¾4Â¸¾ � Ò`¹�ÊpÉ�Æ�¾Ä¹�ÎT¶9ËT¾4Ï+��·bÌ	¾�ÏpÜ>É�ÇÐÂ}��ÒÂ¸ÑhÀ¼»Í¿Á¾�¶¸¿ÁÊ
¾�¶�»Í¿Ð¾4Â¸¾�Ï;º�|¢¾4¶¸¾�¿ëÜLÂ7ËTÒT¶¸ÑhÀåË`¾�Ï�Ä¨Æ�¾4¶¸ÊpÉ|Ï`Êj��Òß�;Ò�¹�É|ÇÐÇÁÂ � É|¶¸¿ÐÉ|Æ ¾�ÇÐÏ9¿ÐÌ é Þ`ÜL¿ÁÌ�¿Á¾�¶¸Ò`ÏTÊbÂ¸ÂÝÑhÀT¶¸¿ëÜ¸Ü¿ÐÂVÜ¨É|Æ ¾�¶�¾�¿ÁÏT¾M�?¾�¶ÝÆ�¾4Â¸Â¸¾4¶¸ÒTÏ`ÊuËT¾4ÂÅæ�Ç É�Â¸Â¸¿ÁÂ¸ÑhÀT¾4Ï��?·|¶¸Êb¾4ÀT¾�ÏTÂ¨Êb¾4ÇÐÒTÏTÊ|¾�Ï�º
�Å¿ÁÑhÀpÜ�Êb¾4ÇÐÒTÏTÊ|¾�Ï§¿ÁÂÝÜ ì�ËT¿Á¾ � ÒTÂ^»Í¿Á¶¸æ�ÒTÏTÊb¾4ÏåËT¾�¶5ÏJÒ`Ì�¾4¶¸¿ÐÂÝÑhÀT¾�Ï é Þ`Ü¸¿ÐÌ	¿Ð¾4¶¸ÒTÏTÊ¨¿ÐÌ3�EÉ|ÇÁ¿ÐÆT¶¸É�ÜL¿�z
·bÏTÂÝÂ¸ÑhÀT¶Ý¿ÁÜÝÜ9É�Ï]É|ÇÁç�Ü¸¿ÐÂ¸ÑhÀ��4Ò#¹�É|ÂÝÂ¸¾4Ï�º � ÇÁÇÐ¾�¶ÝËT¿ÐÏ`ÊbÂ\Êb¾4ÀBÉb¶¸¾4Ï$µ~¶Ý·bÆTÇÐ¾4Ì�¾9¿ÐÌ �;Ò`ÂLÉ|Ì	Ì�¾4ÏTÀ]É|Ï`Ê
Ì	¿ÁÜäËT¾4¶ �EÉ|ÇÁ¿ÐÆT¶¸É�ÜL¿Á·bÏr��ÒfËT¾�ÏèÂ¸ÑhÀ¼»Í¿Ð¾4¶¸¿ÐÊ|¾�Ïåµ~¶¸·|ÆTÇÐ¾4Ì�¾4ÏèËT¾4¶5É�æ�Ü¸ÒT¾�ÇÁÇÐ¾4ÏfÕ]·b¶ÝÂ¸ÑhÀ�ÒTÏTÊTº�î~¿ÐÏT¾4Ï
Â¸ÑhÀpÉbÏT¾�Ï$î~¿ÐÏ�ÆTÇÐ¿ÁÑhæu¿ÁÏ#Ë`¿Ð¾�ÂÝ¾�Â
�>¾�ÆT¿Á¾4Ü¶�]ÏTË`¾4ÜÅÌuÉ|Ïº��ºD|Åº]¿ÐÏ+ãA|ì����× � å�º
Õ5ÎT¶èËT¿Ð¾ê|¢¾�Ò`¶ÝÜL¾4¿ÐÇÁÒTÏTÊHËT¾4¶��>Î`ÜL¾uËT¾�¶§Ë`ÒT¶¸ÑhÀ��EÉ|ÇÁ¿ÐÆT¶¸É�ÜL¿Á·bÏ�Êb¾�» ·bÏTÏT¾4ÏT¾�Ï ��ÑhÀW{�Ü���¾4¶

x̂opt¿ÐÂVÜEÌuÉ�Ï�» ¾�¿ëÜL¾4¶¸ÀT¿ÁÏ É|Ò�¹¶��¿ÁÌ§ÒTÇÐÉ�ÜL¿Á·bÏT¾�ÏHÉ|ÏTÊb¾�»Í¿Ð¾�ÂÝ¾�Ï�ºð�;ÒTÌ	¿ÐÏ`ËT¾�ÂVÜEÂ¸¿ÐÏ`Ë�ÂÝ¾�ÀT¶ � ¿Ð¾�Ç5¾³Íß��¿�z¾�ÏpÜ¸¾�¶¸¾ê��¿ÁÌ§ÒTÇ É�ÜL¿Ð·|ÏT¾�ÏHË`ÒT¶¸ÑhÀ�ËT¿Ð¾�Ã¨¾�¶¸ÇÁ¾�¿ëÜLÒTÏTÊ�¾_�TÉ�æ�Ü¸¾�¶l�?¾�¶VÜL¾�¿ÁÇÐÒTÏ`ÊbÂÝ¹�ÒTÏ`æ�Ü¸¿Ð·bÏ`¾�Ï¹�ÎT¶>ËT¿Á¾
¿ÐÏ`ËT¿ � ¿ÐË`ÒT¾�ÇÁÇÐ¾�Ï�½^ÎTÏTÂ¸ÑhÀ�Æ]É�¶¸æ|¾4¿ÁÜ¸¾�ÏH¿ÁÏf�EÉ|Þ`¿ÁÜL¾4ÇUvåÌ�É|ÊbÇÐ¿ÁÑhÀ*Êb¾�» ·b¶ÝËT¾�Ï�º
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|¢¾ � ·b¶ÍËT¿Á¾ßÂÝÜLÉ�ÜL¿ÁÂÝÜL¿ÁÂ¸ÑhÀT¾l| ¾4ÜL¶¸É|ÑhÀpÜLÒTÏ`ÊbÂ^» ¾�¿ÁÂ¸¾Ä¿ÐÏ�ËT¾4Ï��?·b¶ÝËT¾�¶ÝÊb¶¸Ò`ÏTË�ÜL¶¸¿ëÜ¸Ü�ì`Â¸·|ÇÐÇ;æ�ÒT¶^�EË]É|¶�z
Êb¾4ÂÝÜL¾4ÇÐÇëÜß» ¾�¶ÝËT¾�Ï;ìâ» ¾�ÇÐÑhÀ`¾ � Ï`Â�{�Ü���¾$¿ÁÏ�É|Ï`ËT¾�¶Ý¾�Ï¹|¢¾4¶¸¾4¿ÐÑhÀT¾4Ï�ËT¾�¶ê�$É�Ü¸ÀT¾�Ì�É�Ü¸¿Ðæ ¹�ÎT¶	ËT¿Á¾
ãUÉbÂ¸Ò`ÏTÊ�Ë`¾�Â
�H¼ é zcµ~¶¸·|ÆTÇÐ¾4Ì�Â � ¾�¶Ý¹�·|ÇÐÊ|Ü¶» ¾�¶ÝËT¾�Ï�º
»9¿Á¾uÀT¿Á¾�¶ � ·b¶¸Ê|¾�ÂÝÜ¸¾�ÇÁÇÁÜL¾4Ï � ÏTÂ�{�Ü��4¾*À]É|Æ ¾�Ï Ê|¾�Ì	¾�¿ÐÏ`ÂLÉ|Ì#ìäË]É|Â¸ÂfÂ¸¿Ð¾*É|Ò`¹ÍËT¾4Ï î?¿ÁÏTÂLÉ�Ü�� � ·bÏî ��Þ�¾4¶ÝÜL¾4Ï¼»Í¿ÐÂ¸ÂÝ¾�Ï � ¾�¶��4¿ÐÑhÀpÜL¾4Ï�ºTî~ÂÆ»Í¿Ð¶¸Ë � ¾4¶¸ÂÝÒTÑhÀpÜ ì`Ü¸¶¸·|Ü��Í¹�¾4ÀTÇÐ¾4ÏTËT¾4¶ � ÏT·b¶¸Ë`ÏJÒ`ÏTÊ§ËT¾4Â Rm ì¾�¿ÁÏT¾ Ù ·|ÆiæÝ¾�æpÜL¿ � ¾háôì|¶Ý¾�¿ÁÏ�¹�·|¶¸Ì�É|ÇÐ¾ é Þ`ÜL¿ÁÌ�¿Á¾�¶¸Ò`ÏTÊßËTÒT¶ÝÑhÀB��Ò�¹�ÎTÀT¶¸¾4ÏuÒTÏ`Ë	¾4¿ÐÏåÆ ¾�ÂVÜL¾�Â=î~ÇÐ¾4Ì�¾4ÏpÜ��Ò#¿ÐË`¾�ÏpÜL¿a�W��¿Á¾�¶¸¾4Ï�º
î~Â"��¾4¿ÐÊ|Ü5Â¸¿ÁÑhÀ�ì�ËTÉ|Â¸Â~ËT¿Á¾ Þ`¶¸¿ÐÏp��¿ÐÞ`¿Ð¾�ÇÁÇÐ¾4Ï ��{�ÏTÊb¾�Ç�ËT¿Ð¾4Â¸¾4¶ð�?¾�¶V¹�É|ÀT¶Ý¾�Ï���Ò`¶~Õ]·b¶¸Ì§Ò`ÇÐ¿Ð¾4¶¸ÒTÏ`Ê � ·bÏ� Ï�¹�·b¶¸ËT¾4¶¸ÒTÏ`Êb¾�Ï É|Ï ÌfÒTÇÁÜ¸¿Ðæ�¶¸¿ëÜL¾�¶Ý¿Ð¾4ÇÐÇÐ¾ é Þ`Ü¸¿ÐÌ	¿Ð¾�¶ÝÒTÏTÊbÂ � ¾4¶Ý¹�É|ÀT¶Ý¾�Ï^¹�ÎTÀT¶Ý¾�Ï�ìQ» ¾�ÇÁÑhÀT¾ Ë]É�ÏTÏ
Â¸ÞB{�ÜL¾4¶ÅÉ�ÇÐÂ}�$É6ç|ÂÝÜhÉ�Æ$É|Ò`ÑhÀ$É|Ï�ËT¿Á¾>½^ÎTÏTÂ¸ÑhÀ�Æ]É�¶¸æ|¾4¿ÁÜ¸¾�ÏÉ|Ï`Êb¾�ÇÁ¾�Ê|ÜQ» ¾�¶ÝËT¾�Ï$Ì§ÎTÂ¸ÂÝ¾�Ï�º

è CFE � JDQ n ������é
»9¾4¶*¾�¿ÁÏ`¹�É|ÑhÀTÂVÜL¾ÒTÏTËGÏTÉ|ÀT¾HÇÁ¿Ð¾�Ê|¾�ÏTËT¾�ì\É|Æ ¾�¶uÉ|ÒTÑhÀ^Â¸¾4ÀT¶�·bÞ`Ü¸¿ÐÌ	¿ÐÂVÜL¿ÐÂÝÑhÀT¾ � ÏTÂ¸É�Ü��H¿ÁÂÝÜê��Ò
� ¾4¶¸ÂÝÒTÑhÀT¾�Ï;ìJ¾4¿ÐÏå¾4¿ÐÏTËT¾4Ò`ÜL¿ÁÊ Ù Æ ¾�ÂVÜL¾4Âcá é ÆiæÝ¾4æpÜ?ÒTÏpÜL¾�¶?É�ÇÐÇÐ¾4Ï �EÉ|ÏTË`¿ÐË]É�Ü¸¾�Ï��4Ò �]ÏTËT¾4Ï�ºp»9¿Á¾�Â¸¾4¶� Ï`ÂLÉ�Ü��E¹�Î`ÀT¶ÝÜ}��Ò`Ì |¢¾�Ê|¶¸¿=ÖHËT¾�¶ßü§þ8Þ�Ø�ÿ ñ|ÿ_��º
x ²�y"é²è�®Fè�zqé0ê	}�~h� x z���è®éä¯Wé�ëÂ� �>¾�Êb¾4Æ�¾4ÏuÂ¸¾4¿Ð¾4Ïd��» ¾�¿�µ~ÒTÏTæpÜL¾

x, y
¿ÐÌ
Rm

ºp�$É|Ï�ÂLÉ|Ê�Ü
x
�	z���è¦é²è�²J³�®

y
ìT¿ÁÏ��;¾4¿ÐÑhÀT¾4Ï

x >> y
ìB»¢¾4ÏTÏ

xi ≥ yi, i = 1, . . . , m
ì Ò`ÏTË

xj > yj
¹�Î`¶

¾�¿ÁÏ
j ∈ {1, 2, . . . , m} º

»9¿Á¾$Ì§ÒTÇëÜL¿ÁæJ¶Ý¿ÁÜ¸¾�¶¸¿Á¾�ÇÁÇÐ¾ é Þ`Ü¸¿ÐÌ	¿Ð¾4¶¸ÒTÏTÊ|ÂLÉ|Ò`¹�ÊbÉ|Æ�¾�¿ÁÂÝÜ�ÏJÒ`Ï�Êb¾�Ç=ÉbÂÝÜ�ìÆ» ¾�Ï`ÏGÌuÉ|Ï�¾�¿ÁÏ
xopt ∈

O ⊂ Rm �]ÏTËT¾âÜ ìzÂ¸·	Ë]É|ÂÝÂÍÊb¿ÐÇëÜ
¹�Î`¶ÅÉ�ÇÐÇÐ¾

x ∈ O\{xopt} : xopt >> x.

xopt
ÀT¾�¿=ç|ÜÍË]É|ÏTÏ þ�ÝqÙ®ØÚÞ	ñ|óÐð�Ü�ì óÐð�ÞuðâÿWÙ � ·bÏ O º»9¿Á¾d��¾4ÏTÊb¾

O ⊂ Rm ÀT¾4¿]ç|ÜÄ¾4Ï�Ün» ¾�Ë`¾�¶�òLðêý6Øêþ�ÿ%þ���þ�Ý]ðâò¸ñ¼ÿ¨Ø�óÏØÚÙ�q�ì´» ¾�Ï`Ï ¾�ÂfÂÝ¿ÐÑhÀ�ÒTÌ.¾�¿ÐÏ`¾
�?¾�¶ÝÂ¸ÒTÑhÀ`Â¸ÞTÇÐÉ|Ï�ÒTÏTÊbÂÝÂ¸¿ÁÜ¸Ò]É�Ü¸¿Ð·bÏHÀTÉ|ÏTËT¾4ÇÁÜ ì]¿ÁÏ�Ë`¾�¶ßÕzÉ|æpÜ¸·b¶¸¾4¿ÐÏTÂVÜL¾�ÇÁÇÐÒTÏ`Êb¾�Ï�·bÞ`Ü¸¿ÐÌ	¿Ð¾4¶ÝÜQ» ¾�¶ÝËT¾�Ï
Â¸·|ÇÐÇÐ¾4Ï�ìT·JËT¾�¶>òLðêý6Øêþ�ÿ�þ��§þ�Ý]ðâòÝñ6Ù®Øêþ�ÿpÜâìp» ¾�ÏTÏ�ÒTÏpÜL¾�¶Í¾4¿ÐÏT¾4¶¨Ê|¾�Êb¾4Æ�¾4ÏT¾�Ï���¾�Ï`Êb¾ � ·bÏ é Æ�æÝ¾�æ�zÜL¾4Ï�ìB» ¾�ÇÐÑhÀ`¾èËT¿Á¶¸¾4æ�Ü¨É�ÒTÂ^»ì{|ÀTÇÁÆ]É|¶ÍÂ¸¿ÁÏTË�ìT¾4¿ÐÏ#·bÞ`ÜL¿ÁÌuÉ�ÇÐ¾�Â é ÆiæÝ¾�æpÜ¨Êb¾4¹�Ò`ÏTËT¾�Ï�»¢¾4¶¸ËT¾4Ï$ÂÝ·bÇÐÇ�º
Ú Ï#ËT¾�¶ � Ï¼» ¾�ÏTË`ÒTÏTÊuÇ]{|Â¸ÂVÜ¨Â¸¿ÐÑhÀ Ù >á>ÇÁ¾�ÂÝ¾�Ï�É|ÇÐÂ Ù Æ�¾4Â¸Â¸¾4¶cáhº
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� ²_� ²�³���ðé	�ðê	}v� î~¿ÐÏT¾�»Í¿ÐÑhÀpÜL¿ÁÊb¾�|¢¾4·bÆ]É|ÑhÀpÜLÒ`ÏTÊ�¿ÁÂÝÜ�ì;Ë]É|ÂÝÂr»¢¾4Êb¾�Ï ËT¾4¶9¹�¾�ÀTÇÁ¾�ÏTË`¾�Ï�È7·8z
ÜhÉ�ÇÐ·b¶ÝËTÏ�ÒTÏTÊ ËT¾4Â

Rm
ÏT¿ÁÑhÀ�Ü�Ê|¿ÐÇÁÜ�Ó

x >> y
·JËT¾�¶

y >> x
¹�ÎT¶uÆ ¾�ÇÁ¿Ð¾�Æ`¿ÐÊb¾

x 6= y
É|ÒTÂ

O Ù
»ßÉ|Â
�Å·|ÏB��¾4Þ`Ü9Ë`¾�¶¨»9·bÌ	¿ÐÏ]É�ÏB�>¿ÐÂVÜ¨¹�·|¶¸Ì�É|Ç�Â¸¾4ÀT¶¨Â¸ÑhÀBÉbÏ�ÒTÏTË#¾�¿ÁÏ`¹�É|ÑhÀ�ìzÀ]É�Ü"æÝ¾4ËT·�ÑhÀ#¿ÐÏ#ËT¾4¶
� Ï¼» ¾�ÏTË`ÒTÏTÊ�¾�¿ÁÏT¾EÊb¶LÉ � ¿Ð¾4¶¸¾4ÏTËT¾��ÑhÀ¼»\É|ÑhÀ`ÂÝÜL¾4ÇÐÇÁ¾|Ó�î~Â¨Ì§ÒTÂÝÂÅæ�¾�¿ÐÏ�ËT·bÌ	¿ÐÏT¿Á¾�¶Ý¾�ÏTËT¾4Â é Æ�æÝ¾�æpÜ¾���¿ÁÂ¸¿ÁÜ¸¿Ð¾4¶¸¾�Ï;º]È5É�Ü¸Â�{|ÑhÀ`ÇÐ¿ÐÑhÀ#¿ÐÂVÜ¨¾�Â¨¿ÐÏ�ËT¾�¶ � Ï¼» ¾�ÏTË`ÒTÏTÊ*Ì	¿ÁÜÍÂVÜL¾�¿ÁÊb¾�Ï`ËT¾�¶Å»9¿ÐÌ	¾�Ï`Â¸¿Ð·|Ï�ìTÆB��»Eº
�>¶¸¿ëÜL¾�¶Ý¿Ð¾4ÏB� É|À`Ç�¿ÐÌ	Ì�¾4¶¢ÒTÏ¼»¢É|ÀT¶ÝÂ¸ÑhÀT¾4¿ÐÏTÇÁ¿ÐÑhÀT¾4¶�ìz¾�¿ÁÏ#Ë`·bÌ�¿ÁÏT¿Ð¾4¶¸¾4ÏTËT¾�Â é ÆiæÝ¾4æpÜj�4Ò��]Ï`ËT¾�Ï�º

è C�B G � H�OÔS�Jòñ�] W¤Spn7Q � M�n�SÖó¤S
»ßÉÄ»9·bÌ	¿ÐÏ]É�ÏB��Â¸¿ÁÑhÀuÉ|ÇÁÂ���Ò�ÂÝÜL¶Ý¾�ÏTÊ|¾�Ââ�E¶Ý¿ÁÜ¸¾�¶¸¿ÁÒTÌ�¾�¶^» ¾�¿ÁÂÝÜ�ì � ¾�¶ÝÂ¸ÒTÑhÀpÜ\Ì�É|Ï�¾�Â É|ÆB�4ÒTÂ¸ÑhÀ¼»ì{8zÑhÀT¾4Ï�º�î~ÂfÌfÒTÂ¸Âw��»¢É|¶fÏ`¿ÐÑhÀpÜ§¿ÁÌ�Ì	¾�¶ ²iè®é ËT·bÌ	¿ÐÏ]É|ÏpÜ¸¾�Âèî?ÇÁ¾�Ì	¾�ÏpÜèÊb¾�Æ ¾�Ï�ì7É|Æ ¾�¶Ä¿ÐÌ í¨ÌÎz
æ|¾4ÀT¶¸ÂÝÑhÀTÇÐÒ`Â¸Â9¾_��¿ÐÂÝÜ¸¿Ð¾4¶¸¾�Ï#Ë]É|Ï`Ï�ÂÝ¿ÐÑhÀT¾4¶¨Ï`¿ÐÑhÀpÜ^zÛËT·bÌ	¿ÐÏT¿Á¾�¶ÝÜ¸¾ßî~ÇÐ¾4Ì�¾4ÏpÜL¾|º
»9¿Á¾�Â�¹�ÎTÀT¶VÜÀ��ÒTÌ/|¢¾4Êb¶¸¿aÖHËT¾4¶¨µ5É|¶Ý¾4ÜL· é Þ`ÜL¿ÁÌuÉ�ÇÐ¿ÁÜ�{�Ü Ó
x ²�y"é²è�®Fè�zqé0ê	}v{ô�öõß¯T³�²p®Fza�³��÷ä®uè�� ¯Çø®è�®úù`®Ü� ��¾4¿Í¾�¿ÐÏ`¾#Èn¾�¿ÁÇÐÌ	¾�ÏTÊ|¾

O ⊂ Rm
Êb¾4Êb¾�Æ ¾�Ï;º

î~¿ÐÏ�µ~ÒTÏTæpÜ
x ∈ O ÀT¾4¿]ç|ÜÄÞ]É�¶¸¾4Ü¸·�zl·|Þ`ÜL¿ÁÌuÉ|Ç�ìq» ¾�Ï`Ï ¾�ÂÄæ|¾4¿ÐÏT¾4Ï µ~ÒTÏTæpÜ

y ∈ O Ê|¿ÐÆ`Ü�ì�Ì�¿ëÜ
y >> x

º

Ú Ì �;ÒTÂLÉ|Ì	Ì	¾�ÏTÀ]É�ÏTÊ§Ì	¿ÁÜ ËT¾�¶ é Þ`Ü¸¿ÐÌ	¿Ð¾4¶¸ÒTÏTÊèÆ�¾4ËT¾�Ò�ÜL¾4ÜÍË`¿Ð¾�Â4ì�ËTÉ|Â¸Â�¾4¿ÐÏ é ÆiæÝ¾4æ�Ü�ìp» ¾�ÇÐÑhÀ`¾�ÂÏT¿ÁÑhÀ�Ü=æ�·�·b¶ÝËT¿ÐÏTÉ�ÜL¾4Ï�» ¾�¿ÁÂ¸¾¨¿ÐÌ ��¿ÐÏTÏ`¾�ËT¾�¶=»9·bÌ	¿ÐÏTÉ|ÏB� � ¾4¶¸Æ ¾�ÂÝÂ¸¾�¶VÜì» ¾�¶ÝËT¾�Ï�æ�É�ÏTÏ�ìp¿ÐÏ�Êb¾�»Í¿ÐÂ�zÂ¸¾4¶¢½�¾�¿ÐÂÝ¾>É|ÇÁÂ Ù ·|Þ`ÜL¿ÁÌuÉ|Ç á¨É|Ï`Êb¾�ÂÝ¾�ÀT¾4Ï�»Í¿Á¶¸Ë�º�»9¿Á¾M��¾4ÏTÊb¾>ËT¾4¶\Þ]É|¶Ý¾4ÜL·8zl·bÞ`Ü¸¿ÐÌ�É|ÇÐ¾4Ïuµ~ÒTÏ`æ�Ü¸¾
¿ÐÂVÜ¨É|ÇÐÂÝ·�ËT¿Ð¾w��¾4ÏTÊb¾EËT¾4¶¨Ï`¿ÐÑhÀpÜ¨ËT·bÌ	¿ÐÏT¿Á¾�¶ÝÜ¸¾�Ï�µ~ÒTÏTæpÜ¸¾|º
Ú Ìyí¨Ì�æ�¾�ÀT¶ÝÂ¸ÑhÀTÇÁÒBç�Â¸·bÇÁÇÁÜ¸¾Åæ�¾�¿ÐÏ`¾Eã´É|Â¸ÒTÏTÊåË`¾�Â é Þ`ÜL¿ÁÌ�¿Á¾�¶¸Ò`ÏTÊbÂ¸Þ`¶¸·bÆTÇÁ¾�Ì	Â=É|æ���¾�Þ�ÜL¿Ð¾4¶ÝÜQ» ¾�¶�zËT¾4Ï�ìG» ¾�ÇÁÑhÀT¾åÏT¿ÐÑhÀpÜ9Þ]É|¶¸¾âÜL·�zÛ·bÞ`Ü¸¿ÐÌ�É|Ç�¿ÐÂVÜ ì Ë]É*¿ÐÏ�¾�¿ÐÏ`¾�Ì Â¸·bÇÁÑhÀT¾�Ï�ÕzÉ|ÇÁÇn¾4¿ÐÏT¾èæ|·J·b¶¸Ë`¿ÐÏ]É�Ü¸¾�Ïez
» ¾�¿ÐÂÝ¾�Æ�¾4Â¸Â¸¾4¶¸¾�ãUÉbÂ¸ÒTÏ`Ê�¾_�`¿ÁÂÝÜ¸¿Ð¾�¶VÜ º´��É|Ï�¾�¶¸ÀB{|ÇÁÜEÂÝ·#¾4¿ÐÏT¾�¾4¶¸ÂÝÜ¸¾�ÂÝÜhÉ�¶¸æ|¾ � Ï`¹�·b¶¸Ë`¾�¶¸Ò`ÏTÊ#¹�Î`¶
�?¾�¶V¹�É|ÀT¶Ý¾�Ï���ÒT¶¨ãUÉbÂ¸Ò`ÏTÊ � ·bÏ��H¼ é zcµ~¶¸·bÆ`ÇÐ¾�Ì	¾�Ï;Óû ²_�ä²ýü�zz³��z²5��°�±�ø�¯Â� ²iéä²ý����� ²é�� ²iè¦éä²�³þ�»��� ����ú�ô÷n¯T³�²�®úzÇ��zV÷n®FèP� ¯aø#²é�®�²�³
¯Çø�ø�²ié0�ð�V�ÿø®è�°�±ä²ié���¯Bé��²èP�ä¯`®�²iéÎ��²iè®é��
½^¿Ð¾ÍÌ�É|Ï	Â¸¾�À`¾�Ï�»Í¿Á¶¸Ë�ìp¾4¶Ý¹�ÎTÇÁÇÐ¾4Ï�¾4¿ÐÏT¿ÁÊb¾�ËT¾�¶=¿ÐÏ�ËT¾4¶¢ã�¿ëÜL¾�¶¸É�ÜLÒ`¶=Î`ÆTÇÐ¿ÁÑhÀT¾�ÏÎ�?¾�¶V¹�É|ÀT¶¸¾4ÏuËT¿Á¾�ÂÝ¾
|¢¾4ËT¿ÐÏTÊ|ÒTÏTÊÏT¿ÁÑhÀ�Ü�º~Õ5ÎT¶åË`¾�Ï[»Í¿ÐÑhÀpÜL¿ÁÊb¾�Ï ÕzÉ|ÇÁÇ Ë`¾�¶�»9¾4¶¸¶¸¿ÁÏTÊb¾4¶�z��JÒT¿ÐÑhÀ Õ]ÒTÏTæpÜ¸¿Ð·bÏT¾4Ï æ�É�ÏTÏ
É|Æ ¾�¶¨¾�¿ÁÏT¾è¾4¿ÐÏ`¹�É�ÑhÀT¾fî~¿ÁÏTÂ¸ÑhÀT¶�{|ÏTæ�ÒTÏTÊ�É�ÏTÊb¾�Ê|¾�Æ ¾�Ïf» ¾�¶ÝËT¾�Ï;ì;Â¸·�Ë]É|ÂÝÂ9ËT¿Á¾ � ·b¶¸Êb¾4Â¸ÑhÀTÇÐÉ|Êb¾4ÏT¾�=É|¶Ý¿ É|ÏpÜL¾>Ë`¿Ð¾Eµ5É�¶¸¾4Ü¸·�z é Þ`Ü¸¿ÐÌ�É|ÇÐ¿ëÜ�{�Ü=ÊpÉ�¶LÉ|ÏpÜL¿Á¾�¶VÜ Ù ú�Â�º`�EÉ|ÞT¿ëÜL¾�Ç?x û»9¿Á¾d��¾4ÏTÊb¾�É|ÇÐÇÁ¾�¶>Þ]É�¶¸¾4Ü¸·�zl·|Þ`ÜL¿ÁÌuÉ|ÇÁ¾�Ï�µ~ÒTÏTæpÜ¸¾u¾�¿ÁÏT¾�¶���¾4ÏTÊb¾�ÀT¾�¿=ç|ÜÄËT¿Ð¾*ï\ñ|òLð�Ùcþ�û��\òLðâÿ_��ð
ËT¿Á¾�Â¸¾4¶ �#¾�ÏTÊb¾�º Ú Ì.µ?¶Ý¿ÐÏB�4¿ÐÞ�æ6É|ÏTÏpÜL¾uÂÝ¿ÐÑhÀ�ËT¿Ð¾ß��Ò`ÑhÀT¾uÏ]É�ÑhÀ ¾�¿ÁÏT¾�¶ÄãUÉbÂÝÒTÏTÊHÉ�ÇÐÂ¸·#É|Ò�¹\ËT¿Á¾
µ5É�¶¸¾4Ü¸·�z��>¶¸¾4ÏB��¾�Æ ¾�ÂÝÑhÀT¶�{�ÏTæ|¾4Ï�º¢î~Âå¿ÁÂÝÜ�É|Æ ¾�¶åÇÁ¾�¿ÁËT¾�¶§¿ÁÏ ËT¾�¶�µ~¶¸É8��¿ÐÂåÂ¸¾4ÀT¶åÂ¸ÑhÀ¼» ¾�¶4ì ËT¿Á¾�ÂÝ¾
�>¶¸¾�Ïp��¾r�4Ò#Æ ¾�ÂVÜL¿ÁÌ�Ì	¾�Ï�º Ú Ï � Æ`ÆT¿ÐÇÁËTÒTÏTÊ � ºÁÔ>ÂÝ¿ÐÏTËuËT¿Ð¾M| ¾�Êb¶Ý¿=Ö�¾Äü§þ8Þ�Ø�ÿ ñ|ÿ_� Ò`ÏTË$ï\ñ|òhð�Ùlþ�û
þ�ÝqÙ®ØÚÞ	ñ|óÏØÚÙSÛ6Ù � ¾�¶¸É|ÏTÂ¸ÑhÀTÉ|ÒTÇÐ¿ÁÑhÀpÜ º
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� Æ`ÆT¿ÐÇÁËTÒTÏTÊ � ºëÔbÓz»9·|Ì�¿ÁÏ]É|ÏB�ßÒ`ÏTË$µ7É|¶¸¾âÜL·�z é Þ`ÜL¿ÁÌuÉ|ÇÁ¿ÁÜ�{�Ü

besseres y

be
ss

er
es

 y

Pareto−Grenze
pareto−optimale x

zulässiger Bereich O
zulässiger Bereich O

besseres y

dominierendes Element

2

1 1

Ú Ï*Êb¾�»Í¿ÐÂÝÂ¸¾�¶=½ ¾4¿ÐÂÝ¾9¿ÐÂVÜ¢ËTÉ|Â\µ~¶¸·|ÆTÇÐ¾4Ì�Ë`¾�¶¢ÞTÉ|¶¸¾âÜL·�zÛ·bÞ`ÜL¿ÁÌuÉ�ÇÐ¾�Ï�ãUÉbÂÝÒTÏTÊb¾4Ï�æ|·bÌ	ÞTÇÁ¾�Ì	¾�ÏpÜ�{|¶
��Ò`Ì2µ~¶¸·|ÆTÇÐ¾4Ì(ËT¾4¶ß»9·|Ì�¿ÁÏ]É|ÏB��º ½ä{|À`¶¸¾�Ï`Ë¾�Âß¿ÁÌ(ÕzÉ|ÇÁÇÐ¾EËT¾4¶>»9·bÌ	¿ÐÏ]É�ÏB�f·|¹�Ü �z²eè®éä² ãUÉ�z
Â¸Ò`ÏTÊ�Ê|¿ÐÆ`Ü�ì;Êb¿ÁÆ`Ü>¾�Â>¿ÁÌ�ÕzÉ|ÇÁÇÐ¾ÄËT¾�¶Äµ5É�¶¸¾4Ü¸·�z é Þ`Ü¸¿ÐÌ�É|ÇÐ¿ëÜ�{�Ü¨·|¹�Ü � ¿Á¾�ÇÁ¾åãUÉbÂ¸ÒTÏ`Êb¾�Ï�ìU��»Í¿ÐÂÝÑhÀT¾�ÏËT¾4ÏT¾�Ï*¿ÁÏ�ËT¾�¶ � Ï¼» ¾�ÏTËTÒ`ÏTÊå¾�ÏpÜLÂÝÑhÀT¿Ð¾4ËT¾�Ï�»¢¾4¶¸ËT¾4Ï*Ì§ÒTÂÝÂ�º�»ßÉQæÝ¾4ËT·JÑhÀu¿ÐÏ	ËT¾4¶ � Ï�» ¾�Ï`ËTÒTÏTÊ
Ï]É|ÑhÀ ²eè®éä²J³ Æ�¾4ÂÝÜL¾4Ï�ãUÉbÂ¸Ò`ÏTÊfÊb¾4Â¸ÒTÑhÀpÜQ»Í¿Á¶¸Ë�ì�Ì§Ò`Â¸Â=¾�¿ÐÏ`¾r�fÉ|ÊbÇÐ¿ÁÑhÀTæ|¾4¿ÁÜ=Êb¾4¹�Ò`ÏTËT¾�Ï�»¢¾4¶¸ËT¾4Ï�ì
��»Í¿ÁÂ¸ÑhÀT¾4ÏGËT¾�Ï%Ì�ÉbÊ|ÇÐ¿ÐÑhÀ`¾�Ï�ã´É|Â¸ÒTÏTÊ|¾�Ï¹��Ò%ËT¿=Ö�¾�¶Ý¾�ÏB�4¿Ð¾�¶Ý¾�Ï�º � Ï�ËT¿Ð¾4Â¸¾4¶º�JÜ¸¾�ÇÐÇÁ¾�æ�É|Ï`Ï%ËT¿Á¾
�$É�Ü¸ÀT¾�Ì�É�Ü¸¿Ðæå·bÀTÏ`¾ßÉ|Ï¼» ¾�ÏTËTÒ`ÏTÊbÂ¸Æ ¾¨�4·bÊb¾4ÏT¾ÄÃÅ¿ÐÇë¹�¾�ÂVÜL¾�ÇÁÇÐÒTÏ`ÊÄÏ`¿ÐÑhÀpÜQ» ¾�¿ÁÜ¸¾�¶ÝÀT¾�Çë¹�¾�Ï�º�î~Â¢Ì§ÒTÂÝÂ
î ��Þ�¾4¶ÝÜL¾4Ï¼»Í¿ÐÂ¸ÂÝ¾�ÏH¿ÁÏ�Ë]É|Â é Þ`ÜL¿ÁÌ�¿Á¾�¶¸Ò`ÏTÊbÂ � ¾�¶V¹�É|ÀT¶¸¾4Ï�¾�¿ÐÏ�Æ ¾¨�4·bÊb¾�Ï�» ¾�¶¸Ë`¾�Ï Ù»9¾4¶ � Ï¼»¢¾4ÏTËT¾�¶Î»Í¿Ð¶ÝË���»Í¿ÐÂÝÑhÀT¾�Ï � ¾4¶¸Â¸ÑhÀ`¿Ð¾�Ë`¾�ÏT¾4Ï � ÂÝÞ�¾4æ�Ü¸¾�Ï�ËT¾�¶ � ·|¶¸Êb¾4Â¸ÑhÀTÇÐÉ|Êb¾�Ï`¾�Ï�ãUÉ�z
Â¸Ò`ÏTÊb¾�ÏuÊb¾�»Í¿ÁÑhÀ�Ü¸¾�Ï*ÌfÎTÂ¸ÂÝ¾�Ï�ìJÒTÌ ��Ò�¾�¿ÐÏ`¾�¶ î?ÏpÜ¸Â¸ÑhÀT¾4¿ÐËTÒTÏ`Ê ��Ò*Ê|¾�Ç É�ÏTÊb¾�Ï;º�»9¿Ð¾¨¾�ÏTË`ÊbÎTÇÁÜ¸¿ÐÊb¾
î~ÏpÜLÂ¸ÑhÀ`¾�¿ÐË`ÒTÏTÊ§¹�ÎT¶=¾�¿ÁÏ é Þ`ÜL¿ÁÌ§ÒTÌ »Í¿Á¶¸ËuÂVÜhÉ|¶Ýæ�ÞT¶¸·bÆ`ÇÐ¾�Ì�É|ÆTÀB{|ÏTÊb¿ÁÊ>Â¸¾�¿ÁÏ*ÒTÏTËuËT¿Ð¾¨¶¸¾4Ç É�Ü¸¿ � ¾½^¿ÐÑhÀpÜ¸¿ÐÊbæ�¾�¿ÁÜÍË`¾�¶ � ¾4¶¸Â¸ÑhÀ`¿Ð¾�Ë`¾�ÏT¾4Ï�áßÒ]É|ÇÐ¿ëÜ�{�Ü¸Â¸Ì	¾�¶ÝæJÌ�É|ÇÁ¾ÅÆ ¾�¶ÝÎTÑhæ�Â¸¿ÐÑhÀpÜ¸¿ÐÊb¾4Ï�º
î~Â\¾�¶ÝÊb¿ÐÆ�Ü¢ÂÝ¿ÐÑhÀ�Ë]É|¶¸É|ÒTÂ ¾�¿ÐÏ`¾j��» ¾�¿ëÜL¾ßÂVÜhÉ|¶Ýæ|¾>Õ]·b¶ÝËT¾�¶ÝÒTÏTÊåÉ�Ï*¾�¿ÁÏ*ÊbÒ`Ü¸¾�Âì�?¾4¶Ý¹�É|ÀT¶Ý¾�Ïu¹�Î`¶¢ËT¿Á¾
�H¼ é Ó� ������ú�R�ð�V��ø¦è�°�±0��²iè¦é��u�²è�²�ü�²�³c� °�±ðè�²_�n²iéä²ié � ²�³��ç� ¯Çø�²²é�®�²�³c� °�±ðè�²_��ø®è�°�±0ë��z²��êè�°�±�®�²ié��7�� ��� ÷~²�³�® ²eé��êè��ú��²iéô�~²�³��n°c�ç�¨è�°�±�®uè��z²eé§ë�|�V�Gé²éä²eé��

è C�l � ��Y ORHfO �£ORH�� � ¢ HfO � Y ORH¿Z \ ] n � ] � ����Y
m�S � Spn 	 Spn �

Ú Ì |¢¾4¶¸¾4¿ÐÑhÀ#ËT¾�Â é Þ�¾4¶LÉ�Ü¸¿Ð·bÏTÂ � ¾�ÂÝ¾ É|¶ÝÑhÀ$¿ÁÂÝÜÍ¾�¿ÁÏT¾M�ß¿Á¾�Ç]��É|ÀTÇ � ·bÏ$ÃÅ¾�Ò`¶¸¿ÐÂVÜL¿Áæ|¾�Ï#¾�ÏpÜn»Í¿ÁÑhæ|¾�ÇëÜ
» ·b¶¸ËT¾4Ï�ì`Ò`Ì µ~¶Ý·bÆTÇÐ¾4Ì�¾ÍËT¾4¶¶�H¼ é �4Ò*Ç]ÉbÂÝ¾�Ï�º Ú Ï*ËT¾4¶ � ¾�Êb¾4Çz¿ÐÂÝÜ ÎTÆ ¾�¶ ËT¾�¶Ý¾�Ï�ÂÝÜLÉ�ÜL¿ÁÂÝÜ¸¿ÐÂ¸ÑhÀ`¾
î~¿ÐÊb¾4ÏTÂ¸ÑhÀTÉ�¹�ÜL¾4Ï*ÏT¿ÐÑhÀpÜ¸Â¢Æ ¾�æ�É|ÏTÏpÜ º`»9¿Ð¾4Â ¿ÁÂÝÜ¢É|ÇÐÇÁ¾�¶ÝËT¿ÐÏTÊ|Â?É|ÒTÑhÀ*ÏT¿ÁÑhÀpÜ\ÎTÆ ¾�¶Ý¶LÉ|ÂÝÑhÀT¾�ÏTË;ì`Ë]ÉfÆ ¾�¿

ÖbØ



í�î  B¥7ïe¤¦«8©
«6÷6ª;:Á÷6£S¤®¬=<�ª�¬·¤�©�ª�¬®©�£]£ ©� L>u@"¤®¬=6ß¬®©�ª)÷6 pø
¿ÐÀ`¶¸¾�¶*î?ÏpÜn»Í¿ÁÑhæJÇÁÒTÏTÊ ËT¿Á¾�Â¸¾ � Â¸Þ ¾�æpÜL¾�æ�¾�¿ÐÏ`¾ � ·bÇÁÇÐ¾#Â¸ÞT¿Á¾�ÇëÜL¾�Ï;º Ú Ï^ËT¾�¶ � ¾�Ê|¾�Ç9Ë`¿Ð¾�Ï`¾�Ï^Â¸¿Á¾
��Ò`¶ é Þ`Ü¸¿ÐÌ	¿Ð¾�¶ÝÒTÏTÊåÒTÏpÜ¸¾�¶À�?¾�¶¸ÏTÉ|ÑhÀTÇ�{�Â¸Â¸¿ÁÊbÒTÏTÊ	¾ � ¾�ÏpÜLÒ`¾�ÇÐÇÁ¾�¶9Õz¾4ÀTÇÐ¾4¶�¿ÐÏ#ËT¾�¶j��·JËT¾�ÇÁÇÐ¿Á¾�¶¸Ò`ÏTÊTì
Êb¾4Ï]É|Ò »Í¿Á¾�Ò`¶¸Â¸Þ`¶¸ÎTÏTÊ|ÇÐ¿ÐÑhÀ ËT¿Á¾	½^ÎTÏ`Â¸ÑhÀ�Æ]É|¶Ýæ|¾�¿ëÜL¾4Ï�º"|¢¾4¿ ¿ÁÀT¶¸¾4¶Äî?ÏpÜn»Í¿ÁÑhæJÇÁÒTÏTÊ�ÂÝÜhÉ�ÏTË æ�Ç É|¶
ËT¿Á¾ � Ï¼»¢¾4ÏTËTÒTÏ`Ê�É|Ò`¹7æ|·bÏ`æJ¶Ý¾4Ü¸¾fµ~¶¸·|ÆTÇÐ¾4Ì�¾>¿ÁÌ �?·b¶ÝËT¾�¶ÝÊb¶¸ÒTÏ`Ë�º
�fÉJÑhÀpÜL¾\Ì�É|ÏÄ¾�¿ÐÏ`¾\ã�¿ÐÂVÜL¾ � ·bÏ�?¾4¶Ý¹�É|À`¶¸¾�Ïf¾�¶¸ÂVÜL¾4ÇÐÇÐ¾4Ï�ì�ËT¿Ð¾ÃæÝ¾�» ¾�¿ÁÇÐÂnËT¿Ð¾ � ¾4¶¸ÂÝÑhÀT¿Ð¾4ËT¾�ÏT¾4Ïß�EÇÐÉ|Â�zÂ¸¾4Ï � ·|Ï � ÏTÂ�{�Ü��4¾�Ï �4ÒT¶7ã´É|Â¸ÒTÏTÊ � ·bÏ �H¼ é zcµ~¶¸·bÆ`ÇÐ¾�Ì	¾�Ïè¶¸¾4ÞT¶�{|ÂÝ¾�ÏpÜL¿Á¾�¶Ý¾�Ï�ì�Â¸·Åæ6ÉbÏTÏpÜ¸¾\ÌuÉ�Ï��Ò�¹�·bÇÁÊb¾�ÏTË`¾�¶�ì`ÒTÏ � ·bÇÁÇÐÂÝÜ�{|ÏTËT¿ÁÊb¾�¶ � Ò`¹�ÂÝÜ¸¾�ÇÁÇÐÒTÏTÊåÊ|¾�Ç É�ÏTÊb¾�Ï;Ó

• »Å¿Ð¾=µ5É|¶Ý¾4Ü¸·�z é Þ`Ü¸¿ÐÌ�É|ÇÐ¿ëÜ�{�Ü�ìâË`¿Ð¾?ËT¾�ÏfÌuÉ�Ü¸ÀT¾�Ì�É�Ü¸¿ÐÂ¸ÑhÀ`¾�Ï�ì Ï`¿ÐÑhÀpÜ5Þ`¶¸·bÆTÇÁ¾�Ì	Â¸Þ ¾¨�4¿=�]ÂÝÑhÀT¾�Ï� ÏTÂLÉ�Ü��E¶¸¾�Þ`¶�{|ÂÝ¾�ÏpÜL¿Á¾�¶ÝÜ�º
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Ie:EPSD>8;D>N`L¿5�MWM	8@D^] k 8;L=aKC>8p5�L=M�� ¯ D>M	aKC`6\5�?WN�8;:EIeMBA[X>D>N�Ie:EPSD>8;D1X>D><mijD><>:EV@8@M�<>:E8@D>8;D�NQlSD>D>8;Duc�!M�Z�:=6UI�V k 8;: k :EaKC`I	:=ZS8fh�D>MevQI	V@8pV@X>?�É�RwM	8JIeV@XUD>ZF<U8@M%À�PSD>V;8@TUI	M�:ED�<>8;?Hd!?	5��Y:=M@c¸4�:=8@MW8
k 8@?	<U8@Do:ED<>8@DA[PSL=Z�8@D><>8;DhH6>MWaKC>D>:EIWIe8;D��SP�?	ZS8;MWIe8;L=L�I�c

$�ç�³ 1 2mè)(43�ö´5,ð�ë�7�íwñ8/ íFè è,ð)3wö µ ð�ë�ë¸ñKèï�/ êÈè
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aKC>8;RF:EM	aKC>8;DoijD><>XUMWIe?W:=8f8@?W<\5�aKC�I�X>D><m8@?	TU?	PS6UI@c
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(TV )
k1��:ED>8�·\X>D>NS½

Ie:EPSD
dH : R→ R

RF:�I

dH(y) := e−|ỹ|
n

, k PS6�8@: ỹ 8@:=DU87Z�8@8@:EZSD>8JIe8�º ?e5�D>MBA[PS?	RF5QI	:=PSD���PSD y :=MBI ,C>8;:=��I¼»�D����J¤¥¢f½�ªj«�¢?>&@BA\¡¥;=Y¢?>&@BA?CBD��e©�¡J¤¥ªE>[ �¨Y¢U©�ª3¤�«�¢ ¾=_�p¦_¡J¢¥¿¯D�nEn
(TV )

c
g�8@8@:EZSD>8JI�:=Rµ®_:=D>D>8%��PSD1��5�?	?W:=D>ZQIePSDG6�8@<>8;XUIe8JI�]

ỹ
M	PwV@X k v�CUL=8@D^]\<\5�M	M

dH(LSL) = dH(USL) = 1/e.

hHLEM�RFl�ZSL=:EaKC>8¼º ?e5�D>MBA[PS?	RF5QI	:=PSD�Z�:=6UI�8;?
ỹ =

2y − (USL + LSL)

USL− LSL5�Duc
�!?�698JIePSD�I�:=D>MW698;M	PSD><U8@?	8�<>:E8�<UX>?	aKCF8@:=DU8�MWPSL=aKC>8Àº ?e5�DUMWA[PS?WR�5QI	:=PSD�8;?	?	8;:=aKC�Ie8��!:=D>CU8@:EI	8@DY½
A[?	8;:=C>8;:EI�<U8@?�?	8;M	X>L�Ie:=8;?	8;D><>8@Dog�?	lS�S8;Duc
®YPË<>8;�>D>:=8;?WI�]�:EMWI

dH(y)
M©l_RFRw8;I	?	:EM	aKCÂX>R <>:=8�³�:�I	I	8mV k :=MWaKC>8@DÁ<>8@?wX>D�Ie8;?	8@D�®YT98;V@:Î½�\N�5QI	:=PSD>MWZS?	8;D>V@8ËÔ ®UÔ�XUD><Ú<>8;?�P�698;?	8@DÚg�?	8@DUV@8ÑÉ%®UÔ!c�4H8;?odù5�?e5�Rw8;I	8@?

n
ZS:=6YI8@:=DU8

³�lSZ�L=:=aKCUN�8@:�I%<>8;?fg�8 k :=aKC�I	X>D>ZG<>8;?�hH6 k 8;:=aKC`X>D>Z�SP�R ³�:�I	I	8@L k 8@?BI�cugf?WPS�S8p�Ñ8@?BIe8��PSD
n
8;?	ZS8;698;Do±¸5�aKCU8,À�X>?W��8b:=R tO8;?	8;:=aKC1<>8;Mf®YPSLEL k 8@?BIe8@M;]9N`LE8@:=DU87�Ñ8@?BIe86�8@MBIe?	5QA[8@D1N`LE8@:=DU8hH6 k 8@:EaKC_XUD>ZS8@DF�SPSRû®YP�L=L k 8@?BI�MWIev�?	NQ8@?@cY� k 8@:>Ijl_T>:EM	aKC>8�tO8@:EM	T>:E8@LE8�A ¯ ?!� ¯ D>M	aKC`6\5Q?	N�8;:EI	MB½A[X>D>N�I	:=PSD>8;D���PSRé�H5�?W?	:=DUZ�IePSD´º�lYTqV;8@:EZ�I�<\5�M%t�:=L=< · c ø c\��8;D>DoA ¯ ?�8@:ED k 8@:�Ie8;?	8@M y∗ :=R®YT�8@V;:E�\N�5QI	:=PSD>MW:=D�Ie8;?W�Q5�LEL\<>:=8�� ¯ D>M	aKC`6\5Q?	N�8;:EI dH(y∗)

6�8@N�5�DUD`I�:=MWI@]`M	PbN�5�D>D�<\5�?e5QX>M�<>8;?
���YT9PSDU8@D�IH6�8@MBIe:ERFRI k 8;?	<>8;DuchHXYA[ZS?	X>DU<Ñ<>8;?7��5�C>L!8;:=D>8;?fM©l_RFRw8;I	?	:EM	aKC>8;Ds·\X>D>N�Ie:EPSD>8;DUA35�Rw:=L=:E87A ¯ ?7<U8@D'®_PSL=L k 8;?WI	A35QL=L
k 5�?w�H5�?W?	:=DUZ�IePSD'Z�8@V k XUD>ZS8@D^]×A ¯ ?�<>8@D�³o5��Y:=Rw:=8;?	X>DUZSMWA35�LEL�8@:=DU8�5QD><>8@?W8m·¸XUD>N�Ie:=P�D>8@DY½N`L¿5�MWM	8fV@XmD`XUIeV;8@Duc
FGIH4JLK8M&KONPJRQ�SÂÁÃU©¹¥_bada!K�J¯®ªM&NPJ`Zh[]\¯G¥V�XLJ`Z�[!\�^L_badceG�KEMdZhg�i`J¯c�MdK8NPJ

(LB)
kq�!:ED>8�·\X>D>NS½

Ie:EPSD
dH : R→ R

RF:�I

dH(y) = e−(e− ˜̃y), k P�698;: ˜̃y
8@:ED>8fZS8@8;:=ZSDU8;Ie8�º ?e5QD>MWA[PS?WR�5�Ie:=P�D��SPSD

y
:EMWI
.

C>8;:=��I¼»�D����J¤¥¢f½�ªj«�¢?>&@BA\¡¥;=Y¢?>&@BA?CBD��e©�¡J¤¥ªE>[ �¨Y¢U©�ª3¤�«�¢�Ä�«!Å
(LB) Æ ¶¾¬�c

4H:E8,ºù?	5�D>MBA[PS?	RF5QIe:EPSDm<>8@?%�Ñ8@?BIe8
y
D\5�aKC ˜̃y

M	P�L=L C>:=8;?HD\5�aKCÈ8;:=D>8;?�³�8;M	M	XUD>Z�<U8@?fg�?	lS��8
y
X>D><q<>8;?f�^X k 8;:=M	XUD>ZG8@:ED>8@?�ZS8@8;:=ZSDU8;Ie8;D1� ¯ D>MWaKC_6>5�?	NQ8@:EI7X>DU<q8@:=DU8@?H8;D�IeM	TU?	8@aKCU8@D><>8;Dº ?e5�D>MWL¿5QI	:=PSD7<>8;?!®YT�8@V;:E�\N�5QI	:=PSD>M	5�aKC>MW8O8@?BA[PSL=Z�8@Duc 4%5�<>:=8;M	8@?`º�l_T� ¯ D>M	aKC`6\5�?WN�8;:EIe8;D�C>:=8;?D>:EaKC`I k 8@:EI	8@?�6�8�5�aKC�Ie8JI k :E?	<u]�MW8@:¸V@X>R 8;:=D>8;DwA ¯ ?�<>:E8�4H8;Ie5�:=LEM�5QXUAu<>8;D�h�?WIe:EN�8;L¸��PSD���5�?B½?	:ED>Z�I	PSDsÄ �H5�? yI· Æ ]^V;X>R 5�D><>8;?	8@D1A ¯ ?%�!?	ZS8;6>D>:EM	M	8,V;X1M	8;:=D>8;DqMWIe5QIe:EMWIe:EM	aKC>8;DÈ�!:=ZS8;D>M	aKC\5�A¿½Ie8;D15�XYA×<>:E8�hH?	6�8@:�Ie8;Dm��PSD��Ñ8@6�8@?�X>D><m��8;:=C>M7Ä ���¼Ó ýQÆ X>D><´ºù?	5�XUI	R�5�DUD�X>DU<��Ñ8@:=CUM
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�^X>?fÀ�PSRb6>:ED\5QIe:EPSD1<>8;?f:=D><>:��_:=<>X>8;L=LE8@D�� ¯ D>M	aKC`6\5�?WN�8;:EIe8;D dHi , i = 1, 2, . . . , m
V@XË8@:Î½

D>8;R � ¯ D>MWaKC_6>5�?	NQ8@:EI	M	:ED><>8J�o8@RwTU�\8;C>LEI���5�?	?W:=D>ZQIePSDG<\5QM�Z�8@PSRw8;I	?	:=MWaKC>87³�:�I	Ie8;L�c
FGIH4JLK8M&KONPJRQ�S�È#U©¹¥_bada!K�J¯®ªM&NPJ`Zh[]\¯G�a�V�XLJ`Z�[!\�^L_badceG�KEMdZ�KOJL�LGI��k14H:=8·\X>D>N�Ie:EPSD

q :
Rm → R

RF:�I

qH(y) :=

(
m∏

1

dHi (yi)

) 1
m

C>8;:=��I¼»�D����J¤¥¢f½�ªj«�¢?>&@BA\¡J�´;=Y¢?>&@BA?CBD��e©�¡J¤¥ªE>J¤¥¢�¦_¡W§Sc
�H5Q?	?	:ED>Z�I	PSD>MFtO8@ZS? ¯ D><>XUD>ZsA ¯ ?�<U:=8�s5�CULH:=MBI�:ED�Ie8@?W8@MWMe5�D�Ie8;? k 8@:EM	8ÈD>:=aKC�I�R�5QI	C>8@RF5QI	:�½M	aKCU8@?%Ê�5QIeXU?@c>n%:E8@L)Rw8@C>?�8@RwTU�\DU<>8;I�8@?�<\5�M�ZS8;PSRF8JIe?W:=M	aKCU8b³�:�I	I	8@L)5�LEM�RF5QI	C>8@RF5QIe:EM	aKC>8
�!D�IeM	TU?	8@aKC`X>DUZp<>8;M��×�^8;N`I	M@]S<>5�M	M×8;:=D,t�8@D`XUIeV;8@?!8;:=D,d!?	P_<>X>N�I!6�8@?W8@:�IeM�<>5�D>D�5�LEMùRw:=D><U8@?B½
k 8@?WI	:=ZF698JIe?e5QaKC`I	8;I@] k 8@D>Dq8;:=D>87<>8;?HZS8 k ¯ D>M	aKC�I	8@DË�!:=ZS8;D>M	aKC\5�A¥Ie8@Do<>8@MHd�?WPY<UX>N�IeM%D>:EaKC�I8@?BA ¯ L=L�I�:=MBI�c· ¯ ?�<U:=8f�H5Q?	?	:ED>Z�I	PSD>M	aKCU87h�X>M k 5�C>LÕ��PSDo·\X>DUN`I	:=PSDU8@D>N`L¿5QM	M	8fX>DU<�ijD><U8J�mZS:ELEI�÷
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��G�����_<Q�S�É �!:=D�<UX>?	aKC7<>8@D7��5�?	?W:=D>Z�I	PSD>MWaKC>8@D7hHD>M	5QIeV!Z�8@D>8;?	:=8;?WI	8@?)ÔÕlSM	XUD>ZSMW��PS?	MWaKC>L¿5QZ
yopt

:EMWI�T\5Q?	8;I	PQ½jP�TUIe:ER�5�L�c
�,GI�,GfKOZ���hHD>Z�8@D>PSRwRw8@DÙ8;:=D>8oÔ)l�M	X>D>Z

yopt
Rw:EIF<>8;D�� ¯ D>MWaKC_6>5�?	NQ8@:EI	8@D di(y

opt
i )

:=MWI
D>:EaKC`I%T\5�?	8JIePQ½áPSTUI	:=RF5�L�]\<uc Cucu8;M�ZS:=6YI%8@:EDÈr%6_�W8@N�I

z
Rw:EI�� ¯ D>M	aKC`6\5Q?	N�8;:EI	8@D di(zi) X>D><

di(zi) ≥ di(y
opt
i )

X>DU<�8;M�8��Y:=MWI	:=8;?WI�8@:EDijD><>8J�
j
RF:�I

dj(zj) > dj(y
opt
j )

c¸4%5�DUD�ZS:ELEI

q(z) = dj(zj) ·
∏

i6=j
di(zi) ≥ dj(zj) ·

∏

i6=j
di(y

opt
i ) > dj(y

opt
j ) ·

∏

i6=j
di(y

opt
i ).

4H:E8@M�:=MBI�5�698;?�8@:ED�Í:E<>8@?WM	T>?WX>aKCoV;X>?�hHD>D>5�C>Rw8
yopt

:=MBI�Ô)l�M	X>D>ZUc
�

· ¯ ?�<U8@DÈ8@:EZS8@D�IeLE:=aKC>8;DÑr�TYIe:=Rw:=8;?	X>DUZSM	MWaKC>?	:�I	I%:EMWI�<U:=8,hHD k 8@D><UX>D>Zo<U8@MfZS8@P�RF8JIe?	:EM	aKC>8;D³�:�I	Ie8;L=M�5QD>MWI	8@L=LE8%<>8;M�d�?WPY<UX>N�Ie8@M�<>8;?���:ED>V@8;L k 8@?BIe8�6�8@<>8;XUIeX>DUZSM	LEPSM@]\<\5b8;:=D>8�RwPSD>PQIePSD>8º ?e5�D>MBA[PS?	RF5QI	:=PSDÈ<>:E8�Ô)5�ZS8w<>8;?,³o5��Y:ER�5D>:=aKC�Ibv�D><>8;?WI�]>�W8@<UPYaKCÑM	:=aKCU8@?WID`X>?<>:E8�³m:EIW½
Ie8;L k 8@?BIe6>:EL=<>X>DUZ<>:E8Hn�8@?WZSL=8;:=aKC`6\5�?WN�8@:�I�<>8;MO� ¯ D>MWaKC`6\5�?	NQ8@:�IeM	:ED><>8��mRF:�I�8;:=D>8;?�8@:ED>V@8;L=D>8;D� ¯ D>MWaKC`6\5�?	NQ8@:�IeMWA[XUD>N�Ie:=P�DucÕ4H:E8@M%:EMWI�8@:=D�A ¯ ?H<>:E8d!?	5��Y:=M k :EaKC�Ie:=Z�8@?Hh�M	T�8@N�I�]9<\5�D`X>?%MWP8@:ED>8�°áijD�IeX>:�Ie:=P�D ² <\5QA ¯ ?�8@D�I k :=aKNQ8@L�I k 8;?	<>8;DmN�5�DUDu] k 8@LEaKC>8ftO8;<>8@XUI	X>D>Z�<>:E8H8@?W?	8;aKC>D>8;I	8@D� ¯ D>MWaKC`6\5�?	NQ8@:�Ie8@D�A ¯ ?�<>:=809%X\5�LE:EIevQI�8;:=D>8;M�d!?WPY<>XUN`I	8@M�C\5�6�8@Duc�H5Q?	?	:ED>Z�I	PSDÙC\5QI�<>:=8o� ¯ D>M	aKC`6\5�?WN�8;:EIe8;D�Rw:EI�<>8@R ·\PSN`X>MG5�XUA7<>8;?GT>?e5QN`I	:=MWaKC>8@DÍhHD_½
k 8@D><>6>5�?	NQ8@:EI�8;D�I k :=aKN�8;LEI@c���?ZS8@C�I�M	P�Z�5�?MWP k 8;:EI�]ù8@:ED>8®YN�5�L=515�D>V;X>ZS8@6�8@D^]!5�D��H5QD><<>8;?	8@?�8;:=D�hHD k 8@D><>8;?�<U:=8Êºù5�X>ZSLE:=aKC>NQ8@:EI×M	8@:ED>8@M�g�8@M	5�RIeTU?	P_<>X>N�Ie8;M�6�8@XU?WIe8;:=LE8@D�M	PSLEL�c�®Y8@:EDn�PS?WM	aKC>L=5�Z�M	:=8;C�I k :E8%A[PSL=ZQI�5�X>M;÷

• � ¯ D>M	aKC`6\5�?WN�8;:EI ø M	8@:\°jXULEIe:ER�5�Ie8�Me5�Ie:=MBA35�a;I	:=PSD ² P_<>8@?�°j:=RwT>?WP ��8@Rw8@D�I�698olSPSDU<�IeC>:EMT�PS:=D�I�C\5QM�D>Pw�Q5�LEX>8 ²BË
• � ¯ D>M	aKC`6\5�?WN�8;:EI 0.8−1

M	8;:\°á8J�Ya@8;L=LE8@D�I ² P_<>8;?!° k 8;L=L>6�8�l�PSD><�5�DIl_I	C>:=DUZ5��Q5�:=L=5�6>LE8 ²¾Ë
• � ¯ D>M	aKC`6\5�?WN�8;:EI 0.63−0.8

M	8;:�°eZSP_PY< ² P_<>8@?^°áM	L=:EZSC�IÕ:=RwT>?WP ��8@Rw8@D�I)P �S8;?ù:ED><>X>MBIe?	:=5�LÌ`X\5�LE:EIjl ²¾Ë
• � ¯ D>M	aKC`6\5�?WN�8;:EI 0.4− 0.63

M	8@:^°j5�a@a;8@TUIe5�6>LE8�]\6>XUI�T�P_PS? ²BË
• � ¯ D>M	aKC`6\5�?WN�8;:EI 0.3− 0.4

MW8@:u°j6�PS?	<U8@?	LE:=D>8 ²¾Ë
• � ¯ D>M	aKC`6\5�?WN�8;:EI 0− 0.3

MW8@:u°jXUD\5�a@a;8@TUIe5�6>LE8%IePwa@PSRwT>L=8JIe8;L�lFX>D\5�a;a@8@TYIK5�6>LE8 ² c
hHDUZS8@MW:=aKC�IeM�<>8@?�:=D�À75QT>:EI	8@L)ÅUc ý 8;?	V;:=8@L�Ie8;D1�!?	ZS8;6>D>:EM	M	8pR ¯ MWM	8@DoM	8@:ED>8p��:ED�Ie8@:EL=X>DUZS8@D�5�L=M8;I k 5�M�V@XoMBIK5�?WN��S8;?e5�LEL=ZS8;RF8;:=D>8;?	D><m5�D>Z�8@M	8;C>8@D k 8;?	<>8;DucÕ®Y:E8f698;?	X>C>8;D15�XYA×<>8;?�A3v�LEM	aKC>LE:�½aKC>8;Dwn�8;?	D\5�aKCUL¿v�MWM	:=Z�X>D>Zf<>8@?�·\8@CUL=8@?BIe8;?	Rw8�:=D�<>8;D�³�P_<>8;L=L=8;Du] k 8@MWC\5�LE6���5�?	?W:=D>Z�I	PSD,M	:EaKC<>:E8�8@:=DUM	8@:�Ie:EZS8�tO8JIe?e5QaKC`I	X>D>ZF<>8@M��!? k 5�?WI	X>D>ZSM k 8;?WI	8@M%LE8@:=MBIe8;DmN�5�DUDuc�!:=D>8,<U8;IK5Q:=L=LE:=8;?WIe8;?	8��?WlS?WI	8@?WX>D>Zm<>8@?p³�lSZ�L=:=aKCUN�8@:�I�8@:ED>8@?�MWPSL=aKCU8@D�®YN�5�L¿5��\D><U8;I7M	:EaKCÑ:ED
Àf5�T>:�Ie8@LuÅUc ý c

ý Ø
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Ê�:EaKC�IeM	<U8@MWI	P k 8;D>:=ZS8;?ù6U:=8;I	8@Df<>:E8��SPSDp�H5Q?	?	:ED>Z�I	PSD�5�D>Z�8@ZS8;698;D>8@Df��8;?WI	8�8;:=D>8!Z�XUIe8�´�:=aKC�IW½M	aKCUD_XU?×A ¯ ?ù<U8@Dbh�D k 8@DU<>8@?!V;X>?!5�DUA3vQD>ZSL=:EaKC>8@Dp·\8@MBIeL=8;ZSX>D>Z�<>8@?×��:ED>V@8;L k ¯ DUM	aKC`6\5�?WN�8@:�Ie8;Duc�H5Q?	?	:ED>Z�I	PSD>MG·\X>D>N�I	:=PSD>8;D�C>5�698;DÍ8@:=DU:=ZS8ÈÊ�5�aKC�Ie8@:EL=8qZS8;ZS8@D ¯ 6�8@?MWT\vQIe8;?	8;DÚhHDUMevQI	V@8@D^cijD>MW698;M	PSD><U8@?	8fMW:=D><G<>:E8%·\X>D>N�I	:=PSD>8;D�A ¯ ?�<U8@D�®YPSLEL k 8@?WIWA35�L=L\<UX>?	aKC<>:E8�®fl_RwRF8JIe?	:E8HD>:EaKC�IM	8;C>?�±\8��U:E698;L�c���8;:EIe8;?	C>:ED�:=MBI�H5�?W?	:ED>Z�IeP�DÙZS8@V k X>D>ZS8;Du]�A ¯ ?³�5��Y:=Rw:=8@?WX>D>ZSMWT>?	P�6>L=8;RF85�XUAf8;:=D>815�D><>8;?	8qÀ�L¿5QM	M	8��SPSDÍ·\X>D>N�I	:=PSD>8;D ¯ 6�8@?WV@X>ZS8;C>8@D^] k 5�M�<>:=8mn�8@?	Z�L=8@:EaKC`6\5�?	NQ8@:�I�S8;?	MWaKC>:=8;<>8@D>8;?�� ¯ DUM	aKC`6\5�?WN�8@:�IeM k 8;?WIe8 k 8@:�Ie8;?�8;?	MWaKC k 8@?BI�c4H8;?bZS?	P��S8Fn�PS?BIe8;:=L�<>8@?�H5�?W?	:=DUZ�IePSDUM	aKC>8;D�·¸XUD>N�Ie:=P�D>8@DsLE:=8;Z�I:EDs<>8;?�³�lSZSLE:=aKC>NQ8@:�I�])M	:E8
ZS8;M	aKC>LEPSM	MW8@Ds5QD>V@X>Z�8@6�8@D�XUD><Ñ:EDÈ:=C>?W8@?f4H:��^8;?	8@DUV@:=8;?	6\5Q?	N�8;:EI�A ¯ ?�<U:=8�RF8;:=MBIe8@DËdù5�?e5�Rw8J½Ie8;? k 5�C>LE8@Duc�t�8@:=<U8��!:=ZS8;D>M	aKC\5�A¥Ie8@D k :E?	N�8;D�M	:=aKC,Z ¯ D>MWI	:=Z�6�8@:Y<>8@?!D`X>Rw8@?W:=M	aKCU8@DFr%TUIe:ERF:E8J½?	XUD>Z�5QX>M@c
�!Mb:=MBIb:ED`I	8@?W8@M	M	5�D�I�V@X'6�8@Rw8@?WN�8@D^]×<\5�MWMb:=D'��5�?	?W:=D>ZQIePSD>MÀ�PSDUV@8@TYI,<>8@?,³�PY<U8@L=LE:=8;?	X>D>Z
<>8;?m�^:=8@LEZS?	l��S8@DÁN�8@:ED>8ÈtO8;<>8@XUI	X>D>ZÂZS8@MWaKC>8@DUN`I k :=?W<uc�� k 5�?GD`XUI	V;I8@?G<>5�M���8;?	N`V@8;X>Z:=RÏÀ�P�D`I	8J�_I�<>8@?�n�8;?	M	XUaKC>M	T>L=5�D`X>D>Z>]\8;?�MWIe8;L=L�I �W8@<UPYaKCmN�8;:=D>87¾�6�8@?WL=8;ZSX>D>ZS8;Dm5�Du] k 8@LEaKC>8tO8;<>8@XUI	X>D>Zf<>:E8ORw:EIù<>8@?�³mPY<>8;L=LE:=8@?WX>D>Z��S8;?	6>X>DU<>8@D>8�É�D>M	:EaKC>8@?WC>8@:�I×A ¯ ?×<>:E8Oh�D k 8@DU<>X>D>Z<>8;M�n�8;?WA35�C>?W8@D>M�C\5�I�c
�!:=D>8'I	:=8;A[8;?	ZS8;C>8@DU<>8ÂtO8;I	?e5�aKC�IeXUD>ZÚ<>8;M���5�?	?W:=D>ZQIePSD>MWaKC>8@D¬hHDUMe5QI	V@8@MÈ�\D><U8;IÑR�5�D#:ED
Ä ���¼Ó ýQÆ 6>V k c)ÄÑº��¼Ó�Ø Æ c
$�ç�Ò 1 2mè)(43�ö´5,ð�ë�7�íwñ8/L(�Óuîè¥7À/Oñ�êqè è,ð)3wö

' íFë�ë�ñKèïFíFë]Ô�ÕÂîGñ�3wö
ijDõÄÃ4�® þ Ó Æ MWI	8@L=LE8@DÍ<>:E8Ëh�XUIeP�?	8@D�4H8;?	?	:ED>ZS8;?mXUD><»®YXU:=aKC¼8@:=DU8@D�5�LEI	8@?	D>5QIe:��S8@DÍh�D>Me5QI	V
V@XU?�4H8;�>D>:EI	:=PSD1<U8@?H� ¯ DUM	aKC`6\5�?WN�8@:�IeMBA[X>D>N�Ie:EPSDË��PS?@cu®Y:=8pD`XUIeV;8@DÈMWI ¯ aKN k 8;:=M	8�<>8J�\D>:E8@?WI	8·\X>D>N�Ie:EPSD>8;Du]UX>RÏ8@:ED>8%ZS?WlS�S8@?W8�·�LE8J�Y:=6>:EL=:�IKvQI�:EDG<>8@?�g�8@MBIK5�L�I�<>8;?�ÀfXU?W�S8;DV@X8@?W?	8@:EaKC>8@D^c
ijDsh�6>6>:=LE<>X>D>Z · c x M	:ED><'tO8;:=M	TU:=8@LE8F<U:=8@MW8@?,·\X>DUN`I	:=PSDU8@D�A ¯ ?7�S8;?	M	aKCU:=8@<U8@D>8md�5Q?e5�Rw8;I	8@?B½N�P�Rb6>:=D>5QIe:EPSD>8@D�V@XÈM	8;C>8@D^cÕ·\PSL=ZS8;D><>84H8;�\DU:EIe:EPSD>8;D1L=8;ZS8@D1<U:=8,4H8;?	?W:=D>ZS8;?B½Ð®YX>:=aKC1·¸XUD>NS½
Ie:EPSD>8;DA[8;MWI@÷
FGIH4JLK8M&KONPJRQ�SOT�Ö�U�FG�ada]KOJ¯®PG�a�×oØ�iLK�[!\°VYXLJLZ�[]\�^`_badceGfK8M&ZhgjiLJLc�M&KONPJ¯G�JRg�XLa

(TV )
k

�!:=D>8F·\X>D>N�Ie:EPSD
dTVDS : R → R

Rw:EIf<>8;D�?W8@8@LEL=8;D�dù5�?e5�Rw8;I	8@?WDÑX>D�I	8@?	8�®YT�8@V@:��\N�5QIe:EPSD>MÐ½
ZS?W8@D>V;8

l
]�®YP�L=L k 8@?BI t ]�PS6�8@?W8�®YT98;V@:��\N�5QIe:EPSD>M	Z�?	8@DUV@8 u ]�M	P k :E8�<U8@Dgf8 k :=aKC�Ie8;D βl ] βr ∈ R+A ¯ ?�h�6 k 8@:EaKC`X>D>ZS8;D1D\5�aKC�L=:=DUN_M�P_<>8;?�?	8@aKC�I	M���PSRé®YPSLEL k 8@?WI�RF:�I�<>8@?�·\PS?WR

dTVDS(y) :=





0,
A ¯ ? y ≤ l;(

y − l
t− l

)βl
,
A ¯ ? l < y ≤ t;

(
u− y
u− t

)βr
,
A ¯ ? t < y ≤ u;

0,
A ¯ ? u < y,C>8;:=��I¥;=Y¢?>&@BA?CBD��e©�¡J¤¥ªE>[ �¨Y¢U©�ª3¤�«�¢�Ä�«!ÅÚÙ¡J�J��¤¥¢f½_¡J�¾Û�Ü¸¨_¤�@BA Æ ¶B¬, ¾=_�p¦_¡J¢Ý¿¯D�nEn (TV )

c

ýI·
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(LB)
<>8;?%?	8;aKC`I	8F� k 8;:=ZF°�A[8@C>L�I ² ]�ZS8;698;DÈ4H8@?W?	:=DUZS8@?Ð½B®YX>:EaKC1A ¯ ?%<>:E8@MW8@DË·¸5�L=LA[PSLEZS8@D><U8f4H8;�\DU:EIe:EPSDuc

FGIH4JLK8M&KONPJRQ�SOTeT°U�FG�ada]KOJ¯®PG�a�×oØ�iLK�[!\°VYXLJLZ�[]\�^`_badceGfK8M&ZhgjiLJLc�M&KONPJ¯G�JRg�XLa
(LB)

k
�!:=D>8f·\X>DUN`I	:=PSD

dLBDS : R→ R
Rw:EI�<>8@D�d�5�?	5�Rw8;Ie8;?	D

l, t, βl k :=8�V;XU�SP�?�XUD><�<U8@?�·\PS?	R

dLBDS(y) :=





0,
A ¯ ? y < l;

(
y − l
t− l

)βl
,
A ¯ ? l ≤ y ≤ t;

1,
A ¯ ? t < y,

C>8;:=��I¥;=Y¢?>&@BA?CBD��e©�¡J¤¥ªE>[ �¨Y¢U©�ª3¤�«�¢�Ä�«!ÅÚÙ¡J�J��¤¥¢f½_¡J�¾Û�Ü¸¨_¤�@BA Æ ¶B¬, ¾=_�p¦_¡J¢Ý¿¯D�nEn (LB)
c

4H:E8@M	8H4H8;�>D>:EI	:=PSD>8;D�MWaKC>8@:ED>8@D�V;X�:=RwT>LE:=V@:E8@?W8@Du]Q<\5�M	MO5�X>aKC�:ER 4H8@?W?	:ED>ZS8@?Ð½B®YXU:=aKC�·¸5�LEL><>:E8
�S8;?	MWaKC>:=8;<>8@D>8;D°º�l_T�8@Ds<U8@?pr%TUIe:ERF:E8@?	XUD>ZGRF:�I�X>D�Ie8;?	MWaKC>:=8;<>L=:EaKC>8@D�·¸XUD>N�Ie:=P�D>8@D>N`L=5�M	MW8@D
6�8@C\5�DU<>8@L�I k 8@?	<U8@DR ¯ MWM	8@D^cUhHLEL=8;?	<>:ED>ZSM�8@?	L=5�X>6UI�8@:ED>8HZ�8@8@:EZSD>8JIe8%É�RwA[P�?	RbX>LE:=8;?	X>D>Z7<>8;?4H8J�\D>:EI	:=PSDU8@D<>:=87�^XUMe5�RwRF8;DUA35�MWM	X>D>Zw6�8@:=<U8@?Êº�lYT�8@D^c
É�R :ER ��8;:EI	8@?	8;D�8;:=D>8w8@:ED>C>8@:�IeLE:=aKC>8�Ê�P�IK5QI	:=PSDÈA ¯ ?7<>:=8;M	8F·×v�LEL=8,V@XU?b�H5QD><�V;XsC\5�6�8@Du]
k :=?W<<>8;�\DU:=8@?BI�÷
FGIH4JLK8M&KONPJRQ�SOTf�RU©Þ�KOJL\LGfKEMdß�KO[!\LGà´NªM&_?MdK8NPJágjX¯aâFG�ada]KOJ¯®PG�a�×oØ�iLK�[!\#ã¯iLJLc�MdKONPJ¯GfJrk
�!:=D09%X>:ED`I	X>T�8@L

(l, t, u, βl, βr)
698;V@8@:EaKC>D>8�8@:ED>8×� ¯ D>MWaKC`6\5�?	NQ8@:�IeMWA[XUD>N�Ie:=P�Dp�SP�R 4H8;?	?	:ED>ZS8;?B½®YX>:EaKC¥º�l_ToRw:EI�A[PSL=ZS8;D><>8;Dmn�8;?	8@:ED`6\5�?	XUD>ZS8@D^÷

�Ñ8@D>DmZS:=L�I

l, t, u ∈ R, l < t < u, βl, βr ∈ R+,
<\5QD>D�MW8@:Õ<>8J�\D>:E8@?WI

(l, t, u, βl, βr)(y) := dTVDS(y).

�Ñ8@D>DmZS:=L�I

u =∞, <\5�D>DRbX>MWMH5QX>aKC
βr = 1

Z�8@LEI	8@DmX>D><m8@M�:=MBI
(l, t,∞, βl, 1)(y) := dLBDS(y).

�Ñ8@D>Dm<\5�M�hH?WZSX>Rw8@D�I�5�X>M�<>8;RµÀ�PSD�I	8J�_I�N_L=5�?�:=MBI�]>N�5�DUDo5�XUaKC�N`X>?WV

(l, t, u, βl, βr) := (l, t, u, βl, βr)(y)

ZS8;M	aKC>?W:=8@6�8@D k 8;?	<>8;Duc
ÊH5QaKC><>8@R�8@M!D`X>D�RFl�ZSL=:EaKC:=MBI�]Q8@:=DU8�X>D>M~lYRwRw8;Ie?W:=MWaKC>8�gf8 k :=aKC�IeXUD>Z�A ¯ ?×hH6 k 8@:EaKC_XUD>ZS8@D�SP�R ®YPSLEL k 8@?WI�V;X�MWT98;V@:��\V@:E8@?	8;Du]\:=MBI�A[PSL=Z�8@D><>8f·\8;MWIeMBIe8;L=L=XUD>Z�C>:=L�A[?	8@:EaKCu÷
��G�����_<Q�SOTf�»r�tO<>h'L=5�M	MW8@DfM	:EaKC

(TV )
½Ðd!?	PS6UL=8@Rw8×<>XU?	aKC74H8@?W?	:ED>ZS8@?Ð½B®YXU:=aKCY½�� ¯ D>M	aKC`6\5Q?	N�8;:EI	8@DM	PwM	T�8@V;:E�\V;:=8;?	8@D^]\<\5�M	M

βl ≥ βr
ZS:ELEI@c

ýSy
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hH6U6>:=LE<>X>D>Z · c x ÷>� ¯ DUM	aKC`6\5�?WN�8@:�IeMBA[X>D>N�Ie:EPSD>8@Db��PSR#4H8;?	?	:ED>ZS8;?B½B®_X>:=aKC0º�l_TA ¯ ? ��8@?	MWaKC>:=8�½<>8;D>87d�5�?	5�Rw8;Ie8;? k 8@?BIe8

DS−Wünschbarkeitsfunktionen

Zielfunktion

W
ün

sc
hb

ar
ke

it

LSL T USL

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

(LSL, T, USL, 1 ,1)
(LSL, T, USL, 0.5, 2)
(LSL, T, ∞ ,4 , 1)

ä,åIæ,åfçOè�é0êfë�ì
d1 := (l, t, u, βl, βr)

ë�ì«íbë<îïë�ð�ð�ì�íbñ�ë�ð~ò©ê�óbì«ôBõ�òjöªóbíb÷Iøùì�ú�íüû.ì²ø
βl < βr ýþÿëoøùð��]ôBõ�ø�ë��bì�ë.öªóbí?÷�ø�ì«ú�í

d2 := (−u,−t,−l, βr, βl) ý���� ñ�ì	�²ø
����íbí� d1(y) = d2(−y)óbí��
d2

ë�ð���������ø��?ì«ë�ñ�ë��8ú�ð��bë�ð©ø�ë
��ú�ð���ó ��� ëoø��hó?íbñ ý
�

��� ��� ��� ø � ì�ôBõ���� � ú��©ë��bë � (TV )
ò! �ð©ú#"���ëhû � ú$�8ú�ð�û,ó���ì«ë�ð�ëhí&%'��� ���)( "+*ÿë�ì«ôBõ�óbíbñ�ëhí�õbì�í,�hó÷-�«ë�ì«íbë�ð�ëhí�.<ëhð~øùë�í´û�ì«í/�bë � øùëhí �0� ú � ø1��ð©÷:ñ�ë�*Àì«ôBõIøùëoø0*ÿë�ð��bë�í%�*Àì«ë ( "+*ÿë�ì«ôBõ�óbíbñ�ëhí´í���ôBõú#"Pëhí ý

( � � .2�?í � ôBõ-"���ð©÷�ë�ì�ø � ì«í��?ë�3 � ôBõ����]ñ�ëhí,�]óbôBõîïë�ð�ð�ì�íbñ�ë�ð~ò©ê�óbì«ôBõ4��� � ñ�ëhú�û�ë�ø�ð�ì � ôBõbë65´ì�ø©øùë7�8 ú�ð ý
9å+:<;Lç�=&ç?>@;BA&C?D+EGFIHKJL;`èNMPO&QLR�SUTeå�çV=dè�ç?;LWLå+XY;ZR�M�OB9å-SUS!ç[;Z\eå]SN^�_a`Lç?M�O<bÝîïì«ë�öªóbíb÷�ò
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e�f�g#h

qDS : Rm → R i fje

qDS(y) :=

(
m∏

1

(li, ti, ui, βli, βri)(yi)

) 1
m

k�l f � e ;=_¢?>&@BA?CBD��K©�¡J¤¥ªE>J¤¥¢�¦_¡W§�¢PDf@BAïÙb¡J���J¤¥¢f½_¡J�!¨_¢�¦�Ü¸¨_¤�@BA]mNn6o�p f l7q�l�r º�l]sf� g#h � ¯ h q�t1k ½u o r�vwl f�e q f	h p l � f	h p f l�q�l�r h r�u@l f�e k o�x�s e q v t1k�y f t1k x h-e l7r�q x t1k e k f r pz k f r p�owx t1k�v x r�{ h x r
q | l�q�t1k�r f l�u}l h z q gw~ l�r h p�owp�x r�t1k p f l � f	h p l x e�f | vwl f�e | l | l7u@l h u�y�l f u e m
n f l7q�l�r � ¯ h q�t1k-u o r�vwl fje q f	h p l � f q e y	l p f | y f t1k x h+e l�r�l f�h l7r){ x q v e {7y f t1k�l h t l p f�h | x h | l f�hq e o r�v�l7r � ¯ h q�t1k]u o r�v�l f�e q f�h p l �}m�n f l7q�l t l p f�h | x h | u@l p l x e l e � l p g t1k4vwl f	h l � f	h q�t1k�r v h ½v x h | ~ ¯ r p f l h h k l h p u o r�vwl f�e p l7q n l7r ~ o k�r�l h q m
Ø�_?M��ÝQ�SOTfQ�� l | l�u}l h q�l f l h n l7r�r f	h | l7r ½B®'x f t1k � ¯ h q�t1k]u o r�v�l f�e q ~ x h v e�f	g#h l h dDSi , i =
1, . . . , m

z q g k f l o y�q i h p l � q p�o q | l g i l e r f q�t1k�l ³ f�e�e l�y m+n6o h�h y f l ~ l7r h p f l � ¯ h q�t1k]u o r ½vwl f�e l h�h o t1k n l7r�r f	h | l7r ½B®'x f t1k x h+e l�r p l7r n g r o�x q�q�l e { x h | zap�o q�q ~ ¯ r p l h ÔÕl q x h | q � g r ½q�t1k/y o | yopt | f y e q(yopt) > 0
z l f�h l h q e o r�vwl h � ¯ h q�t1k-u o r�vwl f�e q f	h p l ��x h p,p f l ÔÕl q x h | l hq f�h p�s�o r�l e�g ½ g s e�f i o y m

�,GI�,GfKOZ��]n f l n g r owx q�q�l e { x h | q(y) > 0
u}l p l x e l e�f�h q�u@l7q g#h p l�r�l z#p�o q�q

dDSi (yi) > 0
~ ¯ ro y�y	l

i
m�� q�q f	h p q g i f�e p f l n g r owx q�q�l e { x h | l h p l7q t l k l f q�l�q ~ ¯ r p f l�� o r�l e�g ½Ðr6s e�f i o y f�e v ep l�q ��o r�r f	h | e�g#h q�t1k�l h��!h p l � | l | l7u@l h m

�

��G�����_<Q�SOTf¸»r k h l p f l�q�l
� g r o�x q�q�l e { x h | f q e p l�r n l7r�r f	h | l7r ½Ð®'x f t1k ½ �!h p l � y	l p f | y f t1kl f�h q�t1k+� o t1k�l7r � ¯ h q�t1k-u o r�vwl f�e q f	h p l �}m
�,GI�,GfKOZ��)® l f � f l g u}l h

y
l f	h l Ôa� q x h | p l7q ³1º���½ ��r g u�y	l i q m�� h | l h�g i$i l h l�q | l�y e l

qDS(y) = 0
zLp�o h�h i x q�q�l�q i f	h p l�q e l h q�l f	h l À g i s g#h l h+e l | l�u}l h i fje di(yi) = 0

m
����p�� q�l f

i = 1
zLp�o h�h v o h/h l f�h {���l fje l7r ÔZ� q x h | q � g r�q�t1k/y o | z l � f q e�f l�r�l h z ~ ¯ r p l h

d1(z1) = d1(y1) = 0 | f y e z i f�e di(zi) ≥ di(yi)
~ ¯ r o y	y	l À g]g r p f	h o e l h i 6= 1

z q g � f l
i f	h p l�q e l h q ~ ¯ r�l f	h l h��!h p l � j | f y e dj(zj) > dj(yj)

m �!h p f l�q�l i ·�o y	y�l | f y e qDS(z) =
qDS(y) = 0

z�o u}l�r owx t1k
z >> y

v g]g r p f	h o e l h ��l f q�l m
�

�,Gf��G�adc�i`J¯®°Q�SOT?Á�· ¯ r p f l)��r o � f q f q e p f l7q�l � f	h q�t1k�r�� h v x h | owx ~ � u � l7v e l i fje s g q f ½e�f � l�r � ¯ h q�t1k-u o r�vwl f�e u}l�y o h | y g q m�� f u e l�q h x r � u � l�v e l i f�e � ¯ h q�t1k-u o r�vwl f�e Ê�x y�y z q gy f l | l h p f l6� f t1k e�f | l h ��r g u�y�l i l p l7q)��r g {�l7q�q�l7q h�f t1k e)f i�i o e k�l i o e�f q�t1k�l h � l�r�l f t1k�
�,Gf��G�adc�i`J¯®°Q�SOTfÈ�� f l�{ x q�l�k�l h�f q e z v � h�h l h�e r gwe { �!h p l � u f y p�x h |¯ u@l7r p�o q | y	l f t1k�l·�x h v e�f�g#h o y z { m���m�p�o q | l g i l e r f q�t1k�l ³ f�e�e l7y z>� l h o t1k�{ x | r x h p l,y f l | l h p l7r ·�x h v e�f	gwh�!h p f {7l�q i fje x h-e l7r�q�t1k f l p y f t1k�l h � f | l h q�t1k o ~Ve l h l h+e q e l�k�l h m�® f	h�h � g y	y�l7r���l f q�l ~ o q�q e i o hp l�q�k o y�u p f l � f	h {�l7yj� ¯ h q�t1k-u o r�vwl f�e l h x h p,p f l�{ x | l�k � r f | l �!h p l � u f y p�x h | x h+e l�r0l f�h l i
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Ê�o i l h { x q o i$i l h x h p h l h�h+e p f l À g i u f	h o e�f	g#h { m¤��m]p�o q ;=_¢?>&@BA?CBD��K©�¡J¤¥ªE>oÄ�¡J�¥ �D!A_�e¡J¢� gwh n l�r�r f	h | l�r ½Ð®'x f t1k m
n l�r | r g � l¥� g r e l f y p l7r n l�r�r f�h | l�r ½B®]x f t1k ½j·�x h v e�f�g#h l h | l | l h ¯ u@l7r p l i � h q o e { � g#h
��o r�r f�h | e�g#h y f l | e�f	h p l7r ³¦� | y f t1k/vwl fje zP� u+��l f t1k x h | l h � g i ® g y	yj��l�r e�h o t1k§r�l7t1k e q g p l�ry f�h v-q x h+e l�r�q�t1k f l p y f t1k�{ x | l�� f t1k e l h mLn l7r � ¯ h q�t1k-u o r�vwl fje q o h q o e {4� f r p�p�owp/x r�t1k�l7r ½k�l�u�y f t1k ± l � f u�y	l�r x h p v o h�h y�l f t1k e l7r o h l f�h l�� f l�y	{ o k�y s r o v e�f q�t1k/l7r<��r g u�y	l i o h | l s�o q�q e��l7r p l h m^Ê�o t1k ³ l f	h x h | p l7q ��x e�g r�q f q e l�q | l h owx¥p f l7q�l · y�l � f u f y fje � e z/p f l n l7r�r f	h | l7r ½®'x f t1k¦{ x i � r ~�g y | � l�r�k g y ~ l h k o e mn f l · y�l � f u f y fje � e � f l p l�r x i y f l | e¨f	h p l7r¨q e ¯ t1v-��l f q�l h n l � h�f�e�f	g#h p l7r � ¯ h q�t1k-u o r�vwl f�e q ½~ x h v e�f	g#h l h u@l | r ¯ h p l e m+n f l º r o | ~ �wk f | vwl fje p f l7q�l7r � p l7l�{�l f | e q f t1k f	h q�u@l7q gwh p l7r�l p�o r f	h z� f l�y�l f t1k e q f t1k p l7r � h q o e { o�x ~

n > 3
® e ¯ e {7q e l7y�y	l h l�r���l f�e l7r h y	�wq�q e ÷

FGIH4JLK8M&KONPJRQ�SOTfÉRU¡©PG�ad_ªß�ß8®eGf��GfK�J¯G�adM�G U�FGfada!KOJL®eG�a�×�Ø�i`KO[!\rk�V�XLJ`Zh[]\�^L_badceGfK8M&GfJ4k
� l | l�u}l h q�l f l h l f	h l owx ~ q e l f | l h p | l g r p h l e l ³ l h | l � gwh s�o#o r¡��l f q�l � l7r�q�t1k f l p l h l h
® e ¯ e {�q e l�y	y�l h yi ∈ R

z fVª�« zjm7m�m7z h z l f�h l ³ l h | l � g#h � ¯ h q�t1k-u o r�vwl f�e q¡��l�r e l h di ∈
[0, 1], i = 0, . . . , n

z�o h p l h ® e ¯ e {7q e l7y�y	l h yi
z q g � f l¬l f	h l ³ l h | l � g#h � l�� f t1k e l h

βi ∈ R+, i = 1, . . . , n
z�� l���l f y�q ~ ¯ r p�o q �!h+e l7r ��o y	y [yi−1, yi]

m
�&x q�� e {�y f t1kYq�l f

yn = ∞ f	h ��l7r�u f	h p/x h |i f�e dn = βn = 1
{ x | l�y o q�q�l h z�x i ¶3ÔZ��¹

��r g u/y	l i l o u�{ x�p l�t1vwl h m&n6o h�h k/l f � e l f	h l ·�x h v e�f	g#h i f�e

dvDS(y) :=





0,
~ ¯ r y < y0;

di−1 + (di − di−1)
(
y − yi−1
yi − yi−1

)βi
,
~ ¯ r y ∈ [yi−1, yi]

x h p
i : di−1 ≤ di;

di + (di−1 − di)
(
y − yi
yi−1 − yi

)βi
,
~ ¯ r y ∈ [yi−1, yi]

x h p
i : di < di−1;

0,
~ ¯ r y > yn

� l�r o y�y | l i l f	h l�r e l n l7r�r f	h | l7r ½B®'x f t1k � ¯ h q�t1k-u o r�vwl fje q ~ x h v e�f�g#h m#n f l7q�l®� f r p¯o y	q p�o q º r f ½s l7y
((y0, . . . , yn), (d0, . . . , dn), (β1, . . . , βn))

o h | l | l�u}l h m
�!h � u�u f y p�x h | · m ý f q e l f	h l)q g y	t1k�l � l7r o y	y | l i l f�h l7r e l n l�r�r f�h | l�r ½B®]x f t1k � ¯ h q�t1k-u o r�vwl f�e{ x q�l7k�l h m�n l7r ®]s l�{ f o y ~ o y�y p f l7q�l7r ·�x h v e�f	g#h l h i fje βi = 1

z ~ ¯ r o y	y�l i z l7r¡��l f q e q f t1kq s � e l�r h�g t1k o y	q®q�l�k�r h ¯ e {7y f t1k mY� q f q e { x u@l o t1k e l h z'p�o q�q p f l�q�l n l � h/f�e�f�g#h q�l7k�r o y	y | l ½
i l f	h4f q e x h p q g � g k�y p f l ®'s l�{ f � v o e�f�g#h i l7k�r�l7r�l7r ³�o � f i o f	h p l h � ¯ h q�t1k-u o r�v�l fje l hl7r�y owx u e z�o y	q owx t1k o u�q�t1k h�fje�e q¡��l f q�l°v g#h q e o h+e l � ¯ h q�t1k-u o r�vwl f�e q ~ x h v e�f	g#h l h m· ¯ r p f l p f r�l7v e l � h ��l h p�x h | f q e l f�h l�q g y	t1k o y	y | l i l f�h l ·�x h v e�f	gwh±h�f t1k e | l7l f | h l e m� f	h l p l7r o r e�f | l�� f l�y	{ o k�y � g#h � o r o i l e l�r h y f l � l�q f t1k¬v owx i s r g u�y�l i q s l7{ f � q�t1k x h pq f�h�h � g y�y ~ l7q e y�l | l h mn6o q�q p f l ¯ u�y f t1k�l h n l�r�r f	h | l�r ½Ð®'x f t1k ·�x h v e�f	g#h l h � gwh p l�r���l7r o y	y | l i l f�h l7r x h | o u | l ½p l�t1v e ��l7r p l h z {7l f | e�~�g y | l h p l7q À g r g y�y o r ÷

ý Å
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� u/u f y p�x h | · m ý ÷�� l f q s f l�y]l f	h l�r � l7r o y	y | l i l f�h l7r e l h n l�r�r f�h | l�r ½B®]x f t1k � ¯ h q�t1k-u o r�vwl f�e q ½~ x h v e�f	g#h
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Zielgröße

W
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ke
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Eine ((−4.8,−3,−1,0,1.25,2.75,4.6),(0,0.2,0.9,1,0.7,0.2,0),(1,0.5,4,0.8,2,1)) Wünschbarkeit

¶âNeadN�ßOß8_ba.Q�S��ªÖ·� l | l�u}l h q�l f l f	h l (l, t, u, βl, βr)
� ¯ h q�t1k-u o r�vwl f�e m/n f l�q�l f q e p�o r�q e l7y�y ½u o r o y	q ®'s l7{ f o y ~ o y	y p l7r � l7r o y	y | l i l f	h l7r e l h n l�r�r f	h | l�r ½Ð®'x f t1k ½á� ¯ h q�t1k-u o r�v�l fje m

�,GI�,GfKOZ��n�x r�t1k � f�h q�l e {7l h l�r�k���y e i o h ÷ (l, t, u, βl, βr) = ((l, t, u), (0, 1, 0), (βl, βr))
m
�

�!h p l7r)��r o�� f q e r f � e i o h u f q�k�l�r)y�l p f | y f t1k owx ~ p f l ® e o h p�o r p/p l � h/f�e�f�g#h m�� h q�t1k/l f	h l h pr�l f t1k e p f l ®'s l7{ f � v o e�f	g#h � g#h {���l f � l7r owp l h o u�q�t1k h�f�e�e l h i l f q e o�x q zZx i p f l � l���l7r ½
e x h | q o u�q f t1k e p l�q � h ��l h p l7r�q | l h ¯�| l h p | l h owx¦o u�{ x u f y p l h m

$�çI¸ ¹»º / íFë�è�ð0/OñV¼bí ½@èìí�¾,Óuîè´7À/Oñ�êÈèíFè
� l f p l7r �o k�y p l7r �!h p l � ~ x h v e�f�g#h u@l7q e l7k/l h¿~�g r i o y | r g � l · r�l f k�l fje l h m4º¨o e q��wt1k�y f t1k� f r p f	h p l7r � h ��l h p/x h | ~ o q e§f i4i l7r p�o q | l g i l e r f q�t1k�l ³ fje�e l�y | l��0��k�y e z�p�o l�qÀl f ½h l � f | l h q�t1k o ~Ve k o e z�p f l¦l�q � g#h o h p l�r�l h ³ f�e�e l�y���l7r e u f y p�x h | l h x h-e l7r�q�t1k�l f p l e ÷ � q el f�h l � f | l h q�t1k o ~Ve l f	h l7q§��r g p�x v e l�q f�h o v-{7l s e o u}l�y z q s r f t1k p f l � ¯ h q�t1k-u o r�v�l fje l f	h l�r

Ø «



t� ÂÁ¬Ã àµ³I��� ��� ³?£´Ä��)Å � | ��Æ�ÍÐÞ � â}³?£O¦ � � �
À g i s g#h l h-e l Ê�x y�y z q g§f q e p�o q)��r g p/x v e o y	q | o h {7l7q f	h o v-{7l s e o u@l7y z�p l h/h owx q

dj(yj) = 0⇒
m∏

i=1

di(yi) = 0 !

® f t1k�l7r�y f t1k4k o h p l7y e l�q�q f t1k�k f l7r�u@l f x i l f	h l f	h k o y e y f t1k � l7r h ¯ h/~Ve�f | l · g r p l7r x h | o h l f�h96x�o y f�e � e q i o���m� f	h {���l f�e l7r�� f t1k e�f | l7r � q s l7v e u@l f p l�r �Ço k�y@l f	h l7r | l7l f | h l e l h��!h p l � ~ x h v e�f	g#h�f q e p f l³¦� | y f t1k/vwl fje zZp f l�l f�h {7l�y h l h ³ l7r�v i o y�l f�h p l7r ³ f�e�e l�y���l7r e u f y p�x h | h�g t1k i o y	q x h-e l7r ½q�t1k f l p y f t1k�{ x | l�� f t1k e l h m � i � l f q s f l7y f q e p f l7q ~ ¯ r p l h�È o r�r f�h | e�g#h q�t1k/l h¥�!h p l ��x h pl f�h l h � l�� f t1k e q � l�v e�g r
α
owx q | l ~ ¯ k/r e ÷

qα(y) =

(
m∏

1

dH(yi)
αi

) 1Pm
1 αi

��x q � r ¯ h p l h p l7r,��l�r | y�l f t1k-u o r�vwl f�e�f q e l f�h l s�o q�q�l h p l Ê g r i f l�r x h | h o e ¯ r�y f t1kB{ x
u@l o t1k e l h m]� y	y�l7r p f	h | q f q e p f l�q�l � r e p l7r � l�� f t1k e x h | q�l7k�r s r g u�y	l i o e�f q�t1k z#p�o�p l�r0É xY½q o i4i l h k o h | {�� f q�t1k�l h � l�� f t1k e x h pÀ� l�� f t1k e x h | f i ��r g p�x v e�h�f t1k e l7r�q f t1k e y f t1k x h pq�t1k+��l7r f	h+e l�r s r�l e�f l7r�u o r f q e m\� q f q e u@l f q s f l7y�q���l f q�l h�f t1k e v-y o r z � f l�l e � o l f	h ³ l7r�v i o y°!p g s�s l7y e q g q e o r�v ² | l�� f t1k e l e ��l7r p l h q g y	y m\� f	h ��l7r p g s�s l7y h l f�h l7q ���'s g#h l h+e l h z � f ll7qL{ mP��m f�h ®�ºL� � �<Ê»ÄÃ®_�¼Å ·�Æ z`ÄË�)� « ý�Æ x i4| l7q�l e { e � o r zUx i l f	h l�É f l�y | r �#Ì l i f�e p g s�s l7y ½e l i � l�� f t1k e { x u@l7r ¯ t1v-q f t1k e�f | l h z l h+e q s r f t1k e p l i q f t1k�l�r�y f t1k h�f t1k e m���x ~ � r x h p�p l�r
Ê f t1k e y f�h l o r f�e � e p l7q | l g i l e r f q�t1k�l h ³ f�e�e l7y�q f q e l�q6q�l�k�r6q�t1k-� f l7r f | z l f	h l � l�� f t1k e x h |h o t1k f	h k o y e y f t1k�l h À r fje l�r f l h v g r�r�l�v e p�x r�t1k�{ x ~ ¯ k�r�l h m� y ¯ t1v-y f t1k�l7r¡��l f q�l f q e l7q ~ ¯ r p f l n l�r�r f	h | l�r ½Ð®'x f t1k ·�x h v e�f	g#h l h � gwh � g r h k�l�r�l f�h owx q ½q f t1k e q�y g q z#owx ~ p f l�q�l � r e x h p,� l f q�l�{ x | l�� f t1k e l h z+p�o�p f l �×�'s g#h l h-e l h βl, βr q f t1k i f�ep f l7q�l h { x q�� e {7y f t1k�l h � l�� f t1k e l h

αi
� l7r�r�l7t1k h l h y f l Ì l h m

n f l �!h+e l�r o v e�f	g#h {�� f q�t1k�l h p l7r � l�� f t1k e x h | f	h/h l7r�k o y	u p l�r�l f	h {�l7y h l h � ¯ h q�t1k-u o r ½vwl f�e q ~ x h v e�f	g#h x h p l f�h l7r | y g u o y	l h � l�� f t1k e x h | � ¯ r p l p f l ³¦� | y f t1k/vwl fje p l�r�{ f l7y | l ½r f t1k e l e l h � o r o i l e l�r�� o k�y f	h u@l f p l h · �wy�y	l h q e o r�v�u@l7k f�h p l�r h mn f l7q�q�l f o h l f	h l i � l f q s f l7y&l7r�y	� x e l7r e m
�,GfK�Z�Í�K8Gfß�� l | l�u}l h q�l f l f�h ³1º�� ��r g u�y�l iKi fje É f l�y | r �#Ì l h Y1, . . . Ym

x h p { x | l7k ��½r f | l h � ¯ h q�t1k-u o r�vwl fje q ~ x h v e�f�g#h l h di(yi) = (li, ti, ui, βl, βr), i = 1, . . . , m
man6o q � l ½

� f t1k e p l7r
i
½ e l h É f l7y | r �#Ì l yi q g y�y h x hÎf�h p l h � ¯ h q�t1k-u o r�v�l fje q f�h p l � q i fje � l�� f t1k e

Ø ø
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αi
l f	h | l7k�l h z i = 1, · · · , m m�n6o i f�e | f y e

q(y) =

(
m∏

i=1

di(yi)
αi

) 1∑m
j=1 αj

=

m∏

i=1


di(yi)

αi∑m
i=j αj




=

m∏

i=1

(
li, ti, ui,

αiβl,i∑m
j=1 αj

,
αiβr,i∑m
j=1 αj

)

=
m∏

i=1

(
li, ti, ui,

mαiβl,i∑m
j=1 αj

,
mαiβr,i∑m
j=1 αj

) 1
m

=:

(
m∏

i=1

d∗i (yi)

) 1
m

� l h�h i o h o y	q g q g � g k�y � l�� f t1k e l f�h p l h n l�Ï h/f�e�f�g#h l h p l7r f	h p f � f p�x l7y	y�l h�Ð ¯ h q�t1k ½u o r�vwl f�e l h�Ñ l�r | f u e z/o y	q owx t1k�u@l f p l7r � f y p/x h | p l7q Ð ¯ h q�t1k-u o r�v�l fje q f�h p lÓÒ z q g q f�h p�p f lÐ2f r�v x h | l h p f l7q�l7r � l�� f t1k e l h�f t1k e
f p l h+e�f Ï�{ f l7r�u o r m&Ô q ~�g y | e p f r�l�v e z&p�o q�q p f l �!h-e l7r ½s r�l e o e�f	gwh p l7r�q g | l | l7u@l h l h � l�� f t1k e l h�f t1k e l f	h p l x e�f |6i � | y f t1k f q e m#n f l0{���l f · g r i xY½y f l7r x h | l h p l�q ³1º�� ��r g u�y�l i q z { x i l f�h l h i f�e�e l�y	q p l7r di x h p { x q�� e {7y f t1k�l�r � l�� f t1k e l
αi
z { x i o h p l�r�l h i f�e�e l7y�q p l�r p�o r owx q)k/l7r | l7y	l f�e l e l h d∗i z q f	h p�Õ�Ö�@BA]×®Ø]Õ�×IÙ�Úù>&@BA�Ù�Ö?ÛICBDwÚ �

Ü¢Ý�Þ°ÝIß à�á�â�ã�ä<å0æ[çèæµé�ê�ëIé®ì�áLå
Ô f	h l<� f t1k e�f | l � y e l7r h o e�f�Ñ l�{ x ií| l g i l e r f q�t1k�l h°î¦fje�e l7y f q e p f l�ï DNð#ÖEÅÀÖVÕwñ¡�6s e�f i f l7r x h | m
FGIH4JLK8M&KONPJRQ�S���T°U�ò _?�¯KO��KOJ�×�ó�J`�¯GI��k�Ô f�h�Ð2ô�h q�t1k]u o r�v�l f�e q f�h p l�Ò

q : Rm → R
p l ñ

Ï h�f l7r e o y	q
qmaximin(y) := min

i=1,...,m
di(yi)

k�l f Ì e�î o Ò f i f�h ñ �!h p l�Ò m
n f l �6s e�f i f l7r x h | Ñ l7r�q x t1k e�f�h p f l�q�l iöõ o y�y p�o q y { x f p l h+e�f Ï�{ f l�r�l h z ��l�y	t1k�l�q p f l�÷!u@l7q e lq�t1k/y	l7t1k e l7q e lÓø Ô f | l h q�t1k o ~Ve x h+e l7r o y�y	l h i � | y f t1k/l h ��r g p�x v e l h u@l7q f�e { e mn f l6��l7r | y	l f t1k-u o r�v�l fje p l7q �!h p l�Ò i f�e l f	h l7r Ô f	h {�l7yj� ô�h q�t1k-u o r�vwl f�e)f q e u@l f p f l7q�l7r n l�Ï ñh�fje�f	gwh¥h o e�ô r�y f t1k | l | l7u@l h z l7u@l h q g p f l§ù'l h q fje�f�Ñ]fje � e6~�ô r f	h o v]{�l s e o u�y�l Ô f�h {7l�y	v g i s g ñh l h-e l h m
Ô l f p l7r | f y e¨ú l p g t1k p l�r ~�g y | l h p l¢ù o e { ÷

Ø-û
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Ø�_?M��ÝQ�S��e�ín l�r î o Ò f i f�h ñ �!h p l�Ò | o r o h+e�f l7r e J`KO[]\PM�p f l®� o r�l e�g ñ¡�6s e�f i o y f�e � e l f	h l�q Ôa��ñq x h | q Ñwg r�q�t1k�y o | l7q yopt { x l f�h l iü| l | l�u}l h l h¥î¥ý ��ñ ��r g u/y	l i m
�,GI�,GfKOZ�� ù'l f

y
l f�h l Ôa� q x h | p l7q î�ý ��ñ ��r g u/y	l i q6{ x�p l hÎÐ2ô�h q�t1k]u o r�v�l f�e l h

di(yi)
m

����p�� q�l f
qmaximin(y) = d1(y1)

z¨p�o h�h v o h�h l f	h {���l fje l�r Ôa� q x h | q Ñwg r�q�t1k�y o | z l�Ò f ñq e�f l�r�l h i fje d1(z1) = d1(y1)
x h p i f�e di(zi) ≥ di(yi)

~�ô r o y	y�l$þ g]g r p f�h o e l h z q g � f l
i f	h p l�q e l h q�l f�h l i �!h p l�Ò

j i fje dj(zj) > dj(yj)
m �!h p f l7q�l iÿõ o y	y�l | f y e

qmaximin(z) = qmaximin(y),
o u@l7r owx t1k

z >> y
v g'g r p f�h o e l h ��l f q�l m

�
n l�r î o Ò f i f	h ñ �!h p lÓÒÇk o e�e r gwe { p l i q�l f	h l h ��y o e { f	h � h ��l h p�x h | x h p°º k�l g r f l | l ñ~ x h p l h z�p�o q f t1k i f�e4È�f y ~ l p l�r x i ~ o h | r�l f t1k�l h��Zfje l�r o e x r4{ x2� r p h x h | q�q e o e�f q e�f v�l he k/l g r�l e�f q�t1k�l ��x q�q o | l h { x i î o Ò f i f�h ñ �!h p l�Ò e r�l��&l h y o q�q�l h m�� q m þ ows ø û'm ø�� n f l i o h ñ
| l�y h p l�� o r�l e�g ñI�6s e�f i o y f�e � e p l7r i f�e p f l�q�l i �!h p l�ÒYl�r�{�l x | e l h�� � q x h | l h r�l p�x { f l7r eq�l f	h l � v]{�l s e o h { f	h p l�r � h ��l h p�x h | o y	y�l7r p f	h | q�l7r�k�l7u�y f t1k m

Ü¢Ý�Þ°Ý
	 à�ä��±ä�â�æ����ç�á��æ�������áüãKæ��-á��
�!h p l7r �Zfje l�r o e x r�Ï h p l e i o h o�x t1k p f l4l f	h/~ o t1k�l o r f�e k i l e�f q�t1k�l î¦fje�e l7y���l7r e u f y p�x h | m�!h q�u}l�q g#h p l7r�l p f l � l p f	h | x h | z'p�o q�q�l f	h ��r g p�x v e0f	h o y�y	l h � q s l�v e l h o v-{7l s e o u@l7y&q�l f�h
i x q�q z#x i f	h q | l�q o i e o v-{7l s e o u@l7y�{ x q�l f�h z u�y�l f u e k f l7r�u}l fUú l p g t1k x h u@l o t1k e l e m'� u+� g k/yp�o q o r fje k i l e�f q�t1k�l î f�e�e l7yZl f�h l h q e o r�vwl hÎ�!h p lÓÒ p l�Ï h�f l�r e z � f l p�o q ~�g y | l h p l � l i$i o{7l f | e z l7r�q�t1k�l f	h+e p f l�q�l7r � h q o e { p l7q�k o y	u h�f t1k e p l�r)��r g u�y�l i q e l�y	y x h | o h | l i l7q�q�l h m
��G�����_<Q����e�ín6o q o r f�e k i l e�f q�t1k�l î¦f�e�e l7y p l�Ï h/f l7r eZf i$i l�r p�o h�h l f	h l h q e o r�v�l h°�!h p l�Ò
q
z ��l h�h p�o q | l g i l e r f q�t1k�l î¦fje�e l�yl f�h l h q e o r�v�l h¦�!h p l�Ò p l�Ï h�f l7r e m
�,GI�,GfKOZ��Ln l7r � l���l f q�y	� x ~Ve | l h owx q g z � f l f i õ o y	y p l�q | l g i l e r f q�t1k�l h�î¦f�e�e l7y�q z h x r
i f�e ù x i4i l h o h ù e l7y	y�l p l7r)��r g p�x v e l m� h | l h�g i4i l h l f�h l � � q x h | y i f�e p l h¿Ð2ô/h q�t1k-u o r�vwl f�e l h

di(yi)
f q e$h�f t1k e s�o r�l e�g ñ

g s e�f i o y mPn¯m k m l7q | f u e l f	h � u ú l7v e z i f�e¨Ð2ô�h q�t1k]u o r�v�l f�e l h
di(zi)

x h p
di(zi) ≥ di(yi)x h p l7q�lÓÒ f q e�f l7r e l f�h¦�!h p l�Ò

j i f�e dj(zj) > dj(yj)
m�n6o h/h | f y e

q(z) = dj(zj) +
∑

i6=j
di(zi) ≥ dj(zj) +

∑

i6=j
di(yi) > dj(yj) +

∑

i6=j
di(yi) = q(y).

n f l7q f q e o u}l�r�l f�h�Ð2f p l7r�q s r x t1k�{ x r � h�h o k i l m
�

� ý
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É x h ��t1k�q e l7r�q�t1k�l f	h+e p f l ~ x h v e�f	gwh o y	l õ g r i p l7r n l�r�r f�h | l�r ñ ù x f t1k Ð2ô�h q�t1k-u o r�v�l fje l hq�l�k�r¢l f	h'~ o t1k z q g p�o q�q°l f	h � h ��l h p l�r p f l õ x h v e�f	gwh l h o y	q È)f y ~ q i fje�e l7y p l7r �6s e�f i f l ñr x h | y	l f t1k e o v-{�l s e�f l7r e m �!h l f	h l�r���l�r�q x t1k�q s y o h x h | q�q fje x�o e�f	g#h � f r p�p f l7q�l Ô f	h/~ o t1k/k�l fjeú l p g t1k¥{ x l f�h l7r�q�t1k�l f	h u o r�l h ÷ Ð �wk�r�l h pÎp f l � r o ~ l h p l7r Ð2ô/h q�t1k-u o r�vwl f�e l h p l h É x'ñq o i4i l h k o h | {�� f q�t1k�l h p l h É f l�y | r �#Ì l h x h p f k�r�l h�ú l���l f y f | l h�Ð2ô�h q�t1k-u o r�vwl f�e0~ l�q e y	l ñ
| l h z f�h-e l7r�l7q�q f l�r e l f | l h+e y f t1k p l�r�É x q o i4i l h k o h | {�� f q�t1k�l h õ o v e�g r�l f�h q e l7y�y x h | l h x h pÐ2ô�h q�t1k-u o r�v�l fje m
n�x r�t1k p l h�î¦g p l7y	y�u f y p�x h | q�q�t1k/r f�e�e � f r p,p f l¢ù f�e x�o e�f�g#h l�r�k�l�u�y f t1k�v g i s y	lÓÒ'l7r m�Ô q�k o eq f t1k f i4i l7r�� f l p l�r�k/l7r o�x q | l�q e l7y	y e z�p�o q�q�l�q�q�l7k�r)q�t1k+� f l7r f | f q e z�p l h É x q o i$i l h k o h |{�� f q�t1k�l h õ o v e�g r�l h x x h p Ð2ô/h q�t1k-u o r�vwl f�e l h

d(f̂)
{ x Ñ'f q x�o y f q f l�r�l h m

( i p f l�q�l�� f q x�o y f q f l7r x h | { x Ñ l�r�l f	h/~ o t1k/l h z � x r p l p l�r�q g | l h o h�h+e l Ð2ô�h q�t1k-u o r ñvwl f�e q s y gwe l h+e � f t1vwl�y e z}p l�r p l h É x q o i$i l h k o h | p f r�l7v e o u�y�l7q�u o r i o t1k e m&� l f p l7r � r ñu@l f�e i f�e�Ð2ô�h q�t1k-u o r�vwl f�e l h k o e q f t1k p f l7q�l�r)��y gwe o y�q0k f y ~ r�l f t1k,k�l�r owx q | l7q e l�y	y e m�!h p l�r � u�u f y p/x h | · m � q f	h p {���l f � l f q s f l7y�l ~�ô r Ð2ô�h q�t1k-u o r�vwl f�e q s y gwe q�{ x q�l7k�l h m �!h p l�rr�l�t1k e l h4È ��y ~Ve l�l f�h l7q Ð2ô/h q�t1k-u o r�vwl f�e q s y g�e q f q e}ú l���l f y	q p l�r�É x q o i4i l h k o h | {�� f q�t1k�l hl f�h l iüõ o v e�g r x x h p l f	h l�r)É f l�y | r �#Ì l y p�o r | l7q e l7y�y e mn l�r õ o v e�g r�u@l7r�l f t1kY� f r p¿owx ~ p l7r x ñ!� t1k�q�l o u | l e r o | l h z�p f l î l�q�q | r �#Ì l owx ~ p l7r y ñ� t1k�q�l m É x q�� e {7y f t1k§� f r p f�h p l�r�y f	h vwl h4È ��y ~Ve l p l7q���y gwe q p f l Ð2ô�h q�t1k-u o r�vwl f�e q ~ x h v e�f	g#h
p l�r î l�q�q | r �#Ì l o u | l e r o | l h m}n f l7q | l7q�t1k f l7k e z f	h p l i f i y f	h v�l h º l f y s y gwe p f l

x
ñ!� t1k/q�l

i f�e p l7r Ð2ô�h q�t1k-u o r�vwl f�e u@l7y	l | e � f r p¯x h pÀp f l y ñ!� t1k�q�l�� f l p l7r x i i fje p l�r î l�q�q | r �#Ì l m��x ~ p l7r Ð2ô�h q�t1k-u o r�vwl f�e q o t1k�q�l$� f r p¦p�o u@l f p l7r Ð l�r e l�u}l�r�l f t1kÎ{ x q�� e {7y f t1k f	h+Ñ l7r e�f l�r e zq g p�o q�q | r �wÌ l7r�l Ð l7r e l°��l fje l�r�y f	h v-q)y f l | l h m�Ô f�h l Ð2ô�h q�t1k-u o r�vwl f�e�Ñwg#hÎ« � f r p q g i f�ep f r�l7v e owx ~ p l�r
y
ñ!� t1k�q�l o u | l e r o | l h m�� r �#Ì l�r�l Ð l�r e l�y f l | l h ��l fje l7r¨y f�h v-q mUn6o�p l7r Ð l7r ñe l�u}l�r�l f t1k p l7r Ð2ô/h q�t1k-u o r�vwl f�e owx ~

[0, 1]
u@l7q�t1k�r�� h v e�f q e z f q e l7q�q f	h�h+Ñwg y	y z�p l i y f	h v�l hº l f y s y g�e l e � o q���l h�f | l7r õ y���t1k�l
{ x { x g r p h l h m}� y�q | l�l f | h l e k o e q f t1k�l f	h l ��x ~Ve l f y x h |Ñ#gwh ø ÷¤û f	h p l�r � r�l fje l ~�ô r�u@l f p l º l f y s y gwe q0k�l�r owx q | l7q e l�y	y e mn l�r&) x e {7l h p f l7q�l7q§��y gwe q�y f l | e p�o r f	h zLp�o q�q p f r�l7v e p f l Ð2ô q�t1k-u o r�vwl f�e l h±ô u}l�r p l i

õ o v e�g r�r owx i o u | l7y	l�q�l h ��l7r p l h v � h�h l h z f	h p l i i o h { x l f�h l i x
ñ Ð l�r e¢f i r�l�t1k e l h��y gwe p l h { x | l7k � r f | l h y ñ Ð l�r e owx ~ q x t1k e x h p p�o h�h owx ~ p l�q�q�l h¥È � k�l f i y f�h vwl h º l f y ñs y gwe p f l Ð2ô/h q�t1k-u o r�vwl f�e o u�y f l7q e m

� y	l f t1k�{7l f�e�f | q f	h p·p f l �!h/~�g r i o e�f	g#h l h�ô u@l7r p l hèî g p l�y	y�{ x q o i4i l h k o h | u/{�� m�p f lî l�q�q���l7r e l f i ��y gwe¢Ñ l�r ~�ô | u o r z � o q p f l+*)u}l�r�q f t1k e | l | l h-ô u@l7r°l f�h l i ��y gwe z f	h p l ip f r�l7v e p f l Ð2ô�h q�t1k-u o r�vwl f�e�ô u@l7r p l h õ o v e�g r�r owx i o u | l e r o | l h � f r pz l�r�k � k e m� u+� g k/y p f l7q�l�r���y g�e q f t1k o y�q°q�l7k�r°k f y ~ r�l f t1k�l7r�� f l7q�l h k o e z q�t1k�l f�h+e l7q¯q f t1k x i l f	h l
h l x l � p l7l�{ x k o h p l7y h m É x i f	h p l7q eÀe r fje�e l f	h q g y�t1k�l7r§��y gwe§f	h p l�r �Zfje l�r o e x r�u f q�k�l�r
h�f t1k e owx ~ m

�,�
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� u�u f y p�x h | · m � ÷ É}��l f � l f q s f l7y�l ~�ô r Ð2ô�h q�t1k]u o r�v�l f�e q s y gwe q

Wünschbarkeit

1.0 0.6 0.2

−2

−1

0

1

2
    (−1, 0, 1, 1, 1)

Faktorbereich

−2 −1 0 1 2

Modell y=x

Wünschbarkeit

1.0 0.6 0.2

−1

0

1

2

3

    (−1, 0, 1, 1, 1)

Faktorbereich

−2 −1 0 1 2

Modell y=x^2

� ·
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� l f p l h ù f i x y o e�f	g#h l h � x r p l f�h q�u@l7q g#h p l�r�l p�o r owx ~ | l o t1k e l e zp�o q�q p f l Ô i s ~ l7k/y x h ñ
| l h�Ñ#g#h¥È�g o | y f	h x h p¥� h p r�l���q98 È �;: ·=< z q g ��l f�e s r o v e�f q�t1k x i q�l e {7u o r z u}l ~�g y | e ��l7r ñp l h m�n f l7q�l�u}l f p l h ��x e�g r�l h k o u@l h u@l7r�l f�e q ø=> : · p�o r owx ~ k f�h | l�� f l7q�l h z'p�o q�q�u}l f o y�y	l h� f q�q�l h q�t1k o ~Ve y f t1k�l h � r�u}l f�e l h z ��l7y�t1k�l owx ~ t g i s�x e l7r | l7q e�ô/e { e l h ù f i x y o e�f�g#h l h u@l7r x]ñk�l h z u}l�q g#h p l7r�l�q ��x | l h i l�r�v owx ~ p f l@?�l s r g p�x { f l7r�u o r�v�l fje p l7r Ô r | l�u h�f q�q�l | l7y�l | e��l7r p l h i x q�q m � l f p l�r4� f r p±p f l7q�l h � h q s r ô t1k�l h o�x t1k h o t1k i l7k/r o y�q�l f	h l i Ñ]f l7r ñ
e l�yBA o k�r�k x h p l7r e y	� h | q e�h�f t1k e<ú l p l7r º l�Ò e | l7r�l�t1k e z g u+� g k�y p l7r Ð2f q�q�l h q�t1k o ~Ve q�u}l | r f �p l�rC) o e x r�� f q�q�l h q�t1k o ~Ve l h l f | l h+e y f t1k h o t1k l f�h l i q g y	t1k/l h � g r | l�k�l h�Ñ l�r�y o h | e m�� k h lp f l � �}l h y�l | x h | p l�r0ù f i x y o e�f�g#h q�q gw~Ve � o r�l�q f	h p4p f l Ñ l7r � �&l h-e y f t1k�l h Ô r | l7u h/f q�q�l h�f t1k eô u@l7r s r ô/~ u o r7�
� l�q g#h p l7r�l Ð l f�e q f t1k e u}l�� f l�q�l h p f l®u@l f p l h ��x e�g r�l h i f�eZf k/r�l7r õ g r p l7r x h | z h o t1k î � | ñy f t1k�vwl f�e$D ¬�Ù�Õ ÜFEPØ'Úù@1Ù ù gw~Ve � o r�l§{ x õ g r�q�t1k x h | q�{���l7t1vwl h l f	h { x q�l e {�l h zZp�o h x r
q g p f lÑ#g y	y	q e � h p f | l0þ g#h+e r g y	y�l�q g � g k�y p l7q Ð2f q�q�l h q�t1k o ~Ve y	l7r�q�q�l7y�u�q e z-o y	q owx t1k o y	y�l7rG?�l7{ f s f l h ñ
e l h z ô u@l7r p f l�ù f i x y o e�f�g#h q x i4| l�u x h | ~�ô r p f l h�f t1k e x h i fje�e l7y	u o r�l0É x v x h/~Ve | o r o h+e�f l7r e��l7r p l h v o h/h m

H !&% 1 ðö º ìíI%KJL% ' ïM%`ðON N ñ�íI%I(À-P%`ð)3wöí
� y�y	l4ù f i x y o e�f	gwh l h p f l7q�l7r � r�u@l fje � x r p l hf	h p l7r¯��r g | r o i$i f l7r�q s r o t1k�l&Q 8R? n « ý7<
owx q | l ~�ô k�r e m�n f l�q�l���r g | r o i$i f l7r�q s r o t1k�l�l�r ~�ô y�y e�f�h k�l7r Ñ#g r�r o | l h p l�r Ð l f q�l p f l � h ñ~�g r p l7r x h | l h Ñwg#h�È)g o | y f	h x h p¦� h p r�l���q m@n f l°ù gw~Ve � o r�l f q e o y	y | l i l f�h4Ñ l7r ~�ô | u o r z�p�oo y�q D ¬�Ù�Õ�ÜFEPØ'Úù@1Ù f i s y�l i l h+e�f l7r e m�n f l Ô h-e � f t1v-y x h | � f r p p/x r�t1k2l f�h f	h+e l7r h o e�f�g#h oPñy	l�q º l o i Ñ#g#h ù e o e�f q e�f v�l7r h z î o e k�l i o e�f vwl�r h x h p �!h/~�g r i o e�f v�l7r h ��l f�e l�r | l e r f l7u@l h mù f l x h-e l7r�y f l | e l f�h l7r owx�Ì l�r | l�� � k h y f t1k | x e l h 96x�o y fje � e q�v g#h+e r g y	y	l z/p�o$p f l Ô h+e � f t1v-y	l�rf	h p l7r î l7k�r�{ o k/y owx t1k p f l f�h-e l h q f�Ñ q e l h � h ��l h p l7r§q f�h pm¨� l f q s f l7y�q���l f q�l4� f r p ú l p l) o t1k e p f l h l x l7q e l Ô h+e � f t1v]y�l7r Ñ l7r�q f�g#h o�x e�g i o e�f q f l7r e l f�h l i f	h+e l h q fjÑ l h º l7q e x h-e l7r ñ{ g | l h x h p¦o i ~�g y | l h p l h º¨o | f�h p l7r�q e o e�f q e�f q�t1k�l h õ g r�q�t1k x h | x h p,� h ��l h p�x h | Ñwg#hp l h Ô h+e � f t1v]y�l7r h | l h x e { e m É x u}l�{ f l7k�l h,f q e Q x h+e l�r A]×?×¨¬4SRT�T�@�Ú©DwÕ�U	Ú¾Û«¬@ÚVEXWNÙB@�×/UYEPÚ�½wm]n g r eÏ h p l e i o h q g � g k�y p l h ÜFEPØ]Úù@1Ù[Z�E7Û]Ù�z-o y	q owx t1k�v g i s f y f l�r e l0��l�r�q f	g#h l h4~�ô r®l f�h l�� f l�y ñ{ o k�y Ñ#g#h � l e r f l7u�q�q l q e l i l h m�!h p f l7q�l7r � r�u@l fje � f r p u@l7q gwh p l7r�l7r Ð l7r e o�x ~ p f l\?�l s r g p�x { f l7r�u o r�v�l fje p l�r Ô r | l7u h/f q�q�l
| l�y	l | e m�n f l 96x l7y�y e lÓÒ e l�{ x¦o y�y	l h ù f i x y o e�f�g#h l h q f�h p¦s l7r�l ñ i o f y}l7r�k��wy e y f t1k mn f l� f t1k e�f | l h õ x h v e�f	g#h l h { x r � r�u@l f�e i fje�Ð2ô�h q�t1k-u o r�v�l fje l h q g y�y	l h�f i ý ? � )
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u}l f v g i$i l7r�{ f ñl7y�y	l h ��r g p�x v e l h�f	h p l�rg?�l | l7y h�f t1k e i � | y f t1k f q e z É x | r f � owx ~ �wy e l�r�l���l7r�q f�g#h l h p l�rù gw~Ve � o r�l�{ x u}l�v g i$i l h z q g u�y	l f u@l h p f l o y e l h ��l7r�q f	gwh l h¢Ñ#g#h �6s l h ù g x r�t7l0��r g | r o i ñ
i l h,Ñ l�r ~�ô | u o r m�Ô q f q e p l�q�k o y�u ��x�Ì l h q e l7k�l h p l h owx t1k f	h p l7r�É x v x h/~Ve i � | y f t1k z-p f lÔ r | l�u h�f q�q�l¢{ x ô u@l7r s r ô/~ l h m
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Ô f	h l¢� f t1k e�f | l9? g y�y	l�q s f l7y e u@l f ù f i x y o e�f	g#h l h�f i � l�r�l f t1k p l�r�ù e o e�f q e�f v gw~Ve p l7r Ñ l7r ñ��l h p l e l�É x ~ o y	y�q | l h l7r o e�g r m
õ ô r p f l�ù f i x y o e�f�g#h l h p f l7q�l7r � r�u@l fje � x r p l p l7r¯ù e o h p�o r p | l h l�r o e�g r ~�ô r | y�l f t1k Ñ l7r ñe l f y e l¦É x ~ o y�y	q Ñ o r f o u/y	l hÑwg#h Q q�l f�e p l7r§��l7r�q f	g#h ø mc:'m ø | l h x e { e z l�u}l h/~ o y	y�q i f�e p l hù e o h p�o r p q e o r e ��l7r e l h m#Ô q�k o h p l�y e q f t1k x i p l h q g | l h o h�h+e l h§î l�r�q�l h�h l ñjº � f q e l7r � l ñh l�r o e�g r Ñ#g#h 8 î ) >Sþ7< m � g#h p f l7q�l i f q e u}l�v o h�h+e z�p�o q�q�l�r�l f�h l¢�¨l7r f	g p l Ñ#g#h

219937 − 1u@l7q fje { e x h p f	h 0 û ý owx ~ l f	h o h p l7r ~�g y | l h p l h n f i l h q f�g#h l h l f�h l � y�l f t1k Ñ l7r e l f y x h | l7r ñ{7l x | e mn f l � r�l h {�l h p f l�q�l7q � l h l�r o e�g r�q�y f l | l h p�o i f�e ��l f�e�ú l h q�l fje q p l�r � h/~�g r p l7r x h | l h p l�rp�x r�t1k | l ~�ô k�r e l h ù f i x y o e�f	g#h l h m�n f l�q�l p ô r ~ l h§~�g y | y f t1k o y	q Ñ#g i î l7t1k o h�f q i x q p l7r�É x'ñ~ o y�y	q�{ o k�y�l h l�r�{7l x | x h | x h o u�k�� h | f | o h | l7q�l7k�l h ��l7r p l h m� l f�ú l p l i ù e o r eaÑ#g#h Q�� f r p¢p l�r¨��q�l x�p g ñ É x ~ o y�y	q | l h l�r o e�g r h l x f�h�f�e�f o y f q f l7r e z � g p�x r�t1kp f li?)l s r g p�x { f l7r�u o r�vwl fje p l7r Ô r | l7u h�f q�q�l | o r o h+e�f l7r e�f q e mn f l Ô r�{7l x | x h | Ñ#g#h�h�g r i o y Ñ l�r e l f y e l h É x ~ o y�y	q�{ o k�y�l h l7r ~�g y | e�ô u@l7r p f l �!h+Ñ l�r�q f	g#h q i l ñe k g p l m
n f l6ù f i x y o e�f�g#h p l7r0É x ~ o y	y�q Ñ o r f o u�y�l h�~�ô r Ð2ô�h q�t1k-u o r�v�l fje q ~ x h v e�f	gwh l h l7r ~�g y | e�~�ô r p f l
õ �wy�y	l z f	h p l h l h p f l ��l�r e l f y x h | q ~ x h v e�f�g#h l h F f	h p l�r � r�u}l f�e o h o y l e�f q�t1kYk�l7r | l7y�l f ñe l e ��l�r p l h z ô u@l7r p f l�u@l7v o h�h+e l � l7{ f l7k x h | F−1(U) ∼ F
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| y�l f t1k Ñ l7r e l f y e l$É x ~ o y	y�q Ñ o r f o u�y�l°u@l7{�l f t1k h l e m ù gw~ l7r h p f l7q h�f t1k e i � | y f t1k f q e z � f r p�p f ñr�l�v e q f i x y f l�r e x h p p f l
l7r�r�l f t1k e l � l h owx f | v�l f�e o h | l | l7u@l h m
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�!h p f l7q�l i þ ows fje l7y�q g y	y p f l�u f q�k�l7r | � h | f | l)��r o Ò f q p l7r � h ��l h p�x h | Ñ#g#h$Ð2ô�h q�t1k-u o r ñvwl f�e l h p�o r | l�q e l�y	y e ��l7r p l h m+Ô f	h u@l7q g#h p l�r�l�q ��x | l h i l7r�v¢l�r�k o y e l h p f l0ù't1k+���wt1k�l h z#p f lp�o q§��l7r ~ o k�r�l h p/x r�t1k p f l,��l7r h o t1k�y	�wq�q f | x h | p l�r î g p l�y	y�u f y p�x h | q s r g u�y	l i o e�f v owx ~ ñ��l f q e m
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�!h p l7r �af�e l�r o e x r0{ x r � h ��l h p�x h | Ñ#g#h�Ð2ô�h q�t1k]u o r�v�l f�e l h Ï h p l h q f t1k u f q�k�l�r)k owx�s e ñq���t1k�y f t1k p r�l f i l e k g p f q�t1k/l � h q�� e {�l mÉ x i l7r�q e l h ��l7r p l h�Ð2ô�h q�t1k-u o r�v�l fje q ~ x h v e�f	gwh l h r�l f�h l i s f r f q�t1k,l f�h | l7q�l e { e z�o y	q g p f ñr�l�v e owx ~¨î l�q�q x h | l h�Ñ l7r�q�t1k f l p l h l7r Ô f | l h q�t1k o ~Ve l h m�n f l7q�l7q0� g r | l7k�l h Ï h p l e q f t1k Ñ#g ro y�y	l i f i î¥ý n î � i x y e�f ñ t7r f�e l�r f o�p l7t f q f	g#h i o v f�h | � g p l7r owx t1k f�h p l�r 96x�o y f�e � e q�v g#h ñe r g y	y�l z { m¤��m f	h p l7r n f s y g i o r�u@l fje�Ñwg#hÈ)f	h { i o h/h 8 È�f�h >,>�< { x r � l���l7r e x h | Ñ#g#h"�af l ñ
~ l7r o h+e l h m �!h p f l�q�l h � h ��l h p/x h | l h ��l7r p l h vwl f�h l î g p l�y	y f l7r x h | l h¬Ñ#g r | l h�g i4i l h zq gwh p l7r h p f l Ð2ô�h q�t1k]u o r�v�l f�e l h ��l�r p l h�h x r6{ x i ? o h v f	h | u}l�r�l f�e q�u}l�q e l�k�l h p l7r zp f ñr�l�v e o�x q����wk�y�u o r�l�r � y e l7r h o e�fjÑ l h l f	h | l7q�l e { e mÐ2f l�q f t1k�u@l f p l�r � r�u@l f�e�Ñwg#h�È)f	h { i o h/h | l�{7l f | e k o e z f q e p l�r Ð2ô/h q�t1k-u o r�vwl f�e q o h q o e {
f	h p f l�q�l i ( i ~ l7y p | x e�Ñ l�r i f�e�e l7y�u o r m�n�x r�t1k p f l�l f�h/~ o t1k�l õ g r i p l7r Ð2ô�h q�t1k-u o r�vwl f�e q ñ
~ x h v e�f	g#h l h�f q e l�q�y�l f t1k e z f�h É x q o i$i l h o r�u@l fje i fje p l i � h ��l h p l�r p f l�� o r o i l e l7r�q g{ x ���wk�y	l h zZp�o q�q°l f	h lÀ{ x ~ r f l p l h q e l7y	y�l h p l+*)u}l�r�l f�h q e�f i$i x h | {�� f q�t1k�l h p l h õ x h v e�f ñg#h q¡��l�r e l h x h p¦p l i ÷ � l ~�ô k�y ø p l7q � h ��l h p l�r�q6k/l7r | l7q e l7y�y e � f r pmù e o e�f q e�f q�t1k�l Ô f | l h q�t1k o ~Ve l h p f l7q�l�q6� g r | l7k�l h q6Ï h p l h u}l f p f l�q�l�r � r e � h ��l h p�x h | l ho y�y	l7r p f	h | qÀl7k�l�r�vwl f	h l � l o t1k e x h | m�n f l�q�l¦r�l f�h l i s f r f q�t1k�l È l�r o h | l7k�l h q���l f q�l¥� f r pp l�q�k o y�u f�h p f l�q�l7r � r�u@l fje�h�f t1k e ��l f�e l7r Ñ l�r ~�g y | e mn f l°{���l f�e l � r e p l7r � h ��l h p�x h | z f�h p l�r Ñ l7r�u/r�l fje l e�Ð2ô�h q�t1k-u o r�vwl fje l h | l h x e { e ��l7r ñp l h z f q e p f lY��r g p�x v e�g s e�f i f l�r x h | m �!h l f	h l7rÎ��l7r�q x t1k�q s y o h x h | q�q f�e x�o e�f�g#h ��l�r p l h z
h o t1k p l i f	h p fjÑ]f p�x l�y	y�l î¦g p l7y	y�l ~�ô r p f l Ñ l�r�q�t1k f l p l h l h É f l7y | r �#Ì l h | l7q�t1k�� e { e � x r ñp l h z¨x h-e l7r¢��l7r h o t1k�y���q�q f | x h | p l�r õ l7k�y�l7r e l7r i l i x y e�f p f i l h q f	gwh o y	l �6s e�f i f l7r x h | l h
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p�x r�t1k | l ~�ô k�r e m� i É x q o i4i l h k o h |¢i fje p f l�q�l i � g r | l�k�l h q f	h p4p f l�q e o e�f q e�f q�t1k�l h Ô f | l h q�t1k o ~Ve l h p l�q
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�!h p f l7q�l i � u/q�t1k h�fje�e ��l�r p l h l f�h�f | l p l7r�ù't1k+�0�wt1k/l h p l7q o v e x l�y	y | � h | f | l h ��l7r ~ o k�r�l h q{ x r � h ��l h p�x h | Ñ#g#h�Ð2ô�h q�t1k]u o r�v�l f�e l h u@l7q�t1k�r f l7u@l h m
É x h ��t1k�q e � f r p | l7{�l f | e z�p�o q�qZu@l7r�l f�e qu@l f p f l7q�l7rZl f�h/~ o t1k�q e l h � h ��l h p�x h | p l7r Ð2ô�h q�t1k ñu o r�vwl f�e l h l�r�k�l�u�y f t1k�l6��r g u�y	l i l f i l f | l h+e y f t1k�l h �6s e�f i f l7r x h | q�t1k�r fje�e owx ~Ve r�l e l h v � h ñh l h m
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É}� o r�q f	h p�p f l õ x h v e�f	g#h l h§Ñ#g#h n l7r�r f	h | l7r ñ ù x f t1kP��l�Ò f u�y�l7r f	h p l�r � h ��l h p�x h | o y	q p f lÑ#gwh±È o r�r f	h | e�g#h z � o q f k�r�l � l�y f l7u�k�l f�e q f t1k�l�r�y f t1k�{ x l f�h l i k g k�l h � r owp l,u@l�� f r�v e zy	l f p l�r�� f r p p f l7q�l�r)� g r e l f y p�x r�t1k î o�Ì h o k i l h l7r�v o�x ~Ve z�p f l ~�ô r p f l h x i l�r f q�t1k�l ��s]ñe�f i f l7r x h | o y�y	l�q o h p l�r�l o y	q | ô�h q e�f | q f�h pu÷

• { x i l f	h l h ��l7r p l h q e�ô t1v-��l f q�l�{ x q o i4i l h | l7q�l e { e l õ x h v e�f�g#h l h | l h x e { e z-p f l f�hp l�r¢��r o Ò f q gw~Ve q�t1k+� f l7r f | { x k o h p k o u@l h q f�h pzap�o q f l${ x { o k�y�r�l f t1k�l h õ o y	y x h ñe l7r�q�t1k f l p�x h | l h¦~�ô k�r�l h z
• { x i o h p l�r�l h q f	h pÀp f l7q�l õ x h v e�f	g#h l hÀf	h p l7r�?�l | l7y f�h o y�y	l h ù e�ô/e { s�x h v e l h4h/f t1k ep f �&l�r�l h { f l7r�u o r7�

�!h q�u}l�q g#h p l7r�l p l�r0{���l fje l
� x h v e � f r p f	h p l�r �af�e l�r o e x r�q�l7y e q o i l�r���l f q�l h�f t1k e u@l o t1k ñe l e m@n f l[) f t1k e p f �&l�r�l h { f l7r�u o r�v�l f�e p l�r � h-e � g r e ���wt1k/l ~�ô k�r e�f i s y f { f�e p�o { xz@p�o q�q�v�l f ñh l | r owp f l h+e l h u o q f l7r e l h �6s e�f i f l7r x h | q Ñ l7r ~ o k�r�l h | l h x e { e ��l7r p l h p ô r ~Ve l h m-n f l�q�� f r pf	h p l7r\?)l | l7y f | h�g r f l7r e x h p¥p f l �6s e�f i f l�r x h | l h ��l�r p l h i f�e�e l�y	qd)�l�� e�g#h ñ ��l7r ~ o k�r�l h
p�x r�t1k | l ~�ô k�r e m �!h 8 p ý õ ù > : < � f r p Ñ l�r�q x t1k e z�p f l�q�l7q§��r g u�y	l i p�owp�x r�t1k�{ x u}l�k�l7u@l h z
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p�o q�q o hÀú l p l7r�÷Iþ h�f t1v#ø ñ ù e l7y�y	l�� g y l h�g i l � m@� r owp l�q�q e l e�f | p f �&l�r�l h { f l7r�u o r o h | l s�o q�q e��l7r p l h m ) o e�ô r�y f t1k f q e q g p f l n f �}l7r�l h { f l7r�u o r�vwl fje | l7r�l e�e l e z ú l p g t1k¿��l7r p l h p f l�{ xu@l7r�l�t1k h l h p l h õ x h v e�f	gwh l h l7r�k�l7u�y f t1k�v g i s y�l�Ò'l7r mº¨o e q��wt1k�y f t1k f q e p�o q���r g u�y�l i ~�ô r p f l)��r o Ò f q�� g k�y h�f t1k e q g q�t1k-��l7r¡� f l | l h p&z � f l i o howx ~ p l h l7r�q e l h � y f t1v o h�h l�k i l h v � h�h+e l z+p�o
p f l g s e�f i o y�l h Ô f�h q e l7y	y x h | l h q f t1k f	h p l�r?�l | l�y h�f t1k e0f	h p l7r¢)��wk/l6l f�h l7r p l7r h�f t1k e p f �}l7r�l h { f l7r�u o r�l h ù e l7y	y�l h u}l�Ï h p l h m ù e r�l h |
| l h�g i$i l h i ô q�q e l p f l7q o y�y	l�r p f�h | q ô u@l7r s r ô/~Ve ��l7r p l h z u}l Ñ#g r i o h l f	h | r owp f l h+e l h ñu o q f l�r e l�q���l7r ~ o k�r�l h l f	h q�l e { e m
Ô f	h o h p l�r�l7r � q s l�v e z ��l7y�t1k�l7r�l7u@l h/~ o y�y	q h�f t1k e u}l o t1k e l e � f r pz f q e z�p�o q�q�l7q p�x r�t1k owx q
i � | y f t1k f q e z h�f t1k e ñ { x q o i$i l h k�� h | l h p l � l7u f l e l Ñwg#h ) x y	y Ñ l�r�q�t1k f l p l h l�r Ð2ô�h q�t1k ñu o r�vwl f�e l h { x l7r�k o y e l h z ô u}l�r p f l g s e�f i f l7r e ��l�r p l h i x q�q m �!h q g y�t1k�l h õ �wy�y	l h | o r o h ñe�f l7r�l h | r owp f l h+e l h u o q f l7r e l°��l�r ~ o k�r�l h¥h o e�ô r�y f t1k h�f t1k e p�o q ��x}£ h p l h l f	h l7q | y g u o y	l h�6s e�f i x i q7� ��x t1k p f l7q�l�r¯� x h v e � f r p f	h p l7r �af�e l7r o e x r h�f t1k e u}l o t1k e l e z i ô q�q e l4l f ñ
| l h-e y f t1k ú l p g t1k owx t1k | l s r ô'~Ve ��l7r p l h m� l f q s f l7y�k o ~Ve�f q e l f�h s r g u/y	l i o e�f q�t1k/l7r õ o y�y f�h � u�u :'m ø { x q�l7k�l h man6o q�q�l7k�r
l f	h/~ o t1k/l
î¦g p l7y�y

y = −x2 + 1 i fje�h x r ú l�l f�h l7r Ô f�h � x q�q ñ�x h p É f l�y | r �#Ì l�{ x q o i$i l h i fje l f	h l�r
(−1, 0, 0.5, 1, 1)

Ð2ô�h q�t1k-u o r�v�l fje x h p O = [−2, 2]
~�ô k�r e u}l�r�l fje q6{ x l f�h l7r
ù f�e x�o e�f�g#h

x h { x q o i4i l h k�� h | l h p l7r � l�r�l f t1k�l s g q f�e�f�Ñ l7r Ð2ô�h q�t1k-u o r�v�l fje l h m
n f l7q�l � u�u f y p�x h | {�l f | e owx t1ku}l�r�l f�e q z¨p�o q�q¯��l fje l�r�k f�hh�f t1k e°Ñ#g#h l f	h l�r x h/f i g p�o y	l h� h+e � g r e ���wt1k�l owx q | l | o h | l h ��l7r p l h v o h/h �n f l7q�l�q�l f	h p f i l h q f	g#h o y	l � l f q s f l7y6{�l f | e o y	q g u}l�r�l f�e q z0p�o q�q i o h q f t1k ~�ô r p l h ��s]ñ
e�f i f l7r x h | q�q�t1k�r f�e�e4h�f t1k e owx ~ p f l ��x e o r e�f | vwl f�e p l�r � h+e � g r e ���wt1k�l Ñ l7r�y o q�q�l h v o h�h �� l�q g#h p l7r�q f i k � k�l�r p f i l h q f�g#h o y�l h õ o y	y i x q�q p�o Ñ#gwh owx q | l | o h | l h ��l7r p l h z)p�o q�q
� r owp f l h+e l h+Ñ l7r ~ o k�r�l h¦e k�l g r�l e�f q�t1k h�f t1k e)~ x h v e�f	gwh�f l�r�l h m

��ÝY	�Ý
	 à�æ�á¤���0â�ç ì�á�â¦¥Yé��§M�0â��¨\©�����á

� u+� g k/y p f l n l7r�r f�h | l7r ñ ù x f t1k õ x h v e�f	gwh l h owx ~ p l h l7r�q e l h � y f t1v�q�l7k�r¢k o r i y g q owx q ñq�l�k�l h z q f	h p¿p g t1k z � f l¦u@l7r�l fje q | l7q�l7k�l h z l�r�k�l�u�y f t1k�l¥þ g i s y f v o e�f	gwh l hf�h p l7r ��s e�f ñ
i f l7r x h |¥i � | y f t1k m ù'l f { m���m<p�o q î¦g p l7y�y y = x2

1 + x2
2 | l7q�t1k�� e { e x h p�p�o { x ~�ô r p f ll f�h p f i l h q f�g#h o y�lÎÉ f l�y | r �#Ì l p f l Ð2ô/h q�t1k-u o r�vwl f�e o y	q
(−1, 0, 4, 0.5, 0.5)

q s l7{ f Ï�{ f l�r e m
Ð l f�e l7r�k f	h q�l f O = [−2, 2]2 | l | l�u}l h m<n6o h�h l7r | f u e q f t1k p f l � h+e � g r e ���wt1k�l�� f l f�h� u/u md:'m¤û ~�ô r p f l h x i l7r f q�t1k/l ��s e�f i f l�r x h | m î o h q f l7k e z0p�o q�q,l�q,l f	h l | o h {�l ( h ñ
e l�r i o h�h�f | ~ o y e�f | vwl fje i f�e)f p l h+e�f q�t1k�l7r z g s e�f i o y�l7r Ð2ô�h q�t1k-u o r�vwl fje | f u e m@n f l ô u�y f t1k�l h�6s e�f i f l7r x h | q Ñ l7r ~ o k�r�l h � ô r p l h o u@l7r f i4i l7r h x r6l f	h l h p l7r g s e�f i o y�l h � x h v e l o y	q� � q x h | Ñwg r�q�t1k�y o | l h mÐ l7r e�Ñ#g y�y	l �!h/~�g r i o e�f�g#h�~�ô r p l h � h ��l h p l7r | l7k e q g l Ñ l h+e x l7y	y Ñ l7r�y g r�l h m
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� u/u f y p�x h | :'m ø ÷�� l f q s f l�y ~�ô r h/f t1k e { x q o i$i l h k�� h | l h p l � l�u f l e l s g q f�e�fjÑ l�r Ð2ô�h q�t1k ñu o r�vwl f�e

Wünschbarkeit als Funktion von x
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� l p l h v-y f t1k�l�r o y	q p f l f	h p l hÀÑ#g r�k�l7r | l7k�l h p l h � u�q�t1k h�fje�e l h o�x ~ | l7{�l f | e l h ù]t1k-���wt1k�l h zp f l i o h�f i q�t1k�y f i4i q e l h õ o y	y p�x r�t1k¬l f�h l$l7r�q�t1k �#s ~ l h p l � f�e�e l�r�q x t1k�l f i �6s e�f i f l ñr x h | q�q�t1k�r fje�e u}l�{�� f	h | l h v o h/h z f q e l f�h l i l e k g p f q�t1k/lÀù't1k+� o t1k�q e l7y�y	l p l�q6l e o u�y f l7r e l h� g r | l7k�l h q mn f l�{���l f�e l p l�r¦u@l7q�t1k�r f l7u@l h l h þ�y o q�q�l hGÑ#g#h � h ��l h p�x h | l h�f q e p f l �6s e�f i f l�r x h |l f�h l7q4��r g p�x v e l�q i f�e�e l7y�q î¦g p l7y�y f l�r x h | p l7r$l f	h {7l7y h l h 96x�o y fje � e q i l7r�v i o y�l Yi, i =
1, . . . , m

m@� ~Ve ��l7r p l h�Ð2ô�h q�t1k-u o r�vwl fje l hÎf i É x q o i$i l h k o h |$i f�e p l�r)��l�r�q x t1k�q s y oPñh x h | u@l h x e { e z q s l7{ f l7y�y f i �6s e�f i f l7r x h | q�q�t1k�r f�e�e z f	h p l i o�x t1k«± x�owp r o e�f q�t1k�l î¦g p l�y	y	l
~�ô r p f l°É f l7y | r �wÌ l h { x i º r o | l h v g i$i l h mn6o q�� g r | l�k�l h u}l f p l�r î¥ý � f i þ g#h+e l�Ò e p l7r���l�r�q x t1k�q s y o h x h | f q e�f	h p l�r �af�e l7r o e x rq e l e q | y�l f t1k x h p q�l f k f l7r o i � l f q s f l�y p l�r � r f | f�h o y p�o e l h¯Ñ#g#h n l7r�r f�h | l7r ñ ù x f t1k§l7r�y�� x'ñe l�r e m �!h q�u}l�q g#h p l7r�l�� f r pÇowx ~ | l�{7l f | e z¨o h ��l7y�t1k�l h ù e l7y�y	l h p f l7q�l�q¯� g r | l7k�l h { x v x r�{
| r�l f�~Ve m
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� u/u f y p�x h | :'m¤û¹¸�� l f q s f l�y ~�ô r ô u}l�r o u/{N�wk�y�u o r Ñ'f l7y�l g s e�f i o y	l)� x h v e l f i õ o v e�g r�r owx i

1

Wünschbarkeit als Funktion des Faktorraumes
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��ÝYº�ÝIß à�á�â$»¥á®â��°�����u¼½�6é à�á�âPâ�æ[é��0á�â1ê¿¾[��æ ���
n l�r�r f�h | l�r ñ ù x f t1k p l i g#h q e r f l7r e l h p l h ) x e {7l h¥f k�r�l7r h l x l h õ x h v e�f	g#h l h v-y o q�q�l o h l f ñh l i � l f q s f l�y owx q p l7r¥t1k/l i f q�t1k/l h��!h p�x q e r f l z h o i l h+e y f t1k p l7r È l7r�q e l�y	y x h | l f	h l�r��x i4i f i f q�t1k x h | ~�ô rC?)l f�~ l h m�Ô q | o u p r�l f Ô f�h � x q�q | r �#Ì l h x h p Ñ'f l7r�É f l�y | r �#Ì l h z/p f lp f l�{ x g s e�f i f l7r�l h p l h Ô f | l h q�t1k o ~Ve l h p l7q ��x i4i f q�± x�o h+e�fje o e�f�Ñ u}l�q�t1k�r f l7u@l h m
n f l Ñ'f l7r�É f l�y | r �#Ì l h i fje p l h { x | l7k � r f | l h�Ð2ô�h q�t1k]u o r�v�l f�e q ~ x h v e�f	g#h l h q f	h pF¸
• � �¡ý �ö� u�r o q f	gwh �!h p l�Ò

Y1 i f�e p l7r Ð2ô�h q�t1k-u o r�v�l fje q ~ x h v e�f	gwh
d1(Y1) = (120, 170,∞, 1, 0)

z
• û «#«�À î g p�x y x q

Y2 i f�e p l7r Ð2ô�h q�t1k]u o r�v�l f�e q ~ x h v e�f	g#h
d2(Y2) = (1000, 1300,∞, 1, 0)

z
• ��l�r�y	� h | l�r x h | o i � r x t1k s�x h v e

Y3 i fje p l�r Ð2ô/h q�t1k-u o r�vwl f�e q ~ x h v e�f�g#h
d3(Y3) = (400, 500, 600, 1, 1)

z
• È �wr e l Y4 i fje p l�r Ð2ô/h q�t1k-u o r�vwl f�e q ~ x h v e�f�g#h
d4(Y4) = (60, 67.5, 75, 1, 1)

m
É x r î¦g p l7y	y�u}l�q e�f i$i x h | � x r p l h x h l f�h {�l h+e r o y�{ x q o i$i l h | l�q�l e { e l7r6��l�r�q x t1k�q s y o h
i f�e û « ��l7r�q x t1k/l h x h p q�l�t1k�qÁ?)l s y f v o e�f�g#h l h4f i É&l h+e r x i p�x r�t1k | l ~�ô k�r e m�n f l Ô r | l7u ñh�f q�q�l�q f	h p f i � r f | f	h o y e l�Ò e s�x u�y f { f l7r e m-� y�q î¦g p l�y	y | y	l f t1k x h | l h4~�ô r�l f	h4Ñ#g y�y	q e � h p f | l7qî¦g p l7y�y{���l fje l�r � r p h x h | l7r�k f l7y e l h q f l ¸
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ŷ1(x) = 139.1 + 16.5x1 + 17.9x2 + 10.9x3 − 4.0x2
1 − 3.5x2

2 − 1.6x2
3

+5.1x1x2 + 7.1x1x3 + 7.9x2x3; σ̂1 = 5.6,

ŷ2(x) = 1261.1 + 268.2x1 + 246.5x2 + 139.5x3 − 83.6x2
1 − 124.8x2

2

+199.2x2
3 + 69.4x1x2 + 94.1x1x3 + 104.4x2x3; σ̂2 = 328.7,

ŷ3(x) = 400.4− 99.7x1 − 31.4x2 − 73.9x3 + 7.9x2
1 + 17.3x2

2 + 0.4x2
3

+8.8x1x2 + 6.3x1x3 + 1.3x2x3; σ̂3 = 20.6,

ŷ4(x) = 68.9− 1.4x1 + 4.3x2 + 1.6x3 + 1.6x2
1 + 0.1x2

2 − 0.3x2
3

−1.6x1x2 + 0.1x1x3 − 0.3x2x3; σ̂4 = 1.27.

� i � l | l h q o e {�{ x È o r�r f	h | e�g#h � f r p k f l7r owx t1k ��x | l h i l7r�v o�x ~ p f l î g p l�y	y f l7r x h | p l�rÉ f l�y | r �#Ì l h | l7y�l | e mÃ( i p�o h/h f i y	l e { e l h ù't1k�r f�e�e
Ñwg#h p l h i g p l�y	y f l7r e l h É f l�y | r �#Ì l h{ xÇp l h i g p l7y�y f l�r e l hÎÐ2ô�h q�t1k]u o r�v�l f�e l h { x | l7y o h | l h z � f r pÇp l�r õ l7k�y�l7r e l7r i ú l p g t1k
Ñ l�r h o t1k�y��wq�q f | e m�n l7r �6s l�r o e�f	g#h q�u}l�r�l f t1k O f q e$~�ô r p f l���l7r�q x t1k�q s y o h x h | owx ~ O =
[−1.633, 1.633]3

q�v o y f l7r e m
ù't1k�y f l�q�q�y f t1k,� f r p�p f l �6s e�f i f l7r x h | ~�ô r p�o q)��r g u�y�l i

max
x∈O

q̂(Y ) =
4∏

i=1

ŷi

i f�e�e l7y�q0l f�h l7q � r owp f l h+e l h+Ñ l7r ~ o k�r�l h q | l7y � q e m

��ÝYº�Ý
	 ¾°æÅÄÆ����ä��æ��6éÆ¼G��éÈÇ æ�á<ì�á®âa���\�
��é���á�é ì�á½�É»¥á®â��°�������
�!h � u�u f y p�x h | :'m Â q f	h p¿p f l õ g y | l h p f l�q�l�q4� g r | l7k�l h q�{ x q�l�k�l h m �!h l f	h l�r�ù f i x y oPñe�f�g#h q�q e x/p f l z<owx q | l7k/l h p Ñ#gwh p l h¿î¦g p l7y�y	l h x h p¬p l h | l7q�t1k�� e { e l h õ l7k�y�l7r Ñ o r f o h {7l howx qM8 n ù}Ê « < z � x r p lÉË «#«w«�î o y p l�r,��l7r�q x t1k z � f lÎl�r f	h n l�r�r f	h | l�r ñ ù x f t1k p�x r�t1k | l ñ~�ô k�r e � x r p l z � f l p l�r�k g y e m É x ú l p l7r Ð2f l p l�r�k g y x h | � x r p l p�o q | l7q�t1k�� e {7l �6s e�f i x iowx ~ | l7{7l f t1k h l e m �!h p l7r � u�u f y p�x h | q f�h p ú l���l f y	q
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�,Gf��G�adc�i`J¯®ÃÁ°�OTBn f ll h+e q�t1k�l f p l h p l � l g u o t1k e x h | { x�p f l�q�l h ù f i x y o e�f�g#h l h f q e z
p�o q�q JLK�[!\�M°p�o q�l f | l h+e y f t1k�l î¥ý ��ñ ��r g u�y	l iÿ| l7y � q e � f r p �}ù e o e�e p l�q�q�l h u@l | h-ô | e i o hq f t1k i f�e l f�h l7r Ñ l�r�l f�h/~ o t1k e l h z y�l f p l7r o u@l7r owx t1k ~ o y�q�t1k�l h�� � q x h | z�p�o i o h h o t1k p l�r� � q x h | p l7q ~ o y	q�t1k�l h ��r g u/y	l i q�q x t1k e z h � i y f t1k ¸

x̂opt := max
x∈O

q(E(Y |x)).

Ô f | l h+e y f t1k | l7q x t1k e6f q e�f	h p l�r�v]y o q�q f q�t1k�l h õ r o | l�q e l7y	y x h | l f	h l � � q x h | p l7q���r g u�y�l i q
x̂opt := max

x∈O
E(q(Y |x))!

Ô q�� f r p�o y	q g p f l Ô r�� o r e x h | q¡��l�r e u f y p�x h | f�h p l h�Ð2ô�h q�t1k-u o r�v�l fje q f�h p lÓÒ,{ x�p l h l f	h ñ{7l�y h l h¥Ð2ô�h q�t1k]u o r�v�l f�e l h | l7{ g | l h m ))l7u@l h p f l9) f t1k e owx q h x e { x h | p l7q Ð2f q�q�l h q ô u}l�rp l h õ l7k/y	l7r e r fje�e o y�q g owx t1k h�g t1k p f l&) f t1k e u@l o t1k e x h | p l7rf) f t1k e y f�h l o r f�e � e p l7q | l g ñ
i l e r f q�t1k�l h�î¦f�e�e l�y	q m
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q g y	t1k�l � u�v ô r�{ x h | h/f t1k e l�Ò f q e�f l7r�l h v o h/h m
õ ô r p l h õ o y	y z¨p�o q�q p�o q | l g i l e r f q�t1k�l h¿î¦fje�e l�y o y�q �!h p lÓÒ | l h x e { e � f r pz u@l7v g i4i e
i o h¥�!h+e l�r o v e�f�g#h l h {�� f q�t1k�l h p l h õ o v e�g r�l h x h p�p l h õ l�k�y	l�r e l7r i l h�f	h p f l î¦g p l7y�y ñ
| y�l f t1k x h | l h�~�ô r p l h¦�!h p l�Ò m�� i l f	h/~ o t1k/q e l h q f l�k e i o h p f l�q o h l f	h l i � l f q s f l�y m
�,GfK�Z�Í�K8Gfß~�P� h | l h�g i$i l h l7q | f u e {���l f É f l�y | r �#Ì l h Y1, Y2

mUn f l Ð2ô�h q�t1k]u o r�v�l f�e l h q�l f l hq g | l��0��k�y e z/p�o q�q di = fi(x) + εi = αi + γi,1x1 + γi,2x2 + εi
m�� l f p l¢É f l7y | r �#Ì l h q�l f l hÑ#g i º�l]s (LB)

m Ð l fje l�r�k f�h | l�u}l�l7q�y	l p f | y f t1k§{���l f Ô f	h � x q�q | r �#Ì l h x1, x2

m]n6o h�h | f y e ¸

qDS =
√
d1 · d2

=
(

(α1 + γ1,1x1 + γ1,2x2 + ε1) · (α2 + γ2,1x1 + γ2,2x2 + ε2)
)0.5

n�x r�t1k p f l°��r g p�x v e u f y p�x h | ��l7r p l h q g4�!h+e l7r o v e�f�g#h l h {�� f q�t1k�l h õ o v e�g r�l h x h p õ l7k ñy	l�r e l7r i l h�f�h p�o q î¦g p l7y	y ~�ô r p l h �!h p lÓÒ q owx ~ | l h�g i$i l hÐ l f�e l7r�k f	h q f l�k e i o h p f r�l�v e z@p�o q�q�q�l�y	u�q e x h+e l�r p l h¥g u f | l h z l f	h/~ o t1k�q e l h i � | y f t1k�l h� h/h o k i l h l f	h$î¦g p l7y�y ~�ô r (qDS)2 Ñ#g#h p l�r � r p h x h | ∏i(ord(di))
q�l f	h i ô q�q e l m È�f l7r ñu@l f u@l7{7l f t1k h l e

ord(di)
p l h � r owp�p l7q�� g y l h�g i l7q di m��l7r�y��wq�q e i o h p f l7q�l f p l o y f q f l�r�l h p l h � h/h o k i l h x h p u@l e r o t1k e l e { mP��m ~�ô r p l h n l7r�r f	h ñ

| l�r ñ ù x f t1k õ o y�y p f l�) x e { x h | h/f t1k e ñ | o h {�{ o k�y f | l�r Ô Ò s gwh l h+e l h z q g � ô r p l p f l�qa{ x l f�h l iî¦g p l7y�y | l�u�r g t1k�l h l7r � r p h x h | ~�ô r p l h��!h p lÓÒ ~�ô k�r�l h m
õ ô r p�o q | l g i l e r f q�t1k�l î¦fje�e l�yq�t1k/l f p l e p f l p f r�l�v e l î¦g p l7y	y f l�r x h | q g i f�e o�x q m��x t1k ~�ô r p l h õ o y�y p l�q î o Ò f i f	h ñ �!h p lÓÒ f q e p f l$ù f�e x�o e�f�g#h¥h�f t1k e | ô/h q e�f | l�r maÔ q e r f�e�e~�ô r p f l7q�l h õ o y�y p�o q¢��r g u�y�l i k f�h { x&zp�o q�q°l f	h l$ù't1k�� e { x h | p l7rf*�u@l7r | o h | q�u}l�r�l f t1k�l zf	h p l h l h p f l�É f l7y | r �#Ì l z ��l�y	t1k�l p�o q î¦f	h/f i x i u@l7q e�f i$i e z ��l7t1k�q�l7y e z h � e�f | � ô r p l m��x t1k p f l�q�l7q�� g r | l�k�l h l7r�q�t1k�l f�h+e�h�f t1k e l f	h'~ o t1k�l7r zo y�q p f l f	h p fjÑ]f p�x l�y	y�l h�î¦g p l7y	y�l
{ xq�t1k�� e {�l h m
� y�q õ o { f�e u�y�l f u e z�p�o q�q�l f	h l p f r�l7v e l î¦g p l7y�y f l7r x h | p l7r �!h p l�Ò ~ x h v e�f	g#h q v�l f�h l | o h | u oPñr�l � y e l�r h o e�f�Ñ l){ x r�v-y o q�q f q�t1k�l h z i l7k�r�q�t1k�r f�e�e�f | l h ��s e�f i f l�r x h | ô u}l�r p f l f̂i p�o r�q e l7y	y e m

· 0
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G
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R
�-��å úûè��#3®P¯�°-±K��#�²��P¯�°�³H"�´,µ¶��"b±H·¸�

G ¹ ²�&ºE��²�¯�°»��&
F ≥st G ¹  !��&»&`³H²�·¼#

F (x) ≤ G(x) ½$¾ "�±H·�·�� x ∈ R.
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î�æ�îFù�ï,æ�îöê7î�î�è\ð�å�æu��#3®P¯�°-±K��#�²��P¯�°»��àX";áH&»â6&Z³H��ü¦ê7î�ëyì�Iêaõ�+då é-ð$ú-å�æiø�í�é1ÛCî�èVæ�é-ú�ëyì�æ�å�ð�í�î�ï
ñ,òaîeê7î�ð�æ�é�æ�îj��é-ð�î¿í�î�ïaú-÷�æ�ï,é�å5{°æ�î³ð�æ�éC«¿èVò�ëyìöêaú�è-å���êaí�ëyìã³Z�� !´P°Z&»·¼²�¯�°»�`��#%®P¯�°-±K��#�²��P¯�°»�àX";áH&»â6&Z³¦ïaæ�îöêaî}î¿è���A�å î�æ�+¢æ�å�èVæ�é-æ&ç¢æ�ø�æ�å ëyì�î¿í�î�ï$å úûèä��#3®P¯�°-±K��#n²��P¯�°»�Jå�®Kæ�²�&B±H&Zç���"���#%��"àX";áH&»â6&Z³H�
ü å�è/èCå�õ�ýþæÁð�å æ�ú-æ�é ä\æ�}öî�å�è-å ò,î+õ ÿaú�ú�è ú�å ëyì`î¿í�îOêaí¹ýÃîöê7è�	}é-õ å�ëyì�æ1�@æ�å�ú-æCæ�å î}æ;ä\ò)�På îöê7î�øÁý:	}é�4í}ýYêaõ�õ úûñaê7é-å ê7÷�õ æ�î+ð�æ�}öî�å æ�é-æ�î��
�m�7�E���:�P���B�����5éê�;�?�P���K����?�����D�W���*�m�B��������� `¡3¢�£ìëE¤J�Z�Eª�í;æ�ï,æ�÷°æ�îfú�æ�å�æ�îiø?+�æ�å)@�æ�é,0
èVæ�å õ�í�î�ï,úûýþí�î��èVå�ò,î�æ�î

F,G
�Iå�è

F ≥st G
í}î�ð�ø�+¢æ�å1�Õ@�æ�î

X ∼ F
í�î�ð

Y ∼ G
�¶� î

ð�å�æ�ú-æ?�p��êaõ õ�úVêaï7èG�IêaîÉêaí}ëyì
X ≥st Y

ù
X

å úûè&ú�èVò�ëyìöêaúûèVå�ú-ëyì�ïaé�')(,æ�é&êaõ ú
Y

÷�ø�+À�
Xð�ò)�På î}å æ�éûè

Y
�

A�å î�æb�4í}ýYêaõ õ�ú�ñ7êaé�å êa÷�õ�æ
X

ð�ò)�På î�å�æ�é�è�æ�å�î�æ;êaî}ð�æ�é�æJ�4í}ýYêaõ õ�ú�ñ7êaé�å êa÷�õ�æ
Y

êaõ ú�ò9ï,æ�î�êaíOðöêaî�îFù+�æ�î�î ð�å æ+ø�í�ï,æ�ì',é�å ï,æ�@�æ�é�èVæ�å õ�í�î�ï,úûýþí�î��èVå�ò,î
FX

ð}å æ�@�æ�é�èVæ�å õ�í�î�ï,úûýþí�î��èVå�ò,î
FY

ð�ò)�På|0î�å�æ�é�è��
� î�ìöê7õ�èVõ�å ëyìf÷°æ�ð�æ�í¹èVæ�èGð�å æ�ú-æ äCò)�Iå�îöêaî�ø7ù�ðöêaú-ú�ð�å æ!�Õ@

X
=�æ�ð�æ�ýþæ�úûèVæí;é-æ�î�ø�æ9�Iå�è�ïaé�')(,æ�é-æ�é�"êaì�é-ú�ëyì�æ�å�î�õ å�ëyì�aæ�å�è	�÷�æ�é�ú-ëyì�é�æ�å�èVæ�è\êaõ�ú�ð�å æJ�Õ@

Y
�

P (X > g) ≥ P (Y > g) i
ý:	�éÁêaõ�õ æ

g ∈ R.
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@�æ�é�ú�è-æ�ì�èF�+ê7î«î�í}î�Iæ�ì�éGð�å�æ/2�é-ò�ð�í��èVæ!ñ³êaõ úF�4í¹ýYêaõ õ�ú�ñ7êaé-å êa÷�õ�æ�îFù´ú�òiú-å î}ð&êaí�ëyì«ýþò,õ ïaæ�î�ð�æ
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x1, x2 ∈ O
ì�æ�å|0(,æ�î`øB"�®�áHâ7ùK#wú7û�âZ²�üK±H·���&»#
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x1 ∼P x2
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x1 ∼P x2 :⇐⇒ Y (x1) =i.V. Y (x2).
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f(x1) =

f(x2)
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�m�7�E���:�P���B�������ê��� ¢����D�W���t�£�© �Z�:�P��õ»ö�§��:÷-�»¦:�6�� -ª]�Õ+¢æ�åE@�æ�é-ú�í�ëyì�æ

x1, x2 ∈ O
ì�æ�åÿ0(,æ�îj ¾ &-�P¯�°���±H"�ù7��²�#���ú7û�âZ²�üK±H·���&»#
ù�å î �4æ�å�ëyì�æ�î

x1 ∼q x2

ùE+�æ�î�î�ð�å æm@�æ�éûèVæ�å õ í}î�ï,æ�î ð�æ�é�
	�î�ú�ëyì¿÷öêaé��7æ�å�èVæ�î¦ð�æ�é1�4å æ�õ ï,é;')(,æ�îm	�÷°æ�é-æ�å î�úûèVå����Pæ�îFù¹ð�� ì~�
x1 ∼q x2 :⇐⇒ q(Y (x1)) =i.V. q(Y (x2)).

� î�ð}å æ�ú�æ�é��\é�÷°æ�å�èu+då é�ð�ðöê7ú óCòaî�ø�æ�ô}è+ð}æ�éPú�èVò�ëyìöêaúûèVå�ú-ëyì�æ�î³ä\ò)�På îöêaî}ø$î}å ëyì�è+å5� ä\æ$0
èyê7å õ~+�æ�å�èVæ�édí�î�è-æ�é-ú�í�ëyì�èD�~«�èyê è-èVð}æ�ú-ú�æ�î¬+�æ�é�ð�æ�î¦ó;æ�î�î�ïaé�')(,æ�î ð}æ�éE=�æ?+�æ�å õ�å ï,æ�î�@�æ�éûèVæ�å�õ í�î}ï
ø�í}é<�\î}ò,é-ð�î¿í�î}ï`ð�æ�éÀ�4í¹ýYêaõ õ�ú�ñ7êaé-å êa÷�õ�æ�î`ï,æ�î�í¹èVø�è���xÁ÷�õ å�ëyì�æ9ó;æ�î}î�ï,é�'H(,æ�î ú�å î�ð¦øH� ç<�zA�é%0+¢êaé�è-í�î�ï,ú,+¢æ�é�è´ùgü æ�ð�å ê7î ò�ð�æ�é*� î�èVæ�é;�¿íöêaé�è-å õ�úVêa÷�úûèyêaî}ð��ÀA�å î�æz+�æ�å�èVæ�é-æ íié;')(,æ7ù\ð�å�æ¡å���4í�ú-êH�G�Pæ�î}ìöêaî�ïN�På�è«ð�æ�é�2�é�ò¹ð�í-�¿è-ò,ô}è-å��På æ�é�í�î�ï�æ�å î�æm+då ëyì�è-å ï,æCÜdò,õ õ�æ ú-ô�å�æ�õ�è´ùGå�ú�è&ð�å�æ
� â7���P¯�°Zâ¥����û�â»®K#%����ä\å æ�ú-æiå úûè/+då æ;ýþò,õ ï7è�ð�æ?}�î�å æ�é�èD�
�m�7�E���:�P���B�������ê���m§t�D���W��§��D�Dö~§��»�P�ª�í;æ�ïaæ�÷�æ�îÉú-æ�å æ�å�îz�
	�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�è-ú-å î}ð�æ��

q(Y )í�î�ð$ð�å�æ;ø�í�ï,æ�ì',é�å ï,æî@�æ�é�èVæ�å õ�í�î�ï,úûýþí�î��èVå�ò,î
Fq(Y )

��ä�ê7î�î ì}æ�å�(7è
p0(q(Y )) := P (q(Y ) = 0) = Fq(Y )(0)

ä\å�æb�\í�ú�ú-ëyì¿í�ú-ú;�¿í�òaèVæ9ñaò,î
Y

í}î¿è-æ�é
q
�

� î�ìöê7õ�èVõ�å ëyìÉï,å�÷}èPð�å æC�\í�ú�ú-ëyì¿í�ú�ú��¿í�òaè-æ�ð}æ�î��Cî¿è-æ�å�õÁí}î�÷}éVêaí�ëyì¿÷öê7é-æ�é�2�é�ò¹ð}í��èVæ ê7î�ð�æ�éí;æ�úVêW�[èVô�é�ò¹ð}í��èVå òaîOêaî��
ý��Z�z�¥£�©�§t��¨y�����eä\æ�éìxÁ÷°æ�é-ï�ê7î�ïÉø�í�éì��ô}èVå5�Iå�æ�é�í�î�ïÚæ�å î�æ�ém�\î�è3+¢òaé�è��öÿaëyì�æaùÁð�å�æMêaî=�æ�ð}æ�é�«¿èVæ�õ�õ æ&æ�å�î�æG�4í}ýYêaõ�õ ú�ñ7êaé�å êa÷}õ æ9é�æ�ô�é-ÿaú-æ�î¿è-å æ�é�è´ùÃú�ëyìöêW{�è��Pæ�èVì}ò¹ð�å�ú-ëyì�æG2�é-ò,÷}õ æ��PæPå��
æ�å�ï,æ�î�è-õ å ëyì}æ�îì��ô}èVå5�Iå�æ�é-í}î�ï,ú-ú�ëyì�é-å�è-è��
ä\å�æC	}÷�õ å�ëyì�æ�îy@�æ�éûýYêaì�é�æ�î ú-å î}ð�î¿í�éPêaí}ý\ð�æ�è-æ�é;�Iå�î�å úûèVå ú�ëyì�æm�\î�è3+�ò,é��öÿaëyì�æ�î êaí�ú-ïaæ�õ æ�ïaèD�«¹å�æ«÷�é-æ�ëyì�æ�î�ð�æ�ú�ìöêaõ�÷@ð�å�æu��ô}èVå5�Iå�æ�é�í�î�ï æ�å î�æ�éJ�4í}ýYêaõ õ�ú�ñ7êaé�å êa÷�õ�æ�î$òaý èiø�í�æ�å�î�æ��ä ¥§�¡�õ»¦��¦���¨ �Z�
�4æ�å�èVô�í�î-�¿è9êa÷FùÃðöê$ðöêaú=�æ�+¢æ�å õ�å ï,æu�\÷}÷�é-í�ëyì-��é�å�è-æ�é-å�í� ø�íÚæ�å î�æ?� �4æ�å�è-ô�í�î��è[å����ô}èVå5�Iå�æ�é�í�î�ï,ú�ô�é-ò,ø�æ�ú�ú/ ¥§�¡wõ¦n¦���¨$æ�éûý:	�õ õ�èX+då é�ð��
A�úiú-å î}ð �På�è;ð}æ�îN@�æ�é�ýYê7ì�é-æ�î@ø�í�éið�æ�è-æ�é��På î}å ú�è-å ú�ëyì�æ�î ��ô}èVå5�Iå�æ�é�í�î�ïm�aæ�å î�æ&ø�í}ñ,æ�é-õ ÿ7ú-ú-å�ï
é-æ�ô�é-ò�ð�í�ø�å æ�é-÷öêaé�æ�î¬«¹ëyìöÿ7è-ø�í�î}ï,æ�î

x̂opt
ý:	�édð�å�æÀðÃêaï,æ;ð�æ�úî��ô}è-å��9í�Pú

xopt
ø�í$æ�é�ø�å æ�õ æ�î! 

LNM�" # TGUBlnT�v�VX\C^�[ _CTGU%$ TGUWV�T�v�l�\`^�[�TG^ a'&�T)(�v�T�l�lnTGU
* + ^�a-,/.CR�YuU�09T�v:V�TG^

Û1� ð�å æ&ê7í}ý/�4í¹ýYêaõ õ�ú�ñ7êaé-å êa÷�õ�æ�î¬	}÷°æ�é�èVé-êaï,æ�î�æ�î�ç¢æ�ï,é-å|{4æ«ï,æ�+då î�î¿÷�é�å î�ïaæ�î�ðMæ�å�î�ú-æ�èVø�æ�î�ø�í�H'aî�î�æ�î4ùöå ú�è æ�ú�ø�í}îöÿaëyì�úûèCî-'aèVå�ï�ù¹ð}å æ<@�æ�é�èVæ�å õ�í�î�ï,úûýþí�î��èVå�ò,î�æ�î`ð}æ�é�å î�è-æ�é-æ�ú-ú-êaî�èVæ�î`@�êaé�å êK0
÷�õ�æ�î$êaí�ëyì ø�íC�aæ�î}î�æ�î��

Â �



ÄfÅ ��ÆDÇ!��È�É�ÊHË-Ì�Í���ÆuÎÐÏHËÑ�Ò,ÓÕÔ)ÖKÆ�×]��ÈwÇ!��ËNÖWÉ5ÑØ�ÊHË×BÇnÈ:Ù�Ë�Ú�Ù�Ë
x

� î$ð�å æ�ú-æ�� �\÷�ú�ëyì�î�å�è�è+då é-ð`ð}å æî@�æ�éûèVæ�å õ í}î�ï«ð�æ�é/�
	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVúûýþí�î��èVå�ò,îFù°êaí}ýþï,æ�ýYêaú-úûè
êaõ�ú4�4í}ýYêaõ õ�ú�ñ7êaé�å êa÷�õ�æCð}æ�é4�öò,é��

dDS(Y ) = dDS(f(x) + ε)
�På�è

ε ∼ N(0, σ2),

ý:	�é¢ñaæ�é�ú-ëyì�å�æ�ð�æ�î�æ�ß21�ô°æ�î ð}æ�é�ä\æ�é-é�å î�ï,æ�é,0%«¹í�å ëyìZ0w�
	�î�ú�ëyì¿÷öêaé��7æ�å�èVú�ýþí}î��èVå òaî ì�æ�é-ï,æ�õ æ�å�èVæ�èD��>	�éÁñ�å æ�õ�æ�ß21�ô°æ�î�ð�å æ�ú-æ�éî��í}î��èVå òaî¦õ ê7ú-ú-æ�î�ú-å�ëyìNA�é,+ ê7é�èVí}î�ï,ú;+�æ�éûèií�î�ð*@�êaé�å êaî}øgå�î¦ï,æ$0
ú-ëyì}õ ò,ú�ú-æ�î}æ�é�öò,é��Èê7î�ï,æ�÷�æ�î~�6�Cí�ú-ï,æ�ì�æ�î}ðOñaò,î ð�æ�î`A�é-ï,æ�÷�î�å ú�ú-æ�î`ø�í�éï�
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�è-ú,0
ýþí�î��è-å ò,î`ñ,òH� ß31�ô

(l, t, u, 1, 1)
õ êaú-ú�æ�î$ú-å�ëyì ð�å�æÀA�å ï,æ�î�ú-ëyìöê ý èVæ�î ð�æ�éÁêaî}ð�æ�é�æ�îì��òaé��Pæ�î

õ æ�å ëyì�èÁêaõ�ú4«¹ô°æ�ø�å êaõ�ýYÿaõ�õ æÁì�æ�é�õ æ�å�èVæ�î��
�3� �öò,õ�ï,æ�î�ð}æ�îm+då é�ðC�¿í�é�ø

d
ý:	�é

dDS
ï,æ�ú-ëyì�é�å æ�÷°æ�î��

LNM�4 5hvnT [�Tba�VX\�V6(/V�T 7fk`UBo Yml�s�TGUWV�T�v�l�\`^�[
ä�ê¦ð}å æ+ïaæ�ú�è-í}èVø�èVæ`¿Áò,é��Iêaõ�ñaæ�éûèVæ�å�õ í�î}ï å�î"ð�æ�é��öò,õ ï,æ&å�îÚð�æ�îÉç�æ?+�æ�å ú�æ�î êaí}ý è-é-å�è-è´ùÃú�æ�å æ�îð�å�æ;÷°æ�î'aèVå�ïaèVæ�îCA�å�ï,æ�î}ú-ëyìöê7ý è-æ�î ð�å æ�ú-æ�éX@�æ�é�è-æ�å õ�í�î�ï&ì�å�æ�édêaî�ïaæ�ý:	�ì�éûèD�
�m�7�E���:�P���B�����5�ê��8m�Z�?��§��P )�P�:9ì� £K�z�»¦�÷Õ�¥£P�P�Z��¦n§���¨�ªì«�æ�å

X ∼ N(µ, σ2)
æ�å î}æ`î�ò,é,0�Iêaõ�ñaæ�é�è-æ�å�õ�èVæî�4í}ýYêaõ�õ ú�ñ7êaé�å êa÷}õ æH��ä�ê7î�î ì}æ�å�(7èdð�å æî@�æ�é�èVæ�å õ�í�î�ï&æ�å�î�æ�é4�4í}ýYê7õ õ úûñ7êaé-å êa÷�õ æ�î

Z
�På�è

P (Z ≤ q) := P (X ≤ q |X ∈ [a, b])

����²ï±�âZ&Bá;�b³Z����#�âZ# ç�#3�=<�®K"$æ�±H·¼üH��"$#%��²�·¼âZ&Z³�æ�²�#ï�¬²�#�#%��·¼ !��"$#
µ
â6&Bá?>»±H"$²�±H&Zç

σ2 ��ä�ê7÷°æ�åú-å�î�ð
a, b ∈ R ∪ {−∞,+∞} �� î¬�4æ�å�ëyì�æ�î

Z ∼ N(a, b, µ, σ2)
�

@ �-�P ¬����A��CBb��¨ �Z���D�W���¡��D�6�êô��¥£�¨ �Z�?��§��P )�P�Z�D9C� £W� �»¦:÷B�¥£P�P�Z�n¦�§���¨�ªìí;æ�ï,æ�÷°æ�îiú-æ�å�æ�å|0î�æì�4í}ýYêaõ�õ úûñaê7é-å ê7÷�õ æ
X ∼ N(a, b, µ, σ2)

��ä�êaî�î å úûè&ð�å æ�@�æ�é�èVæ�å õ�í�î�ï,úûýþí�î��èVå�ò,î¡ñ,ò,î
Xï,æ�ï,æ�÷�æ�î$ð�í�é�ëyì

FX(x) =

Φ

(
x− µ
σ

)
− Φ

(
a− µ
σ

)

Φ

(
b− µ
σ

)
− Φ

(
a− µ
σ

) �Iå�è
a ≤ x ≤ b.

ä\å�æiä\å ëyì�èVæ�ýþí�î��èVå�ò,îOñ,ò,î
X

õ êaí}è-æ�è

fX(x) = σ−1ϕ

(
x− µ
σ

)[
Φ

(
b− µ
σ

)
− Φ

(
a− µ
σ

)]−1 �Iå�è
a ≤ x ≤ b.

�>	�é�ð}æ�îìA�é,+ ê7é�èVí}î�ï,ú;+�æ�éûè\ñaò,î;E ï,å�õ�è��

E(X) = µ+

ϕ

(
a− µ
σ

)
− ϕ

(
b− µ
σ

)

Φ

(
b− µ
σ

)
− Φ

(
a− µ
σ

)σ.

FHG



Ä��JIjÅ ��ÆDÇ!��È5ÉwÊHË-Ì���È�Ë}��ÆuÎÐÏHËÑ�Ò,ÓÕÔ)ÖKÆ�×]��ÈwÇ�Ñ�K%ÊHË×BÇ�È�Ù�ËyÚPÙMLONQPH�
(l, t, u, 1, 1)

�>	�é�ð}å æî@�êaé�å êaî�ø�ñaò,î
X

ïaå õ�è��

V ar(X) =


1 +

a− µ
σ

ϕ(
a− µ
σ

)− b− µ
σ

ϕ(
b− µ
σ

)

Φ(
b− µ
σ

)− Φ(
a− µ
σ

)

−



ϕ(
a− µ
σ

)− ϕ(
b− µ)

σ

Φ(
b− µ
σ

)− Φ(
a− µ
σ

)




2

 σ

2

ä\å�æ9�Cí�ú-ú-êaï,æ�î�	�÷°æ�é�ð}å æ�ï,æ�úûèVí}è-ø�èVæ!¿Cò,é;�+ê7õ�ñ,æ�é�è-æ�å õ�í�î�ïdú-å�î�ð[ð}æ�étðÃå�èVæ�éVê7è-í�éÃæ�î�èVî�òH�G�Pæ�î���YøW��ç<��� è\êaé �7Ã �F�D� � {>��ù��SR,óiçX�W�H�¶� Â�F {t� �
�@æ�å�è-æ�é�ì�å îÀ+då é�ð[ð�æ�éBýþò,õ�ï,æ�î}ð�æ9�4í�úVêH���Pæ�î�ìöê7î�ïCå�î[ð�æ�î9ç¢æ�+¢æ�å ú�æ�î�+då æ�ð�æ�é�ì�ò,õ�è�÷�æ�î-'aèVå�ïaèD�A�údï,å õ�èD�

ϕµ,σ2(x) =
1

σ
ϕ

(
x− µ
σ

)
.

èCå�æ�é�÷°æ�å�÷�æ�ø�æ�å�ëyì�î�æ�è�+då æ�	�÷�õ å�ëyì
ϕµ,σ2

ð�å�æ+ä\å�ëyì�èVæ+æ�å î�æ�é
N(µ, σ2)

0�@�æ�é�è-æ�å�õ í�î�ïOí�î}ð
ϕð�å�æiä\å ëyì�èVæfð�æ�é<«¿èyêaî�ð�êaé-ð�î}ò,é��Iêaõ�ñaæ�éûèVæ�å�õ í�î}ï�

LNM�T $ TGUHV�T�v�l�\`^�[ T�v�^�TGU * + ^�a-,U.`R�YuUV09T�v:V�a>q�\`^;0V!vnkN^
s�kNo W�XY&

(l, t, u, 1, 1)

�>	�é�ð}å æ�ýþò,õ�ï,æ�î�ð}æ�îC�\÷�ú�ëyì�î�å�è�èVæiú-æ�åÃú�èVæ�èVúdæ�å�î ü ò¹ð}æ�õ õ4ð�æ�é4�öò,é��
Y = f(x) + ε, ε ∼ N(0, σ2)

ï,æ�ï,æ�÷�æ�îFù+�ò,÷�æ�å
Y

é-æ�æ�õ�õ5+�æ�é�è-å ï«ú�æ�å��
ä\æ�éî�aò)�Pô�õ�å ø�å�æ�éûèVæ�úûèVæJ��êaõ õ
ù�ý:	�éÁð�æ�î�æ$��êW�¿è-æ��öò,é��[í�õ å�æ�é-í}î�ï,æ�îC��',ï,õ å�ëyì ú�å î�ð4ù�õ�å æ�ïaèdñ,ò,é�ù+�æ�î�î ï,å õ�è

d(Y ) = (l, t, u, 1, 1)(Y ).

�3� êaõ�õ ï,æ?�Iæ�å î�æ�î`��êaõ õ
ù¹îöÿW�Iõ�å ëyì�+�æ�î�î$ý:	�édð�æ�î õ å î-�aæ�îOí�î}ð¦é-æ�ëyì�èVæ�î¬A>�}ô�ò,î�æ�î�èVæ�î êaí�ëyì�@æ�é�è-ægí}î�ï,õ æ�å ëyìN�fø�í�ï,æ�õ êaú�ú-æ�îì+�æ�é-ð}æ�îFù�å úûèCð}å æ;ýþò,õ ïaæ�î�ð�æiç�æ�èVé-êaëyì�èVí�î}ï î�å ëyì�è4��',ï,õ å�ëyìFùðöêMð�å æm@�æ�é�èVæ�å õ�í�î�ï,æ�î ð}æ�é��
	�î�ú�ëyì�÷�êaé��7æ�å�è-ú�ýþí�î-�¿è-å ò,î}æ�î�î�å�ëyì¿è��Pæ�ì�é&æ�å î}ýYêaëyì�êaí�úPð�æ�é
¿Còaé��Iêaõ�ñaæ�é�è-æ�å�õ í�î�ï9êa÷�ï,æ�õ æ�å�èVæ�èX+¢æ�é-ð�æ�î*�H'aî�î�èVæ�î~�
ä\å�æJ�4í}ýYêaõ õ�ú�ñ7êaé�å êa÷�õ�æaù¿ð�æ�é-æ�îC@�æ�éûèVæ�å�õ í�î}ï«í�î�èVæ�é�ú-í�ëyì�è1+då é-ð4ù�å úûèdú-ò)�På�è

d(x, ε) :=





0
ý:	}é

f(x) + ε < l;
f(x) + ε− l

t− l
ý:	�é

l ≤ f(x) + ε < t;

u− f(x)− ε
u− t

ý:	�é
t ≤ f(x) + ε < u;

0
ý:	}é

u ≤ f(x) + ε.

F �
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x

@ �-�P ¬�����[Z �,¤J�¥£P�P�Z�n¦�§���¨�ô��Z£U�ä¢t���D�K�V�t�-£K© �Z������¡3§���©Õ�����B� ÷B�B� \^]`_
(l, t, u, 1, 1)

ª
ä\å�æE@�æ�é�è-æ�å�õ í�î�ïaú�ýþí�î��è-å ò,î

Fd(x,ε)
ý:	�é�æ�å�î�æ>�
	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVúûýþí�î��èVå�ò,îgñaò)� ß21¹ô

(l, t, u, 1, 1)å úûèD�

Fd(x,ε)(d) =





0
ý:	�é

d < 0;

Φ

(
l + d · (t− l)− f(x)

σ

)
+

1− Φ

(
u− d · (u− t)− f(x)

σ

) ý:	�é
d ∈ [0, 1];

1
ý:	�é

d > 1.

ý��ba��Z����cFä\å�æJ«6�¿å ø�ø�æ � �|�fñaæ�éVê7î�ú-ëyìöê7í�õ å�ëyì¿èÁð�å�æfç¢æ?+�æ�å�ú-å ð}æ�æiï,æ�òH�Iæ�èVé-å�ú-ëyì��
�C÷�÷�å õ�ð�í�î�ï � �5�)�Bí;æ�òH�Iæ�èVé-å�ú-ëyì�æJ«�å�èVí�ê7èVå�ò,î`ð�æ�ú1«}ê èVø�æ�ú � �5� G

0
d

1

l yl = l + d(t − l) t yr = u − d(u − t) u

Zielgröße

W
ün

sc
hb

ar
ke

it

�Õª�ä\å æÀ�½ÿaõ õ�æ
d < 0

í�î�ð
d > 1

ú�å î�ð`�¿õ êaé�ù�ðöê
d(x, ε) ∈ [0, 1]

�
�¶ª

d(x, ε) ≤ d
ý:	}é

d ∈ [0, 1]
�W�Cí�úF«6�¿å�ø�ø�æ � �|� õ êaú�ú-æ�î«ú-å ëyì[ð�å æ�÷°æ�î'aèVå�ïaèVæ�î��@æ�éûèVæ ð�å�é-æ?�¿èêa÷�õ�æ�ú�æ�î��9í;æ�ú-í}ëyì¿è+å úûèIð}å æ`�Úêaì}é-ú-ëyì}æ�å î}õ å ëyì-�aæ�å�èPð�æ�ú+ç¢æ�é�æ�å ëyì}æ�ú+õ�å î�¿ú&í�î�ð�é-æ�ëyì¿è-ú ð�æ�éú-æ�î�¿é-æ�ëyì¿è-æ�îmð�å�î�å æ�î��aäCå æ�ú�æð�å î�å�æ�î«ú-å�î�ð«÷�æ�å

yl = l+d ·(t− l) ÷�ø?+À�
yr = u−d ·(u−t) ù+¢êaúdð�í�é-ëyì¬A�å î�ú�æ�èVø�æ�î å îOæ�å�î�æJíiæ�éVêað}æ�î�ï,õ�æ�å�ëyì�í}î�ï&ø�í$ú-æ�ì}æ�î¦å�ú�è��»�\õ ú�ò�

Fd(Y )(d) = P (d(Y ) ≤ d) = P ({ω ∈ Ω | d(Y (ω)) ≤ d})

Fbd
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(l, t, u, 1, 1)

¿Cí}î å�ú�è

d(Y ) ≤ d ⇐⇒





Y ∈ ∅ ý:	�é
d < 0 ;

Y 6∈ [l + d · (t− l), u− d · (u− t)]
⇐⇒ Y < l + d · (t− l) ∧ Y > u− d · (u− t) ý:	�é

d ∈ [0, 1];

Y ∈ R ú-ò,î�úûè
.

«¹ò)�På�è æ�é-ì�ÿaõ�è/�Iêaî

Fd(Y )(d) =





0
ý:	}é

d < 0;

FY
(
l + d · (t− l)

)
+ 1− FY

(
u− d · (u− t)

) ý:	�é
d ∈ [0, 1];

1
ú�ò,î�úûè

,

=





0
ý:	�é

d < 0;

Φ
(
l+d·(t−l)−f(x)

σ

)
+ 1− Φ

(
u−d·(u−t)−f(x)

σ

) ý:	}é
d ∈ [0, 1];

1
ú-ò,î�úûè

.

�
ä\å�æ1@�æ�éûèVæ�å õ í}î�ï[æ�å î�æ�é

(l, t, u, 1, 1)
�
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�èÁêaî+æ�å î}æ�é¢ïaæ�ï,æ�÷°æ�î�æ�îC«�è-æ�õ�õ æ

x
õ ÿaú�ú�èú-å�ëyìMêaõ ú�ò+å�î ï,æ�ú�ëyì�õ òaú-ú-æ�î�æ�éÀ�öò,é;�¤êaî�ï,æ�÷°æ�î���A�ú�ìöê7î�ð�æ�õ�è�ú�å ëyì�í�¤æ�å�î�æ«ü å�ú-ëyì¿í�î�ï$êaí}ú

¿Còaé��Iêaõ�ñaæ�é�è-æ�å�õ í�î�ïaú�ýþí�î��è-å ò,î�æ�îm�Iå�è æ�å î�æ?� �<{4ú�æ�èÁå îOð�æ�é1¿Áí�õ õn�
� î��C÷�÷�å õ�ð�í�î�ï � � d ú-å�î�ð9æ��¹æ?�Iô�õ êaé-å�ú-ëyì9ð}é-æ�å¿èe1�ô�å ú�ëyì�æ�î��öò,é;�Iæ�î[ð�æ�éGðöêa÷�æ�å¹êaí}ý è-é-æ�è-æ�î�ð}æ�î@�æ�éûèVæ�å õ í}î�ï,ú�ýþí}î��èVå òaî�æ�îOï,æ�ø�æ�å�ïaèD�
� îÚð�æ�égòa÷°æ�é-ú�è-æ�îÐí;éVêK}»�Må ú�èfæ�å î"ïaæ�éVê7ð�æ+î�ò�ëyì¡êH�¿ø�æ�ô}èVêa÷�õ æ�é���êaõ�õ�ø�íÚú�æ�ì�æ�î��GäCå æ��\í�ú%0
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	�î�ú�ëyì¿÷öêaé��7æ�å�èVæ�î@í�î�èVæ�é G � Â �4ä�êaúÀ� Â�fhg íöêaî�è-å õ�ñaò,î
d

õ å æ�ïaè�÷�æ�å G � Â�i �
ä\å�æ4�På�è�èVõ�æ�é-æ4í;éVêK}»�9ø�æ�å ïaè�æ�å î�æ�\éûèï� ð�æ´êaõ�ø�í�úûèyêaî}ð��}äCå æ�\í�ú�ú-ëyì¿í�ú�ú��¿í�òaè-æ;å ú�è�ô�é-êH��èVå�ú-ëyì
G ù�êaí}ëyì +�æ�î�î�îöê7è�	�é-õ�å ëyìÉå îÉú�è-é-æ�î�ï,æ��p«¹å î�î}æ

P (d = 0) > 0
å����Pæ�é[ïaå õ�è��E��êaúûè&ð�å æ

ï,æ�úVêH�[è-æX�Úê7ì�é-ú�ëyì�æ�å�î�õ å�ëyì�aæ�å�èVú;�+ê7ú-ú-ædå�ú�è�å���ç¢æ�é�æ�å�ëyìPð}æ�é¶�
	�î�ú�ëyì�÷�êaé��7æ�å�è-æ�î ïaé�')(,æ�é�êaõ ú
G � Ã �aò,î�ø�æ�î�èVé�å æ�é�è��n� ÂHfjg íöêaî�èVå�õ4ñ,ò,î

d
÷°æ�å G �¸�H�7���

ä\å�æ¦í�î�èVæ�é-æ�í;éVêW}� ø�æ�å�ïaè ð�å�æ¬�Cí�ú;+då�é��¿í�î�ï,æ�î³ú�èyê7é��¡ñ,æ�é-éVê7í�ú-ëyì�èVæ�é ü æ�ú�ú;+�æ�é�è-æH�1�4í�
æ�å�î�æ�î¡úûèVæ�å ïaè«î�ê7è�	�é�õ å�ëyìÚð�å æG�\í�ú�ú-ëyì¿í�ú�ú��¿í�òaè-æaù¢ø�í� êaî�ð�æ�é-æ�îÉæ�é-ìöÿaõ�è«ð�å�æG@�æ�éûèVæ�å õ í}î�ï,ú,0ýþí�î��è-å ò,î�æ�å î�æ�î�÷°æ�å îöêaì}æ õ å�î�æ´êaé�æ�îê@�æ�é-õ êaí}ý%� äCå æ¬�
	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVæ�îeýþò,õ�ï,æ�î�ê7õ ú-òÚêaí}ý
[0, 1]

å�îOæ�è3+¢êIæ�å�î�æ�é1í;õ æ�å ëyì�ñ,æ�é�èVæ�å õ�í�î�ï�ù�ú�òaýþæ�é�î¦ú�å æiî�å ëyì�èCêaí}ý½ð�å æ G ýYêaõ õ�æ�î��}ç¢æ�é�æ�å�èVúdì�å æ�é
å úûèdú-ëyì'aî ø�í$æ�é;�aæ�î}î�æ�îFù°ðöêaú�úÁð}å æb@�æ�é�îöêaëyì�õ ÿaú-ú�å ï,í�î}ïIð�æ�édð�í�é-ëyì¬A>�}ô�æ�é�å��Pæ�î�èVæfï,æ�+¢ò,îZ0î�æ�î�æ�î�A�é;�aæ�î}î¿è-î�å ú�ú-æ ÷�æ�ø?	�ï,õ�å ëyì[ð}æ�é>«�èVé�æ�í�í�î}ï\ð�æ�éGü æ�ú-ú,+¢æ�é�èVæX+då�ëyì�èVå ïaæ9� î}ýþòaé��Iê7èVå�ò,î�æ�î
ýYêaì�é�õ ÿaú�ú-å�ïCî�å�ëyì�èGî¿í}èVø�èD�HA�å�î�æ/�4å�æ�õ�ï,é�')(aæ¶�Iå�è�æ�å î�æ�é½ð�æ�éVêaéûèVå�ï,æ�îJ@�æ�é�è-æ�å�õ í�î�ïÁð�æ�é>�
	�î�ú�ëyì60÷öêaé;�aæ�å�èVæ�îgõ�å æ�ýþæ�é�è��aæ�å�î�æ�÷�ø?+À�P+�æ�î�å�ï4� î¹ýþò,é��Iê7èVå�ò,î�æ�îJ	}÷°æ�éBð}å æïíb	}èVæ�êaîiæ�å�î�æ�éÃï,æ�ï,æ�÷�æ�î}æ�î«�è-æ�õ õ�æ

f(x)
å î�ð�æ?� «¹å î�î}æaùÃðöêaú�ú[ú-å�æ+ê7õ õ æu2�í�î-�¿è-æ+å5� ��ô}èVå5�Iå�æ�é-í}î�ï,ú-÷�æ�é�æ�å�ëyì@å�î@æ�è3+ ê

ï,õ�æ�å ëyìO÷�æ?+�æ�éûèVæ�è��

FHi
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�\÷}÷�å õ�ð�í�î�ï � � d ��ç¢æ�å ú�ô�å æ�õ æ"ý:	�é]@�æ�é�èVæ�å õ�í�î�ï,úûýþí�î��èVå�ò,î�æ�î ñaò,î �
	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVæ�î�ñ,ò)�ß21�ô
(l, t, u, 1, 1)

ý:	�é�ñ,æ�é-ú�ëyì�å æ�ð�æ�î�æJ�"æ�é�è-æiñaò,îOý;���� í�î�ð
σ

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Verteilungsfunktion einer (−1,0,1,1,1) Wünschbarkeit für σ = 0.2, f(x) = 0.8
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Verteilungsfunktion einer (−1,0,1,1,1) Wünschbarkeit für σ = 0.2, f(x) = 0
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Verteilungsfunktion einer (−1,0,1,1,1) Wünschbarkeit für σ = 0.8, f(x) = 0.5
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� îf�\÷}÷�å õ�ð�í�î�ï � � i ú�å î�ð æ$��êW�¿è-æ�@�æ�éûèVæ�å�õ í�î}ï,ú�ýþí�î-�¿è-å ò,î �Yð�í�é�ëyì�ï,æ�ø�ò,ï,æ�î�æ ð�å î�å�æP�`í�î�ð
ð�í�é�ëyì «¹å5�9í�õ ê7èVå�ò,îÍï,æ�+¢ò,î}î�æ�î�æÐ@�æ�éûèVæ�å õ í}î�ï,ú�ýþí}î��èVå òaî �þï,æ�úûèVé�å ëyì�æ�õ�èVæ ð�å î}å æP�Oý:	�éMæ�å î}æ
(−1, 0, 3, 1, 1)

0w�
	}î�ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èdí�î�ð$æ�å�îOú-ô�æ�ø�å�æ�õ�õ æ�ú
x

ï,æ�ïaæ�î¥	�÷�æ�é-ïaæ�ú�è-æ�õ�õ�èD�

�\÷}÷�å õ�ð�í�î�ï � � i �Bí;æ�ï,æ�î¥	�÷°æ�é-úûèVæ�õ�õ í�î}ï ñ,ò,îz«¹å��[í�õ ê7è-å ò,î$í�î�ð�æ��}êH��è-æ�éb@�æ�éûèVæ�å�õ í�î}ï,ú�ýþí�î-�70
è-å ò,î!k«�èVå�ëyì�ô�é�ò,÷°æ�î¿í�PýYê7î�ï

n = 1000
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Simulierte und exakte Verteilungsfunktion einer (−1,0,3,1,1) für f(x)=0.6, sigma=2
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0,«�1�ú�è-æ��mñ,ò,î¬«¹ëyì�æ�{4î�æ�éJ�¸«¹ëyì� � �
ù�å îJ=�æ$0

ð�æ?� «�ëyì�é-å�è-èGø�í9ú-ëyì�ÿ7èVø�æ�î���äCå æ�ú�æ�éGüì	�ì�æ�î«å ú�èt�Iêaî[î¿í�î9ð}í�é-ëyì«ð�å�æ¢ê7îöêaõ�1¿è-å ú-ëyì}æ!�\î}ï�êa÷�æ
ð�æ�é@�æ�é�è-æ�å õ�í�î�ï,æ�îOæ�î�èVì�òa÷°æ�î! 
�\õ�úb�öò,õ ïaæ�é-í}î�ïOêaí�ú;ð�æ�éiç¢æ�é�æ�ëyì�î¿í�î}ï¦ð�æ�éî@�æ�é�è-æ�å�õ í�î�ï`õ ÿaú-úûèiú-å�ëyì@ê7í�ëyìMð�å æ&ä\å�ëyì�èVæ«ï,æ$0
ú-ëyì}õ ò,ú�ú-æ�î êaî�ï,æ�÷°æ�î���ä\å æ�ú-æfæ�é-ïaå ÷}èdú�å ëyì ê7õ úCü å ú�ëyì�ð�å�ëyì¿è-æfñaò,î*¿Áò,é��Iêaõ�ñ,æ�éûèVæ�å õ í}î�ï,ú-ð}å ëyì60
èVæ�îì�På�è æ�å î}æ�� 2�í�î��è-ï,æ?+då�ëyì¿è\êaí}ý�ð�æ�é1¿Áí�õ õn�
@ �-�P ¬����� �y���`���W�B�P�Cô��¥£n�ä¢��t�D�K�V���£�© �6���u÷B�Õ� \^]`_f��¦Co��bo>§3o/�po/�-ªDª ä\å�æ�ä\å ëyìZ0èVæ�ýþí�î��èVå�ò,î

fd(x,ε)
ý:	�édæ�å�î�æî�
	�î�ú�ëyì¿÷öêaé��7æ�å�èVú�ýþí}î��èVå òaî¦ñ,ò)� ß31�ô

(l, t, r, 1, 1)
å�ú�èD�

fd(x,ε)(d) =





0
ý:	�é

d 6∈ [0, 1);

Φ
(
l−f(x)
σ

)
+ 1− Φ

(
u−f(x)

σ

) ý:	}é
d = 0;

t−l
σ
ϕ
(
l+d·(t−l)−f(x)

σ

)
+ u−t

σ
ϕ
(
u−d·(u−t)−f(x)

σ

) ý:	}é
d ∈ (0, 1).

ý��ba��Z����c�ä\å�æu@�æ�é�è-æ�å õ�í�î�ï$êaí�ú�«}ê7è-ø � �5� G ÷�æ�ú�å�èVø�è[æ�å î 2�í�î��èVï,æ�+då ëyì�è[ý:	}é
d = 0

���>	�é
d ∈ (0, 1)

æ�é�ï,å ÷¹èdú-å ëyìOð�æ�é�\í�ú�ð�é-í�ë��Oð�í}é-ëyì ä\å5{°æ�é�æ�î�èVå ê7èVå�ò,î`ð�æ�é/@�æ�é�èVæ�å õ�í�î�ï&êaí�ú1«}ê èVø
� �|� G �

�
� î��\÷�÷�å�õ ð�í}î�ï � � �fú-å�î�ð&èe1¹ô}å ú-ëyì}æ\ç¢æ�å ú�ô�å æ�õ æ ý:	�é�ð�æ�éVêaéûèVå ïaædä\å ëyì�èVæ�î+ï,æ�ø�æ�å ïaè��)�³å ædø�íPæ�é%0�aæ�î�î�æ�î�å�ú�è�ùÕ�W',î�î�æ�î�ð�å æ�ú-æ«ä\å�ëyì�èVæ�î�õ�å î�¿ú%0 ò�ð�æ�éCé-æ�ëyì¿è-ú-ú�ëyì�å æ�ý ú-æ�å îFù�æ�å�î�æ�î¦æ�å î}ð�æ�í}è-å ï,æ�îü ò�ðöêaõ|+¢æ�é�èiìöêa÷�æ�î4ùFò¹ð}æ�éiêaí�ëyìMî�å�ëyì�è´ù�í�î�ðMú�å æ«í�î�èVæ�é-ú�ëyì�å æ�ð�æ�î@ú-å ëyìMúûèyêaé;� å î�ð�æ�î�í;æ�0+då ëyì�è-æ�î+ý:	�é

d = 0
�¥� î�ú�÷°æ�ú-ò,î�ð}æ�é-æ\æ�é-ú�ëyì�æ�å�î�è�æ�ú�êaî�ï,æ�ú-å�ëyì¿è-ú ð�å�æ�ú-æ�éXí;éVêK}»�aæ�î ú-ëyì7+då æ�é-å�ï�ù

æ�å�î�æiæ�å�î�ø�æ�õ î�ægó;æ�î�î�ïaé�')(,æfø�í å ð�æ�î�èVå5}�ø�å æ�é-æ�îFùöð�å æiø�+då ú-ëyì}æ�î*�Pæ�ì�é�æ�é�æ�îì�
	}î�ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å|0èVæ�î�æ�å î�æCA�î�èVú�ëyì�æ�å�ð�í�î�ïÚæ�é-õ�æ�å ëyì�è-æ�é�è��¶� î�ð�æ�é&ò,÷°æ�é-æ�î ó;í�é�ñaæ å�ú�è&ð�å�æ`�\í�ú�ú-ëyì¿í�ú-ú;�¿í�òaèVæ
ú-æ�ì�é[ì}ò¹ëyìFùBðöê7ý:	}é��7ò)�G�Pæ�î@êa÷�æ�é[êaí�ëyì¡ü$æ�ú-ú�í�î�ï,æ�îÐ�Iå�èiú-æ�ì}é[ì�ò,ì}æ�é��
	}î�ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èî�æ�î�î�æ�î}ú;+�æ�é�è¢ñ,ò,é1�n� ÂHf 0 g íöêaî�èVå�õ}ñ,òaî

d
÷�æ�å G �¸�H�7���)� îIð�æ�éF�På�è-è-õ æ�é-æ�îPó;í�éûñ,æ}öî�ð�æ�è¢ú�å ëyìæ�å�î�æfï,æ�é�å î�ï,æJ�\í}ú-ú-ëyì¿í�ú�ú��¿í�òaè-æaù�ðöê ý:	�é1�7ò)���Iæ�î ü æ�ú-ú�í�î�ï,æ�î�ì}ò,ì�æ�é�
	�î�ú�ëyì¿÷öêaé��7æ�å�èVæ�î

ô�é-êH��èVå ú�ëyì`î�å ëyì�è ñaò,éb��� ÂHf 0 g íöê7î¿è-å õöñ,òaî
d

÷°æ�å G � FHi �$�-Û4�mø�+då ú�ëyì�æ�îOð�å�æ�ú-æ�î�@�æ�éûèVæ�å�õ í�îZ0ï,æ�î¦æ�å�î�æ�ÜÁêaî�ïaò,é-ð�î¿í�î}ï+ø�í æ�é�ú�èVæ�õ õ�æ�îFù�å úûèCñaò,î]��êaõ�õ�ø�í*��êaõ�õ�æ�å�î¦ï,æ�æ�å ïaî�æ�è-æ�úCóié�å�è-æ�é-å�í�å î`�C÷�ìöÿaî�ïaå ï)�7æ�å�è¢ñ,ò,î ð�æ�é�\î7+�æ�î�ð}í�î�ï+ø�í ÷�æ�úûèVå5�G�Pæ�î��
ý��Z�z�¥£�©�§t��¨y�����ZéÍä\å æ�ú-æIç¢æ�å�ú-ô�å�æ�õ�æ9ý:	�éfä\å ëyì�èVæ�îÚø�æ�å ï,æ�î@÷�æ�é�æ�å�èVúiú-æ�ì�égð}æ�í}è-õ å ëyì@êaí}ýXùðöêaú�ú«æ�å�î�æm¿Còaé��Iêaõ êaô}ô�é-òD�¹å��Iê7èVå�ò,îMð�æ�é��
	}î�ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVúûñ,æ�é�èVæ�å õ�í�î�ï,æ�îFù�æ�è3+¢êMø�í�é��\îZ0+�æ�î�ð�í}î�ï[÷�æ�åöóÁò,î�èVé�ò,õ õ5�7ê7é�èVæ�îFùaî}å ëyì�è�ú-å î}î¿ñaò,õ õ}å ú�è��7A�é-úûèVæ�î}ú�è-é-æ�è-æ�îG2�í�î��èVï,æ�+då ëyì�èVæCêaí}ýXù

FHF



Ä��JIjÅ ��ÆDÇ!��È5ÉwÊHË-Ì���È�Ë}��ÆuÎÐÏHËÑ�Ò,ÓÕÔ)ÖKÆ�×]��ÈwÇ�Ñ�K%ÊHË×BÇ�È�Ù�ËyÚPÙMLONQPH�
(l, t, u, 1, 1)

�\÷}÷�å õ�ð�í�î�ï � � ���ç¢æ�å ú�ô�å æ�õ æ\ý:	�é ä\å ëyì�èVæ�î ñaò,îm�
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�è-æ�î¦ñaò)� ß21�ô
(l, t, u, 1, 1)ý:	�é ñaæ�é�ú-ëyì�å�æ�ð�æ�î�æ��@æ�éûèVæiñ,ò,îOý;����¢í�î�ð
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Dichte einer (−1,0,3,1,1) Wünschbarkeit für y = − 0.7, σ = 0.2
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Dichte einer (−1,0,3,1,1) Wünschbarkeit für y = 1 und σ = 0.4

Wünschbarkeit

D
ic

ht
e

F7Ã



ÄfÅ ��ÆDÇ!��È�É�ÊHË-Ì�Í���ÆuÎÐÏHËÑ�Ò,ÓÕÔ)ÖKÆ�×]��ÈwÇ!��ËNÖWÉ5ÑØ�ÊHË×BÇnÈ:Ù�Ë�Ú�Ù�Ë
x

ø?+�æ�å�èVæ�î�ú�ú-å î}ð«ð�å æ!@�æ�é�è-æ�å õ�í�î�ï,æ�î«î�å ëyì�è�úC16���Pæ�èVé�å ú�ëyì«í�î�ð&ð�é-å�è-è-æ�î�ú�å�ú�èGð}æ�é¶ßBéVÿaï,æ�é�æ�î�ðZ0
õ å�ëyì�� ü¦êaî[ðöêaé�ý�êaõ ú�òCì}òH{4æ�îFù ðöêaú-ú�æ�å�î�æ9�Cî7+¢æ�î�ð�í�î�ï;ð}æ�é½ì}å æ�éÃï,æ�+¢òaî�î�æ�î}æ�î�@�æ�éûèVæ�å õ í}î�ï,ú,0
êaí�ú�úVêaïaæ�î ý:	�éï�
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�è-æ�î êaí}ýBóCòaî¿è-é-ò,õ�õ�� êaéûèVæ�îIæ�å�î�æ\ð�æ�í}èVõ�å ëyì�æ1@�æ�é-÷�æ�ú�ú-æ�é-í�î�ï&å�î
ð�æ�é12�é-êK�¹å údîöêaëyì$ú-å�ëyì ø�å æ�ì�è��
�Õ+�æ�åE+då ëyì�è-å ï,æPó;æ�î�î}ï,é�')(aæ�îMý:	�é;ð�å æ�íb	}è-æPæ�å î�æ�éÀ��êH��èVò,é�æ�å î}ú�èVæ�õ õ�í�î�ï

x
ú�å î�ð�ð�å�æ��\í�ú%0

ú-ëyì¿í�ú�ú��¿í�òaè-æ í�î�ðÉð�å�æ`æ�é,+ êaéûèVæ�èVæ`�
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�èI÷°æ�å�ï,æ�ïaæ�÷�æ�î�æ?�
x
��ç¢æ�å�ð�æCí;é�')(,æ�î

õ ê7ú-ú-æ�î"ú�å ëyìÚî¿í�îÚõ�æ�å�ëyì¿ègêaî}ï,æ�÷�æ�îFùBæ�å�î�Iêaõ�êaõ úiðöê7ú�2�í�î��è-ï,æ?+då�ëyì¿è«êaí}ý�ð�æ�é�¿Áí�õ õ
ùFø�í�
êaî�ð}æ�é-æ�î¦ê7õ ú�ð�æ�é1A�é,+ êaéûèVí�î}ï,ú;+�æ�éûè�ð�æ�é@�æ�é�è-æ�å õ�í�î�ï�
qF�6�z�z� �����Zò����m§��D�D�K��§��D�Dö�§��»�P�:�¶�Z�!¨ �¥¨ �[�¶�6���Z�

x
ª�ä\å æ¶�Cí�ú-ú�ëyì¿í�ú-ú;��í}òaèVæ

p0(x)ø�íiæ�å î�æ�é���êW�¿è-ò,é-æ�å î�úûèVæ�õ õ í}î�ï
x

÷°æ�å,æ�å�î�æ�é~�
	}î�ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVúûýþí�î��èVå�ò,îgñaò)�jß21�ô
(l, t, u, 1, 1)æ�é�ï,å ÷¹èdú-å ëyì$îöêaëyì¬«}ê7è-ø � �5�H�gê7õ ú

p0(x) = Φ

(
l − f(x)

σ

)
+ 1− Φ

(
u− f(x)

σ

)
.

ý��ba��Z����c�A�é-ïaå ÷}è�ú�å ëyì$ð�í�é�ëyì¬�\÷}õ æ�ú�æ�î êaí�údð�æ�éCäCå ëyì�èVæW�
�

AGè3+ ê7ú<�aòH�Iô�õ�å ø�å æ�éûèVæ�é å úûèdð�å æJèCæ�é-õ�æ�å�è-í�î�ï&ð�æ�ú<A�é;+¢êaéûèVí�î�ïaú;+�æ�é�è-æ�ú�÷�æ�åÃï,æ�ï,æ�÷�æ�î}æ�é1��êW�70èVòaé-æ�å�î�ú�è-æ�õ�õ í�î�ï
x
�

@ �-�P ¬�����7þ
��B<£Ma��£P��§���¨B�ra��Z£P��ô��¥£s�ä¢t���D�K�V���£�©B�Z���u÷Õ�B� \^]`_
(l, t, u, 1, 1)

ªì�>	}éð�æ�î�A�é;+¢êaéûèVí�î�ïaú;+�æ�é�èBñ,òaî
d(x, ε)

ý:	�éFýþæ�ú�èVæ�ú
x

í�î�ðfæ�å�î�æE�
	�î�ú�ëyì¿÷öêaé��7æ�å�èVú�ýþí}î��èVå òaîgñ,òH�ß21¹ô
(l, t, r, 1, 1)

ï,å õ�èD�

E(d(x, ε)) = Gl
f(x)− l
t− l + gl

σ

t− l +Gr
u− f(x)

u− t − gr
σ

u− t ,

+�ò,÷°æ�å

Gl = Φ

(
t− f(x)

σ

)
− Φ

(
l − f(x)

σ

)
,

gl = ϕ

(
l − f(x)

σ

)
− ϕ

(
t− f(x)

σ

)
,

Gr = Φ

(
u− f(x)

σ

)
− Φ

(
t− f(x)

σ

)
,

gr = ϕ

(
t− f(x)

σ

)
− ϕ

(
u− f(x)

σ

)
.

ý��ba��Z����c�«�æ�å
ϕf(x),σ(y)

ð�å�æiä\å ëyì�è-æfæ�å î�æ�é4�4í}ýYêaõ�õ ú�ñ7êaé�å êa÷}õ æ�î
Y ∼ N(f(x), σ2)

ùöêaí}ú-ï,æ$0
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Ä��JIjÅ ��ÆDÇ!��È5ÉwÊHË-Ì���È�Ë}��ÆuÎÐÏHËÑ�Ò,ÓÕÔ)ÖKÆ�×]��ÈwÇ�Ñ�K%ÊHË×BÇ�È�Ù�ËyÚPÙMLONQPH�
(l, t, u, 1, 1)

+�æ�é�è-æ�è\êaîOð�æ�é1«�è-æ�õ�õ æ
y
��ä�êaî}î ïaå õ�è��

E(d(Y )) =

∫ ∞

−∞
d(y)f(y)dy

=

∫ t

l

y − l
t− l ϕf(x),σ2(y)dy

︸ ︷︷ ︸
=: A

+

∫ u

t

u− y
u− t ϕf(x),σ2(y)dy

︸ ︷︷ ︸
=: B

+�ò,÷°æ�å
f(y) = ϕf(x),σ2(y)

ê7í�ú-ï,æ�î¿í}èVø�è4+dí}é-ð�æW�
ä\æ�é1xÁ÷°æ�é-ú�å ëyì�èVõ�å ëyì�7æ�å�èÁìöê7õ ÷�æ�é!+�æ�é�ð�æ�î

A
í}î�ð

B
ï,æ�èVé�æ�î�î�èÁ÷°æ�é-æ�ëyì�î�æ�è��~A�údï,å�õ�èD�

A =
1

t− l

∫ t

l

yϕf(x),σ2(y)dy − l

t− l

∫ t

l

ϕf(x),σ2(y)dy

=
Φf(x),σ2(t)− Φf(x),σ2(l)

t− l ·
∫ t

l

y
ϕf(x),σ2(y)

Φf(x),σ2(t)− Φf(x),σ2(l)
dy

︸ ︷︷ ︸AE0��"æ�é�èÁæ�å�î�æ�é
N(l, t, f(x), σ2)

0�@\èVï-�
− l

t− l
[
Φf(x),σ2(t)− Φf(x),σ2(l)

]

=
Φf(x),σ2(t)− Φf(x),σ2(l)

t− l

[
f(x) + σ2 ϕf(x),σ2(l)− ϕf(x),σ2(t)

Φf(x),σ2(t)− Φf(x),σ2(l)

]

− l

t− l
[
Φf(x),σ2(t)− Φf(x),σ2(l)

]

=
[
Φf(x),σ2(t)− Φf(x),σ2(l)

] f(x)− l
t− l +

[
ϕf(x),σ2(l)− ϕf(x),σ2(t)

] σ2

t− l .

B = − 1

u− t

∫ u

t

yϕf(x),σ2(y)dy +
u

u− t

∫ u

t

ϕf(x),σ2(y)dy

= −Φf(x),σ2(u)− Φf(x),σ2(t)

u− t ·
∫ u

t

y
ϕf(x),σ2(y)

Φf(x),σ2(u)− Φf(x),σ2(t)
dy

︸ ︷︷ ︸A>0��"æ�é�èdæ�å�î�æ�é
N(t, u, f(x), σ2)

0�@\è-ï�
+

u

u− t
[
Φf(x),σ2(u)− Φf(x),σ2(t)

]

= −Φf(x),σ2(u)− Φf(x),σ2(t)

u− t

[
f(x) + σ2 ϕf(x),σ2(t)− ϕf(x),σ2(u)

Φf(x),σ2(u)− Φf(x),σ2(t)

]

+
u

u− t
[
Φf(x),σ(u)− Φf(x),σ2(t)

]

=
[
Φf(x),σ2(u)− Φf(x),σ2(t)

] u− f(x)

u− t −
[
ϕf(x),σ2(t)− ϕf(x),σ2(u)

] σ2

u− t .
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ÄfÅ ��ÆDÇ!��È�É�ÊHË-Ì�Í���ÆuÎÐÏHËÑ�Ò,ÓÕÔ)ÖKÆ�×]��ÈwÇ!��ËNÖWÉ5ÑØ�ÊHË×BÇnÈ:Ù�Ë�Ú�Ù�Ë
x

� î�ú�ï,æ�ú-êH�[èdýþò,õ ï7è�ðöêH�På�è��
E(d(Y )) = A+B

=
[
Φf(x),σ2(t)− Φf(x),σ2(l)

] f(x)− l
t− l +

[
ϕf(x),σ2(l)− ϕf(x),σ2(t)

] σ2

t− l
+

[
Φf(x),σ2(u)− Φf(x),σ2(t)

] u− f(x)

u− t −
[
ϕf(x),σ2(t)− ϕf(x),σ2(u)

] σ2

u− t
= Gl

f(x)− l
t− l + gl

σ

t− l +Gr
u− f(x)

u− t − gr
σ

u− t .

�
�\í}ëyì ð�å�æ<@�êaé�å êaî�øCõ ÿaú�ú�è�ú�å ëyì`ý:	�é ð}å æ�ú�æ�îC��êaõ õ�å î`ïaæ�ú-ëyì}õ ò,ú�ú-æ�î}æ�é4�öò,é�� êaî�ï,æ�÷°æ�î���Cõ õ æ�é,0
ð�å�î�ï,úX+då é�ðOð�æ�é�\í}ú-ð�é�í�ë��Oí�î�ìöêaî}ð�õ å�ëyì��
@ �-�P ¬���������,¤J�£K�:�»�� ìô��¥£n�ä¢t���D�K�V���£�©B�Z���u÷Õ�B� \^]`_

(l, t, u, 1, 1)
ªì�t	�é�ð}å æF@�êK0

é-å êaî�ø�ð�æ�é]�Õ@
d(x, ε)

ý:	�é$ýþæ�úûèVæ�ú
x

í}î�ðÍæ�å�î�æ �
	}î�ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVúûýþí�î��èVå�ò,î ñ,ò)� ß31�ô
(l, t, r, 1, 1)

ï,å õ�èD�
V ar(d(Y )) =

1

(t− l)2

[
Gl

(
σ − 2lf(x) + l2

)
− gl · 2lσ

+lϕ

(
l − f(x)

σ

)
− tϕ

(
t− f(x)

σ

)]

+
1

(u− t)2

[
Gr

(
u2 − 2uf(x) + σ

)
− gr · 2uσ

+tϕ

(
t− f(x)

σ

)
− uϕ

(
u− f(x)

σ

)]

+

[
Gl
f(x)− l
t− l + gl

σ

t− l +Gr
u− f(x)

u− t − gr
σ

u− t

]2

.

ä�êa÷�æ�å�ú�å î�ð
Gl, Gr, gl

í�î�ð
gr

ð�æ?}öî}å æ�éûè+då æ;å îì«}ê èVø � �|�D��
ý��ba��Z����c�ü å�èdð�æ�éd÷�æ�� êaî�î�è-æ�î¬�4æ�é-õ�æ�ï,í}î�ï

V ar(d(Y )) = E(d(Y )2)−
[
E(d(Y ))

]2
︸ ︷︷ ︸÷°æ?�7ê7î�î�è\ê7í�ú1«}ê7èVø � �5�D�

ç¢õ�æ�å ÷¹èdêaõ ú�ò&î�ò¹ëyì$ð�æ�éÁæ�é-úûèVæÀß�æ�é�� ø�í ÷�æ�é�æ�ëyì�î�æ�î��
E(d(Y )2) =

∫ ∞

−∞
d(y)2f(y)dy

=

∫ t

l

(
y − l
t− l

)2

ϕf(x),σ2(y)dy

︸ ︷︷ ︸
=: A

+

∫ u

t

(
u− y
u− t

)2

ϕf(x),σ2(y)dy

︸ ︷︷ ︸
=: B

Ã�G



Ä��JIjÅ ��ÆDÇ!��È5ÉwÊHË-Ì���È�Ë}��ÆuÎÐÏHËÑ�Ò,ÓÕÔ)ÖKÆ�×]��ÈwÇ�Ñ�K%ÊHË×BÇ�È�Ù�ËyÚPÙMLONQPH�
(l, t, u, 1, 1)

ä\å�æbß�æ�é��Pæ
A

í�î�ð
B
�H',î}î�æ�î$ø?+�æ�ë��¥�Iÿaú-ú�å ï,æ�é;+�æ�å ú�ægïaæ�èVé�æ�î�î�èÁ÷�æ�é-æ�ëyì�î�æ�è4+�æ�é�ð�æ�î~�~�4íZ0

îöÿaëyì}ú�èCæ�é-ì�ÿaõ�è/�Iêaî`ý:	�é
A
�

A =

(
1

t− l

)2 ∫ t

l

(y2 − 2yl + l2)ϕf(x),σ2(y)dy

=
1

(t− l)2




∫ t

l

y2ϕf(x),σ2(y)dy

︸ ︷︷ ︸
=: A1

−2l

∫ t

l

yϕf(x),σ2(y)dy

︸ ︷︷ ︸
=: A2

+l2
∫ t

l

ϕf(x),σ2(y)dy

︸ ︷︷ ︸
A3


 .

�³å æ�ð�æ�é�í� +�æ�é�ð�æ�î ð�å æbßBæ�é;�Iæ
A1

ù
A2

í�î�ð
A3

îöêaëyì�æ�å îöêaî}ð�æ�éÁ÷°æ�é-æ�ëyì�î�æ�è��

A1 =

∫ t

l

y2ϕf(x),σ2(y)dy =

∫ t

l

y2 1√
2πσ

e−
(y−f(x))2

2σ dy

=

[
y√
2π

(
−e (y−f(x))2

2σ

)]t

l

−
∫ t

l

1√
2π

(
−e (y−f(x))2

2σ

)
dy

=
−t√
2π
e

(t−f(x))2

2σ − −l√
2π
e

(l−f(x))2

2σ + σ

∫ t

l

ϕf(x),σ2(y)dy

= σlϕf(x),σ2(l)− σtϕf(x),σ2(t) + σ
[
Φf(x),σ2(t)− Φf(x),σ2(l)

]

= σ
(
lϕf(x),σ2(y)l − tϕf(x),σ2(y)(t) +Gl

)
,

A2 =

∫ t

l

yϕf(x),σ2(y)dy

=
[
Φf(x),σ2(t)− Φf(x),σ2(l)

] ∫ t

l

y
ϕf(x),σ2(y)

Φf(x),σ2(t)− Φf(x),σ2(l)
dy

︸ ︷︷ ︸A>0��"æ�é�èÁæ�å�î�æ�é
N(l, t, f(x), σ2)

=
[
Φf(x),σ2(t)− Φf(x),σ2(l)

] [
f(x) + σ2 ϕf(x),σ2(l)− ϕf(x),σ2(t)

Φf(x),σ2(t)− Φf(x),σ2(l)

]

= f(x)
[
Φf(x),σ2(t)− Φf(x),σ2(l)

]
+ σ2

[
ϕf(x),σ2(l)− ϕf(x),σ2(t)

]

= f(x)Gl + σgl,

A3 = Φf(x),σ2(t)− Φf(x),σ2(l)

= Gl.

Ã �



ÄfÅ ��ÆDÇ!��È�É�ÊHË-Ì�Í���ÆuÎÐÏHËÑ�Ò,ÓÕÔ)ÖKÆ�×]��ÈwÇ!��ËNÖWÉ5ÑØ�ÊHË×BÇnÈ:Ù�Ë�Ú�Ù�Ë
x

�\õ�ú-ò&æ�é�ï,å ÷¹èdú-å ëyì$å î}ú-ï,æ�úVêH�[è��

A =
1

(t− l)2

(
A1 − 2lA2 + l2A3

)

=
σ

(t− l)2

(
lϕf(x),σ2(l)− tϕf(x),σ2(t) +Gl

)
− 2l

(t− l)2

(
f(x)Gl + σgl

)

+

(
l

t− l

)2

Gl

=
1

(t− l)2

[
Gl

(
σ − 2lf(x) + l2

)
− gl · 2lσ + lϕ

(
l − f(x)

σ

)
− tϕ

(
t− f(x)

σ

)]

¿Cí}îì� êaî�î
B

æ�î�èVú�ô�é-æ�ëyì�æ�î}ð�÷°æ�é-æ�ëyì}î�æ�è4+¢æ�é-ð�æ�î��

B =
1

(u− t)2

∫ u

t

(u2 − 2uy + y2)ϕf(x),σ2(y)dy

=
1

(u− t)2


u

2

∫ u

t

ϕf(x),σ2(y)dy

︸ ︷︷ ︸
=: B3

−2u

∫ u

t

yϕf(x),σ2(y)dy

︸ ︷︷ ︸
=: B2

+

∫ u

t

y2ϕf(x),σ2(y)dy

︸ ︷︷ ︸
=: B1




ä�êÉð�å æ�Üdæ�ëyì�î¿í�î}ï,æ�î ê7îöêaõ òaï ø�íLð�æ�î�æ�îáý:	�é`ß�æ�å õ
A

ñ,æ�é-õ ê7í}ýþæ�îFù�ú�æ�å�æ�îLì}å æ�éOî¿í�éOð�å�æA�é-ï,æ�÷�î�å�ú-ú-ægêaî�ïaæ�ï,æ�÷°æ�î��
B1 = σ

(
tϕf(x),σ2(t)− uϕf(x),σ2(u) +

[
Φf(x),σ2(u)− Φf(x),σ2(t)

])

= σ
(
tϕf(x),σ2(t)− uϕf(x),σ2(u) +Gr

)
,

B2 = f(x)
(
Φf(x),σ2(u)− Φf(x),σ2(t)

)
+ σ

(
ϕf(x),σ2(t)− ϕf(x),σ2(u)

)

= f(x)Gr + σgr,

B3 = Φf(x),σ2(u)− Φf(x),σ2(t)

= Gr.

ä�êH�På�è æ�é-ïaå ÷}èdú�å ëyì$å î�ú�ï,æ�ú-êH�[è�ý:	�é/ßBæ�å�õÃç<�

B =
1

(u− t)2
(u2B3 − 2uB2 +B1)

=

(
u

u− t

)2

Gr −
2u

(u− t)2
(f(x)Gr + σgr)

+
σ

(u− t)2

(
tϕf(x),σ2(t)− uϕf(x),σ2(u) +Gr

)

=
1

(u− t)2

[
Gr

(
u2 − 2uf(x) + σ

)
− gr · 2uσ

+tϕ

(
t− f(x)

σ

)
− uϕ

(
u− f(x)

σ

)]
.

ÃHd



Ä[�utãÅ ��Æ�ÇI��È5ÉwÊHË6Ì���È�ËÈ|Ì/��Æ/ÖWËÕÍ���Æ���ÆuÎÐÏHË-Ñ�Ò,ÓÕÔ)ÖWÆ;×]��È�ÇnÑ�K%ÊHË×BÇnÈ:Ù�Ë}��Ë
� î�ú�ï,æ�ú-êH�[èÁæ�é�ï,å ÷}èdú�å ëyì êaõ ú�ò�

V ar(d(Y )) = A+B +
[
E(d(Y ))

]2

=
1

(t− l)2

[
Gl

(
σ − 2lf(x) + l2

)
− gl · 2lσ

+lϕ

(
l − f(x)

σ

)
− tϕ

(
t− f(x)

σ

)]

+
1

(u− t)2

[
Gr

(
u2 − 2uf(x) + σ

)
− gr · 2uσ

+tϕ

(
t− f(x)

σ

)
− uϕ

(
u− f(x)

σ

)]

+

[
Gl
f(x)− l
t− l + gl

σ

t− l +Gr
u− f(x)

u− t − gr
σ

u− t

]2

.

�
¿\ê7ëyì�ð�æ��mð�å�æ�ú-æ4�\í}ú-úVê7ï,æ�î ý:	�é�ð�æ�î`«¹ò,õ�õ5+�æ�é�è�ýYêaõ õ}ï,æ?+�ò,î�î�æ�î`ú-å�î�ðFù¿õ êaú�ú-æ�î ú-å�ëyì`ÿaì�î�õ�å ëyì�æ�\í}ú-úVê7ï,æ�îÉêaí}ëyìÚý:	�é9êaî}ð�æ�é�æ�ß31�ô�æ�î¡ñ,òaî��
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�è-æ�îÉèVé-æ�{4æ�î��GäCå æ�A�é�ï,æ�÷�î}å ú-ú�æ�H'aî�î�æ�î³ê7õ ú�«¹ô°æ�ø�å êaõ�ýYÿaõ�õ æ`ð�æ�ú

(l, t, u, 1, 1)
ß21�ô�úOêaî�ïaæ�ú-æ�ì�æ�î�+�æ�é�ð�æ�î~��ä\å æ¬ÜÁæ�ëyì�î¿í�î60

ï,æ�î +�æ�é�ð�æ�î ð}æ�ú-ì�êaõ ÷�î�å ëyì�èu+¢æ�å�è-æ�éPêaí�ú�ï,æ�ý:	�ì}é�èD�9«¹å�æ`ñ,æ�é�õ êaí¹ýþæ�î�êaîöêaõ�ò,ïMø�í ð�æ�î�æ�÷�æ�îð�í�é�ëyì�ï,æ�ý:	�ì�é�è-æ�î��

LNM�v $ TGUHV�T�v�l�\`^�[ T�v�^mvn[�TGU Y`^�_CTGU)TGU
* + ^�a-,/.CR�YuU�09T�v:V�a>q�\`^w0V!vnk]^�TG^

@ �-�P ¬���������,¤J�¥£P�P�Z�n¦�§���¨�ô��Z£U�ä¢t���D�K�V�t�-£K© �Z������¡3§���©Õ�����B� ÷B�B� \^]`_
(l, t,∞, 1, 1)

ª
ä\å�æE@�æ�é�è-æ�å�õ í�î�ïaú�ýþí�î��è-å ò,î

Fd(x,ε)
ý:	�é�æ�å�î�æ>�
	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVúûýþí�î��èVå�ò,îgñaò)� ß21¹ô

(l, t,∞, 1, 1)å úûèD�

Fd(x,ε)(d) =





0
ý:	�é

d < 0;

Φ
(
l+d(t−l)−f(x)

σ

) ý:	�é
d ∈ [0, 1);

1
ý:	�é

d ≥ 1.

ý��ba��Z����c�ä\æ�é�ç¢æ�+¢æ�å ú�æ�é�ýþò,õ�ïaèGå5� �@æ�ú�æ�î�èVõ�å ëyì�æ�îPêaîöêaõ�ò,ï�ø�í�«¹ê7èVø � �|� G �7ä\æ�é�õ å î-�aæ/�Õ+�æ�å�ïð�æ�é��
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�è-ú�ýþí�î��è-å ò,îáý:	�ì�é�è ø�í³ð�æ�îáú-æ�õ ÷�æ�î
ßBæ�é��Pæ�î�+då�æ�ð�ò,éûè´ù¢ð}æ�é`é-æ�ëyì�èVæ�Õ+�æ�å ï�+då�é-ðOì�å æ�é�ð�í�é�ëyì¦æ�å�îC2�í}î��èVï,æ�+då ëyì�è�ê7í}ýGð�æ�éA�å î�údæ�é�ú-æ�èVø�è��
�

@ �-�P ¬������� ���`���W�B�P�Cô��¥£n�ä¢��t�D�K�V���£�© �6������¡w§t��©~���:�B� ÷B�Õ� \^]`_
(l, t,∞, 1, 1)

ª¦ä\å æ
ä\å�ëyì¿è-æ�ýþí�î-�¿è-å ò,î

fd(x,ε)
ý:	�é�æ�å î}æ!�
	�î�ú�ëyì�÷�êaé��7æ�å�è-ú�ýþí�î-�¿è-å ò,î«ñaò)� ß21�ô

(l, t,∞, 1, 1)
õ ê7í60

Ã�i



ÄfÅ ��ÆDÇ!��È�É�ÊHË-Ì�Í���ÆuÎÐÏHËÑ�Ò,ÓÕÔ)ÖKÆ�×]��ÈwÇ!��ËNÖWÉ5ÑØ�ÊHË×BÇnÈ:Ù�Ë�Ú�Ù�Ë
x

èVæ�èD�

fd(x,ε)(d) =





0
ý:	�é

d < 0
í�î�ð

d > 1;

Φ
(
l−f(x)
σ

) ý:	�é
d = 0;

t−l
σ
ϕ
(
l+d(t−l)−f(x)

σ

) ý:	�é
d ∈ (0, 1);

1− Φ
(
t−f(x)
σ

) ý:	�é
d = 1.

ý��ba��Z����c�ä\å�æì2�í�î-�¿è-ï,æ?+då�ëyì�èVæ¦å�î�ð}æ�éG¿Cí�õ�õ�í�î�ð�ð}æ�éGA�å�î�ú&æ�é�ï,æ�÷�æ�î�ú-å ëyì�êaõ ú�ÛÁî¿è-æ�é%0
÷�ø�+À��xC÷�æ�é�ú-ëyì�é�æ�å�è-æ�î�ú,+ ê7ì�é-ú�ëyì�æ�å�î�õ å�ëyì�aæ�å�èVæ�îFùÃð�æ�éb�Cí�ú-ð}é-í�ë��¦ý:	}é

d ∈ (0, 1)
ð�í�é-ëyìMð�å�ý 0

ýþæ�é�æ�î�ø�å æ�é-æ�î$ð�æ�é@�æ�é�è-æ�å õ�í�î�ïPêaí�ú � �|� F �
�

qF�6�z�z� �����Z�����m§��D�D�K��§��D�Dö�§��»�P�¬�Z�����¥£
(l, t,∞, 1, 1)

� ¢����D�W���t�£�© �Z�:�Wª�ä\å�æE�\í}ú,0
ú-ëyì¿í�ú�ú��¿í�òaè-æ

p0(d(x, ε))
ý:	�é

d = (l, t,∞, 1, 0)
êaîOæ�å�î�æ�é1«�è-æ�õ�õ æ

f(x)
÷°æ�èVé-ÿaïaè

p0(f(x)) = Φ

(
l − f(x)

σ

)
.

ý��ba��Z����c~�C÷�õ æ�ú-æ�î êaí�údð�æ�éÁä\å ëyì�èVæ�ýþí�î��èVå�ò,î$å îì«}ê7è-ø � �5� Ã �
�

ý��Z�z�¥£�©�§t��¨y������A ÛCî�èVæ�é+ê7î�ð�æ�é�æ�� ÷�æ�ð�æ�í}èVæ�è+ð}å æ�ú�ù�ðöêaú�úIå5�G�Pæ�égï,å õ�è
p0(l) = 0.5

�A�úIæ�é-ú�ëyì�æ�å�î¿è+ðöêaì�æ�éIú�å î�î�ñaò,õ õ ýþæ�ú�èVø�í�õ æ�ï,æ�î4ù�ð�êaú-úPæ�å�î�æì�Cí�ú-ú�ëyì¿í�ú-ú;��í}òaèVæ ñaò,î G � Â æ�å î}æÿaí(aæ�é-úûèVæ�í;é-æ�î}ø�æ;ý:	�édð�å æb�1�¿ø�æ�ô¹èyêaî�øfæ�å�î�æ�é4��êH��èVòaé-æ�å�î�ú�è-æ�õ�õ í�î�ï
x

ýþæ�úûèVõ�æ�ïaè��
A�å î�æ�+�æ�å�èVæ�é-æ&å î�èVæ�é-æ�ú-úVê7î¿è-æ+ç�æ�ò,÷öê7ëyì¿è-í�î�ï å ú�è�ùFðöêaú�ú;ý:	�é;ð�å æ��Cí�ú-ú�ëyì¿í�ú-ú;��í}òaèVæ ð}å æuÛCîZ0
ú�1Z���Iæ�èVé�å æ ð�æ�éG«¹ô°æ�ø�å|}»� ê7èVå�ò,î¡ð�æ�é��
	}î�ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èG�aæ�å�î�æCÜÁòaõ õ æIú-ô�å�æ�õ�èD�F«¹å�æ�+då é�ðÉõ æ�0ð�å�ï,õ å�ëyì�ð�í�é-ëyìeðöêaúm@�æ�é�ìöÿaõ�èVî�å�ú`ø?+då ú�ëyì�æ�îLð�æ�� �C÷�ú�èVêaî�ðeñaò,î

f(x)
ñaò)� ÜCê7î�ðeð}æ�ú«¹ô�æ�ø�å5}»� ê7è-å ò,î�ú�å î�èVæ�é�ñ7êaõ�õ úÁí�î�ð

σ
÷�æ�úûèVå5�G�[è��Yú?��ðöêaø�í�êaí}ëyì �C÷�÷�å õ�ð�í�î�ï`�6� i �$���>	}é;æ�å î}æ�4å æ�õ ï,é;')(,æ

Y
õ�æ�ïaèdð}å æ�ú�æfç¢æ�ò,÷�êaëyì�èVí�î�ï&ýþò,õ�ï,æ�î�ð}æiä\æ?}öî}å�èVå�ò,îOîöêaì�æW�

�m�7�E���:�P���B�����5épZ ���D�:¨B���¦��;�P�x�����B�n�?�b��£��-���:�N�6�����Z£`ëF�:�Z¦�¨ £MyQzÕ�ª¬�>	�é&æ�å�î�æC�4å æ�õ ï,é;')(,æ
Y
�På�èPú�ô°æ�ø�å5}�ø�å æ�é�è-æ�éu�
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�è-ú�ýþí�î��è-å ò,î

(l, t, u, βl, βr)
í�î�ð ð�æ�é`ü ò�ð�æ�õ õ ïaõ æ�åÿ0

ëyì¿í�î�ï
Y = f(x) + ε, ε ∼ N(0, σ2)

î�æ�î�î�è1�Iêaî
SNR(Y ) :=

u− l
σðöêaúdú�å ï,îöê7õ|0/è-òW0 î}ò,å ú�æ�0 é-ê7èVå�òið�æ�é1�4å æ�õ ï,é;')(,æ

Y
�

@ �-�P ¬���5é��y��B<£Ma��£P��§���¨B�ra��Z£P�u�Z�����¥£
(l, t,∞, 1, 1)

� ¢����D�W���t�£�© �Z�:�Wª�ä\æ�é�A�é,+ ê7é,0èVí}î�ï,ú;+�æ�éûèCý:	}é�æ�å î}æÀ�
	}î�ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVúûýþí�î��èVå�ò,î¦ñaò)� ß21¹ô
(l, t,∞, 1, 1)

õ êaí¹èVæ�è��
E(d(x, ε)) = Gl

f(x)− l
t− l + gl

σ

t− l + 1− Φ

(
t− f(x)

σ

)
.

èCå�æ�é�÷°æ�åFú-å�î�ð
Gl

í}î�ð
gl

ð}æ?}öî�å�æ�éûè4+då�æiå�� «}ê7èVø � �|�D��

Ã �



Ä[�utãÅ ��Æ�ÇI��È5ÉwÊHË6Ì���È�ËÈ|Ì/��Æ/ÖWËÕÍ���Æ���ÆuÎÐÏHË-Ñ�Ò,ÓÕÔ)ÖWÆ;×]��È�ÇnÑ�K%ÊHË×BÇnÈ:Ù�Ë}��Ë
ý��ba��Z����cÕ�³å�æ;å��oç�æ?+�æ�å údø�í*«}ê èVø � �|�D�&æ�é-ïaå ÷}èdú�å ëyì��

E(d(Y )) =

∫ ∞

−∞
d(y)f(y)dy

=

∫ t

l

y − l
t− l ϕf(x),σ2(y)dy

︸ ︷︷ ︸
=A {	|~}x��{����m�������

+

∫ ∞

t

1ϕf(x),σ2(y)dy

︸ ︷︷ ︸
=1−Φ( t−f(x)

σ )

= Gt
f(x)− l
t− l + gl

σ

t− l + 1− Φ(
t− f(x)

σ
),

+�ò,÷°æ�åÃêaí�ú�ï,æ�î¿í}è-ø�è4+då é-ð4ù�ðöêaú�ú
f(y) = ϕf(x),ε(y)

�
�

A�å îm+�æ�å�è-æ�é�æ�é�ùöì�ÿaí-}öï,æ�é1«¹ô°æ�ø�å êaõ�ýYêaõ�õ°å�ú�èdð�å�æî�
	�î�ú�ëyì�÷�êaé��7æ�å�èCñ,ò)� ß31�ô
d(x, ε) := lim

δ→0
(t− δ, t,∞, 1, 1)

�På�è�ð�æ�é�ýþí�î��èVå�ò,îöêaõ�æ�î`�öò,é��

d(x, ε) :=

{
1 f(x) + ε ≥ t;

0 f(x) + ε < t.

èCå�æ�éûý:	�é�ï,å õ�è ð�æ�é
@ �-�P ¬���5é é��,¤J�¥£P�P�Z�n¦�§���¨N�Z�n���¥£

limδ→0(t− δ, t,∞, 1, 1)
�ä¢��t���W�V���£�© �Z�:�Hª ä\å�æE@�æ�é,0

èVæ�å õ�í�î�ï,úûýþí�î��èVå�ò,î
Fd(x,ε)

ý:	�é;æ�å î�æ
limδ→0(t − δ, t,∞, 1, 1)

�
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�è�ùBïaæ�ï,æ�÷°æ�î+då æ;òa÷°æ�îFùöå úûèD�

Fd(x,ε) =





0
ý:	�é

d < 0;

Φ
(
t−f(x)
σ

) ý:	}é
0 ≤ d < 1;

1
ý:	�é

d ≥ 1.

ý��ba��Z����c�ü å�èdð�æ�� A�é�ï,æ�÷}î�å úÁêaí�ú � �|� F ï,å�õ�è

lim
δ→0

Φ

(
t + d(t− (t + δ))− f(x)

σ

)
= Φ

(
t− f(x)

σ

)
.

�
@ �-�P ¬���5é ò����`���W�B�P�`�6�����Z£

limδ→0(t− δ, t,∞, 1, 1)
�ä¢t���D�K�V�t�-£K© �Z���Hª]A�î�èVú�ô�é-æ�ëyì�æ�î}ð

æ�é�ï,å ÷¹èdú-å ëyì$ð�å�æiä\å ëyì�èVæfêaõ�ú4�Fÿaì�õ�ð�å ëyì�èVæb�På�è

fd(x,ε)(d) =





Φ
(
t−f(x)
σ

) ý:	�é
d = 0;

1− Φ
(
t−f(x)
σ

) ý:	�é
d = 1;

0
ú�ò,î�ú�è

.
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@ �-�P ¬���5éþ
��B<£Ma��£P��§���¨B�ra��Z£P�u�Z�����¥£
limδ→0(t− δ, t,∞, 1, 1)

�ä¢��t���W�V���£�© �Z�:�HªA�î�èVú-ô}é-æ�ëyì}æ�î�ð`æ�é-ï,å�÷}è�ú-å�ëyìIð�æ�é!A�é,+ êaéûèVí�î}ï,ú;+�æ�éûè�êaõ�ú�ð�å æ4xC÷�æ�é�ú-ëyì�é�æ�å�èVí�î�ïaú;+¢êaì�é-ú�ëyì�æ�å�î60
õ å�ëyì�aæ�å�è�ñaò,î

t
�

E(d(x, ε)) = 1− Φ

(
t− f(x)

σ

)

ý��ba��Z����cFó;õ ê7é�êaí�ú1«}ê7è-ø � � d�i �
�\õ�ú+õ�æ�èVø�èVæ�é`«¹ô�æ�ø�å êaõ�ýYê7õ õ�ú-òaõ õÁî�ò¹ëyì�ð�êaúmA�é-ï,æ�÷�î�å�ú+ý:	�é ð�å�æ êa÷}ú-ëyì�î�å�è-è-ú;+�æ�å ú�æMò,ô}èVå5�+ê7õ æ�
	�î�ú�ëyì¿÷öêaé��7æ�å�è\ñ,òH� ß31�ô

d(x, ε) := lim
δ→0

(l + δ, t, t + δ, 0, 1)

í�î�èVæ�é-ú�í�ëyì�è<+�æ�é-ð}æ�î��
ä\å�æ�ú-æiìöê èCð}å æ�ýþí�î��è-å ò,îöê7õ æb�öò,é;�ì�

d(x, ε) :=

{
1 l < f(x) + ε ≤ t;

0
ú-òaî�ú�è��

èCå�æ�éûý:	�é�ï,æ�õ�èVæ�îOýþòaõ ï,æ�î�ð�æb�\í}ú-úVê7ï,æ�î��
@ �-�P ¬���5éQ���,¤J�¥£P�P�Z�n¦�§���¨N�Z�n���¥£

limδ→0(l + δ, t, t+ δ, 0, 1)
�ä¢��t�D�K�V���£�© �6���Hª ä\å æE@�æ�é,0èVæ�å õ�í�î�ï,úûýþí�î��èVå�ò,î

Fd(x,ε)
ý:	�é&æ�å�î�æm�
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�èIñ,ò)�pß21�ô

limδ→0(l, t, t + δ, 0, 1)õ ê7í}èVæ�èD�

Fd(x,ε) =





0
ý:	�é

d < 0;

1− Φ
(
t−f(x)
σ

)
+ Φ

(
l−f(x)
σ

) ý:	}é
d = 0;

1
ý:	�é

d ≥ 1.
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[l, t]
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limδ→0(l + δ, t, t+ δ, 0, 1)

� ¢����D�W���t�£�© �Z�:�Wª]A�î�èVú�ô�é-æ�ëyì�æ�î�ð
æ�é�ï,å ÷¹èdú-å ëyì$ð�å�æiä\å ëyì�èVæfêaõ�ú4�Fÿaì�õ�ð�å ëyì�èVæb�På�è

fd(x,ε)(d) =





1− Φ
(
t−f(x)
σ

)
+ Φ

(
l−f(x)
σ

) ý:	�é
d = 0;

Φ
(
t−f(x)
σ

)
− Φ

(
l−f(x)
σ

) ý:	�é
d = 1;

0
ú�ò,î�ú�è

.
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limδ→0(l + δ, t, t + δ, 0, 1)

�ä¢��t���W�V���£�© �Z�:�Hª
ä\æ�é>A�é;+¢êaéûèVí�î�ïaú;+�æ�é�èGæ�å î}æ�é

limδ→0(l+δ, t, t+δ, 0, 1)
�
	�î�ú�ëyì¿÷öêaé��7æ�å�èVú�ýþí}î��èVå òaî«æ�é-ïaå ÷}è

ú-å�ëyì¦ê7õ ú
E(d(x, ε)) = Φ

(
t− f(x)

σ

)
− Φ

(
l − f(x)

σ

)
.
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�
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�m�7�E���:�P���B�DA��5éê�,£K�¥�»¦����?�����D�W���¥£�� ¢����D�W���t�£�© �Z�:�P�D�n��ô��[�tª]ÛÁî¿è-æ�éið�æ�î @�ò,é-êaí�ú-ú�æ�è,0
ø�í}î�ï,æ�îMñ,òaî"ä\æ�}öî�å�èVå òaîN�-�5�«ý:	�éb�Pæ�ì}é-æ�é�æ&í�îöêa÷�ì�ÿaî�ï,å�ï,æu�4å æ�õ ï,é;')(,æ�î

Yi, i = 1, . . . , m
ù

�HG
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ì�æ�å�(aèdæ�å î�æÀ�öí�î��è-å ò,î
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qr(Y ) :=

(
E

m∏

1

di(x, ε)

) 1
m

=

(
m∏

1

E(di(x, ε))

) 1
m

=

(
m∏

1

dri (Yi)

) 1
m

"���±H·¼²���#n²��P¯�°»��";� ¾ &-�P¯�°���±H"�ù7��²�#���²�&BáZ���
A�ú;æ�é�ï,å ÷}è�ú-å ëyìMð�å�é-æ?�¿è�ùFðöêaú�ú;æ�å�î]� î�ð�æ��°ùÃð�æ�éiêaí}ý�é-æ�êaõ å�ú�èVå�ú-ëyì�æ�î*�
	�î�ú�ëyì�÷�êaé��7æ�å�è-æ�î@÷°æ$0
é-í}ì¿è�ùaôöê7é-æ�è-òW0 òaô}èVå5�+êaõ�æFð�',ú-í�î}ï,æ�î&ï,æ�î�æ�é�å æ�éûè´ù ðöê�ð�å�æ!�\é�ï,í�Pæ�î�èyê èVå òaîgý:	�éGð}æ�îuè\ê7é-é-å�î�ïW0èVòaîì��êaõ�õ4ï,é�æ�å�ý è� 

�NM�" 7 \�V6(4TG^ _`Tba U)TJYml�vnatV!vna�,U.�TG^ �ä^�aFYJV6(4Tba
Û1�eð�å æF¿4	}èVø�õ å�ëyì�aæ�å�è�ð�å�æ�ú�æ�úÃî�æ�í}æ�îgóCò,î�ø�æ�ô}è-úÃø�ífð�æ��Pò,î�úûèVé-å�æ�é�æ�îFù�+då é-ðiæ�å î�æE+�æ�å�èVæ�é�æï«¹å|0�9í�õ ê7èVå�ò,î�ú�ú�èVí}ð�å æ�ð�í�é�ëyì�ï,æ�ý:	}ì�é�è��H�³å æ�ð�æ�é�í� +�æ�é�ð�æ�î&ð�å�æXA>�¹ô°æ�é-å5�Iæ�î¿è-æ¢ñ,òaî&ä\æ�é�é-å î}ï,æ�é%0«¹í�å�ëyì�+då�æ�ð�æ�é-ì�òaõ�è´ùað�å æ�ú��Iêaõöêa÷�æ�é¶�På�è�ð}æ�î¬"���±H·¼²���#�²��P¯�°»��&�� ¾ &-�P¯�°���±H"�ù7��²�#3��&[êaõ�úFí;é-í�î�ðZ0õ ê7ï,æ\ý:	�é ð}å æ;î¿í�Pæ�é-å�ú-ëyì�æJ��ô}è-å��På æ�é-í�î�ï-�}ä\å�æ�÷�æ�ò,÷öê7ëyì¿è-æ�è-æ�îCÝ�+ ê7ì�é-æ�î Þ �
	}î�ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å|0
èVæ�î +�æ�é�ð�æ�î �Iå�èið�æ�î�æ�î�èVú�ô�é-æ�ëyì�æ�î}ð�æ�î�Ý +¢êaì�é�æ�î Þ �
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�è-æ�îÉêaí�úið�æ?�I�¿õ êaú�ú-å|0ú-ëyì}æ�îì@�òaé-ï,æ�ì�æ�îOñ,æ�é-ï,õ�å ëyì�æ�î���ä�êaú4A�é-ï,æ�÷�î�å�úÁå�ú�è	�÷�æ�é�ø�æ�í�ï,æ�î}ð��

• �4í-�Kæ�å�î�æ�î$æ�é�ìöÿaõ�è�+êaîOæ�ëyì¿èÁí�î�è-æ�é-ú�ëyì�å æ�ð�õ å�ëyì�æJ�Iå�è-èVõ�æ�é�æb«¹ëyìöÿ èVø�æ�éÁý:	}é
x̂opt

�

x̂idealopt = (−0.05, 0.145,−0.868)
�Yä\æ�é�é-å�î�ï,æ�é%0,«¹í}å ëyì �

,

x̂realopt = (0.13, 0.50,−1.08)
�Yé�æ´êaõ�å úûèVå ú�ëyì�æî�
	�î�ú�ëyì¿÷öêaé��7æ�å�èVæ�î»�

,

+�æ�õ�ëyì�æ+é-ÿaí�Põ å ëyìMî�å�ëyì�è9êaõ�õ ø�í�î�êaì@÷�æ�å�æ�å�îöêaî�ð�æ�éiõ å æ�ï,æ�î~�ï���4í�éJA�é-å�î�î�æ�é�í�î�ï�Bä\æ�é��êH��èVòaé-éVê7í� å�ú�è�ý:	}é�ð�å æ�@�æ�é-ú�í�ëyì�ú�ô�õ êaî¿í�î}ï$ý:	�éF=�æ�ð�æuA�å î �öí�ú-ú�ï,é�'H(,æ&êaí}ý�ðöêaúb� îZ0è-æ�é�ñ7êaõ�õ
[−1.633, 1.633]

� äb« �HG �Ãî�ò,é;�Iå�æ�éûè� ¸���
• �4í-�oø?+�æ�å�èVæ�î4ù�í}î�ð¦ðöê7úÁå�ú�èÁæ�î�è-ú-ëyì�æ�å ð�æ�î�ðFù�å ú�èÁæ�å î�æiú-í}÷�ú�èVêaî�èVå æ�õ õ�æî@�æ�é-÷�æ�ú�ú-æ�é-í�î�ï

ð�æ�é��
	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�è&å��vï,æ�ú-ëyìöÿ èVø�è-æ�î ��ô}èVå5�9í��ø�íÚñ,æ�é-ø�æ�å ëyì�î}æ�î���äCå æG@�æ�é-÷�æ�ú%0ú�æ�é-í}î�ïÉõ å æ�ïaè å�î�ð�å æ�ú-æ?� ç¢æ�å ú-ô}å æ�õCå î�ð�æ�éCíié;')(,æ�î�ò,é-ð}î�í}ïÉñaò,î³ë´ê-�<� Gbf ù¢ð�æ�î�îýþò,õ�ï,æ�î}ð�æî�"æ�é�è-æÀ+�æ�é�ð�æ�î ÷°æ�ò,÷öêaëyì�è-æ�èD�

Q
(
x̂realopt

)
= 0.44

í�î�ð
Q
(
x̂idealopt

)
= 0.40.

� �



�?� ��ÖKÉ�È�Ñ�ÇnÈ5Ñ�Ò,Ó}�uÎÐÏWËÑ�Ò,ÓÕÔ)ÖWÆ;×]��ÈwÇI��Ë
A�ú�ð�êaé�ý}êaõ ú�ò�aò,î�úûèyê7è-å æ�é�è�+�æ�é-ð}æ�îFù ðöêaú�ú�ðöê7ú�óÁò,î�ø�æ�ô}èBð�æ�éï"���±H·¼²���#�²��P¯�°»��&4�
	}î�ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�è
êaí�ëyìgå îfð�æ�ét�\î7+�æ�î�ð�í}î�ï�ø�í[ú-í�÷�úûèyêaî�è-å æ�õ�õ æ�é�@�æ�é-÷�æ�ú�ú-æ�é�í�î�ï�ð}æ�ú½òaô}èVå5�Iå�æ�é�è-æ�îJ2�é-ò�ð�í��èVæ�ú
ý:	�ì�é�æ�îC� êaî�î! 
ý��Z�z�¥£�©�§t��¨?A��5òÍä\æ�é!«¿èVå ëyì}ô�é-ò,÷�æ�î¿í�&ýYêaî�ï�ý:	}éGð�å æ�ú-æ1«¹å5�9í�õ ê èVå òaîg÷�æ�è-é-í�ï Â�GHG�G �³å æ�0
ð�æ�é-ì�ò,õ�í�î�ï,æ�î! �ä\å æ�ú-æ�éCì�òaì�æ�«�è-å ëyì�ô}é-ò,÷�æ�î¿í�&ýYêaî�ïu+ ê7éCî'7èVå ï}ù�í�qø?+�æ�åBï,æ�ú�å ëyì�æ�é�è-æ9ä\æ$0
ø�å5�+ê7õ æ�î¡ý:	�é&ð�å�æì«¹ëyìöÿ7è-ø�æ�éIø�í�÷°æ?�aò)���Iæ�î��ïA�å î�æm@�ò,é�ú�èVí}ð�å æOìöê7è�èVæ$îöÿH�Põ å�ëyìÉý:	}éPð}æ�î@�êaé�å êaî�ø�ú-ëyìöÿ èVø�æ�édð�æ�ú�
	�î�ú�ëyì�÷�êaé��7æ�å�è-ú-å�î�ð�æ�� å5� ��ô}èVå5�9í�

V̂ ar
(
qideal(x̂idealopt )

)
≈ 0.23

æ�é�ï,æ�÷�æ�î~�
xC÷�æ�é;ð}æ�îyºE��&»#n";±H·���&¢¡X"���&Zç� !��"$#���±H# ç�æ�é-ìöÿaõ�èb�Iêaî�ðöêaî�îMõ�æ�å ëyì�è�ù4ðöêaú�ú;æ�å�î�«�èVå�ëyì�ô�é-òa÷°æ$0
î¿í�&ýYêaî�ïIñaò,î ë�ê-�Õ� �HGHG î-'aèVå�ïIå�ú�è´ù�í�qð�å�æ�«�èVêaî�ðöê7é-ðöêa÷7+�æ�å�ëyì�í}î�ï`å��qç¢æ�é-æ�å ëyì�ð�æ�ú\ï,æ$0
ú-ëyì�ÿ7èVø�èVæ�î���ô}èVå5�9í�PúGêaí}ý°ë´ê6� 1

300

ø�íPð}é�	�ë��7æ�î��}ü å�èGð�æ�é�êaî�ïaæ�ï,æ�÷°æ�î�«¿èVå ëyì}ô�é-ò,÷�æ�î}ï,é�')(aæ� êaî�î �+êaî�ðöêaî}î"ø�í-�Iå�î�ð�æ�úûè[ø�+¢æ�å!¿Cêaëyì�7ò)�G�IêaúûèVæ�õ�õ æ�î �På�è�èVæ�õ�ú;ð�æ�ú��)� f 0XóÁò,î-}öð}æ�î�ø$0
å î�è-æ�é�ñ7êaõ�õ ú�ê7õ ú�ï,æ�ú-å ëyì}æ�é�èCêaî}î�æ�ì�Pæ�î~�

�NM�4 5hvnT # YuUÕU v�^�[�V�k]^ £�0XYmlwY U7T<smvnav�V�Tb_
� î&ð�æ�éïA�å î¹ý:	�ì�é-í}î�ï;ø�í�é9í;æ�ú�ëyì�å ëyì�èVædð�æ�éE�
	�î�ú�ëyì�÷�êaé��7æ�å�è-æ�î�+dí}é-ð�æd÷�æ�é-æ�å�è-ú�ðöêaéVê7í}ý�ì�å î60ï,æ�+då æ�ú�æ�îFù�ðöêaú�ú!èCêaé-é�å î�ï7èVò,îPú-æ�å î�æ�
	�î�ú�ëyì�÷�êaé��7æ�å�è-ú-ú;�7ê7õ ê[ð�æ�ú-ìöê7õ ÷+ú�ò[æ�å î}ýYêaëyì+êaî�ï,æ�÷°æ�î�aòaî�î�èVæaùBðöê$æ�éið�å æu�
	�î�ú�ëyì¿÷öêaé��7æ�å�èVæ�î¡î}å ëyì�è9ê7õ ú��4í}ýYêaõ�õ ú�ñ7êaé�å êa÷}õ æ�î ñ,æ�é�ú�èVêaî�ð���ç¢æ�é;	�ë��)0ú-å�ëyì�èVå ï7è��IêaîMî�æ�÷°æ�î"ð�æ?� A�é,+ ê7é�èVí}î�ï,ú;+�æ�éûè&êaí�ëyì@î�ò�ëyì"ð�å�æ�«¿èVé-æ�í�í�î�ï$ñ,ò,î��
	�î�ú�ëyì60÷öêaé;�aæ�å�èVæ�îFù�ú�ò«ø�æ�å�ïaè�ú�å ëyì`æ�å�îm�aò)�Pô�õ�æ��¹æ�é�æ�údç¢å�õ ðFù¹êaõ ú�æ�é�å�î ú-æ�å î�æ�é4«6� êaõ ê[å�î`óiêaô�å�èVæ�õ Â � dñ,æ�é��På�è�èVæ�õ�îm�G'�ëyì�èVæW�
�\÷}÷�å õ�ð�í�î�ïb�6� d ø�æ�å ïaèGæ�å î}æ�î&óCòaî¿è-í�é-ô}õ òaè�ð}æ�é�é-æ�êaõ å�ú�è-å ú-ëyì}æ�î��
	�î�ú�ëyì¿÷öêaé��7æ�å�è

dr(x, ε)
ý:	�éæ�å�î�æ

(−1, 0, 5, 1, 1)
�öí�î��èVå�ò,îFù�êa÷}ï,æ�è-éVêaï,æ�îMï,æ�ï,æ�î�ñaæ�é�ú-ëyì�å�æ�ð�æ�î�æG�@æ�éûèVæ«ý:	�é

f(x)
êaí}ý

ð�æ�é
x
0w��ëyì�ú-æfí�î�ð$ð�æ�î�ü ò�ð�æ�õ�õ�ýþæ�ì�õ æ�é

σ
êaí}ý�ð�æ�é

y
03��ëyì�ú�æH�

�³å æ�IêaîPú-æ�ì}é�ï,í¹è�æ�é��7æ�î�î�è´ù¹ìöÿaî�ï7è�ð}å ædé-æ�êaõ å�ú�èVå�ú-ëyì�æ/�
	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�è ú�ò�+�ò,ì�õ�ñ,òaî
f(x)êaõ�údêaí�ëyìOñ,ò,î

σ
ê7÷Fù�í�î�ð$æ�úÁï,å�÷}è�æ�å�î�æ�î�#�"�±7áZ��Á�®�¤�ø?+då�ú-ëyì�æ�î¦ð�å�æ�ú�æ�î¬íié;')(,æ�î~�

� î�èVæ�é-æ�ú�úVêaî�èIêaîÚð}å æ�ú�æ�é��C÷�÷�å�õ ð�í�î}ï å úûè9å î}ú-÷�æ�ú-òaî�ð�æ�é�æ`ð�å æIú-ëyì'aî�æ�@�æ�é-êaî�ú-ëyì�êaí�õ å�ëyì¿í�î�ïð�æ�úuÛ1�Pú�èyê7î�ð�æ�ú�ùGðöêaú�ú��Iå�è9ø�í�î�æ�ì-�Iæ�î�ð�æ�éG«�è-é-æ�í�í�î�ï
σ

ð�æ�é��"æ�é�è9ý:	�é
f(x)

ù>+�æ�õ ëyì}æ�é
dr(x, ε)

�IêK�¹å��På æ�éûè´ù¿ú-å�ëyì å5�G�Pæ�é9+¢æ�å�èVæ�é ñ,ò)�h«�ò,õ õ|+¢æ�é�è�æ�î¿è�ýþæ�é�î¿è��
� î�èVæ�é-ô�é�æ�èVå�æ�é�æ�îfõ ÿaú�ú�è�ú�å ëyìiðöêaú�ðöê7ì�å î�ïaæ�ì�æ�î�ðFù´ðöê7ú-úÃæ�å�îî+ êaëyì}ú-æ�î}ð�æ�éGü ò¹ð}æ�õ õ�ýþæ�ì�õ�æ�é°ú-ëyì�õ�å æ�(K0õ å�ëyì ð�å�æ�æ�å�ï,æ�î�èVõ�å ëyì�æî��êW�¿è-ò,é-æ�å î�úûèVæ�õ õ í}î�ï[ð�òH�Iå�î�å æ�é�èD�ZÛ4�Kð�æ�îìA�é,+ êaéûèVí�î}ï,ú;+�æ�éûè\ø�ím�+êK0�¹å��På æ�é-æ�î4ù)+då é-ðIæ�ú ð�êaî�î+ú�å î�î�ñaò,õ õ
ù�ð}å æ4�+êK�¹å5�+êaõ�æX@�æ�éûèVæ�å�õ í�î}ï,ú��Iêaú-ú�æCð}æ�éX�öæ�ì�õ æ�é�ñ,æ�é�è-æ�å|0õ í}î�ï�å�� «¹ô�æ�ø�å5}»� ê7è-å ò,î}ú-å î�è-æ�é�ñ7êaõ�õ�êaí}ýþø�í¹ýYêaî�ï,æ�î��,ä�ê;ê7í(,æ�é�ð�æ���ð�å æ!�öæ�ì�õ�æ�é�ñaæ�éûèVæ�å�õ í�î}ï;êaõ úú�1Z���Iæ�èVé�å ú-ëyì9êaî�ï,æ�î�ò)���Iæ�î[å úûè´ù=ñ,æ�é-ú�ëyì�å æ�÷}è�ú-å�ëyì9ð�å æ�ò,ô}è-å��Iêaõ æïA�å î}ú�èVæ�õ õ�í�î�ïdý:	�é

f(x)
å�îÜdå ëyì�èVí�î}ï[êaí¹ýFð�å�æ\ü$å�è-è-æ�ð�æ�úX«¹ô�æ�ø�å|}»� ê7èVå�ò,î�ú�å î�èVæ�é�ñ7êaõ õ�ú��WA�úï+då�é-ð&ý:	�é

dr(x, ε)
+då ëyì�èVå�ï,æ�é�ù

�bd
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�\÷}÷�å õ�ð�í�î�ïu�-� d ��óÁò,î�èVí�é�ô�õ òaèIð�æ�é æ�é,+ êaéûèVæ�èVæ�î �
	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�è
E(d(Y ))

ï,æ�ï,æ�î
f(x)í�î}ð

σ

Kontourplot der erwarteten Wünschbarkeit für eine (−1,0,5,1,1)

f(x)

σ x
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0

ø�í¹ýYÿaõ õ�å ïfæ�å îOêW��ø�æ�ô}èVêa÷�õ�æ�ú2�é-ò�ð�í��èdø�íOæ�é-ìöêaõ�èVæ�îOêaõ ú ð}å æ\æ�å ï,æ�î�èVõ å�ëyì�æb��êH��èVòaé-æ�å�î�ú�è-æ�õ�õ í�î�ïø�í$ò,ô}è-å��På æ�é-æ�î~�
ç¢æ�å°ú�ëyì�é-í�Pô}ýþæ�î�ð�æ�îOú�å ï,îöê7õ|0/è-òW0 î}ò,å ú�æ éVê7è-å ò

(u− l)/σ ìöÿ7î�ïaè�ð�å æÁò,ô}è-å��Iêaõ æA�å î}ú�èVæ�õ õ�í�î�ï
å����Pæ�é1+�æ�î}å ï,æ�é�ñ,ò)�ä�\÷�úûèyêaî�ð�ñaò,î

f(x)
ñaò)� «¹òaõ õ5+�æ�éûè;êaõ�ú\ñ�å æ�õ��Pæ�ì�é\ñaò)� �C÷�ú�èVêaî�ðñ,òaî

f(x)
ñ,ò,î$ð�æ�î*«¹ô�æ�ø�å5}»� ê7è-å ò,î}ú-ï,é�æ�î�ø�æ�î êa÷��

«¹ëyìöê7í}è>�Iêaîiú-å�ëyì[ð�å�æF�aò,î�¿é�æ�èVæ�î��@æ�é�è-æ�ý:	�éÃð�å æ�æ�é,+ ê7é�èVæ�èVæï�
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�èGêaîFù=ú-ò4�9í�ú�ú�Iêaî è\êaé�é-å î}ïaèVò,î�÷�æ��Pæ�é;�aæ�î�ú;+�æ�éûèVæ�î �@æ�å�èV÷�õ�å ë���÷°æ�ú-ëyì�æ�å î�å�ï,æ�î��4«�æ�å î}æ A�å�î¿è-æ�å�õ í�î�ïÉå�îóiêaô�å�èVæ�õ Â � d õ ÿ7ú-ú�è ú-å ëyì`ð}í�é-ëyìöê7í�ú/�Iå�è-è-æ�õ ú�ð�æ�é�æ�é-ø�å æ�õ ÷öêaé�æ�î��@æ�éûèVæ\ý:	}é ð�å æCé-æ�êaõ å�ú�èVå�ú-ëyì�æ�î�
	�î�ú�ëyì¿÷öêaé��7æ�å�èVæ�î úûè�	}è-ø�æ�î��î«�å æM÷�å æ�èVæ�îLð�æ�ú-ìöêaõ�÷áý:	}é$ð}å æN�\î7+�æ�î�ð�í}î�ï�æ�å�î�æ�îeï,í}èVæ�î�\î}ìöêaõ�è-ú-ô�í}î��èdø�í�é�ç�æ�í�éûèVæ�å�õ í�î}ï9æ�å�î�æ�ú2�é-ò�ð�í��è-æ�ú�ù}å î�ú�÷°æ�ú-ò,î�ð}æ�é-æiå5� �4í}úVêH���Iæ�î�ìöêaî}ï�På�è�ð�æ�î`A�é�ï,æ�÷�î}å ú-ú�æ�îOêaí}úî� d � d 	�÷�æ�é�ðöêaú«Z�7ê7õ å æ�é-æ�îIð�æ�ú!@�æ�éûýYêaì�é�æ�î�úX�På�è�ð�æ�é/�Fêaì�õ�ð�æ�é�4å æ�õ ï,é;')(,æ�î��
¿Cæ�÷°æ�î"ð�æ?� A�é;+¢êaé�è-í�î�ï,ú,+¢æ�é�è�+dí�é�ð�æPå����Iæ�é<+då æ�ð�æ�éfð�å æ«÷�æ�ú�ò,î�ð�æ�é-æ+ç¢æ�ð�æ�í}èVí}î�ï ð�æ�é�\í}ú-ú-ëyì¿í�ú�ú��¿í�òaè-æ«÷°æ�èVò,î�è��
� îy�\÷}÷�å õ�ð�í�î�ï]�6� i å�ú�è«æ�å î¡ê7îöêaõ òaï,æ�ú[ç¢å õ�ð@ý:	�é9ð}å æ��Cí�ú-ú�ëyì¿í�ú-ú;��í}òaèVæ$ý:	�é9ð�å�æ`ÿaì�î�õ�å ëyì�æ

�Hi



�?� ��ÖKÉ�È�Ñ�ÇnÈ5Ñ�Ò,Ó}�uÎÐÏWËÑ�Ò,ÓÕÔ)ÖWÆ;×]��ÈwÇI��Ë

�\÷}÷�å õ�ð�í�î�ïu�-� i �öóÁò,î�èVí�é�ô�õ ò7èdð�æ�é�\í}ú-ú-ëyì¿í�ú�ú��¿í�òaè-æ
p0(x)

ï,æ�ï,æ�î
f(x)

í�î}ð
σ

Kontourplot der Ausschussquote für eine (−1,0,2,1,1)

f(x)

σ x
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0.
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0.
8

1.
0

«¹ô�æ�ø�å5}»� ê7è-å ò,î�æ�î¦ø�í ú-æ�ì�æ�î��~èCå�æ�éÁå ú�èCï,í}èCø�í¦æ�é��7æ�î�î}æ�îFùFð�êaú-úCð�å æJ�\í�ú�ú-ëyì¿í�ú�ú��¿í�òaè-æG�På�èú�è-æ�å�ï,æ�î�ð}æ��
σ
+¢ÿaëyì�úûè´ù�ú-ò,õ êaî�ï,æ

f(x)
ú-å�ëyì¦å�� «¹ô°æ�ø�å|}»� ê7èVå�ò,î�ú-÷�æ�é�æ�å�ëyì ÷�æ?}öî}ð�æ�è��Õ� î æ��¥0

èVé�æ��Pæ�îì�Gÿaõ�õ æ�î4ù6+�æ�î�î
f(x)

ï,êaé�î�å ëyì�è4�Pæ�ì�édå î}î�æ�é�ìöêaõ ÷`ð}æ�é1«¹ô�æ�ø�å|}»� ê7èVå�ò,îOõ å�æ�ïaè�ù}ú-å�î��èð�å�æb�\í�ú�ú-ëyì¿í�ú-ú;�¿í�òaèVæ[ú-ò,ï�ê7é/�Iå�è�ú�è-æ�å ïaæ�î�ð�æ?�
σ
�öäCå æ�ú�æfç¢æ�ò,÷�êaëyì�èVí�î�ïIå úûèÁêa÷°æ�é�æ�ì�æ�édæ�å|0î�æ\óií}é-å òaú-å�èVÿ7è´ùaðöêgæ�å î�æ1A�å î�úûèVæ�õ�õ í�î}ïgê7í(,æ�é�ìöêaõ�÷Ið�æ�é/«¹ô�æ�ø�å5}»� ê7è-å ò,îPå îPð�æ�éX2�éVêK�¹å�ú�î�å�ëyì�è

êH�¿ø�æ�ô}èVå�æ�éûè4+då�é-ð! 
�³å ëyì�è-å ï,æ�é å úûè�æ�ú�ø�í$ú�æ�ì�æ�îFù�ðöêaú�ú�ð�å æî�Cí�ú-ú�ëyì¿í�ú-ú;��í}òaèVæ9å�î`æ�å�î�æ��mé-æ�ëyì¿èÁï,é�ò)(,æ�îmß�æ�å õ ÷�æ�0é-æ�å ëyì ð}æ�ú/2�êaéVêH�Pæ�è-æ�é�éVêaí�Pæ�ú9�¿õ æ�å�î+÷�õ�æ�å�÷}èD�¥ð�æ�ð}å ï,õ�å ëyì êW� ÜCêaî}ð ð�æ�ú/«¹ô°æ�ø�å|}»� ê7èVå�ò,î�ú-÷�æ�0
é-æ�å ëyì�údí�î}ð$ý:	�édï,é�ò)(,æî�@æ�éûèVæ;ñ,ò,î

σ
ú�èVæ�å ïaèdú�å æ;úûèyêaé;�`êaî��

�>	�é\ð�å æ��Cí�ú-ú�ëyì¿í�ú-ú;��í}òaèVæ æ�é��7æ�î�î�è��+êaî4ù4ðöêaú�ú;õ æ�ð�å ï,õ�å ëyì ð�æ�éb�C÷�ú�èVêaî�ð�ñ,ò,î
f(x)

ñ,òH�ÜÁêaî�ð ð�æ�ém«¹ô�æ�ø�å5}»� ê7è-å ò,î +då ëyì�èVå�ïÚå úûè´ù�î�å�ëyì¿èJ=�æ�ð�ò�ëyì�ð�å æì¿\ÿ7ì�æ¦ñ,òaî
f(x)

ø�í-� «¹òaõ õ|0+�æ�é�è��E�áÿaì�õ�è��+ê7îÉêaõ ú�ò�ð�å æm�Cí�ú-ú�ëyì�í}ú-ú��¿í�ò7èVæ�êaõ�ú�A�î�èVú-ëyì}æ�å ð}í�î�ï,ú;��é�å�è-æ�é-å�í�$ùGú-ò]+då é�ð�IêaîOú�èVæ�èVú�ñ,æ�é-ú�í�ëyì�æ�î4ù
f(x)

êaí}ý½ð�å æfü å�è-è-æ;ð�æ�ú1«¹ô�æ�ø�å5}»� ê7è-å ò,î�ú�å î�èVæ�é�ñ7êaõ�õ ú¢æ�å î�ø�í�ú�è-æ�õ�õ æ�î~�AGñ,æ�î¿è-í�æ�õ�õ�ñ,æ�é�ï,æ�÷�æ�î}æ�í;æ?+då�ëyì¿è-ægú�ô�å æ�õ æ�îC�7æ�å�î�æJÜÁò,õ�õ æW�

� �



¨ª© « ¬® Ò¯¬�Ó4Ô à Õ±° ã ¬® Ý Ô4Ô ° ¬³² ¬�Ó Õ ¬³ Ò´¬³
× ÕoØ"Ù�Û Ü¤Ý `Þµ¬ Ó´Ò´¬ Õ Ý Ô Ø

ß à Õ ÞÍÒeÓ7â Õ ã â Õ ¶

ä�ê"ð}å æ`ñ,æ�éVêaõ�õ ï,æ?�Iæ�å î�æ�é�èVæ�î �
	}î�ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVæ�î³ú-ôöÿ7è-æ�éIî�ò¹ëyì�æ�å î}æC+då�ëyì¿è-å ï,æìÜdò,õ õ�æ`ø�í
ú-ô}å æ�õ�æ�î@ìöêa÷�æ�îFùÃú-å�î�ð¡êaí}ëyì"ð�å�æ�@�æ�é�èVæ�å õ�í�î�ï,æ�î@ý:	�éfð�å æ�ú-æIó;õ êaú�ú-æ&ñ,ò,îy�öí�î-�¿è-å ò,î}æ�î@ñaò,î� î�èVæ�é-æ�ú�ú-æW�»�\í�ëyì`å�î ð�å æ�ú-æ?� í�î}ð`å��Æîöÿaëyì}ú�èVæ�î$ófê7ô�å�è-æ�õ�ú-æ�å°ï,æ�î}æ�é-æ�õ õ

Y = f(x) + ε, ε ∼
N(0, σ2)

ù�ñ,òaéVêaí�ú�ï,æ�ú�æ�è-ø�èD�
@ �-�P  ��Z����y�,¤J�¥£P�P�Z�n¦�§���¨]÷B�¥£K�¦n¦:¨ �6� �6�����Z£P�P�¥£·�ä¢��t�D�K�V���£�© �6������¡w§t��©~���:�B���Z�EªNí;æ�0ï,æ�÷°æ�î ú�æ�å�æ�å�î�æ;ñ,æ�éVêaõ�õ ï,æ?�Iæ�å î�æ�é�èVæ1�
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�è-ú�ýþí�î��è-å ò,î

d := ((y0, . . . , yn), (d0, . . . , dn), (β1, . . . , βn))
�Iå�è

βi = 1
ý:	�éÁêaõ õ�æ

i,ï,æ?�+ÿH(&äCæ?}öî�å�èVå�ò,î Â �5�D�-�öä�êaî}î ï,å�õ�è ý:	}é�ð�å æî@�æ�é�èVæ�å õ�í�î�ï,úûýþí�î��èVå�ò,î
Fd(Y )

�

Fd(Y )(d) =





0
ý:	�é

d < 0;

Φ
(
y0−f(x)

σ

)
+ 1− Φ

(
yn−f(x)

σ

)
+

∑
i:di,di+1≤d

[
Φ
(
yi+1−f(x)

σ

)
− Φ

(
yi−f(x)

σ

)]
+

∑
i:di<d≤di+1

[
Φ

(
yi+

d−di
di+1−di

(yi+1−yi)−f(x)

σ

)
− Φ

(
yi−f(x)

σ

)]
+

∑
i:di+1<d≤di

[
Φ
(
yi+1−f(x)

σ

)
− Φ

(
yi+1−

d−di+1
di−di+1

(yi+1−yi)−f(x)

σ

)]

ý:	�é
0 ≤ d ≤ 1;

1
ý:	�é

d > 1.

ý��ba��Z����c~A�å�î�æ�ñ,æ�éVêaõ�õ ï,æ?�Iæ�å î�æ�é�èVæ4�
	�î�ú�ëyì�÷�êaé��7æ�å�è-ú�ýþí�î-�¿è-å ò,î¦÷°æ�ú�èVæ�ì�è\ê7í�ú4íiæ�éVêað}æ�îöêa÷Z0ú-ëyì}î�å�è�èVæ�î4ùE+¢æ�õ ëyì�æOú-å�ëyìÉå î¡ð�å�æ+ñ�å æ�é&ó;õ êaú-ú�æ�îÉôöêaéûèVå�è-å ò,î}å æ�é�æ�îÚõ êaú-ú�æ�îFù½ð�å æ ú�å ëyìÉå î¡ð}æ�î«¹í���Iêaî�ð�æ�î�+då æ�ð�æ�é,}öî�ð�æ�î��)èÁå õ�ýþé�æ�å�ëyì[å úûè½æ�ú�ùaý:	}é½ð�å�æ ü ò7èVå�ñ7ê7è-å ò,îfð�æ�éGï,æ�ïaæ�÷�æ�î�æ�î&óiõ êaú,0
ú-å|}»� ê7èVå�ò,îOø�í�î�ÿaëyì�ú�èb«6�¿å ø�ø�æ�� G �5�fø�í¬èCå�õ�ýþæ;ø�í î�æ�ì-�Iæ�î���ä\å æ�«¹ëyì�î�å�è-è-ô�í�î��èVægæ�å�î�æ�é1è1'W0ì�æ�î�õ å�î�æ

d
ú-òP+då æ�ð}å æNí;æ�é-êað�æ�î}ï,õ æ�å ëyì¿í�î�ï,æ�î³õ êaú�ú-æ�î�ú�å ëyì³ð�å�é-æ���è$êa÷}õ æ�ú�æ�î³ò�ð�æ�é ð}í�é-ëyìæ�õ�æ��Pæ�î�èyê7é-æÀÜdæ�ëyì�î¿í�î�ïIì�æ�é�õ æ�å�èVæ�î��

ä\å�æióiõ êaú-ú�å5}»� ê7è-å ò,î`ð}æ�é1íiæ�éVêað}æ�îöêa÷}ú-ëyì�î�å�è-è-æfïaæ�ú-ëyì}å æ�ì�è4+då æ�ýþò,õ�ïaèD�
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¸�¹ Å ��Æ�ÇI��È5ÉwÊHË6Ì¬Ú���Æ�ÖWÉ�É|Ì/��L,��È5Ë}��Æ�ÇI��Æ�ÎÐÏHËÑ�Ò,ÓÕÔ)ÖKÆ�×]��ÈwÇ!��ËNÖWÉ5ÑØ�ÊHË×BÇnÈ:Ù�ËNÚ�Ù�ËYº

• äCå æ¬�C÷�ú-ëyì}î�å�è�èVæ�êaí}ú-ú-æ�é-ìöê7õ ÷ ð�æ�ém«¹ô�æ�ø�å5}»� ê7è-å ò,î4ù�ê7õ ú-ò
Y < y0

ò�ð�æ�é
Y > yn

�
ä\å�æ�ú�æ�î��C÷�ú-ëyì}î�å�è�è>�W',î�î�èVæ9�+êaîgêaí�ëyìgð�æ�éÃýþò,õ�ï,æ�î�ð}æ�î�í;é-í}ô�ô°æ�ø�í�ú-ëyì�õ êaï,æ�îFùK+�æ�ïaæ�î
ú�æ�å î}æ�éPì�æ�é-êaí�ú-é-êaï,æ�î�ð�æ�î ç¢æ�ð�æ�í}èVí}î�ï¡êaõ�ú��Cî�ï�êa÷�æ$ð�æ�éG�\í�ú�ú-ëyì¿í�ú-ú;�¿í�òaèVæMú�ò,õ õ�æ�é
êa÷�æ�é�ïaæ�ú-òaî�ð�æ�éûè\ïaæ�îöêaî}î¿èÁ÷�õ�æ�å�÷°æ�î��

• �C÷�ú-ëyì}î�å�è�èVæaù�ð�å�æb�aò)�Pô�õ�æ�è-è í�î�èVæ�é�ìöêaõ�÷$ñaò,î ò�ð�æ�éÁïaæ�îöêaí$êaí¹ý
d

õ�å æ�ï,æ�î
• �C÷�ú-ëyì}î�å�è�èVæaù�ð�å�æ�ñ,ò,î$í�î�èVæ�î î�êaëyì¦ò,÷�æ�îOð�å�æ

d
03ð�å î�å�æ<�¿é-æ�í�ø�æ�î¦í�î�ð

• �C÷�ú-ëyì}î�å�è�èVæaù�ð�å�æ�ñ,ò,î$ò,÷�æ�î$îöêaëyì$í�î�èVæ�î ð�å�æ
d
03ð�å î�æî�¿é�æ�í�ø�æ�î��

�\÷}÷�å õ�ð�í�î�ïm� G �5�)�»«6�¿å ø�ø�æÚø�í-� ç¢æ�+¢æ�å ú ð}æ�é]A�å ïaæ�î�ú�ëyìöê7ý èVæ�î æ�å�î�æ�é$ñ,æ�é-êaõ õ�ï,æ��Pæ�å�î�æ�éûèVæ�î
�
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�è

Zielgröße

W
ün

sc
hb

ar
ke

ite
n

d0 = d7d7

d1 = d2

dj−1

di

dj

d6

d5

y0 y1 y2 yj−1 yi0 yj y5 yk−1yi1 yk

Verallgemeinerte Wünschbarkeit

� î$ð�æ�é�\÷}÷�å õ�ð�í�î�ïm� G �5�iï,å�õ�è

yi0 = yj−1 +
di − dj−1

dj − dj−1
(yj − yj−1)

í�î�ð
yi1 = yk −

di − dk
dk−1 − dk

(yk − yk−1),

�HF



+då æ��IêaîMð�í�é�ëyìz�C÷�õ æ�ú-æ�î�ð�æ�é�í;æ�é-êað�æ�î�ï,õ æ�å ëyì¿í�î�ï$ð�å�é-æ���èfêaí}úfð}æ�é�«6�¿å ø�ø�æPæ�î�èVî�æ�ì�Pæ�î� êaî�î��/�Õ+då ú-ëyì}æ�î
y1

í�î�ð
y2

å�ú�è`ð}å æ¬�
	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èC�aò,î�úûèyêaî�è��X�Úêaú`î�êaëyìeð}æ�éOêaõ�õ|0
ï,æ?�Iæ�å î�æ�î³ä\æ?}öî}å�èVå�ò,î�êaí}ëyì ��',ï,õ�å ëyì + ÿaé�æaù î�ÿH�Iõ�å ëyì�æ�å î}æ*�9í�õ�èVå��Pò�ðöêaõ æ`�öæ�ú�èVõ�æ�ï,í}î�ï
ð�æ�é��
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�è�ù�å ú�è`êaí�ú`í;é�	�î}ð�æ�î³ð�æ�é`xC÷�æ�é-ú�å ëyì�èVõ�å ëyì�7æ�å�è`î�å ëyì�è`å�î�ð�æ�ém«6�¿å ø�ø�æ
ðöêaé�ï,æ�úûèVæ�õ õ�è��F�3� ��êaõ�õ æOð�æ�é`ü í�õ�è-å��Pò¹ð�êaõ å�èyÿ7è[ï,å ÷}èIæ�úm��',ï,õ�å ëyì�æ�é;+�æ�å�ú-æC�Iæ�ì�é êaõ�úIø�+¢æ�å
«¹ëyì�î}å�è-è-ô�í�î��è-æ��På�è�ð}æ�é1íiæ�éVêað}æ�î

y ≡ d
�

ä\æ�é1�@æ�é�è
Fd(Y )(d)

æ�é�ï,å ÷}èÁú�å ëyì ú�ò)�Iå�èCêaõ údð�å�æ�«¹í-�G�Pægð}æ�é1�"êaì�é�ú-ëyì�æ�å î�õ�å ëyì�7æ�å�èVú��Iêaú%0
ú-æ�îFù�ð�å æ$êaí¹ý�ð�å�æ¬í;æ�é-êað�æ�îöêa÷�ú�ëyì�î�å�è�èVæ$í�î�èVæ�é-ìöêaõ�÷ ñaò,î

d
ýYêaõ õ�æ�î��¶íiæ�éVêað�æ�îöêa÷�ú�ëyì�î�å�è-èVæ7ù

ð�å�æ��aò)�Pô�õ�æ�è-è�í�î�èVæ�é�ìöêaõ�÷ ñ,ò,î
d

õ å�æ�ï,æ�îFù4ï,æ�ì�æ�î�ýþò,õ�ï,õ å�ëyì¦ï�ê7î�ø9å î�ð}å æ«ç¢æ�é-æ�ëyì�î¿í�î�ï$æ�å î4ùí;æ�éVê7ð�æ�îöê7÷�ú-ëyì�î}å�è-è-æaù�ð}å æCñaò,î`ð�æ�é4íiæ�éVêað�æ�î
y ≡ d

ï,æ�ú-ëyì�î}å�è-è-æ�îm+�æ�é-ð}æ�îFù}ñaæ�é�õ êaí}ýþæ�î ý:	�é
ú�è-æ�å�ï,æ�î�ð}æ�í;æ�é-êað�æ�îöêa÷�ú�ëyì�î�å�è�èVæ&ñ,ò,î

yi
÷�å�ú;ø�í� «�ëyì�î�å�è�èVô�í}î��è´ù�ýYêaõ õ�æ�î�ð}æuíiæ�éVêað}æ�îöêa÷Z0

ú-ëyì}î�å�è�èVæOñ,ò)� «¹ëyì�î}å�è-è-ô�í�î��è+÷�å ú
yi+1

æ�å î���ä\å�æ¬«�ëyì�î�å�è�èVô�í}î��èVæ¦æ�é-ï,æ�÷°æ�î ú-å�ëyì�ð�í}é-ëyì
æ�õ�æ��Pæ�î�èyê7é-æÀÜdæ�ëyì�î¿í�î�ïI÷�ø?+À��õ êaú-ú�æ�î$ú-å ëyì$ð�å�é-æ���èÁêaí}úÁð}æ�é1«6�¿å ø�ø�æu� G �|�fêa÷�õ æ�ú-æ�î��

�

@ �-�P  ��Z��5é����`���W�B�P�`�6�����Z£�÷B�Z£��»¦�¦:¨B�Z�z�Z�����¥£P�P�Z�?� ¢����D�W���t�£�© �Z�:�Wª�ä\å�æE@�ò,éVê7í�ú-ú�æ�è;0
ø�í}î�ï,æ�î ú-æ�å æ�îm+då�æfå�îì«}ê7èVø�� G �5�H�öä�êaî�î$ï,å�õ�è ý:	�é�ð}å æiä\å�ëyì¿è-æ

fd(Y )(d)
�Iå�è

d ∈ [0, 1]
�

fd(Y )(d) =





Φ
(
y0−f(x)

σ

)
+ 1− Φ

(
yn−f(x)

σ

) ý:	}é
d = 0;

∑
i:di=di+1=d

[
Φ
(
yi+1−f(x)

σ

)
− Φ

(
yi−f(x)

σ

)] ý:	�é>=�æ�ð}æ�ú42½ê,ê7é
di = di+1 = d;

∑
i:di<d≤di+1

yi+1−yi
di+1−di

1
σ
ϕ

(
yi+

d−di
di+1−di

(yi+1−yi)−f(x)

σ

)
+

∑
i:di+1<d≤di

+ yi+1−yi
di−di+1

1
σ
ϕ

(
yi+1− d−di

di+1−di
(yi+1−yi)−f(x)

σ

) ú-òaî�ú�è
.

ä\å�æCäCå ëyì�èVædìöê7è�ý:	�éÕ=�æ�ð�æ�îG�aò,î}ú�èyê7î¿è-æ�î`í;æ�é-êað�æ�îöêa÷�ú�ëyì�î�å�è�è�æ�å î�2�í�î��è-ï,æ?+då�ëyì¿è êaí}ý°ð�æ��=�æ?+�æ�å�õ å�ï,æ�îy�
	�î�ú�ëyì¿÷öêaé��7æ�å�èVú;+�æ�éûèD�X�Cí(,æ�é-ìöêaõ�÷�ð}å æ�ú�æ�é�2�í�î��èVïaæ?+då ëyì�è-æ å úûè&ð�å æ$ä\å�ëyì¿è-æ=�æ?+�æ�å�õ ú�æ�å î�æ�«¹í���Pæ�ñ,ò,îOñ,æ�é-ú-ëyì}å æ�ð}æ�î�æ�î]¿Cò,é;�+ê7õ�ñ,æ�é�è-æ�å õ�í�î�ï,æ�î��
ý��ba��Z����c½äCå æ��aòaî�ú�èVêaî�èVæ�îzí;æ�éVê7ð�æ�îöê7÷�ú-ëyì�î}å�è-è-æ«ý:	�ì�é-æ�îMø�í�ð�æ�î�2�í�î��èVïaæ?+då ëyì�è-æ�îFùÃð�å�æ
ú-å�ëyì9ð�å�é-æ���èGêaõ ú�æ�î�èVú�ô�é-æ�ëyì�æ�î�ð}æ4� î�è-æ�é�ñ7êaõ�õ5+¢êaì�é�ú-ëyì�æ�å î�õ�å ëyì�7æ�å�è-æ�î9ð}æ�éB=�æ�+¢æ�å õ å�ï,æ�î�¿Cò,é;�+ê7õ|0ñ,æ�é�è-æ�å õ�í�î�ï,æ�î9÷�æ�é-æ�ëyì�î�æ�î��)�\í-(,æ�é�ìöêaõ ÷[ð�å æ�ú-æ�é>2�í�î��èVæ ô�ò,ú�å�èVå�ñ,æ�é��"êaì�é�ú-ëyì�æ�å î�õ�å ëyì�7æ�å�è½æ�é%0ï,å�÷}è�ú-å�ëyì ð}å æiä\å�ëyì¿è-ægð}í�é-ëyì¦ä\å5{°æ�é�æ�î�èVå ê7èVå�ò,î ð�æ�é@�æ�é�è-æ�å õ�í�î�ï,úûýþí�î��èVå�ò,î��

�
�\í}ëyì"ð�æ�î�A�é;+¢êaé�è-í�î�ï,ú,+¢æ�é�è[æ�å î}æ�éiú-ò,õ�ëyì�æ�î�ñ,æ�éVêaõ�õ ï,æ?�Iæ�å î�æ�é�èVæ�î]�
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�è��7ê7î�î�IêaîOî�ò¹ëyì¦êaî�ï,æ�÷°æ�îFù+�æ�î�î*�IêaîOð�å�æ�A�é;�aæ�î}î¿è-î�å ú�ú-æ[êaí�úÁð�æ��h«¹ô�æ�ø�å êaõ�ýYêaõ õ�å îì«}ê èVø � �5���ñ,æ�é;+�æ�î�ð}æ�èD� �³å æ�ð�æ�é�è-é-æ�è-æ�î$å��S�"æ�ú-æ�î�è-õ å ëyì}æ�î¦ïaæ�ú�è-í}èVø�èVæJ¿Còaé��Iêaõ�ñaæ�é�è-æ�å�õ í�î�ïaæ�îOêaí}ý%�

�7Ã



¸�¹ Å ��Æ�ÇI��È5ÉwÊHË6Ì¬Ú���Æ�ÖWÉ�É|Ì/��L,��È5Ë}��Æ�ÇI��Æ�ÎÐÏHËÑ�Ò,ÓÕÔ)ÖKÆ�×]��ÈwÇ!��ËNÖWÉ5ÑØ�ÊHË×BÇnÈ:Ù�ËNÚ�Ù�ËYº
@ �-�P  ��Z��5ò���B<£Ma��£P��§���¨B�ra��Z£P�u�Z�����¥£G÷B�¥£��»¦�¦�¨ �Z�z�Z�n���¥£P�P�Z�?�ä¢��t���W�V���£�© �Z�:�Hª]í;æ�0
ï,æ�÷°æ�î`ú-æ�åB+då æ�ð�æ�é�í�Kæ�å î�æÁñ,æ�é-êaõ õ�ï,æ��Pæ�å�î�æ�éûèVæ�
	�î�ú�ëyì�÷�êaé��7æ�å�è�ù+då æCå î*� G �5�)�¹ä�êaî}î`ï,å õ�èD�

E(dv(Y )) =
∑

i:di−1=di

di ·
[
Φf(x),σ2(yi)− Φf(x),σ2(yi−1)

]

+
∑

j:dj−1<dj

{(
dj−1 +

dj − dj−1

yj − yj−1

[
f(x) + σ2 ϕf(x),σ2(yj−1)− ϕf(x),σ2(yj)

Φf(x),σ2(yj)− Φf(x),σ2(yj−1)
− yj−1

])

×
[
Φf(x),σ2(yj)− Φf(x),σ2(yj−1)

]}

+
∑

k:dk−1>dk

{(
dk +

dk−1 − dk
yk − yk−1

[
f(x) + σ2 ϕf(x),σ2(yk−1)− ϕf(x),σ2(yk)

Φf(x),σ2(yk)− Φf(x),σ2(yk−1)
+ yk

])

×
[
Φf(x),σ2(yk)− Φf(x),σ2(yk−1)

] }

ý��ba��Z����c�ä\å æCú�è�	}ë��¥+�æ�å�ú-æÀ�aòaî�ú�èVêaî�èVæ�î`�C÷�ú-ëyì�î}å�è-è-æaùöê7õ ú-ògð�å æ<�\÷�ú�ëyì�î�å�è�èVæ
i : di−1 = di

ùð�æ�é1�öí�î-�¿è-å ò,î}æ�îm+¢æ�é-ð�æ�î å�� ç¢æ�+¢æ�å úÁï,æ�ú�ò,î�ð�æ�é�èÁ÷°æ�ìöêaî�ð}æ�õ�è��

E(dv(Y )) =
∑

i:di−1=di

di · P (Y ∈ [yi−1, yi])

+
∑

j:dj−1<dj

∫ yj

yj−1

[
dj−1 + (dj − dj−1)

y − yj−1

yj − yj−1

]
ϕf(x),σ2(y)dy

︸ ︷︷ ︸
=: A

+
∑

k:dk−1>dk

∫ yk

yk−1

[
dk + (dk−1 − dk)

yk − y
yk − yk−1

]
ϕf(x),σ2(y)dy

︸ ︷︷ ︸
=: B

=
∑

i:di−1=di

di ·
[
Φf(x),σ2(yi)− Φf(x),σ2(y)

]
+ A+B

�H�



ç¢æ�èVéVê7ëyì¿è-ægø�í�îöÿaëyì}ú�è
A
�

A =
∑

j:dj−1<dj

∫ yj

yj−1

[
dj−1 + (dj − dj−1)

y − yj−1

yj − yj−1

]
ϕf(x),σ2(y)dy

=
∑

j:dj−1<dj

{(
dj − yj−1

dj − dj−1

yj − yj−1

)∫ yj

yj−1

ϕf(x),σ2(y)dy+

dj − dj−1

yj − yj−1

[
Φf(x),σ2(yj)− Φf(x),σ2(yj−1)

] ∫ yj

yj−1

y
ϕf(x),σ2(y)

Φf(x),σ2(yj)− Φf(x),σ2(yj−1)
dy

︸ ︷︷ ︸A>0w�@æ�éûèdæ�å î}æ�é
N(yj−1, yj, f(x), σ2)

}

=
∑

j:dj−1<dj

{(
dj − yj−1

dj − dj−1

yj − yj−1

)[
Φf(x),σ2(yj)− Φf(x),σ2(yj−1)

]
+

dj − dj−1

yj − yj−1

[
Φf(x),σ2(yj)− Φf(x),σ2(yj−1)

] [
f(x) + σ2 ϕf(x),σ2(yj−1)− ϕf(x),σ2(yj)

Φf(x),σ2(yj)− Φf(x),σ2(yj−1)

]}

=
∑

j:dj−1<dj

{(
dj +

dj − dj−1

yj − yj−1

[
f(x) + σ2 ϕf(x),σ2(yj−1)− ϕf(x),σ2(yj)

Φf(x),σ2(yj)− Φf(x),σ2(yj−1)
− yj−1

])

×
[
Φf(x),σ2(yj)− Φf(x),σ2(yj−1)

]}

ä�êaî}î$ýþò,õ�ïaè/�På�èdê7îöêaõ òaï,æ�é/Üdæ�ëyì}î�í}î�ïIý:	�é
B
�

B =
∑

k:dk−1>dk

∫ yk

yk−1

[
dk + (dk−1 − dk)

yk − y
yk − yk−1

]
ϕf(x),σ2(y)dy

=
∑

k:dk−1<dk

{(
dk + yk

dk−1 − dk
yk − yk−1

)∫ yk

yk−1

ϕf(x),σ2(y)dy+

dk−1 − dk
yk − yk−1

[
Φf(x),σ2(yk)− Φf(x),σ2(yk−1)

] ∫ yk

yk−1

y
ϕf(x),σ2(y)

Φf(x),σ2(yk)− Φf(x),σ2(yk−1)
dy

︸ ︷︷ ︸A>0��"æ�é�èÁæ�å�î�æ�é
N(yk−1, yk, f(x), σ2)

}

=
∑

k:dk−1>dk

{(
dk +

dk−1 − dk
yk − yk−1

[
f(x) + σ2 ϕf(x),σ2(yk−1)− ϕf(x),σ2(yk)

Φf(x),σ2(yk)− Φf(x),σ2(yk−1)
+ yk

])

×
[
Φf(x),σ2(yk)− Φf(x),σ2(yk−1)

]}

�

ý��Z�z�¥£�©�§t��¨��[Z��ÿþf�3� �"æ�ú-æ�î�è-õ å ëyì}æ�î�æ�é�ï,å ÷¹è\ú�å ëyì ð�æ�ébA�é;+¢êaé�è-í�î�ï,ú,+¢æ�é�èiê7õ ú-ò+êaõ úÁï,æ$0+då ëyì�è-æ�èVæ�«¹í���Pæ9ñ,ò,î A�é;+¢êaé�è-í�î�ï,ú,+¢æ�é�èVæ�îÚñ,ò,î�ï,æ�ú�èVí¹èVø�è-æ�îz¿Cò,é;�+êaõ�ñ,æ�é�èVæ�å õ�í�î�ï,æ�îFù¥=�æ$0+�æ�å õ�úiï,æ?+då�ëyì¿è-æ�è��Iå�èið�æ�î��Úê7ì�é-ú�ëyì�æ�å�î�õ å�ëyì�aæ�å�èVæ�î"ð�æ�éiæ�î�èVú�ô�é-æ�ëyì�æ�î�ð}æ�î � î¿è-æ�éûñaê7õ õ æW��A�ú

� �



¸�¹ Å ��Æ�ÇI��È5ÉwÊHË6Ì¬Ú���Æ�ÖWÉ�É|Ì/��L,��È5Ë}��Æ�ÇI��Æ�ÎÐÏHËÑ�Ò,ÓÕÔ)ÖKÆ�×]��ÈwÇ!��ËNÖWÉ5ÑØ�ÊHË×BÇnÈ:Ù�ËNÚ�Ù�ËYº
å úûèÁå�� 2�é-å�î�ø�å�ôì��',ï,õ�å ëyìFù}êaí�ëyì ð�å�æJ@�ê7é-å ê7î�ø;æ�å�î�æ�édñ,æ�éVêaõ�õ ï,æ?�Iæ�å î�æ�é�èVæ�îC�
	}î�ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�è
ø�í@÷°æ�é-æ�ëyì�î�æ�î~�Gä\å�æG�Cí�ú-ð�é;	�ë��aæG+¢æ�é-ð�æ�î¡õ æ�ð}å ï,õ�å ëyì�í�î�ì�êaî�ð�õ�å ëyìFù-=�æ�ð}ò¹ëyì@î�å ëyì�è��+ê7è-ì�æ�0�Iê7èVå�ú-ëyì"ú�ëyì7+då æ�é�å ï ø�íÚ÷�æ�ìöê7î�ð�æ�õ�î���ä�ê ð�å�æ�@�ê7é-å ê7î�øIå�î"ð�å�æ�ú�æ�éJ�\é-÷�æ�å�è[å5� �öò,õ ï,æ�î�ð�æ�î
î�å�ëyì¿è4�Pæ�ì�é�÷�æ�î-'aèVå�ïaèX+då é�ðFù+då é�ð$êaí�ëyì êaí}ý�å ì�é�æÀèCæ�é�õ æ�å�èVí}î�ï«ñ,æ�é�ø�å�ëyì¿è-æ�è��
ý��Z�z�¥£�©�§t��¨��[Z����Íä\í�é�ëyì ð�å�æbèCæ�é-õ�æ�å�è-í�î�ï«ð�æ�éX@�æ�éûèVæ�å�õ í�î}ï,ú�ýþí�î-�¿è-å ò,î+í�î�ðOðöê´ñ,ò,î êa÷60
ï,æ�õ æ�å�èVæ�èVæ�éîíié;')(,æ�î¦ý:	�é\ð}å æ�ú�æ�î�ú�æ�ì�éiêaõ�õ ï,æ?�Iæ�å î�æ�î¬��êaõ�õ�+¢æ�é-ð�æ�î�ð}å æ�A�é�ï,æ�÷�î}å ú-ú�æ«å î�óiêK0
ô�å�èVæ�õ � ø�íC«¹ô�æ�ø�å êaõ�ýYÿ7õ õ æ�î&ð�æ�é ì}å æ�é�ï,æ�ï,æ�÷�æ�î�æ�î`�öò,é��Pæ�õ�î���ä�ê[ú-å�æF=�æ�ð�ò¹ëyì�Ýyï,é�å�»Pï,æ�é Þ ú-å�î�ð
í�î�ð ð�å æ;ïaæ�÷�é-ÿaí�ëyì�õ�å ëyì�úûèVæ�î¬�Gÿaõ�õ æ;êa÷�ð�æ�ë��aæ�î4ù°÷�æ�ìöê7õ�èVæ�î ú�å æiå ì}é-æiæ�å�ï,æ�î�úûèyÿaî}ð�å ï,æiç�æ�ð�æ�í60
èVí}î�ïIí}î�ð ú�å î�ðOð�æ�ú-ìöê7õ ÷ êaí�ëyì$ï,æ�ú�ò,î�ð�æ�é�èCêaí}ýþï,æ�ý:	�ì�éûèD�
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β 6= 1

A�é-å�î�î�æ�éûè��+ê7î�ú-å�ëyì[êaî;ð}æ�î�íié�í�î�ðFù�+ êaé�í� ä\æ�é-é�å î�ï,æ�é,0%«¹í�å ëyì;å�ì�é-æE@�ê7é-å ê7î¿è-æ½ð�æ�é��
	�î�ú-ëyìZ0
÷öêaé;�aæ�å�èVæ�î æ�å�î�ï,æ�ý:	�ì�é�è�ìöêa÷�æ�î4ù¹ú�ò�+då�æ�êaî+æ�å î}æCð�æ�é!�Cî}ýþò,é-ð}æ�é-í}î�ï,æ�îOê7î+æ�å�î ï,í}è-æ�ú ü*./�10@�æ�éûýYêaì�é�æ�îFù�îöÿH�Põ å�ëyìið�å æï�Gÿaì}å ï)�7æ�å�è�ù´í�î�èVæ�é-ú�ëyì�å æ�ð�õ å�ëyì�æXí;æ?+då�ëyì�èVæ�ý:	}éÃñaæ�é�ú-ëyì�å�æ�ð�æ�î�æ�4å æ�õ|0
ï,é;')(,æ�î¦í�î�ð ñ,æ�é-ú�ëyì�å æ�ð�æ�î�æu�Cé�èVæ�î�ð�æ�é<�\÷7+¢æ�å ëyì¿í�î�ïOø�í ñ,æ�é�ï,æ�÷�æ�î4ùFú-ò��[í�ú-úî�Iêaî¦ýþæ�ú�è,0
ìöêaõ�èVæ�îFù¿ðöêaú-ú�î�ò�ëyì î�å�ëyì¿è¢êaõ�õ ø�í&ñ�å æ�õ�ïaæ?+�ò,î�î�æ�î å úûè´ù7+¢æ�î�î+ý:	�é�ð�æ�îm��êaõ õ

βi = 1
ý:	}édêaõ õ�æ

ið�å�æî@�æ�é�è-æ�å�õ í�î�ïaæ�î$êaî�ï,æ�ï,æ�÷�æ�î`+�æ�é-ð}æ�î¬�W',î�î�æ�î��
ð�æ�å�ð�æ�éIõ êaú�ú-æ�î�ú�å ëyì ð}å æ¦ì}å æ�éIï,æ�î¿í}è-ø�è-æ�îáç¢æ�é�æ�ëyì�î¿í�î}ï,ú�ñaæ�é�ýYê7ì�é-æ�îLî�å�ëyì¿è`êaí}ýið�æ�î
��ê7õ õêaî�ð}æ�é-æ�éEA>�¹ô°òaî�æ�î�èVæ�î�	�÷�æ�é�è-éVêaïaæ�îFù�ðöêÁð�í�é-ëyì[ðöêaútAE�¹ô�ò,î�æ�î¿è-å æ�é-æ�î[ð�å æ9�öæ�ì�õ�æ�é�ñaæ�éûèVæ�å�õ í�î}ïð�æ�é�
	}î�ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVæ�î î�å�ëyì¿è4�Pæ�ì�é�æ�å î}ýYê7ëyì¦êaî}ø�í�ï,æ�÷°æ�î å�ú�è��
Û1��ø�í+ø�æ�å�ï,æ�îFù)+då�ædú-å ëyìPð�å�æ@�æ�é-ï�ê7÷°æÁêaî�ð}æ�é-æ�éXí;æ?+då�ëyì�èVæCêaí}ý°ð�å æ/@�æ�éûèVæ�å õ í}î�ï,ú�ýþí}î��èVå òaîêaí�ú,+då é;�¿è�ù�ú-æ�å�ì�å æ�é�î�ò�ëyì$æ�å î�Iêaõ°ð�å æ;÷�æ�é�æ�å�è-ú�å îm�C÷�÷�å õ�ð�í�î�ï � � i êaõ�ú�ç¢æ�å�ú-ô�å�æ�õFïaæ�ï,æ�÷°æ�î�æ
(−1, 0, 3, βl, βr)

�
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�è+ï,æ�î¿í}è-ø�èD�ï� î �\÷�÷�å�õ ð�í}î�ï �H�)�5�m+då�é-ð å î ð�æ�éPò,÷�æ�é-æ�îí;éVêW}»�Iæ�å�î¦ç¢æ�å ú�ô�å æ�õ4ý:	�é
βi > 1

ï,æ�ø�æ�å�ïaè´ù}å îOð�æ�édí�î�è-æ�é-æ�î ý:	�é
βi < 1, i = 1, 2

�
@�æ�é�ï,õ æ�å ëyì�è/�Iêaî`ð�å�æióií}é�ñ,æ�îOå îm�\÷}÷�å õ�ð�í�î�ïm�)�H�5�b�På�è¢ð�æ�î ó;í�é�ñaæ�î$å îm�\÷}÷�å õ�ð�í�î�ï � � ��ùú-ògå úûè�õ�æ�å�ëyì¿è�ñaò,é-úûèVæ�õ�õ ÷öê7é�ù�ðöêaú�ú9�Pæ�ì}é�ò�ð�æ�é¶+�æ�î�å�ï,æ�é�=�æ�ð}æ4@�æ�é�èVæ�å õ�í�î�ïgêaí}ýFð}æ�� � î�èVæ�é�ñ7êaõ õ
[0, 1]

êaõ úX@�æ�é�èVæ�å õ�í�î�ï«ð�æ�é�
	}î�ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�è;ê7î$æ�å î�æ�é1«�èVæ�õ õ æ
f(x)

��',ï,õ�å ëyì å�ú�èD�
�>	�é�ð�å æ<�\î7+¢æ�î�ð�í�î}ïP÷�æ�ð}æ�í}è-æ�èdð�å�æ�ú�ù¹ðöêaú�ú å�� ��ô}èVå5�Iå�æ�é�í�î�ï,ú�ú-ëyì�é�å�è-è êaõ õ�æ/�
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é,0�aæ�å�è-æ�î`�Iå�è/í;æ?+då�ëyì�èVæ�î

β 6= 1
�På�è ð}æ��Kå�î`ç¢æ?�Iæ�é��¿í�î�ï � � Ã ï,æ�ú�ëyì�å õ�ð�æ�éûèVæ�îì2�é�ò,÷�õ æ?�Iæ�î

í�î�ð«ð}æ���ð�êH�Iå�èÃñ,æ�é�÷�í�î�ð}æ�î�æ�îFù¿é-æ�ëyì}æ�î�èVæ�ëyì�î�å ú�ëyì�æ�î��\í}ý�+¢êaî�ð«ú�å��9í�õ�å æ�é�è�+¢æ�é-ð�æ�îG��	�ú-ú%0èVæ�î��
ý��Z�z�¥£�©�§t��¨�� �»��� A�å î�æPå î�èVæ�é-æ�ú-úVê7î¿è-æ`ç¢æ�ò,÷öêaëyì�èVí}î�ï å úûè´ù�ðöê7ú-ú[ð}å æ��\í�ú�ú-ëyì¿í�ú-ú;�¿í�òaèVæ
p0(x)

ñaò,î ð�æ�é1�"êaì�õÃð�æ�éîA>�¹ô°ò,î}æ�î�èVæ�î�í}îöêa÷�ìöÿ7î�ï,å ïPå úûè´ù�ðöêPð�í�é-ëyì�ð}å æÀ�Úêaì}õBð}æ�úbA>�¥0
ô�ò,î�æ�î�è-æ�î¦î}å ëyì�èdð�å æb�"êaì�é�ú-ëyì�æ�å î�õ�å ëyì�7æ�å�è

P (d(Y ) = 0)
ñ,æ�éVÿaî}ð�æ�éûè1+då�é-ð! 

A�úIýþò,õ�ïaè&îöêaëyì ü æ�å�î¿í�î�ïÚð�æ�úG�Cí}èVòaé-ú+ð}å é-æ?��è´ù�ðöêaú�úIð�å�æì�Cí�ú-ú�ëyì¿í�ú-ú;��í}òaèVæ�êaõ�úIê7õ õ æ�å î�åÿ0ï,æ�úfü æ�é;�Z�IêaõGø�í�éÀÛCî�è-æ�é-ú�ëyì�æ�å�ð�í�î�ïOñ,òaîz��÷Z=�æ?��èVæ�î�÷�ø�+À�ê��êH��èVòaé-æ�å�î�ú�è-æ�õ�õ í�î�ïaæ�î î�å�ëyì�èêaí�ú�é-æ�å ëyì�èD��ä\å�æ��Úêaì}õ�ð�å æ�ú-æ�úPæ�å�î�ø�æ�õ î�æ�î óié�å�è-æ�é-å�í�Pú9÷°æ�ð�æ�í¹èVæ�èIí�î�èVæ�éPêaî�ð�æ�é-æ��$ù�ðöêaú�ú
æ�÷�æ�îIï,æ�î�êaí+ð�æ�éï@�òaé�èVæ�å õöð�æ�é¢äCæ�é-é�å î�ïaæ�é,0%«¹í�å�ëyì60%�öí�î��è-å ò,î�æ�îFù�îöÿH�Põ å�ëyì&ð�å æCüì',ïaõ å ëyì-�aæ�å�è´ùí�î�èVæ�é-ú�ëyì�å æ�ð�õ å�ëyì�æ�í;æ?+då�ëyì�èVæiø�íOñ,æ�é-ï,æ�÷°æ�îFù�î�å ëyì�èCêaí�ú�ï,æ�î¿í}è-ø�è4+då é-ðV 
ü å�è�èÁå õ�ýþæPú�ô°æ�ø�å�æ�õ õ�æ�éÀ�öò,é;�Iæ�î@ð�æ�égñaæ�éVê7õ õ ïaæ��Pæ�å î}æ�é�è-æ�î]�
	�î�ú�ëyì¿÷öêaé��7æ�å�èVæ�î êaí}ú[ä\æ�}öî�åÿ0
èVå�ò,î Â �|�P�¦å�ú�è«æ�ú4=�æ�ð}ò¹ëyìÐ��',ï,õ å�ëyìFùÃð�å æ�ú-æ�î «¹ëyì�é-å�è-è��På�è�èVæ�õ úfð�æ�é«å5� î�ÿaëyì�ú�è-æ�î�óiêaô�å�è-æ�õ
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¸H¸´Æ Æ;Ì/��ÔWËÈ�Ñ;Ñ��^K%ÏHÆ Æ º��¶Ù�Ë@��ËBÇI��Ë
β 6= 1

�\÷}÷�å õ�ð�í�î�ïm�)�H�5�)��ç¢æ�å�ú-ô�å�æ�õ¹ý:	}éGð�å æï@�æ�éûèVæ�å�õ í�î}ï,ú�ýþí�î-�¿è-å ò,î[æ�å î}æ�é>�
	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�è�ý:	�é¶A>�¥0
ô°ò,î}æ�î�èVæ�î

βi
ïaé�')(,æ�é<���

(−1, 0, 3, 3, 3)
�
	�î�ú�ëyì�÷�êaé��7æ�å�è�� í�î�ð`A>�¹ô°òW0

î�æ�î�èVæ�î
βi
�¿õ æ�å î�æ�éb���

(−1, 0, 3, 0.3, 0.3
�
	�î�ú�ëyì�÷�êaé��7æ�å�è��

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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F d
(Y

)(d
)

Simulierte Verteilungsfunktion einer (−1,0,3,3,3) für  f(x) = 0.6 und σ = 2
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Simulierte Verteilungsfunktion einer (−1,0,3,0.3,0.3) für  f(x) = 0.6 und σ = 2

ñ,òaé-ï,æ�ú�èVæ�õ õ�èVæ�î`�Cô�ô�é-òD�¹å��Iê7è-å ò,î`ø�í æ�î¿è-ú-ëyìöÿ7é�ýþæ�î~�

O�O�MPO $ TGUBR�TbaEaETGUWV�T $ TGU)avnkN^ _`TGUÇ5 TGUÕU v�^�[�TGUKg`£ \`vÈ,U.
* + ^�a-,U.`R�YuUV09T�v:V�a>q�\`^;0V!vnkN^�TG^

� î`ð�æ�î ñ,ò,é�ú�èVæ�ì�æ�î}ð�æ�î$óiêaô�å�èVæ�õ�îG+dí�é�ð�æ;êaí}ú-ï,æ�ý:	�ì�é�è�ù}ðöê7ú-ú¢ý:	�éXíiæ�+då ëyì�èVæ
βl, βr 6= 1

ð�å�æ@�æ�éûèVæ�å õ í}î�ï,æ�îIð�æ�éï�
	�î�ú�ëyì�÷�êaé��7æ�å�è-ú�ýþí�î-�¿è-å ò,î}æ�îOõ æ�ð�å ï,õ�å ëyì«ð�í}é-ëyìC«¹å5�9í�õ ê èVå òaî�æ�î&ï,æ�+¢ò,îZ0î�æ�îN+�æ�é�ð�æ�î��H'aî�î�æ�î~��ä�êa÷�æ�å>+dí}é-ð�æ&êaí¹ý�ð}å æ�2�é�ò,÷�õ æ?�Iæ[ð�æ�éÀ��ô}è-å��På æ�é-í�î�ïPñ,ò,îMð�í}é-ëyì«¹å5�9í�õ ê èVå òaî�æ�î`ï,æ�+¢òaî�î�æ�î}æ�î�«¹ëyìöÿ èVø�í}î�ï,æ�î�ì}å î�ï,æ�+då æ�ú-æ�î~�B�Cî�ð�æ�é-æ�é�ú-æ�å�èVú\ú-å î}ð å5�qófê7ô�å|0èVæ�õ � êaí�ëyì ð�å�æ�@�æ�éûèVæ�å�õ í�î}ï,ú�ýþí�î-�¿è-å ò,î}æ�îÚý:	�é«æ�å î�å�ï,æmí;é-æ�î�ø�ýYÿaõ�õ æ ð}æ�é&ä\æ�é-é-å�î�ï,æ�é,0,«�í�å ëyì60�öí�î��èVå�ò,î�æ�î+ì�æ�é-ï,æ�õ æ�å�èVæ�èï+�ò,é�ð�æ�î��6Û1�Èð�å�æCüì',ï,õ�å ëyì�7æ�å�è-æ�îIø�í+æ�é;+�æ�å�èVæ�é�î í�î�ð êaí�ëyì+ð}æ�î��êaõ õ
β 6= 1

òaì�î�æ/«�å��9í�õ ê7èVå�ò,î�æ�îg÷�æ�ìöê7î�ð�æ�õ�î9ø�í��H',î�î}æ�îFùH+�æ�é�ð�æ�î��Pò�ð�å5}öø�å æ�é�èVæF�
	�î�ú�ëyì60÷öêaé;�aæ�å�èVúûýþí�î��èVå�ò,î�æ�î+ñ,ò,é�ï,æ�ú�ëyì�õ ê7ï,æ�îFù�ð�å�æCðöê7ø�í ï,æ�î¿í}èVø�èX+¢æ�é-ð�æ�îm�H',î}î�æ�îFù�ð�å�æ<�Gÿ7õ õ æ�På�è
βl, βr 6= 1

ïaæ�æ�å�ï,î�æ�è�ø�íMê7ô�ô�é-òD�¹å��På æ�é-æ�î¦í�î�ðMê7í}ýï�Gÿaõ�õ æJ�Iå�è\õ�å î�æ�êaé-æ�éîí;æ?+då�ëyì¿è-í�î�ï`ø�í60
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¸H¸��S� �É�x�~Æ$ÙÊº-È�L�Ö6ÇnÈ�ÙPËÑ�È:Í��7�
é�	}ë���ø�í}ý:	�ì�é�æ�î���ä\å�æ�ú�æ\ü$ò¹ð�å|}»� ê7èVå�ò,î�æ�î9ú-ò,õ�õ æ�î¬��²�& ½ ±Z¯�°�·¼²�&~��±H"$²���²���"$#%�ÌËnå���"�"$²�&Z³Z��"$Á	Í âZ²�¯�°ÏÎ� ¾ &-�P¯�°���±H"�ù7��²�#�� ½ â6&-ùK#�²�®K&"÷�ø�+À�9ç� !��² ½ ±Z¯�°Ð·¼²�&~��±H"$²���²���"�#3�´Ënå���"$"$²�&Z³Z��"$Á	Í â6²�¯�°ÏÎµ� ¾ &-�P¯�°ZÁ��±H"�ù7��²�# ½ âZ&-ùK#�²�®K&Iï,æ�îöêaî�î�è+�æ�é-ð}æ�î��

O�O�M�" �Ð&Y&uU7k)ÑCv�o YJV!vnk]^�a/vn_`TbT
ä\æ�é!�\ô}ô�é-òD�¹å��Iê7èVå�ò,îPõ å æ�ïaè�ð�å æ4� ð�æ�æ�ø�í`í;é-í}î�ð�æaù�ðöêaú�ú¢ø�í�é/«¹ô�æ�ø�å5}»� ê7è-å ò,îIð�æ�éï�
	�î�ú�ëyì60
÷öêaé;�aæ�å�èVæ�î ð}í�é-ëyì$ð�æ�îC�\î7+�æ�î�ð}æ�é1+�æ�å�èVæ�é-ì�å�î$ð}å æiä\æ�é-é-å�î�ï,æ�é,0,«�í�å ëyìC�öí�î��èVå�ò,î�æ�î ê7õ ú�ò,ô60
èVå�ú-ëyì�æ�úîèÁå õ�ýþú;�Iå�è-è-æ�õFï,æ�î¿í}èVø�è<+�æ�é-ð}æ�î����t	�é\ê7õ õ æÀÜdæ�ëyì}î�í}î�ï,æ�î]+då�é-ð¦å�î�èVæ�é�îu=�æ�ð�ò¹ëyì¦æ�å î}æ�öí�î��èVå�ò,î ñ,æ�é;+�æ�î�ð}æ�è´ù�ð�å�æ;êaí}ýBò,ô}è-å��Iêaõ æ4�"æ�å ú�æ;ð�æ�îm@�æ�é�õ êaí¹ý�ð}æ�é�ú-ô�æ�ø�å5}öø�å æ�é�èVæ�îC��í}î�)0
èVå�ò,îOêaô�ô}é-òD�¹å��På æ�éûèD�

O�O�M�4 Òìv�^�TJYuU vnavnTGUWV�T * + ^�a-,/.CR�YuU�09T�v:V�TG^
�>	�é�ð}å æiæ�å�î}ýYêaëyìOõ å�î�æ´êaé�å ú�å æ�éûèVæ�î`��í}î��èVå òaî�æ�î$ï,æ�ú�ëyì�å æ�ì�èCð}å æ�údð�í}é-ëyì¦æ�å î�æb@�æ�é-ú-ëyì}å æ�÷}í�î�ï
ð�æ�é<«�ô°æ�ø�å5}�7ê èVå òaî�ú-ï,é�æ�î�ø�æ�î��
� ú�è\æ�å�îNíiæ�+då ëyì�è

β > 1
ú�ô°æ�ø�å5}�ø�å æ�é�è�ù°ú�ò�+då é�ð¦ð�å�æ�«¹ô�æ�ø�å5}»� ê7è-å ò,î�ú�ï,é-æ�î�ø�æ[êaí}ý�ð}æ�îN«¹òaõ õ|0+�æ�é�èiø�í�÷°æ�+¢æ�ïaè´ù4ú-ò`ðöêaú�ú�ðöêaú<� î¿è-æ�ï,é-êaõE	�÷�æ�é\ð�æ�î]�¿íöêað}é-å æ�é�è-æ�î]�\÷}ú�èyê7î�ð�ñ,ò,î�ú�ô°æ�ø�å5}60

ø�å�æ�éûèVæ�é�í�î�ð+å î�èVæ�é-î�æ�éX�öí�î��èVå�ò,î��På î}å��På æ�éûèE+då é�ð��ZA�ú¢ú-å�î�ð��På�è�ð�å�æ�ú-æ?� @�æ�é�ýYê7ì�é-æ�î ï,í}è-æ�\ô}ô�é-òD�¹å��Iê7èVå�ò,î�æ�îPð}æ�ú-ì�êaõ ÷��G'aï,õ å�ëyìFùW+�æ�å�õöð�å æ4�öí�î��èVå�ò,î�ú-ÿaú�è-æÁå�î&ð�æ�î+ä\æ�é�é-å î}ï,æ�é%0,«¹í�å�ëyì�öí�î��èVå�ò,î�æ�îm�aæ�å�î�æbA>��èVé�æ��Iê9÷°æ�ú-å�è-ø�æ�î`í�î�ðm	�÷�æ�é æ�å î�æ�î�+¢æ�å�è-æ�î`ß�æ�å õ�å ì�é�æ�ú�äCæ?}öî�å�èVå�ò,î�ú,0
÷�æ�é-æ�å ëyì�ú�æ�å�î�æ�îgõ å î}æ´êaé�æ�îÀ@�æ�é-õ êaí}ý}î�æ�ì�Pæ�î~�W�t	�éEí;æ?+då�ëyì�èVæ

β < 1
+¢æ�é-ð�æ�î«æ�î�èVú�ô�é-æ�ëyì�æ�î}ðç¢æ�é-æ�å�ëyì�æ\ñaò,î��aòaî�ú�èVêaî�èVæ�é9�
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�èÀ��å5�Èç¢æ�é�æ�å�ëyì ð�æ�ú/�4å æ�õ|+¢æ�é�è-æ�ú�ì�å î�ø�í�ï,æ�ý:	�ïaèD�� î��C÷�÷�å�õ ð�í�î}ï��H�)� d å úûè�æ�å îIç¢æ�å ú-ô}å æ�õ�ý:	}é�ð}å ædõ å�î�æ´êaé�å ú�å æ�éûèVæ�îG�öí�î-�¿è-å ò,î}æ�îPï,æ�ø�æ�å ï7è´ù�å îPð�æ�éýþò,õ�ï,æ�î�ð}æ�î$ä\æ?}�î�å�è-å ò,îN�)�)� d +då é�ð$ð}å æb� ð�æ�æfýþò,é;�+ê7õ å ú�å æ�é�èD�

�m�7�E���:�P���B�j� �»�5é��;�Z����¡w��W��¦������¥�£K���D���¥£P�P�Ó�ä¢��t�D�K�V���£�© �6������¡w§t��©~���:�B�¶ª]íiæ�ï,æ�÷�æ�îú-æ�å�ø�í�î�ÿaëyì�ú�è\æ�å�î�æî�
	�î�ú�ëyì�÷�êaé��7æ�å�è-ú�ýþí�î-�¿è-å ò,î
(l, t,∞, βl, 1)

��ä\æ?}öî}å æ�é�æiî�í}î

(l, t,∞, βl, 1)lin :=





(l, t,∞, βl, βr)
ý:	�é

βl = 1;

(l + c∗, t,∞, 1, 1)
ý:	�é

βl > 1;

(l, t− c∗∗,∞, 1, 1)
ý:	�é

βl < 1.ä�êa÷�æ�å�ú�å î�ð
c∗

í}î�ð
c∗∗

ú�ò&ï,æ?+¢ÿaì�õ�è´ùöðöêaú�ú>=�æ?+�æ�å õ�údï,å õ�èD�
c∗(bzw.c∗∗)

õ�'aú�è
min

c∗( Ô~��Õm� c∗∗)∈[0,t−l]

∫ t

l

((l, t,∞, βl, 1)− (l, t,∞, βl, 1)lin))2dx

«¹ò,õ�õ5+�æ�éûèVô�é�ò,÷�õ æ?�Iægñ,ò)� ß21�ô
(l, t, u, βl, βr)

+�æ�é�ð�æ�î@ø�í�îöÿ7ëyì�ú�è[å îMø?+�æ�åFßBæ�å õ�ô�é-òa÷�õ æ?�Iæø�æ�é-õ�æ�ïaè��
(l, t, u, βl, βr) =

{
(l, t,∞, βl, 1)(x)

ý:	�é
x ≤ t;

(−u,−t,∞, βr, 1)(−x)
ý:	�é

t < x.

� i



¸H¸´Æ Æ;Ì/��ÔWËÈ�Ñ;Ñ��^K%ÏHÆ Æ º��¶Ù�Ë@��ËBÇI��Ë
β 6= 1

ä\æ�}öî�å æ�é-æiî¿í�î

(l, t, u, βl, βr)lin =

{
(l, t,∞, βl, 1)lin(x)

ý:	}é
x ≤ t;

(−u,−t,∞, βr, 1)lin(−x)
ý:	}é

t < x.

�\÷}÷�å õ�ð�í�î�ïm�)�H� d �ðÃå�î�æ´ê7é-å ú�å æ�é�èVæ �
	�î�ú�ëyì�÷�êaé��7æ�å�è-ú�ýþí�î-�¿è-å ò,î �Yð}í�é-ëyì�ïaæ�ø�òaï,æ�î�æ ð�å î}å æP�
í�î�ð ø�í}ï,æ�ì'aé-å ïaæKú-ô�æ�ø�å5}öø�å æ�é�èVæ

(400, 500,∞, 3, 1)
0%�öí�î-�¿è-å ò,îp�Yï,æ$0

ô�í�î��èVæ�èVæ�ðÃå�î�å æD�
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ä\å�æb��í�êað�éVê èVå ú�ëyì�æÀ�\÷7+�æ�å ëyì¿í�î}ïG+då é�ðOêaõ ú4��ô}è-å��På æ�é-í�î�ïaú-ø�å�æ�õ�ï,æ�î}ò)�G�Pæ�î4ù}í� ��í�êaõ å�èyêK0èVå�ñ�Ý/îöêaì Þ êaîOð�æ�é ú-ô�æ�ø�å5}öø�å æ�é�èVæ�î$óií}é�ñ,æ;ø�íO÷�õ æ�å ÷�æ�î��íié�ò)(,æ<�C÷7+¢æ�å ëyì¿í�î�ï,æ�îFù»+¢æ�õ ëyì�æiå�î
ð�æ�étßBæ�î�ð}æ�î�ø î�ê7è�	�é�õ å�ëyì[êaí}ëyì[æ�ì}æ�é½ø�í�@�æ�é-ÿaî�ð�æ�é-í�î}ï,æ�î9ð}æ�é�@�æ�é�è-æ�å�õ í�î�ïaú�ýþí�î��è-å ò,î�æ�îFù=ð�å�æú-ëyì}õ í�ú�ú-æ�î}ð�õ å�ëyìÀ=-êiêaî�ï,æ�îöÿaì�æ�é�èF+�æ�é-ð}æ�î+ú�ò,õ õ�æ�îFù ý:	�ì�é�æ�îG+	}é-ð�æ�îFù)+¢æ�é-ð�æ�î ú-ò;ñaæ�é��På æ�ð�æ�î~�
�Õ+¢êaé[ú�å î�ð

c∗
�Y÷}ø?+À�

c∗∗
�;ý:	�é[÷�æ�õ�å æ�÷}å ï,æ

β
î�å ëyì�è&ê7îöêaõ�1¿è-å ú-ëyì@ø�í¡÷�æ�é�æ�ëyì�î�æ�îFù�êa÷�æ�égú-å�æ

õ ê7ú-ú-æ�î ú�å ëyì$î¿í�Iæ�é-å�ú-ëyì$ï,í}èd÷�æ�ú�è-å����Iæ�î��
� ú�è9ð�å æ`íb	}è-æ ð�æ�é��\ô�ô�é�òD�}å5�+ê èVå òaî@ý:	�é9æ�å î�æ�îy�aò,î-��é�æ�è-æ�î ��ê7õ õ�î�å ëyì�è&ê7í�ú-é�æ�å ëyì}æ�î�ðFù�ú�ò+då é�ð å5�Kýþò,õ�ï,æ�î�ð}æ�î ófê7ô�å�è-æ�õ�æ�å�î æ�å î}ýYê7ëyì�æ�é�"æ�ï+ø�í�é/+¢æ�å�èVæ�é-æ�î¬@�æ�é�÷°æ�ú-ú-æ�é-í�î}ï ð�æ�é4�\ôZ0
ô�é�òP�¹å5�+ê7è-å ò,î êaí}ýþï,æ�ø�æ�å�ïaèD�

�H�



¸�¸H�Ö¥Ø× È�Ë}�$ÖWÆ�È5Ñ�È���ÆDÇ!�uÎÐÏHËÑ$Ò,ÓÕÔ)ÖWÆ�×-��È�ÇI��Ë
ý��Z�z�¥£�©�§t��¨�� �»�5òÍä\å æX�"êaì�õöð}æ�úF�¿íöêað�é�å æ�éûèVæ�îG�C÷�ú�èVêaî�ð�æ�ú�ý:	�ì}é�è�ø�íPæ�å�î�æ�é�í�î}å�ñ,æ�é-ú�æ�õ õ
ï,í}è-æ�îN�\ô}ô�é-òD�¹å��Iê7èVå�ò,î*	�÷�æ�é;ð}æ�î�ï�êaî�ø�æ�î]@�æ�é�õ êaí}ý�ð�æ�éfóií}é�ñ,æW��A�úJ� êaî}î@ê7÷°æ�é�ð�í�é�ëyì60
êaí�ú�ú�å î�î�ñ,òaõ õ�ú�æ�å î4ù¿êa÷�ìöÿaî}ï,å ï�ñaò,îIð}æ�éï2�é-ò,÷�õ�æ��Pú�è-æ�õ õ�í�î�ï;ê7î�ð�æ�é�æ1�;ô¹èVå��Iêaõ�å�èyÿ èVú��¿é�å�èVæ�é-å�æ�î
êaî�ø�í�õ æ�ï,æ�î~��ç¢æ�å�ú-ô�å�æ�õ ú,+¢æ�å ú�æJ�W',î�î�èVæfæ�údý:	�édð�å�æb�\î7+¢æ�î�ð�í�î}ï ð�æ�é/�
	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVæ�î�å��
ç¢æ�é-æ�å�ëyì ð}æ�éÁóCò,î�è-é-ò,õ�õ�� êaé�è-æ�î`ú�å î�î�ñ,òaõ õFú�æ�å î4ù � ÂHf 0 g íöêaî�è-å õ æ\ò,ô}èVå5�+ê7õ4êaî}ø�í�îöÿ7ì�æ�é�î��
ä�ê¦í}îöêa÷�ìöÿ7î�ï,å ïOñ,òaîÚð�æ�éJ�Úê7ì�õ�ð�æ�ú[óié�å�è-æ�é-å�í�Púfð}å æ��\ô�ô�é�òD�}å5�+ê èVå òaî�î¿í�égæ�å�î�+ê7õÕ=�æ�
	�î�ú�ëyì¿÷öêaé��7æ�å�è\ð�í}é-ëyì�ï,æ�ý:	�ì�éûè/+¢æ�é-ð�æ�îì�9í}ú-ú�ù6+¢æ�é-ð�æ�î ð�æ�é/�\î7+�æ�î�ð�í}î�ï+ð�æ�éX�
	�î�ú�ëyì60
÷öêaé;�aæ�å�èVæ�î ì}å æ�é�ï,êaî�øiî�æ�í}æ��öæ�õ ð�æ�é�æ�é-ú�ëyì�õ òaú-ú-æ�î! 
�>	�é�ð�æ�î

(LB)
03��ê7õ õ¿í�î�ð«å5�

(TV )
0%��êaõ õ7�På�èBñ,æ�é-úûèyÿaé;�aæ�î}ð�æ�é!íiæ�+då ëyì�èVí}î�ï�ù,ê7õ ú-ò

βl,r > 1
ù+då é�ðOð�í�é-ëyì ð�å æÀ�Cô�ô�é-òD�¹å��Iê7è-å ò,î`å5� �@æ�ú-æ�î�èVõ å�ëyì�æ�î ð�æ�é1«¹ô�æ�ø�å5}»� ê7è-å ò,î}ú-÷�æ�é-æ�å ëyìOý:	�é�ð�å�æ

å î�è-æ�é-î}æ�î�ç¢æ�é-æ�ëyì�î¿í�î�ï,æ�î@ê7î�ï,æ�ô�êaú-úûèD�B� î ð�å æ�ú-æ�î*�Gÿaõ�õ æ�îì�W',î�î�æ�î¦ý:	�é\ð}å æÀ@�æ�é�è-æ�å�õ í�î�ïaæ�îFù
ä\å�ëyì¿è-æ�î�æ�èVëH��ð�å�æ�A�é-ï,æ�÷�î�å�ú-ú-æ9êaí�ú�óiêaô � ï,æ�î�í¹èVø�è1+¢æ�é-ð�æ�îFùFí�qð�å�æJ@�æ�é�è-æ�å õ�í�î�ï,æ�î ð�æ�é
êaô�ô}é-òD�¹å��På æ�é�æ�î�ð}æ�îm�
	�î�ú�ëyì�÷�êaé��7æ�å�è-æ�î�ê7î�ø�í�ïaæ�÷�æ�î��
�3� �

TV
�30%��êaõ�õ\÷�æ�åiêa÷}ú-ëyì7+ ÿ7ëyì�æ�î�ð}æ�é�í;æ?+då ëyì�è-í�î�ïf�

βi < 1
ý:	�é`�På î�ð}æ�ú�è-æ�î�ú$æ�å�î

i
�÷�æ��aòH�G�Pæ�î ð}å æ9ê7ô�ô�é-òD�¹å��På æ�é-æ�î�ð�æ�î*��í}î��èVå òaî�æ�î�æ�å î�æg÷�å ú�ì�æ�é�î}ò¹ëyì�î�å�ëyì�è�÷�æ�èVé-êaëyì�èVæ�èVæ«�è-é-í��èVí}é��B�3�qç¢æ�é�æ�å ëyì¦ð�æ�úî«¹ò,õ õ|+¢æ�é�è-æ�úÁï,æ�ú�ëyì�å æ�ì¿è�ð�å æÀ�\ô}ô�é-òD�¹å��Iê7èVå�ò,îOð�í�é�ëyì�æ�å îì2�õ êK0èVæ�êaíC�Iå�è/�aò,î}ú�èyê7î¿è-æ�é�
	�î�ú�ëyì�÷�êaé��7æ�å�è��)�»�C÷�÷�å õ�ð�í�î�ïm�H�)� i ø�æ�å ï7èdæ�å î}æ�î$ú-ò,õ�ëyì�æ�îì��êaõ õn�

Û1� ð}å æb@�æ�éûèVæ�å�õ í�î}ïIæ�å î�æ�éCú�ò,õ ëyì�æ�îì�
	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èb�På�è42�õ ê7è-æ´êaí$ø�í ÷°æ�é-æ�ëyì�î�æ�î4ùÕ+då é�ð
ýþò,õ�ï,æ�î�ð}æiä\æ?}öî}å�èVå�ò,îOï,æ�î¿í}è-ø�è��
�m�7�E���:�P���B�j� �»�ÿþ
�~� ��_t�£��»� �¥�D£W�:¨ �;�ä¢��t���W�V���£�© �Z�:���?¡3§t��©~���:�B�¶ª ä\å�æÀ��í}î��èVå òaî

(l, t1, t2, u, β1, β2)(y) : R→ [0, 1]

�På�è
l < t1 ≤ t2 < u

êaõ�õ æ;ê7í�ú
R, β1, β2 ∈ R+

ú-æ�å�ð�æ?}�î�å æ�é�èCêaõ ú

(l, t1, t2, u, β1, β2)(y) :=





(l, t1,∞, β1, 1)(y)
ý:	�é

y < t1;

1
ý:	�é

t1 ≤ y ≤ t2;

(−u,−t2,∞, β2, 1)(−y)
ý:	�é

t2 < y.

í�î�ð$ì�æ�å�(aè F 0/ôöêaé-êH�Iæ�èVé�å ï,æ4�
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�è-ú�ýþí�î��è-å ò,î��
ä\å�æ F 0 ôöêaé-êH�Pæ�èVé�å ï,æ�îm�
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�è-ú�ýþí�î��è-å ò,î�æ�î�ð�å æ�î�æ�î î¿í�é\ê7õ ú4èCå�õ�ýþú��På�è�èVæ�õ°ý:	�édð�å�æ
ýþò,õ�ï,æ�î�ð}æ�îIç¢æ�é�æ�ëyì�î¿í�î�ïaæ�î`ø�í}éï@�æ�é-æ�å�î}ýYêaëyì¿í�î�ïgð�æ�é9«¹ëyì}é-æ�å�÷7+¢æ�å ú-æCí�î�ðIæ�é-õ êaî�ï,æ�î+ê7î�ú-ò,îZ0ú�è-æ�îC�aæ�å î�æ�î¦æ�å�ï,æ�î}ú�èyÿ7î�ð�å ïaæiç¢æ�ð�æ�í}èVí}î�ï�
ý��Z�z�¥£�©�§t��¨�� �»���Íä\å æ�ú-æ F 0 ô�êaéVêH�Pæ�è-é-å�ï,æ�îm�
	�î�ú�ëyì¿÷öêaé��7æ�å�èVæ�î�ú�å î�ð$æ�÷�æ�î¹ýYêaõ õ�ú<«�ô°æ�ø�å|0êaõ�ýYÿaõ õ�æ$ð}æ�é å�î�ä\æ?}�î�å�è-å ò,î Â �5�P�@ð�æ?}öî}å æ�éûèVæ�î��
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�è-æ�î��1«¹æ�èVø�æ¦îöÿH�Põ å ëyì�ð�ò,éûè
y = (l, t1, t2, u), d = (0, 1, 1, 0)

í�î�ð
β = (β1, 1, β2)

�

� Â



¸H¸´Æ Æ;Ì/��ÔWËÈ�Ñ;Ñ��^K%ÏHÆ Æ º��¶Ù�Ë@��ËBÇI��Ë
β 6= 1

�\÷}÷�å õ�ð�í�î�ïm�)�H� i �ðÃå�î�æ´ê7é-å ú�å æ�é�èVæ �
	�î�ú�ëyì�÷�êaé��7æ�å�è-ú�ýþí�î-�¿è-å ò,î �Yð}í�é-ëyì�ïaæ�ø�òaï,æ�î�æ ð�å î}å æP�
í�î�ð ø�í�ï,æ�ì-',é-å�ï,æ ú�ô°æ�ø�å|}öø�å�æ�é�è-æ

(−1, 1, 3, 0.1, 0.5)
0%�öí�î-�¿è-å ò,î �Yï,æ$0

ô�í�î��èVæ�èVæ�ðÃå�î�å æD�

−2 0 2 4

0.
0

0.
2

0.
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0.
6

0.
8

1.
0

Zielgr�ö�ße
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ch
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rk

ei
t
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1.
0

xC÷�æ�é�ð}å æ!@�æ�é�èVæ�å õ�í�î�ï�æ�å î�æ�é F 0 ô�êaéVêH�Pæ�è-é-å�ï,æ�îJ�
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�è�õ êaú�ú-æ�îPú�å ëyì«î¿í�î&ýþò,õ ïaæ�î�ð�æ�\í}ú-úVê7ï,æ�î$èVé-æ�{4æ�î��
@ �-�P  �B�»�����,¤J�¥£P�P�Z�n¦�§���¨N�Z�n���¥£

(l, t1, t2, u, 1, 1)
�ä¢��t���W�V���£�© �Z�:�Hª]í;æ�ï,æ�÷°æ�îfú�æ�å,æ�å|0

î�æ
(l, t1, t2, u, 1, 1)

�
	�î�ú�ëyì¿÷öêaé��7æ�å�è
d
��ä�ê7î�î ïaå õ�è�ý:	�é�ð�å�æÀ@�æ�é�è-æ�å õ�í�î�ï

Fd(x,ε)(d) =





0
ý:	�é

d < 0;

Φ

(
l + d · (t1 − l)− f(x)

σ

)
+

1− Φ

(
u− d · (u− t2)− f(x)

σ

) ý:	�é
d ∈ [0, 1);

1
ý:	�é

d ≥ 1.

ý��ba��Z����c>¿Cêaëyì�ç¢æ��Pæ�é;�¿í�î�ï��)�)� Â ìöêaî�ð�æ�õ�è;æ�úiú-å ëyìMí� æ�å�î�æ�î «¹ô�æ�ø�å êaõ�ýYêaõ õBð�æ�éî@�æ�é�è-æ�å|0õ í}î�ï\ñ,æ�éVêaõ�õ ï,æ?�Iæ�å î�æ�é�è-æ�ét�
	}î�ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVúûýþí�î��èVå�ò,î�æ�î êaí�úï«¹ê7èVøî� G �5�H�,ä\å�æ�ç¢æ�ì�êaí�ô}è-í�î�ï
æ�é�ï,å ÷¹è�ú-å�ëyìMð�í�é-ëyì A�å î�ú�æ�è-ø�æ�î�ñaò,î

y = (l, t1, t2, u), d = (0, 1, 1, 0)
í}î�ð

β = (1, 1, 1)

� F



¸�¸H�Ö¥Ø× È�Ë}�$ÖWÆ�È5Ñ�È���ÆDÇ!�uÎÐÏHËÑ$Ò,ÓÕÔ)ÖWÆ�×-��È�ÇI��Ë
å îOðöê7úÁð}ò,é�è-å ï,æbA�é�ï,æ�÷�î}å ú��

�
A�î�èVú-ô}é-æ�ëyì}æ�î�ð�ï,å�õ�è�ý:	�édð�å æiä\å�ëyì�èVæið�æ�é�ýþò,õ�ï,æ�î}ð�æ
@ �-�P  �B�»���ã�>	�éfð�å�æIäCå ëyì�èVæPæ�å�î�æ�éfú-ò,õ�ëyì�æ�î��
	�î�ú�ëyì�÷�êaé��7æ�å�è

d
í�î�èVæ�égð}æ�îz@�ò,é-êaí�ú�ú-æ�è,0

ø�í}î�ï,æ�î ð�æ�ú1«}ê èVø�æ�ú�� G �5�;ïaå õ�è��

fd(x,ε)(d) =





Φ

(
l − f(x)

σ

)
+ 1− Φ

(
u− f(x)

σ

) ý:	}é
d = 0;

t1 − l
σ ϕ

(
l + d · (t1 − l)− f(x)

σ

)
+ u− t2

σ ϕ

(
u− d · (u− t2)− f(x)

σ

)

ý:	�é
d ∈ (0, 1);

Φ

(
t2 − f(x)

σ

)
− Φ

(
t1 − f(x)

σ

) ý:	}é
d = 1.

ý��ba��Z����c�A�é-ï,å�÷}èÁú-å�ëyìì+då æ�ð�æ�é�í� ð�í�é�ëyì]A�å î�ú�æ�è-ø�æ�î å î$ðöêaú1A�é-ï,æ�÷�î�å údý:	�édñ,æ�éVêaõ�õ ï,æ?�Iæ�å|0î�æ�é�èVæb�
	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVæ�î å îì«}ê7è-øu� G � d �
�

«¹ëyì�õ�å æ?(,õ å�ëyì`ú-æ�åÃê7í�ëyì ð}æ�é4A�é;+¢êaé�è-í�î�ï,ú,+¢æ�é�è�î}ò¹ëyì êaî�ï,æ�ï,æ�÷�æ�î~�
@ �-�P  �B�»�5� �>	�édð�æ�î¬A�é,+ êaéûèVí�î}ï,ú;+�æ�éûè�æ�å�î�æ�é�ú�ò,õ ëyì}æ�î`�
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�è

d
ï,å�õ�è��

E(d(x, ε)) = Φf(x),σ2(t2)− Φf(x),σ2(t1)

+
1

t1 − l

[
f(x) + σ2 ϕf(x),σ2(l)− ϕf(x),σ2(t1)

Φf(x),σ2(t1)− Φf(x),σ2(l)

] [
Φf(x),σ2(t1)− Φf(x),σ2(l)

]

+
1

u− t2

[
f(x) + σ2 ϕf(x),σ2(t2)− ϕf(x),σ2(u)

Φf(x),σ2(u)− Φf(x),σ2(t2)

] [
Φf(x),σ2(u)− Φf(x),σ2(t2)

]

ý��ba��Z����c~�³å æ�ð�æ�é�í� ð�í�é�ëyì*A�å î}ú-æ�è-ø�æ�î å îOð�æ�î æ�î�èVú�ô�é-æ�ëyì�æ�î}ð�æ�î «}ê7è-øu� G � i ý:	�édñ,æ�éVêaõ�õ|0ï,æ?�Iæ�å î�æ�é�èVæî�
	}î�ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVæ�î��
�

ý��Z�z�¥£�©�§t��¨�� �»��AÍä\í�é�ëyì`ð�å æ1�\ô�ô�é�òD�}å5�+ê èVå òaîG�På�è�æ�å�î}ýYêaëyì õ�å î�æ�êaé-å�ú-å�æ�é�è-æ�îu�
	�î�ú�ëyì60÷öêaé;�aæ�å�èVæ�îb+då é-ðið�å�æE�\í}ú-ú-ëyì¿í�ú�ú��¿í�òaè-æ ð�æ�é�ê7î�ø�í�î�ÿaì�æ�é�î�ð�æ�îJ@�æ�é�èVæ�å õ�í�î�ï ñ,æ�éVÿaî}ð�æ�éûè´ùP+¢æ�î�î
ñ,æ�é-úûèyÿaé;�aæ�î}ð�æGíiæ�+då ëyì�èVægú-ô�æ�ø�å|}öø�å�æ�éûè1+dí�é�ð�æ�îV Fä\å�æ�ú\å�ú�èCí�î�På�è�èVæ�õ�÷öêaé�¿õ êaé�ù»+¢æ�î�î]�+ê7îú-å�æ�ì�è´ù ðöêaú�ú½ð�å�æ!�Cí�ú-ú�ëyì�í}ú-ú��¿í�ò7èVædõ æ�ð�å ï,õ�å ëyì;ñ,òH�8«¹ô�æ�ø�å5}»� ê7è-å ò,î}ú-÷�æ�é-æ�å ëyì[êa÷�ìöÿaî}ïaè´ù ð�å æ�ú-æ�é=�æ�ð}ò¹ëyì$å��Kêaî�ï,æ�ý:	�ì�é�è-æ�îì��êaõ õ�æ\ï,æ�ÿaî�ð�æ�é�è+då é�ð��
Û1� æ�å î}æ«÷°æ�ú-ú-æ�é-æ��\ô�ô}é-òD�¹å��Iê7èVå�ò,îMêaîMð�å æ«ú�ô°æ�ø�å|}öø�å�æ�é�è-æ��
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�è-ú�ýþí�î��è-å ò,î@ø�íæ�é�é-æ�å ëyì�æ�îPí}î�ð«ø�í�ïaõ æ�å�ëyì«êaí�ëyì«ð}å æX2�õ ê7èVæ�êaí�÷�å�õ ð�í�î}ï\÷�æ�å}ð}æ�éGå�î¿è-æ�é�î«ï,æ�î¿í}è-ø�èVæ�î���í}î��èVå òaîø�íÚñaæ�é;�Iæ�å ð�æ�îFù�å�ú�è9êaí�ëyì¡æ�å�îz�Cî�úVê7è-ø��På�èfæ�å�î�æ�égæ�è3+¢êaú&êaí}ý�+¢ÿaî�ð�å�ï,æ�é�æ�îÐ��ô}è-å��På æ�é-í�î�ï��',ï,õ å�ëyì��

� Ã



¸H¸´Æ Æ;Ì/��ÔWËÈ�Ñ;Ñ��^K%ÏHÆ Æ º��¶Ù�Ë@��ËBÇI��Ë
β 6= 1

�m�7�E���:�P���B�j� �»���[Z �$ë-a��Z��¡w��W��¦������¥�£K���D���¥£P�P�Ó�ä¢��t�D�K�V���£�© �6������¡w§t��©~���:�B�¶ª]íiæ�ï,æ�0
÷�æ�î+ú�æ�å�ø�í}îöÿaëyì�úûè¢æ�å î�æ/�
	�î�ú�ëyì¿÷öêaé��7æ�å�èVú�ýþí}î��èVå òaî

(l, t,∞, βl, 1)
�På�è

βl 6= 1
�¿ä\æ?}�î�å æ�é-æ

î¿í�î
(l, t,∞, βl, 1)2−lin := ((l, y∗, t,∞), (0, d∗, 1, 1), (1, 1, 1))�\í¹ýÃð�æ�é�é-æ�ëyì�è-æ�îì«¹æ�å�èVæCú�èVæ�ì�è�ðöêa÷�æ�å�æ�å�î�æCñaæ�éVê7õ õ ïaæ��Pæ�å î}æ�é�è-æ\äCæ�é-é�å î�ïaæ�é,0%«¹í�å�ëyì��
	�î�ú�ëyì60

÷öêaé;�aæ�å�è+då æ;å�î äCæ?}öî�å�èVå�ò,î Â �|�P�-�öä�ê7÷°æ�å�ú-å î}ð
y∗

í�î�ð
d∗

ú-ò&ï,æ�+ ÿ7ì�õ�è�ùöðöêaú-údï,å�õ�è��

(y∗, d∗)
õ�',úûè

min
(y∗,d∗)∈[l,t]×[0,1]

∫ t

l

((l, t,∞, βl, 1)− (l, t,∞, βl, 1)2−lin))2dx.

�>	�é
βl = 1

ú-æ�å
(l, t,∞, 1, 1)2−lin := (l, t,∞, 1, 1)

�
«¹ò,õ�õ5+�æ�éûèVô�é�ò,÷�õ æ?�IæOñ,òH� ß21�ô

(l, t, u, βl, βr)
+�æ�é-ð}æ�îFù!+då�æ å�� æ�å î}ýYêaëyì�õ å î}æ´êaé�å ú-å�æ�éûèVæ�î��êaõ õ
ù¹ø�í�îöÿaëyì}ú�èCå îOø?+�æ�å�ßBæ�å õ�ô�é-òa÷�õ æ?�Iæ�ø�æ�é�õ æ�ï7èD�

(l, t, u, βl, βr) =

{
(l, t,∞, βl, 1)(x)

ý:	�é
x ≤ t;

(−u,−t,∞, βr, 1)(−x)
ý:	�é

t < x.

ä\æ�}öî�å æ�é-æiî¿í�î

(l, t, u, βl, βr)2−lin =

{
(l, t,∞, βl, 1)2−lin(x)

ý:	}é
x ≤ t;

(−u,−t,∞, βr, 1)2−lin(−x)
ý:	}é

t < x.

Û1� ��êaõ�õ í�î�è-æ�é-ú�ëyì�æ�å�ð�í�î�ïaæ�î�å î�ð�æ�î�ýþò,õ ï,æ�î�ð�æ�î"ç¢æ�+¢æ�å ú�æ�îÚú�ò�+�æ�å�è9ê7õ úb��',ï,õ å�ëyìMø�íMñ,æ�é%0�Pæ�å ð}æ�îFù�ú�æ�åÁî�ò¹ëyì-�+êaõÁêaí¹ýÀð�æ����+ê Â �|� i ñaæ�é,+då æ�ú�æ�îFùF+�æ�õ ëyì}æ�ú`êaí}ú-úVê7ïaè´ù�ðöêaú�úIý:	�é&æ�å�î
ï,æ�ï,æ�÷�æ�î�æ�ú/«¹òaõ õ5+�æ�éûèVô�é�ò,÷�õ�æ��

(l, t, u, βl, βr)
ò�ç¢ð-�eðöê´ñaò,î`êaí�ú�ï,æ�ï,êaî�ï,æ�îG+�æ�é-ð}æ�îm� êaî�îFùðöêaú�ú

βl ≤ βr
ï,å õ�èD�

� î�èVæ�é-î$ï,æ�ì�è�Iêaî$êaõ ú�ò9ý:	�é æ�å�îì«¹ò,õ õ|+¢æ�é�è-ô�é-ò,÷}õ æ��
(l, t, u, β1, β2)

ø�í æ�å î�æ�é ñ,æ�éVêaõ�õ ï,æ?�Iæ�å|0
î�æ�é�èVæ�î¦äCæ�é-é�å î�ïaæ�é,0%«¹í�å�ëyì60w�
	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�è\ð}æ�ú4ß31�ô�ú

((l, y∗, t, y∗∗, u), (0, d∗, 1, d∗∗, 0), (1, 1, 1, 1))

	�÷�æ�é�ù)+¢ò,÷�æ�å
(y∗, d∗)

ú-òP+då æ
(y∗∗, d∗∗)

ð�í�é-ëyìPð�å�æð�'aú-í�î�ïaæ�îPð�æ�é9��ô}èVå5�Iå�æ�é�í�î�ï,æ�î9å î&ð�æ�éä\æ�}öî�å�è-å ò,îC�)�)�|� G ý:	�é�ðöêaú¢ü¦êK�¹å��På æ�é-í�î}ï,ú-ô�é�ò,÷�õ�æ���ý:	}é�ð�æ�î+õ�å î�7æ�îP÷�ø?+À��é-æ�ëyì¿è-æ�î`�Õ+�æ�å�ïú-å�î�ð��
�\í}ëyì9ý:	�é½ð�å�æ�ú�æ�îu«¹ô�æ�ø�å êaõ�ýYêaõ õaú-ò,õ�õ æ�îgð�å æï@�æ�éûèVæ�å�õ í�î}ïCí�î}ð«æ�å î}å ï,æ�êa÷�ïaæ�õ æ�å�è-æ�èVæ!í;é�')(,æ�î«êaî60ï,æ�ï,æ�÷�æ�îC+¢æ�é-ð�æ�î���ä\å æfç¢æ�+¢æ�å ú-æfæ�é�ï,æ�÷�æ�î ú-å�ëyì�=�æ�+¢æ�å õ ú�ù+då æiå îOð�æ�î]«}ÿ èVø�æ�î¦ø�í�édæ�å î¹ýYêaëyìõ å�î�æ´ê7é-å ú�å æ�é�èVæ�îC�
	}î�ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�è´ù�ð}í�é-ëyì�A�å î�ú�æ�è-ø�æ�î�ð}æ�é�æ�î¿è-ú-ô�é�æ�ëyì�æ�î�ð�æ�î�2½ê7éVêH�Pæ�è-æ�é�å�î
ð�å�æ�êaõ õ�ï,æ��Pæ�å�î�æ�î��öò,é��Pæ�õ�î9êaí}ú�ófê7ô�å�è-æ�õ � �7«¹å�æ9+�æ�é�ð�æ�îPì�å æ�é½î�å�ëyì�è�î�ò¹ëyì-�+êaõ¹êaí�ú�ï,æ�ý:	}ì�é�è���\í}ú�ýþò,é;�9í�õ å�æ�éûèX+¢æ�é-ð�æ�î ð�å�æ�ú-æ�«¹ô�æ�ø�å êaõ�ýYÿaõ õ�æCì}å æ�édõ�æ�ð�å�ï,õ å�ëyìFù¹ð�êPú�å æ;å îì«¹å5�9í�õ ê7èVå�ò,î�æ�î+÷°æ$0î'aè-å ïaè!+¢æ�é-ð�æ�îFù�î�å ëyì�èCêa÷�æ�édð�æ�édï�ê7î�øiêaõ õ�ï,æ��Pæ�å�î�æî��êaõ�õ��
�4í�îöÿ7ëyì�ú�èÁ÷�æ�èVé-êaëyì�èVæ�è<�IêaîOð�å æî@�æ�é�è-æ�å õ�í�î�ï«æ�å î�æ�éÁø�+¢æ�å�ýYêaëyì$õ å�î�æ´ê7é-å ú�å æ�é�èVæ�îm�öí�î��èVå�ò,î��

� �



¸�¸H�Ö¥Ø× È�Ë}�$ÖWÆ�È5Ñ�È���ÆDÇ!�uÎÐÏHËÑ$Ò,ÓÕÔ)ÖWÆ�×-��È�ÇI��Ë

�\÷}÷�å õ�ð�í�î�ïm�)�H� ��»�Õ+¢æ�å�ýYêaëyìÍõ�å î�æ�êaé-å�ú-å�æ�é�è-æ*�
	�î�ú�ëyì�÷�êaé��7æ�å�è-ú�ýþí�î-�¿è-å ò,î í}î�ðÍø�í}ï,æ�ì'aé-å ïaæ
ú-ô�æ�ø�å|}öø�å�æ�éûèVæJ�öí�î��èVå�ò,î
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(−1,1,∞,3,1) Wünschbarkeit und zugehörige optimale Approximation
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@ �-�P  �B�»��� �y�,¤J�¥£P�P�Z�n¦�§t��¨N�Z�n���¥£G Ha��6�:¡w�»�K��¦��n���¥�£K�n�����¥£P�P�Z���ä¢��t���W�V���£�© �Z�:�Hª]í;æ�0ï,æ�÷°æ�î ú�æ�å�æ�å�î�æ;ñ,æ�éVêaõ�õ ï,æ?�Iæ�å î�æ�é�èVæ�ä\æ�é�é-å î}ï,æ�é%0,«¹í�å�ëyì60w�
	}î�ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�è
d := ((l, y1, t, y2, u), (0, d1, 1, d2, 0), (1, 1, 1, 1)) ,

+då æ¢ú-å æ�î�êaëyì&ð�æ��8�;ô¹èVå��På æ�é-í�î}ï,ú-ú�ëyì�é-å�è-èGå�î«ð�æ�é�òa÷�å ï,æ�î&ä\æ?}�î�å�è-å ò,î«æ�î¿è-ú�è-æ�ì�èï�Iå�èGò�ç¢ð-�
d1 ≤ d2

��ä\êaî�î$ï,å õ�è¢ý:	�édð�å�æî@�æ�é�è-æ�å�õ í�î�ïaú�ýþí�î��è-å ò,î

Fd(x,ε)(d) :=





P
(
Y ≤ l + d

d1
(y1 − l)

)
+ P

(
Y > u− d

d2
(u− y2)

) ý:	}é
0 ≤ d ≤ d1;

P
(
Y ≤ y1 + d−d1

1−d1
(t− y1)

)
+ P

(
Y > u− d

d2
(u− y2)

) ý:	}é
d1 < d ≤ d2;

P
(
Y ≤ y1 + d−d1

1−d1
(t− y1)

)
+ P

(
Y > y2 − d−d2

1−d2
(y2 − t)

) ý:	�é
d2 < d ≤ 1,

=





Φ

(
l+ d

d1
(y1−l)−f(x)

σ

)
+ 1− Φ

(
u− d

d2
(u−y2)−f(x)

σ

) ý:	�é
0 ≤ d ≤ d1;

Φ

(
y1+

d−d1
1−d1

(t−y1)−f(x)

σ

)
+ 1− Φ

(
u− d

d2
(u−y2)−f(x)

σ

) ý:	�é
d1 < d ≤ d2;

Φ

(
y1+

d−d1
1−d1

(t−y1)−f(x)

σ

)
+ 1− Φ

(
y2− d−d21−d2

(y2−t)−f(x)

σ

) ý:	}é
d2 < d ≤ 1.

�)�
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β 6= 1

ý��ba��Z����c�A�é�ýþòaõ ïaè�ð}í�é-ëyììA�å î�ú�æ�èVø�æ�î å îì«}ê7è-ø�� G �5�H�
�

@ �-�P  �B�»���Zé����`���W�Õ�D�C�Z�����¥£G Ha��Z��¡��»�W�ê¦n�����¥�£K���D�:�Z£P�P�Z�?�ä¢t���D�K�V�t�-£K© �Z������¡3§���©Õ�����B�Eªí;æ�ï,æ�÷°æ�î ú�æ�å�æ�å�î�æ;ø?+�æ�å�ýYêaëyì¦õ�å î�æ�êaé-å�ú-å�æ�é�è-æ1�
	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVúûýþí�î��èVå�ò,î
d
+då æ;å��mñ,ò,é�ì�æ�é%0

ï,æ�ì�æ�î�ð}æ�î]«¹ê7èVøu�)�)�|�)�)��ä�êaî�î$æ�é�ï,å ÷}è ú-å ëyì$ð�å�æiä\å ëyì�èVægêaõ�ú

fd(x,ε)(d) =





ϕ
(
l−f(x)
σ

)
+ 1− ϕ

(
u−f(x)

σ

) ý:	�é
d = 0;

y1−l
d1σ

ϕ

(
y1+

d−d1
1−d1

(t−y1)−f(x)

σ

)
+ u−y2

d2σ
ϕ

(
u− d

d2
(u−y2)−f(x)

σ

)

ý:	�é
0 < d ≤ d1;

t−y1

(1−d1)σ
ϕ

(
y1+

d−d1
1−d1

(t−y1)−f(x)

σ

)
+ u−y2

d2σ
ϕ

(
u− d

d2
(u−y2)−f(x)

σ

)

ý:	�é
d1 < d ≤ d2;

t−y1

(1−d1)σ
ϕ

(
y1+

d−d1
1−d1

(t−y1)−f(x)

σ

)
+ y2−t

(1−d2)σ
ϕ

(
y2− d−d21−d2

(y2−t)−f(x)

σ

)

ý:	�é
d2 < d ≤ 1.

ý��ba��Z����cFä\í}é-ëyì*A�å�î�ú-æ�èVø�æ�î å�îOð�å æiêaõ�õ ï,æ?�Iæ�å î�æ<�öò,é��Pæ�õ4êaí�ú1«}ê7è-ø�� G � d �
� �

ç¢õ�æ�å ÷¹è�î�ò�ëyì$ý:	�édð�æ�î¬A�é,+ êaéûèVí�î}ï,ú;+�æ�éûè\ð�æ�é�ýþò,õ ï,æ�î�ð�æ
@ �-�P  �B�»���Zò���Bî£Ïa��£P��§t��¨B�ra��¥£P�u�Z�n���¥£� Ha��6�:¡w�»�K��¦��n���¥�£K�n�����¥£P�P�Z�Ø� ¢����D�W���t�£�© �Z�:�Wªí;æ�ï,æ�÷°æ�î�ú-æ�å\æ�å î}æ¦ø?+�æ�å�ýYêaëyì³õ å�î�æ´êaé�å ú�å æ�éûèVæm�
	�î�ú�ëyì¿÷öêaé��7æ�å�èVú�ýþí}î��èVå òaî

d
+då�æ å�� «}ê7è-ø�)�)�|�)�)��ä�êaî�î$æ�é�ï,å ÷}èdú�å ëyì`ý:	�édð�æ�î¬A�é;+¢êaéûèVí�î�ïaú;+�æ�é�è��

E(d(x, ε)) =

2∑

j=1

{(
dj−1 +

dj − dj−1

yj − yj−1

[
f(x) + σ2 ϕf(x),σ2(yj−1)− ϕf(x),σ2(yj)

Φf(x),σ2(yj)− Φf(x),σ2(yj−1)
− yj−1

])

×
[
Φf(x),σ2(yj)− Φf(x),σ2(yj−1)

]
}

+

4∑

k=3

{(
dk +

dk−1 − dk
yk − yk−1

[
f(x) + σ2 ϕf(x),σ2(yk−1)− ϕf(x),σ2(yk)

Φf(x),σ2(yk)− Φf(x),σ2(yk−1)
+ yk

])

×
[
Φf(x),σ2(yk)− Φf(x),σ2(yk−1)

]
}

ý��ba��Z���b�³å�æ�ð�æ�é-í�Kð�í�é-ëyììA�å î�ú�æ�è-ø�æ�î å îOð�å�æiêaõ õ�ï,æ��Pæ�å�î�æî�öò,é;�Iæ�õFêaí�ú1«}ê èVøu� G � i �
�

� GHG



¸H¸H�JIµÙ ÏÇ!�bÍ���ÆÚ�É���~Æ�ÙÊº6È�L�Ö-ÇnÈ:Ù�Ë}��Ë
�\í¹ý¢ð�å�æ��\î�ï,êa÷°æ«ð}æ�éî@�æ�éûèVæ�å õ í}î�ï,ú-æ�å ï,æ�î�ú-ëyì�ê7ý èVæ�î�ý:	�é;ø�+¢æ�å�ýYêaëyìZ0 õ å�î�æ´ê7é-å ú�å æ�é�èVæJ�
	�î�ú�ëyì60
÷öêaé;�aæ�å�èVæ�î ñ,ò)�

(LB)
03ß21�ô`+då�é-ð ì}å æ�é�ñ,æ�é�ø�å�ëyì¿è-æ�è��öä\í�é�ëyììA�å�î�ú-æ�èVø�æ�îOå î ð�å�æ;êaõ�õ ï,æ?�Iæ�å î�æ�öò,é�� ú-å�î�ðOð�å æ�ú-æiæ�î�èVú�ô�é-æ�ëyì�æ�î}ð�õ æ�å�ëyì�èdì�æ�é�ø�í�õ�æ�å�è-æ�î��

O�O�M�T Û + V�T _`TGUÜ�h&Y&uU)k=Ñ`v�o YJV!vnk]^�TG^
� îÉð�å æ�ú-æ?� �\÷�ú�ëyì�î�å�è-èu+då é�ð ð}æ�éu�öæ�ì�õ�æ�é«í�î�è-æ�é-ú�í�ëyì�è´ù�ð�æ�é«ð}í�é-ëyì ð�å æm�Cô�ô�é�òP�¹å5�+ê7è-å ò,î
ð�æ�éCú�ô°æ�ø�å5}�ø�å æ�é�è-æ�îì�
	}î�ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVæ�î�æ�é�ø�æ�í}ïaè1+då�é-ð���ä�ê7ø�íì+då�é-ðOý:	�éd÷°æ�å ð�æJ�\éûèVæ�î¦ð�æ�é�\ô}ô�é-òD�¹å��Iê7èVå�ò,îMý:	�égæ�å î�æ�îz+�æ�å�è-æ�îz�@æ�éûèVæ�÷°æ�é-æ�å�ëyì"ñ,òaîyA>�}ô�ò,î�æ�î�èVæ�î

βi
ð�æ�égò,ô}èVå5�+ê7õ æA�é-ï�ÿ7î�ø�í�î}ï,ú��¿î�òaè-æ�î$÷°æ�é-æ�ëyì�î�æ�èÁí�î}ð$ð}æ�é�å î�è-æ�ï,é�å æ�éûèVæî�¿íöê7ð�éVê7è-å ú�ëyì�æb�\÷�úûèyêaî}ð$ø�+då ú�ëyì�æ�î

ú-ô�æ�ø�å5}öø�å æ�é�èVæ�é
(−1, 1,∞, β, 1)

í�î�ð êaô�ô�é�òD�}å5�Iå�æ�î�ð}æ�é�öí�î��èVå�ò,î`æ�é;�Iå�è-è-æ�õ�è��
ä\å�æî�\ô�ô}é-òD�¹å��Iê7èVå�ò,î+æ�é�ýþò,õ�ïaè î¿í�Pæ�é�å ú-ëyìm�På�è�èVæ�õ ú¢ð}æ�éÉÝh«�èVêaî�ðöê7é-ð603ÜÁò,í¹èVå î}æ�î ®�øB#�²�æ�²��P�
ý:	�é�ð�å�æiæ�å î¹ýYêaëyì�æÀð�å î�æ�êaé-å�ú-å�æ�é-í}î�ï«í�î�ðy®�øB#n²�æ å�� ø?+�æ�å�ýYêaëyì¦õ�å î�æ�êaé-å�ú-å æ�é�è-æ�îm��êaõ�õ��
ç¢æ�å ð�æ���ô}èVå5�Iæ�é-í�î�ïaú,0%2�é�ò,ø�æ�ð�í�é-æ�î æ�é;�G'aï,õ å�ëyì�æ�î$ð�å æJ�\î}ï�êa÷�æfñaò,îNí;é-æ�î}ø�æ�î ý:	�é\ð�å�æiø�íò,ô}è-å��På æ�é-æ�î}ð�æ�î`2�êaéVêH�Pæ�è-æ�é?�

ÞÉÞ'ß�àáß�Þ âáã�äåræ3ç2è±éÈã�ä2êëæ3ìíã�îmã�ê3ìrï[êñð ò'ä2î�ç2èôó3æ2ì�õ�êöã÷ï
� îÐ�\÷�÷}å õ ð}í�î�ï��)�H� Â ú�å î�ð¡ý:	�é9æ�å î�æ�îy+¢æ�å�èVæ�î ç¢æ�é�æ�å ëyì¡ñaò,îÐ�G',ïaõ å ëyì}æ�îÐí;æ?+då�ëyì¿è-æ�îÉð�å�æå î�è-æ�ï,é�å æ�éûèVæ�îê�¿íöêað�é-ê7èVå�ú-ëyì�æ�î
�\÷�úûèyÿaî�ð}æ ø?+då�ú-ëyì�æ�îá÷�æ�úûèVæ�é æ�å�î}ýYêaëyì õ�å î�æ�êaé-å�ú-å æ�é�è-æ�é��\ôZ0ô�é�òP�¹å5�+ê7è-å ò,î"í�î�ð ú-ô�æ�ø�å|}öø�å�æ�éûèVæ�é��
	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�è ê7÷�ï,æ�è-éVêaïaæ�î��E� î ð�æ�éPõ�å î�7æ�î è\ÿ7õ�ý èVæ
ð�æ�é�í;éVêW}�*}öî�ð�æ�î"ú-å�ëyì"ð�å�æ��@æ�éûèVæ&ý:	�éið�å æGA>�¹ô°ò,î}æ�î�èVæ�î"ñ,ò,î

1/20, 2/20, . . . , 20/20
ùí�î�ð$å�� é-æ�ëyì¿è-æ�îìß�æ�å õFý:	�éA>�¹ô°òaî�æ�î�èVæ�î

1.5, 2, 2.5, . . . , 10
�

ä\å�æ ç¢æ�é-æ�ëyì}î�í}î�ïÉð�æ�ú å�î�èVæ�ïaé-å æ�é�è-æ�îê�C÷�ú�èVêaî�ð�æ�ú�+dí�é-ð}æ å î�ð�å æ�ú-æ�� ��êaõ õ�æm�Iå�è-è-æ�õ úPð�æ�é
ÝG0%«�èyêaî}ðöêaé-ðZ0%Üdò,í}èVå�î�æ�²�&»#3��³H";±H#%� ð�í�é�ëyì�ï,æ�ý:	}ì�é�è��
ü¦êaî]� êaî}î�å î�ð�æ�éÀíié-êW}»�$ï,í}è;æ�é��7æ�î�î�æ�îFù�ðöêaú�ú;æ�ú9=�æ�+¢æ�å õ úC÷°æ�ú-ò,î}ð�æ�é�úfí}î�ï)	�î�úûèVå�ï,æ«ç¢æ$0
é-æ�å ëyì�æIð�æ�é�íiæ�+då ëyì�èVæPý:	�é[ð}å æ��\ô�ô�é�òD�}å5�+ê èVå òaî�ïaå ÷}è���äCå æ�úgæ�î�èVú�ô�é-å�ëyì�è&êaî�ï,æ�ú-å�ëyì¿è-ú9ð�æ�éýþí�î��è-å ò,îöê7õ æ�î��öò,é�� ð�æ�éE�\ô�ô}é-òD�¹å��Iê7èVå�ò,îgð}æ�îuA�é;+¢êaé�è-í�î�ï,æ�î���ä\æ�é�êa÷�ú�ò,õ í¹èVæ ç�æ�èVé-êaï;ð�æ�é�\÷7+�æ�å�ëyì�í}î�ï«æ�é�ú-ëyì�æ�å î�è î�å�ëyì�è ú-ògï,é-òH(�ù�ðöêaú�ú!�IêaîPñaò,î ð�æ�éï@�æ�é;+�æ�î�ð}í�î�ï«ð�æ�é�æ�å î}ýYêaëyì}æ�î
�\ô}ô�é-òD�¹å��Iê7èVå�ò,îOêa÷�é-ê7èVæ�îOú-ò,õ�õ�èVæW�
ä\å�æ î¿í�Pæ�é�å ú-ëyì}æ*��ô}è-å��På æ�é�í�î�ïMð�æ�é��4å�æ�õ�ýþí}î��èVå òaî ø�æ�å�ïaèVæ`�aæ�å î�æì�\í-{4ÿaõ�õ å ïH�aæ�å�èVæ�î��Gä\æ�éñ,æ�é;+�æ�î�ð}æ�èVæC�\õ�ï,ò,é�å�èVì-�9í�ú��7ò,î�ñ,æ�é-ï,å�æ�é�è-æOú�èVæ�èVú?�E�\í�ëyì ðöêaú[æ�î�èVú�ô�é-å�ëyì¿èIêaî}ï,æ�ú�å ëyì�èVú&ð�æ�é
ï,õ ê7è-è-æ�î$ó;í�é�ñaæ�î�ñ,æ�é-õ ÿ7í}ýþægð}æ�éd÷°æ�å ð�æ�îC��í}î��èVå òaî�æ�î$ð�æ�é4A�é;+¢êaéûèVí�î�ï-�

ÞÉÞ'ß�àáß�ø ù·ú¯ê3ã�åræ3ç2è±éÈã�ä2êëæ3ìíã�îmã�ê3ìrï[êûð òÚä3î�çèÚó3æ2ì�õ�êöã÷ï
� îz�C÷�÷�å�õ ð�í�î}ï �)�H� F +då é�ð@ð�å�æ&æ�î�èVú�ô�é-æ�ëyì�æ�î�ð}æ¬í;éVêK}»�¦ý:	�éfð�æ�î@ð�ò,ô�ô�æ�õ�èfõ å î}æ´êaé�å ú-å�æ�éûèVæ�î��êaõ õ�ï,æ�ø�æ�å�ïaèD�>A�ú«å ú�è[æ�å�îy��í�êaõ å�èyê7è-å�ñ�ÿaì�î}õ å ëyì}æ�é�@�æ�é-õ ê7í}ýXù�+då�æ å�� ��êaõ õ�æIð}æ�é9æ�å î}ýYêaëyì}æ�î
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β 6= 1

�\÷}÷�å õ�ð�í�î�ïm�)�H� Â �»�;ô¹èVå��Iêaõ�æ�é;å î�è-æ�ï,é�å æ�éûèVæ�éJ�¿íöê7ð�éVê7è-å ú�ëyì�æ�é��\÷�úûèyêaî�ð@ø?+då�ú-ëyì�æ�î¡æ�å î¹ýYêaëyì
õ å î}æ´êaé�æ�é/�\ô}ô�é-òD�¹å��Iê7èVå�ò,î í�î}ð ú�ô°æ�ø�å5}�ø�å æ�é�è-æ�é/�
	�î�ú�ëyì�÷�êaé��7æ�å�è

Integrierter quadratischer Abstand zwischen einfach linearisierter und spezifizierter W�ünschbarkeit
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����Yÿ����ÿrþxþxÿ�þ���� ý�ÿ��xþ����xþ	���~ý������~ÿrþ���������ÿ���ý�ÿ �Hÿ�þ!���	"$#�#xý�ÿ �Éý�%'& ÿ ��ÿrý�"$#���ÿrý�þxÿ �)(xý��)%Uý����*��ÿ���ÿ �,+�-/.10Hþxÿrþ���ÿ�þ2
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���ÿ���(����~ý�%l.���ÿ�%Uÿ�þN��ý�ÿ����~ÿ?eþN�~ÿ ���*�=��ý�0Hþ���56�xþ	N��ý�0Hþ!� �	%�+2ý�þ	�*���*��
�3öÿ���"$#�ÿD7xý�ÿ ��ÿ�þ��{��0�(	��ÿ %sÿrþ!z:(�#xý���5�ÿj��"$#J�=�1�~ÿ��/z:���
�J0�����ÿh��ý�þ	7b��ÿ�ý�7xÿ��C7xý�ÿ|��(	��0�������ÿ�þ�9D��;�<Hÿ�þb7�ÿ��!zj(�3öÿ�ý�"$#��xþ	�Hÿrþ þxý�"$#N�!0�#xþ�ÿ|3 ÿrý���ÿ���ÿ �
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�\÷}÷�å õ�ð�í�î�ïm�)�H� F �»�;ô¹èVå��Iêaõ�æ�é å�î¿è-æ�ï,é�å æ�é�èVæ�é��¿íöêað�é�å æ�é�èVæ�é`�\÷�úûèyêaî�ðeø?+då�ú-ëyì�æ�îLø?+�æ�å�ýYêaëyì
õ å î}æ´êaé�æ�é/�\ô}ô�é-òD�¹å��Iê7èVå�ò,î í�î}ð ú�ô°æ�ø�å5}�ø�å æ�é�è-æ�é/�
	�î�ú�ëyì�÷�êaé��7æ�å�è

Quadratischer Abstand der optimalen Approximation
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ÞÉÞ'ß�àáß�� � ò2ï[ê��ôêöì|���Q�3ì��f� ãu� æïpã���ä��ôêöìh�Éêëî��3çè2ï[êöä��:êöì ï[êöãÈéu�Úä��

� î��C÷�÷��»�)�H� Ã ú-å�î�ðIð}å ædú-å5�9í�õ å�æ�éûèVæX@�æ�éûèVæ�å õ í}î�ïiæ�å î}æ�é
(−1, 0,∞, 0.3, 1)

�
	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èý:	�é
f(x) = 0.6

í�î�ð
σ = 2

ø�í�úVêW�G�Pæ�î��Iå�è�ð�æ�î@æ$�}êH��èVæ�î�@�æ�éûèVæ�å�õ í�î}ï,æ�îMð�æ�éfæ�å î}ýYê7ëyì
÷�ø�+À��ø�+¢æ�å�ýYêaëyì$õ å�î�æ´ê7é-å ú�å æ�é�èVæ�î��
	�î�ú�ëyì¿÷öêaé��7æ�å�èVæ�î êaî ð}æ�édú-æ�õ ÷�æ�î¬«�èVæ�õ õ æ\æ�å î}ï,æ�ø�æ�å ëyì}î�æ�è��
ä\å�æm2½êaé-êH�Pæ�èVæ�é9ú-å�î�ð¡ú-ò�ïaæ?+¢ÿaì�õ�è�ù½ðöê7ú-ú9ú�å æ å5� å�îÚð�æ�îy�C÷�÷�å�õ ð�í�î}ï,æ�î �)�H� Â í}î�ð
�)�)� Fæ�é;�aæ�î�î¿÷öêaé-æ�îFù�í�î�ïH	�î�ú�è-å ï,æ�î&ç¢æ�é�æ�å�ëyì«õ å æ�ï,æ�î~�WA�úE+dí�é�ð�æ æ�å î�æ

(−1, 0,∞, 0.3, 1)
ê7õ ú>�Cí�ú,0ï�êaî}ï,ú-ô�í}î��è[ï,æ�+ ÿ7ì�õ�èfí�î�ð�ðöêaî}î"ð�å�æ«ø�í�ï,æ�ì',é�å ï,æ�î@ò,ô¹èVå��Iêaõ�æ�î]�\ô}ô�é-òD�¹å��Iê7èVå�ò,î�æ�î�÷°æ$0ú�è-å����[èD�

�³å æ�ø�íIæ�é��7æ�î�î�æ�î å úûè´ù,õ�å æ�ï,æ�î&å î}ú-÷�æ�ú-òaî�ð�æ�é�ædð�å ædø?+�æ�å�ýYêaëyì�æ4ð�å î�æ�êaé-å�ú-å�æ�é-í}î�ï;í�î�ðPð�å æÁêaí}úæ�å�î�æ�éb«¹å��9í}õ ê7è-å ò,î$ï,æ?+�ò,î�î}æ�î�æ�@�æ�é�èVæ�å õ�í�î�ï ð�æ�é;ú-ô�æ�ø�å5}öø�å æ�éûèVæ�î*�
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�èf÷�æ�é-æ�å�è-úú-æ�ì�é�ð�å�ëyì¿èd÷�æ�å�æ�å�îöêaî�ð�æ�é��-A�úX+då�é-ð`æ�å î�æ�ú�æ�ì�édï,í¹èVæî�Cô�ô�é-òD�¹å��Iê7è-å ò,î ð}æ�é!@�æ�é�èVæ�å õ�í�î�ï«ð�æ�é
�
	�î�ú�ëyì¿÷öêaé��7æ�å�èVú;+�æ�éûèVæ9æ�é-é�æ�å ëyì�è��
� î�ú�ï,æ�ú-êH�[è`ø�æ�å ï7è ð�å�æ�ú-æ�ú`ç¢æ�å ú-ô}å æ�õ
ù¶+då æ ï,í¹è å î}ú-÷�æ�ú-òaî�ð�æ�é�æ�ð�å æ ø?+�æ�å�ýYêaëyì�æ]ð�å î}æ´êaé�å ú-å�æ�0é-í}î�ï ÷�æ�é-æ�å�è-úgæ�å î�æ��\ô�ô}é-òD�¹å��Iê7èVå�ò,î@ð}æ�é�+¢êaì�é�æ�î�@�æ�é�èVæ�å õ�í�î�ïOý:	�é�A>�¹ô�ò,î�æ�î�è-æ�î

β 6= 1æ�é;�G'aï,õ å�ëyì¿è��
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¸H¸´Æ Æ;Ì/��ÔWËÈ�Ñ;Ñ��^K%ÏHÆ Æ º��¶Ù�Ë@��ËBÇI��Ë
β 6= 1

�\÷}÷�å õ�ð�í�î�ïm�)�H� Ã �»«¹å��9í}õ å æ�é�è-æ9@�æ�éûèVæ�å õ í}î�ï�æ�å�î�æ�é
(−1, 0,∞, 0.3, 1)

ù�ðöêaø�í&ð�å æ!@�æ�é�è-æ�å õ�í�î60
ï,æ�î&ð�æ�éGæ�å�î}ýYêaëyì«÷�ø�+À�,ø?+�æ�å�ýYêaëyì&õ å î}æ´êaé½êaô�ô�é�òP�¹å5�Iå�æ�é�è-æ�îJ�
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é,0�aæ�å�èVæ�î ý:	�é

f(x) = −0.6
í�î�ð

σ = 2
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ÞÉÞ'ß�àáß�à �Óêëú¯êöì ïM�Úä����ôê3ìh �êöìrîxçèôã�êf�Úêöä2ê ä��¡�Q�öì �f�Éã�� æïpã���ä2êöä

ä\å�æ!«�å��9í�õ ê7èVå�ò,î�æ�î;ð�å æ�ú-æ�ú��\÷}ú-ëyì�î�å�è-è-æ�úBõ æ�ïaæ�îfîöêaì�æ7ù úûèVæ�èVúBð�å æ�ø?+�æ�å�ýYêaëyì�æ!ðÃå�î�æ´ê7é-å ú�å æ�é-í�î�ï
ø�íPî¿í}èVø�æ�î��6�Õ+¢êaé�å úûè�ð�å æ�ò,ô¹èVå��Iêaõ�æ!�\î}ôöêaú-ú�í�î�ïgæ�è3+¢êaú êaí¹ý�+ ÿaî}ð�å ï,æ�é�ù,ð�êfú�å æt=�æ�ð}ò¹ëyìPî¿í�éæ�å�î�Iêaõ}ý:	�é�=�æ�ð�æÁú-ô�æ�ø�å5}öø�å æ�é�èVæ�
	�î�ú�ëyì¿÷öêaé��7æ�å�è�ð�í�é�ëyì�ï,æ�ý:	}ì�é�è9+¢æ�é-ð�æ�î��9í�ú�ú�ù�ú-ô�å�æ�õ�è�ðöê7ú�aæ�å î�æfæ�î�è-ú-ëyì�æ�å ð�æ�î�ð�æ�Üdò,õ�õ æH�-A�å î`+¢æ�å�èVæ�é-æ�é4�Cú-ô�æ���è´ù�ð�æ�éÁð}å æiø?+�æ�å�ýYêaëyì�æ�ðÃå�î�æ´ê7é-å ú�å æ�é-í�î�ïêaî�ïaæ��Pæ�ú-ú�æ�î�æ�éOæ�é-ú�ëyì�æ�å�î�æ�î³õ ÿaú-úûè´ù¢å�ú�è`ð�êaú`��êH��èVí�$ù�ð�êaú-ú`ð�å�æ*�\í}ú-ú-ëyì¿í�ú�ú��¿í�òaè-æ�îLñaò,îú-ô�æ�ø�å5}öø�å æ�é�èVæ�éií�î�ðÚê7ô�ô�é-òD�¹å��På æ�é-æ�î�ð�æ�éÀ�öí�î-�¿è-å ò,î�ï,õ�æ�å ëyìMú�å î�ðFù�ð�ê$ð�æ�é�«¹ô°æ�ø�å|}»� ê7èVå�ò,î�ú,0
÷�æ�é-æ�å ëyì9î}å ëyì�èGñ,æ�éVÿaî}ð�æ�éûèE+då é�ðFùK+¢êaúBý:	�é½ð�å�æ¢æ�å î}ýYêaëyì[õ å î}æ´êaé�å ú-å�æ�éûèVæ¶�\ô}ô�é-òD�¹å��Iê7èVå�ò,îfæ�÷�æ�îî�å�ëyì¿èÁï,å�õ�è��
ä\å�æ�æ�å î}ýYê7ëyì�æ!ð�å�î�æ´êaé�å ú�å æ�é�í�î�ï� êaî�î[êa÷°æ�éÃï,í}è�ï,æ�î¿í}è-ø�è�+¢æ�é-ð�æ�îFùaí� ð}å æF� ð�æ�æ�ð�æ�ét�Cô�ô�é-òK0�¹å��Iê7èVå�ò,î å�î$æ�å î�æ�é/�\î7+�æ�î�ð�í}î�ï,ú-ú�å�è-íöê7èVå�ò,î ê7î$æ�å î�æ�î¬¿Áå ëyì�èVúûèyê7è-å úûèVå��7æ�é�ø�í$ñaæ�é��På�è�èVæ�õ î��
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ÞÉÞ'ß�àáß6¢ £�¤g�^éÈã�çè2ê��:êöìíóÚê�î î�êöì=�Úä����ôêëî¥�:êöì å�æÚèôì�êöä2î
��÷7+¢ò,ì}õGîöêaëyì@ü æ�å î¿í�î�ï`ð�æ�úb�\í}è-ò,é-ú;ð}å æ[ñaò,é-ï,æ�ú-ëyì�õ êaï,æ�î�æ��\ô�ô}é-òD�¹å��Iê7èVå�ò,îFù�å î�ú�÷°æ�ú-ò,îZ0
ð�æ�é-æ«å î�ð}æ�é;ø?+�æ�å�ýYêaëyì�õ å î}æ´êaé�æ�î*@�êaé�å êaî�èVæ7ùFêaí}ú-é-æ�å ëyì�æ�î�ð�ï,æ�îöê7í�å ú�è�ù�� êaî�îMæ�ú;î�ê7è�	�é�õ å�ëyì«¹å�èVíöê7è-å ò,î}æ�î ï,æ�÷°æ�îFù å�î�ð�æ�î�æ�îeæ�å î�æ¦î�ò¹ëyì³ì'aì�æ�é�æ�íiæ�îöêaí�å�ï)�aæ�å�è ïaæ�ýþò,é�ð�æ�éûèm+då é-ð~�XA�ú
ú-òaõ õ æ�î`ø?+�æ�å���',ï,õ å�ëyì�æî�Cí�ú;+�æ�ï,æfý:	�é�ð�å�æ�ú-æ�«¹å�èVíöê èVå òaî�æ�îOêaí¹ýþï,æ�ø�æ�å ï7è/+¢æ�é-ð�æ�î��

• äCå æ�æ�å�î}ýYêaëyì�úûèVæ¢üì',ï,õ�å ëyì�7æ�å�èÃå�ú�èÃð�å�æïA�é,+¢æ�å�è-æ�é-í}î�ïCð}æ�ú>�Cî�úVê èVø�æ�ú½ê7í}ý
n
0/ýYêaëyìfõ å�î�æ´êK0

é�æ4�Cô�ô�é�òP�¹å5�+ê7è-å ò,î}æ�î���äCå æ�ú¶+	�é�ð�æÁ÷°æ�ð�æ�í}è-æ�îFù�êaî�êaõ ò,ï;ø�í�8@�ò,é�ï,æ�ì�æ�îIå�î&ð�å æ�ú-æ��
óiêaô�å�èVæ�õÅù=ð�å�æ¢êH� ÷�æ�úûèVæ�î&ê7ô�ô�é-òD�¹å��På æ�é-æ�î�ð�æ�ñ,æ�é-êaõ õ�ï,æ��Pæ�å�î�æ�éûèVæF�
	�î�ú�ëyì�÷�êaé��7æ�å�èGø�í
æ�å î�æ�é ñ,ò,é�ï,æ�ï,æ�÷°æ�î�æ�îì�\î�ø�êaì�õFñaò,î*A�é-ï,ÿaî�ø�í}î�ï,ú��¿î�ò7èVæ�î ø�í$å ð�æ�î�èVå5}�ø�å æ�é-æ�î��öä\å�æ�ú-æ�ú@�æ�é�ýYêaì�é�æ�îMå úûèï=�æ�ð�ò¹ëyìMô�é�ò,÷�õ�æ��Iê7èVå�ú-ëyì�æ�é�ùFê7õ ú\æ�úiø�í�îöÿ7ëyì�ú�ègêaí�ú�ú-å�æ�ì�è´ùFð�ê��Iå�è�ð�æ�é
�Cî�ø´êaì}õ�ð�æ�éiø�íN}öî�ð}æ�î�ð�æ�îÚó;î�òaè-æ�îMð�å�æ&ä\å��Pæ�î�ú�å ò,îMð�æ�ú�«¹í�ëyì�é-êaí�Pæ�úfêaî�úûèVæ�å�ïaè´ù�På�è\ð�æ�îM÷�æ�� êaî�î�èVæ�î���òaõ ï,æ�î¦ý:	�é;ð�å�æ9å î�ñ,òaõ�ñ�å æ�é�èVægî¿í�Iæ�é-å�ú-ëyì�æG��ô}èVå5�Iå�æ�é�í�î�ï�BA�ú
ú�æ�å¢ð�êaéVêaî¡æ�é-å�î�î�æ�éûè´ùBðöêaú�ú9÷°æ�é-æ�å�èVú[÷°æ�å¢ð�æ�éu«¹ëyìöÿ7è-ø�í�î}ï�ð�æ�é9÷�æ�úûèVæ�î ø�+¢æ�å�ýYêaëyì¡õ�å|0
î�æ�êaé-å�ú-å�æ�é�è-æ�î��\ô�ô}é-òD�¹å��Iê7èVå�ò,î�ð�å æ&å�î Ý å��Pô�õ æ?�Iæ�î�èVå æ�é�è-æ�� î�èVæ�ïaéVê7è-å ò,î�ú�ô�é-òaø�æ�ð}í�éî�å�ëyì�è1�Pæ�ì}édêaí�ú-é�æ�å�ëyì�æ�î�ð ï,æ�î�êaím+ êaé?�

• A�å�î¡êaî�ð�æ�é-æ�é��\î�ú-ê7èVø`æ�é-ú-ëyì}æ�å î�èPêaí}ú-ú-å�ëyì�èVú-é�æ�å�ëyì�æ�é�ù�í� �På�èfñ,æ�é�èVé�æ�è-÷öêaé-æ?� �Cí}ý 0+¢êaî�ðÉæ�å�î�æ�+�æ�å�èVæ�égñ,æ�é�÷°æ�ú-ú�æ�é�è-æì�Cô�ô�é�òP�¹å5�+ê7è-å ò,î@ø�í¡æ�é-é-æ�å ëyì�æ�î��E�IêaîÚò,ô¹èVå��På æ�é�èð�å�é-æ?�¿èCðöêaú\ó;é-å�è-æ�é�å í�$ù»�Iå�èdð�æ��¤ú-ô�ÿ7èVæ�é\ð�å�æ�íb	}èVægð�æ�é1�\ô�ô}é-òD�¹å��Iê7èVå�ò,îOï,æ��Pæ�ú%0
ú�æ�î]+¢æ�é-ð�æ�îMú-ò,õ�õ��°ä�êaúÀ��ô}è-å��Iêaõ å�èyÿ7è-ú��¿é-å�èVæ�é�í�oð�æ�ú;å î�èVæ�ï,é-å�æ�éûèVæ�î4ùÕ�¿íöêað}éVê7è-å ú-ëyì}æ�î�C÷�ú�èVêaî�ð�æ�ú/�H',î�î�è-æfæ�é-ú�æ�èVø�è/+¢æ�é-ð�æ�îOð�í�é-ëyìOð�æ�î$óCò,õ5�Iò,ïaò,é-ò=ñ70,«6�På é�î�ò=ñ��C÷�ú�èVêaî�ðø�+då ú-ëyì}æ�îÚð�æ�é[ð�í}é-ëyìÚð�å�æu�\ô�ô�é�òD�}å5�+ê èVå òaî�å�î�ð�í�ø�å æ�é�èVæ�î @�æ�é�èVæ�å õ�í�î�ïOí�î�ðÚð}æ�éfú-å|0�9í}õ å æ�é�è-æ�î�@�æ�éûèVæ�å õ í}î�ï;ð�æ�é�ú�ô°æ�ø�å|}öø�å�æ�é�è-æ�îu�
	�î�ú�ëyì�÷�êaé��7æ�å�è���ä\æ�éïÜdæ�ëyì�æ�îöêaí}ý�+¢êaî�ð+¢ÿaé-æ"ø?+¢êaé¦ï,é;')(,æ�é�ùCêa÷°æ�é¦î¿í�é$ý:	�éu=�æ�ð�æÚú-ô�æ�ø�å5}öø�å æ�é�èVæ��
	�î�ú�ëyì�÷�êaé��7æ�å�èMæ�å î�Iêaõ
ð�í}é-ëyì�ø�í}ý:	�ì�é�æ�î��

ç¢æ�ú-ò,î�ð}æ�é-úIð�æ�éIõ æ�èVø�è-æ`�\î�ú-ê7èVøì�H',î�î�è-æ ñ�å æ�õ�ñ,æ�é-ú�ô�é-æ�ëyì�æ�î�ð�ú�æ�å�î���ä\å æC� ð�æ�æ7ù�ðöêaú��;ô¹èVå|0�Iêaõ å�èyÿ7è-ú��¿é-å�èVæ�é�å í�Æø�í æ�é-ú�æ�èVø�æ�îFù � êaî�î êaí�ëyìOý:	�édð�å�æb�\î7+¢æ�î�ð�í�î}ï+ð�æ�é�
	}î�ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å|0
èVæ�î�å î ð}æ�éb2�éVê��}å�ú�ú-æ�ì�é�å�î¿è-æ�é�æ�ú-ú-êaî�èiú-æ�å î��B�³å æ[÷�æ�é�æ�å�èVú\ýþé;	�ì�æ�é\æ�é;+¢ÿaì�î�è�ù��H',î}î¿è-æ��+ê7îý:	�éJ�\î7+�æ�î�ð�í}î�ï,æ�î �På�ègóCò,î�è-é-ò,õ�õ�� êaé�è-æ�îM÷�æ�å ú�ô�å æ�õ ú,+¢æ�å ú-æIï,æ�î�êaíÚð�å�æ�+då�ëyì¿è-å ï,æ�î g íöêaî60èVå�õ ægò,ô}èVå5�+ê7õ½êaô}ô�é-òD�¹å��På æ�é-æ�î~�~�\îMð�å�æ�ú�æ�éJ«�è-æ�õ õ�æ9ú-å�î�ð�ñ�å æ�õ�æu«¹ô�å�æ�õ êaé�è-æ�î�ð�æ�é;ò,ô}èVå5�+ê7õ æ�î�\ô}ô�é-òD�¹å��Iê7èVå�ò,î[ð}æ�î�¿÷öêaé�ù�ð�å æ¢ð�æ�� =�æ?+�æ�å õ�å ï,æ�î�2�é-ò,÷}õ æ���êaî�ïaæ��Pæ�ú-ú�æ�î&ï,æ�+ ÿaì}õ�èE+�æ�é�ð�æ�î�H'aî�î�æ�îV aä\å�æ�üì',ï,õ�å ëyì�7æ�å�è-æ�îfð�æ�é��\î7+�æ�î�ð}í�î�ï\ñaò,î��
	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVæ�î�+¢æ�é-ð�æ�î9ðöêað�í}é-ëyì
ú�èVêaé��+æ�é;+�æ�å�èVæ�é�è� 

� G)Â



¸H¸´Æ Æ;Ì/��ÔWËÈ�Ñ;Ñ��^K%ÏHÆ Æ º��¶Ù�Ë@��ËBÇI��Ë
β 6= 1

� GHF



¨�¦ « ¬® Ä ¬ ¿�§4à ¾±° ¨ ¬ª©
Â ¾ ©X«¬ ®°¯³>±µ¬ ¿�Ä © ¿!¾²¨ ¬ ¶

ð�æ�å�ð�æ�é ú�å î�ð+ð�å æ4@�æ�é�è-æ�å�õ í�î�ïaæ�î`ð�æ�é!�
	�î�ú�ëyì�÷�êaé��7æ�å�è-ú�ýþí�î-�¿è-å ò,î}æ�î$î�í}é/A�å î�ø�æ�õ ê7ú-ô�æ���èVæ;å�î
ð�æ�éCï,õ�ò,÷öêaõ�æ�î¬��ô}èVå5�Iå�æ�é-í}î�ï�»A�å ïaæ�î�èVõ�å ëyìOå î�èVæ�é-æ�ú-úVê7î¿è�å ú�èÁð�å�æJ@�æ�é�è-æ�å õ�í�î�ïPð�æ�ú4�
	�î�ú�ëyì60
÷öêaé;�aæ�å�èVú�å î�ð}æ��

q(Y )
ù}êaí}ýþï,æ�ýYêaú-úûèÁêaõ ú/�4í}ýYêaõ õ�ú�ñ7êaé�å êa÷�õ�æH�7�t	�é�ð�å æ�ú-æ�î$ú�å î�ð�=�æ�ð�ò�ëyìFù�÷�æ�ú-òaî60

ð�æ�é-ú�ý:	}é¢ð�æ�îm��êaõ õöð�æ�ú¢ï,æ�ò)�Pæ�èVé�å ú�ëyì�æ�îOü$å�è-è-æ�õ�ú�ù¥�aæ�å î�æ\êaîöêaõ÷1�è-å ú�ëyì�æ�îG�\í�ú�úVêaï,æ�î`ð�æ�é9�\éûè��',ï,õ å�ëyìFùH+då�æCú�å ædý:	�é�ð}å æ1A�å�î�ø�æ�õ5+	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVæ�î$ì}æ�é-ïaæ�õ æ�å�è-æ�èF+dí�é-ð}æ�î��}ä\å æ�úï+¢ÿaé-æCî¿í�é��',ï,õ å�ëyìFùP+¢æ�î�îPð�å æ!@�æ�é�è-æ�å õ�í�î�ï,æ�î9ð�æ�éFA�å�î�ø�æ�õ5+	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVæ�î êaí�ú½æ�å î}æ�éE�9í}õ�èVå�ô�õ å5� ê7èVåÿ0ò,î�ú�ú�èVêa÷�å õ�æ�î�@�æ�éûèVæ�å õ í}î�ï,ú��¿õ êaú-ú�æ�ú�èyêW�G�[è-æ�îFùW+ êaú�=�æ�ð}ò¹ëyìPî�å ëyì�è�ð�æ�éF��ê7õ õ}å�ú�è��¿ü¦êaîP÷�õ æ�å ÷}è
ð�æ�ú-ìöêaõ�÷`å��Kü ò)�Pæ�î�è´ù¹í� �Cí�ú-ú-êaï,æ�îC	}÷°æ�é ð�å æ1@�æ�é�è-æ�å�õ í�î�ï[ð�æ�úX�
	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVú�å î�ð�æ$�ø�í$ï,æ�+då î�î�æ�îFù�êaí}ýE«¹å5�9í�õ ê èVå òaî�æ�î`ê7î�ï,æ?+då�æ�ú�æ�î��
A�å î�å�ï,æ¦å�î�èVæ�é�æ�ú�úVêaî�èVæ]ßBæ�å�õ êaí}ú-úVê7ï,æ�î ú�å î�ð³ê7÷°æ�é ð�í�é�ëyìöêaí�úm��',ï,õ�å ëyì���ä\å�æ�ú-æì+¢æ�é-ð�æ�îeå�î
ð�æ�î¦ýþò,õ ïaæ�î�ð�æ�î*�\÷}ú-ëyì�î�å�è-è-æ�îMêaí�ú�ï,æ�ý:	}ì�é�è��~�>	}é\ð�å�æ�íb	�õ�è-å ï)�7æ�å�èdð�å æ�ú-æ�é1�\í�ú�úVêaïaæ�î]�9í�ú�úð�å�æ9ï,æ�î}æ�é-æ�õ õ�æ�@�ò,éVê7í�ú-ú�æ�èVø�í�î�ï�ù�ð�êaú-úið�å�æ�A�å î�ø�æ�õ�ýþæ�ì�õ æ�é

εi, i = 1, . . . , m
ôöê,êaé,+¢æ�å ú-æ«í}î60

êa÷�ì�ÿaî�ï,å�ï�ú-å î}ðFù�ðöêaì}å î�ï,æ�ì�æ�î}ð ñaæ�é-ú�ëyìöÿaéûý è +�æ�é�ð�æ�îFùiðöê7ú-ú�ð�å æ¡æ�å î�ø�æ�õ î}æ�î �4å æ�õ ï,é;')(,æ�î
Yi, i = 1, . . . , m

ôöê,êaé,+¢æ�å ú-æií�î�êa÷�ìöÿaî}ï,å ï&ú-æ�å î`��	�ú�ú-æ�î��

OÌ"]MPO $ TGUWV�T�v�l�\`^�[ q + Uf_`TG^ c Y=Ñ`v�o v�^Jg)³�^�_`T Ñ
ç¢æ�é-æ�å�èVú9å�î¡óiêaô�å�èVæ�õ Â � ��5�G+dí�é-ð�æOê7õ ú9æ�å îÐí;é-í�î}ðÚý:	�é9ð�å�æ`ç¢æ�õ�å æ�÷}èVì�æ�å�ègð�æ�úPü êK�¹å��På î60� î�ð�æ$�³ï,æ�îöêaî�î�è´ù�ð�êaú-ú`�Iêaî
ÜÁæ�ú-í�õ�èyê7è-æ¦ý:	�éC��é-ð}î�í}î�ï,ú-úûèyê7è-å úûèVå��7æ�îáî¿í}èVø�æ�î �7ê7î�îFù�í�Üdæ�ú-í}õ�èyê èVæb	�÷�æ�édð�å�æî@�æ�é�è-æ�å�õ í�î�ï&ð�æ�ú� î�ð�æ��$ø�í ÷�æ��7ò)���Iæ�î��
�@æ�î�î��Iêaî[ð}å æ!�4å æ�õ�ï,é�'H(,æ�îgêaõ ú�í�îöêa÷}ìöÿaî�ï,å�ï�êaî}î�å����[è´ùP� êaî}î��Iå�ètèCå õ�ýþæ�ð�æ�é¶A�é�ï,æ�÷�î}å ú-ú�æ	�÷�æ�éE�;é�ð�î¿í�î�ï,ú�ú�èVê7èVå�ú�èVå5�aæ�î`�YøW�cç<� å î��SR,óiçX�W�W� �Bð�å�æï@�æ�é�èVæ�å õ�í�î�ï,úûýþí�î��èVå�ò,îgð}æ�ú�ü êK�¹å��På î60� î�ð�æ$��êaî�æ�å î�æ�é�«¿èVæ�õ�õ æ

x
ê7î�ï,æ�ïaæ�÷�æ�î +�æ�é�ð�æ�î~� ä\å�æ$æ�å î�ø�å ï,æ$ç¢æ�ú-ò,î}ð�æ�é�ì�æ�å�è´ù�ð�å æ$î�ò�ëyì

ç¢æ�êaëyì�èVí�î�ïIæ�éûýþò,é-ð�æ�é�è�ùöú-å î}ð$ð}å æÀ2�í�î��èVïaæ?+då ëyì�è-æ9êaí}ý>¿Cí}õ õFò�ð�æ�éA�å�î�ú��
í;æ�ï,æ�÷°æ�î$ú�æ�å�æ�îì�4å æ�õ ï,é;')(,æ�î

Yi
�På�è¢ø�í�ï,æ�ì',é�å ï,æ�î��
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�è-æ�î

di
ù6+¢æ�õ ëyì�æfêaîOð�æ�é«�è-æ�õ õ�æ

x
=�æ?+�æ�å õ�úGð�æ�îu@�æ�é�è-æ�å õ�í�î�ï,úûýþí�î��èVå�ò,î�æ�îFùaæ�ñ�è-õ���ê7ô�ô�é-òD�¹å��På æ�é�è�ù

Fdi(Yi)i = 1, . . . , m,ï,æ�ì�ò,é-ëyì�è��°ä\êaî�î$ï,å õ�è ð�æ�édýþòaõ ï,æ�î�ð�æ
@ �-�P  �6é����y�,¤J�¥£P�P�Z�n¦�§���¨�ô��6�C´f�����������`��µ���ô��[� ���D�Ó�t��õ��¨B�:¨B© �Z����÷Õ�B�

x
ª]ÛCî�èVæ�é

ð�æ�î"ï,æ�îöêaî�î�èVæ�îz@�ò,é-êaí�ú-ú�æ�è-ø�í�î�ïaæ�îÚ÷�æ�é�æ�ëyì�î�æ�è«ú-å�ëyì"ð�å�æ��Úêaì}é-ú-ëyì}æ�å î}õ å ëyì-�aæ�å�èVúûýþí�î��èVå�ò,î

� G)Ã



¸Ï�fÅ ��Æ�ÇI��È5ÉwÊHË6Ì`Í/��ÑuÎÐÏHËÑ$Ò,Ó~ÔHÖWÆ�×-��ÈwÇ�Ñ�È5ËÕÍ���º
ð�æ�ú�ü¦ê��}å5�Iå�î603� î}ð�æ��

q
êaî$æ�å�î�æ�é4«�è-æ�õ�õ æ

x
ø�í��

P
(
q(Y ) = 0

)
= 1−

m∏

1

(
1− P

(
di(Yi) = 0)

))
,

P
(
q(Y ) = 1

)
=

m∏

1

P
(
di(Yi) = 1

)
,

P
(
q(Y ) ≤ d

)
= 1−

m∏

1

(
1− P

(
di(Yi) ≤ d

∣∣ di(Yi) 6∈ {0, 1}
))
.

ý��ba��Z����cdä\å æì2�í�î��è3+¢êaì�é-ú�ëyì�æ�å�î�õ å�ëyì�aæ�å�è-æ�îáæ�é-ïaæ�÷�æ�î ú�å ëyì æ�å î}ýYêaëyì�ð�í�é-ëyì�ð}å æ¦ü í�õ�è-å|0
ô�õ�å�� ê7èVå�ò,î�æ�îIæ�î¿è-ú-ô�é�æ�ëyì�æ�î�ð�æ�é12�í�î-�¿è3+¢êaì�é�ú-ëyì�æ�å î�õ�å ëyì�7æ�å�èVæ�î$ð�æ�é/A�å î�ø�æ�õ�ýþí}î��èVå òaî�æ�î��Z�>	}é
ð�å�æ�ð�é�å�è�èVæ!�4æ�å õ�æ�ï,å õ�è´ù´ðöê7ú-úGð�å�æ�æ�î�èVú-ô}é-æ�ëyì}æ�î�ð�æ�îI÷�æ�ð}å î�ïaè-æ�îu�4í¹ýYêaõ õ�ú�ñ7êaé-å êa÷�õ�æ�î�úûèVæ�è-å ïCí�î�ð
ôöê,ê7é;+�æ�å ú�æ[í�î�êa÷�ìöÿaî}ï,å ïPú-å�î�ðFù �Iå�èÁæ�å î}æ�� �@æ�é�è-æ�÷�æ�é�æ�å ëyì¦å î

(0, 1)
��ä�êW�Iå�èCæ�é�ý:	�õ�õ æ�î ú�å æ

ð�å�æ�@�ò,é-êaí�ú-ú�æ�è-ø�í�î�ï}ùFðöêaú�ú
P (di(Yi) = dj(Yj)) = 0

ý:	}é�êaõ�õ æ�2½ê,êaé�æ[ñ,òaî]� î�ð�å ø�æ�ú
i 6= jï,å�õ�èD�6A�ú1� êaî}î ê7õ ú-ò«ýþò,õ�ï,æ�î}ð�æ�ú4A�é-ï,æ�÷�î�å�úJ�YøH��ç1���SR,óiçX�H�K�ÅùB«B� Ã � ï,æ�î¿í}èVø�è4+�æ�é�ð�æ�î~�

@ �-�P  �6é��5éã�@æ�î�î
X1, . . . , Xn

úûèVæ�è-å ï,æ7ù´ôöê,ê7é;+�æ�å ú�æ�í�îöêa÷}ìöÿaî�ï,å�ï,æF�4í}ýYê7õ õ úûñ7êaé-å êa÷�õ æ�îCú�å î�ð4ùðöêaî}î ï,å�õ�è�ý:	�édðöêaúCü å î}å��9í�
X ′1
�

P [X ′1 ≤ x] = 1−
n∏

1

(
1− P [Xi ≤ x]

)
.

ä\æ�éî«}ê èVøiå úûèdð�ò,é�èdø�+ ê7éÁý:	�édðöê7ú\ü êK�¹å��9í�Kêaí}ýþï,æ�ú�è-æ�õ õ�è´ù�ïaå õ�è êa÷�æ�édîöê7è�	�é-õ�å ëyìOæ�î�èVú�ô�é-æ$0ëyì�æ�î�ð êaí}ëyì$ý:	�édðöê7ú\ü$å î�å5�9í�C�
�

OÌ"]M�" $ TGUWV�T�v�l�\`^�[ q + Uf_ìY�aä[�TbkNopT<VXUBv�a-,U.�T c v:V�V�T�l
A�å î�ß�æ�å õ êaú-ô�æ���èfð�æ�éÀ@�æ�éûèVæ�å õ í}î�ï$ñaò,î

q(Y )
ù�	�÷�æ�éfð�æ�î"æ�å�î�æu�\í�ú�úVêaïaæ���',ï,õ å�ëyì�å úûè´ùÃå úûè

ð�å�æb�\í�ú�ú-ëyì¿í�ú-ú;�¿í�òaèVæW�

Þ2ø)ßÈø)ß�Þ ���3î îxçèQ�2î�î	¶D��� ï[ê· f��ä
q(Y )

@ �-�P  �6é��5òfí;æ�ï,æ�÷°æ�îIú�æ�å�æ�å�î+ü¬./�<032�é-ò,÷�õ�æ��$ùW+�æ�õ�ëyì�æ�ú9�Iå�è�ð�æ�� �
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�è-ú�ñ,æ�é,0ýYêaì�é�æ�îPñ,ò,î+ä\æ�é�é-å î}ï,æ�é%0,«¹í�å�ëyìI÷�æ�ì�êaî�ð�æ�õ�èï+då é-ð~�¿ä\å æÁóCòH�Iô�ò,î�æ�î¿è-æ�î
Yi

ú-æ�å æ�î+ôöê,ê7é;+�æ�å ú�æí�îöê7÷�ìöÿaî�ïaå ï��äCå æ��\í}ú-ú-ëyì¿í�ú�ú��¿ò,í}è-æ ý:	�é;æ�å�î�2�é�ò¹ð}í��è��På�èbA�å�î�ø�æ�õ5+	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVæ�î
diø�í$æ�å�î�æ�é�ïaæ�ï,æ�÷°æ�î�æ�î¬��êW�¿è-ò,é-æ�å î�úûèVæ�õ õ í}î�ï

x
÷�æ�è-éVÿaïaè

p0

(
q(Y )

)
= 1−

m∏

1

(
1− p0

(
di(Yi)

))
.

� GH�



¸����S�fÅ ��Æ�ÇI��È�ÉwÊWË-Ì/K%ÏHÆîÍ6ÖWÑ/Ì/�?ÙML��PÇnÆ;È�Ñ�Ò,Ó@�:¸ìÈwÇ;ÇI��É
ý��ba��Z����c

p0(q) = P (q(Y ) = 0) = 1−
m∏

1

(
1− P

(
di(Yi) = 0

))
= 1−

m∏

1

(
1− p0

(
di(Yi)

))
.

�

ý��Z�z�¥£�©�§t��¨��Zé��ÿþ ä\å æ]�Cí�ú-ú�ëyì¿í�ú-ú;��í}òaèVæ�îÍý:	�é`ð�æ�îLü¦êK�¹å5�Iå�î603� î�ð}æ��
qmaximin

í�î�ð
ý:	�é�ðöê7úÁïaæ�ò)�Pæ�è-é-å ú�ëyì�ægü å�è�èVæ�õ

q
ú-å�î�ðOîöê7è�	}é-õ å�ëyì`ï,õ æ�å ëyì���ä\æ�î�î~�

qmaximin(Y ) = 0⇐⇒ æ�údï,å�÷}è�æ�å î
i : di(Yi) = 0⇐⇒ q(Y ) = 0.

Þ2ø)ßÈø)ß�ø ¹ õVæôéÈã�ê3ìrå ºÚèÚã���õ�êöã÷ï¥�Úêëî�ð òÚä2îxçèôó3æ3ì õVê3ã�ï[îmã�ä,�ôê»�
A�å î�æ;ð}æ�éX+då ëyì�è-å ï,æ�îC�Cî}ýþò,é�ð�æ�é�í�î�ï,æ�î¦êaîOæ�å î$ü*./�10w@�æ�é�ýYêaì}é-æ�î`+¢êaé�ð�å æJ«Z�7ê7õ å æ�é-÷öê7é��aæ�å�èð�æ�ú<@�æ�éûýYêaì�é-æ�î�ú�ù4êaõ ú�ò+ð�å�æ��öéVê7ï,æaù»+då ægðöêaú4@�æ�é�ýYê7ì�é-æ�î]�Iå�èCæ�å î�æ�é\úûèVæ�å�ï,æ�î}ð�æ�î��Fêaì}õÃñaò,î�4å æ�õ ï,é;')(,æ�î ø�í�é�æ�ëyì�è��7ò)���[èD�
ä�êaø�í +dí�é-ð�æ�îeø�í�îöÿaëyì}ú�è æ�å î}å ï,æ*«¹å��9í}õ ê7è-å ò,î�æ�î�ð�í}é-ëyì�ï,æ�ý:	�ì�éûè´ù�ð�æ�é-æ�îãA�é-ï,æ�÷�î�å�ú-ú-æMå�î�\÷}÷�å õ�ð�í�î�ï � d �|�¦ø�í�ú-æ�ì}æ�î�ú-å�î�ð��ï�\í}ýið}æ�é

x
0w��ëyì�ú-æ�å�ú�èIð�å æì�\î�ø�êaì�õÁð�æ�é��4å æ�õ ï,é;')(,æ�î

êa÷�ïaæ�èVé-êaï,æ�îFùFêaí¹ý�ð}æ�é
y
03��ëyì�ú�æ1=�æ?+�æ�å�õ ú�ð�æ�éb�Iå�è-è-õ æ�é�æJ�
	}î�ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVú�å î�ð}æ��@êaí�ú;æ�å î�æ�é«�è-å ëyì�ô�é�ò,÷�æiñaò,î�� GHG ü æ�ú�ú-í�î}ï,æ�î ð�æ�ú4� î�ð�æ$�~�

ü¦êaîIæ�é;�aæ�î}î¿è�ù¹ð�êaú-ú�ð�æ�éï�På�è-è-õ æ�é-æ!�
	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVú�å î�ð�æ$�+ý:	}é�ð}æ�î���êaõ�õ�På�è�ï,æ�é-å�î�ï,æ�é�æ��ÜÁêaí�ú-ëyì}æ�îFù�êaõ�ú-ò*�¿õ�æ�å î}æ��
σ

å îÚæ�è3+ ê]�aòaî�ú�èVêaî�èIø�í¡÷�õ æ�å ÷�æ�î¡ú�ëyì�æ�å�î¿è�ù�êaí�ëyì¡ý:	�é[÷�å úgø�í� GHG �4å æ�õ ï,é;')(,æ�î��)�>	}é�ð}å ædí�î�èVæ�é-æ�ó;í�éûñ,æ7ù6�På�è�ïaé-ò)(,æ?�
σ

ù�÷�õ�æ�å ÷¹è�ð�æ�éï�Iå�è-è-õ æ�é�æX�
	�î�ú�ëyì60÷öêaé;�aæ�å�èVú�å î�ð}æ��+æ�÷�æ�î}ýYêaõ�õ ú�æ�å î}æ�ï�êaî�ø�æ<�@æ�å õ�æaù¿÷�å�ú ë´ê-�IîM¼î� G �7ò,î�ú�èVêaî�è´ù�í-� ðöê7î�î`ô�õ�'7èVø�0
õ å�ëyìMêaí}ý!¿Cí�õ�õ�êa÷�ø�í}ýYêaõ�õ æ�î~���4í�éî@�æ�é-æ�å�î}ýYêaëyì¿í�î�ï`+dí�é�ð�æ«ý:	�é;ð�å æ�«�å��9í�õ ê7èVå�ò,î ê7î�ï,æ�î}ò)�u0�Pæ�îFùöðöê7ú-úÁð�å æî�
	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVæ�î ý:	�éÁêaõ õ�æÀ�4å æ�õ ï,é;')(,æ�î`í}îöêa÷�ìöÿ7î�ï,å ï&å�ð�æ�î�èVå�ú-ëyì$ñ,æ�éûèVæ�å õ�è
ú-å�î�ð&í�î�ðPø?+¢êaéF�Iå�éGð�æ�éE@�æ�é�è-æ�å�õ í�î�ïaú�ýþí�î��è-å ò,î&æ�å�î�æ�éE�
	}î�ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�è

(−1, 0, 1, 1, 1)
å5�2�í�î��èVæ

f(x) = 0
í�î�ð êaî�ï,æ�î�ò)���Iæ�î�æ�î�«�èyêaî}ðöêaé-ð�êa÷7+¢æ�å ëyì¿í�î�ï,æ�î

σ
ñ,ò,î G �5�\÷�ø?+À� G � F �

ä\å�æ<A�é��¿õ ÿaé-í�î}ïfý:	�é�ð�å�æ�ú-æ�úï@�æ�é-ìöê7õ�èVæ�î+õ�å æ�ýþæ�é�è�ýþò,õ�ï,æ�î}ð�æ4xC÷�æ�é-õ�æ�ï,í}î�ï�6«¹æ�å
Fd(Y )

ð}å æ/@�æ�é%0
èVæ�å õ�í�î�ïMð�æ�é��4í}ýYêaõ�õ ú�ñ7êaé�å êa÷}õ æ�î

di(Yi), i = 1, . . . , m
ù�ï,æ?�+ÿH(�ð�æ�é êaõ�õ æOóCòH�Iô�ò,î�æ�î¿è-æ�îñ,æ�é�è-æ�å õ�è«ú-å�î�ð����³å æ ÷�æ�å�ð�æ�éuèÁæ�é-õ�æ�å�èVí�î�ï¦ð�æ�é�@�æ�é�èVæ�å õ�í�î�ï,æ�îÚð�æ�é��
	}î�ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVæ�î�å�îóiêaô�å�èVæ�õ � ï,æ�ú-æ�ì�æ�îFù}ï,å õ�è�ý:	}é ð�å æ�ú-æ4@�æ�é�è-æ�å�õ í�î�ïaæ�î å5�G�Pæ�é

p0 := P (d(Y ) = 0) > 0
ù}ê7õ ú-ò

æ�å�î�æ+ô�ò,ú�å�èVå�ñ,æG�\í�ú�ú-ëyì¿í�ú-ú;�¿í�òaèVæOý:	�é4=�æ�ð�æm�4å�æ�õ�ï,é�')(aæH�Bä\æ?}�î�å æ�é-æ î¿í�î
Z :=

∏m
1 di(Y )

�ä�êaî}î ï,å�õ�è¢ð�æ�é
@ �-�P  �6é������ @ ©-�¦n�:�¥£K¡�õ»�t�:¨ © �6���uô��Z�/�ä¢��t�D�K�V���£�© �6�����D����ô��b�>ª*ÛCî�èVæ�é�ð�æ�îi÷�æ�ú�ëyì�é-å�æ�0÷�æ�î�æ�îN@�òaéVêaí�ú�ú-æ�èVø�í}î�ï,æ�î�ï,å�õ�è´ù�ðöê7ú-ú;ð�æ�éÀA�é,+ ê7é�èVí}î�ï,ú;+�æ�éûèfð�æ�úî�
	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVú�å î�ð�æ$�
î�å�ëyì¿èdñaò,î ð}æ�é�\î�ø�êaì�õ�ð�æ�é1�4å æ�õ�ï,é�'H(,æ�îOêa÷}ìöÿaî�ïaè� 

� G �
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�\÷}÷�å õ�ð�í�î�ïm� d �5�)�»«¹å��9í}õ å æ�é�è-æ1�
	�î�ú�ëyì¿÷öêaé��7æ�å�èVú-å�î�ð�å�ø�æ�úÁå î��\÷�ìöÿ7î�ï,å ïH�aæ�å�è ñ,òaî$ð}æ�é4�Fêaì�õ
ð�æ�é1�4å æ�õ ï,é;')(,æ�î
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ý��ba��Z����c�A�údï,å õ�è îöÿW�Iõ�å ëyì

E(Z) = P (di(Yi) > 0
ý:	�édê7õ õ æ

i) · E
(

m∏

1

di(Yi)
∣∣∣ di(Yi) > 0

ý:	}éCê7õ õ æ
i

)

=
(

1− P
(
d1(Y1) = 0

))m
· E
(
d1(Y1)

∣∣∣ d1(Y1) > 0
)m
.

ä�êH�På�è ï,å õ�è�êa÷�æ�éÁêaí�ëyì4ùöðöêaú-ú
[
E(Z)

] 1
m =

[(
1− P (d1(Y1) = 0)

)m · E
(
d1(Y1)

∣∣ di(Yi) > 0
)m] 1

m

=
(

1− P
(
d1(Y1) = 0

))
· E
(
d1(Y1)

∣∣ d1(Y1) > 0
)

í�îöê7÷�ìöÿaî�ïaå ï«ñ,ò,î
m

å�ú�è��
�

ä�êaú`@�æ�éûýYêaì�é�æ�îLú;� êaõ å�æ�é�è$å5� A�é;+¢êaé�è-í�î�ï,ú,+¢æ�é�è�ê7õ ú-ò ô�æ�é�ýþæ?��è´ù/+¢æ�î�î �Iêaîáå ð�æ�î¿è-å ú�ëyì�æ@�æ�éûèVæ�å õ í}î�ï,ú�ýþí}î��èVå òaî�æ�î`ý:	�é�ð�å�æióCò)�Pô�ò,î�æ�î�è-æ�î$í�î�èVæ�é�ú�è-æ�õ õ�è� 

�)� G



¸����S�fÅ ��Æ�ÇI��È�ÉwÊWË-Ì/K%ÏHÆîÍ6ÖWÑ/Ì/�?ÙML��PÇnÆ;È�Ñ�Ò,Ó@�:¸ìÈwÇ;ÇI��É
�>	�é&é�æ´êaõ�å ú-å�æ�éûèVæ`«�è-å ëyì�ô}é-ò,÷�æ�î æ�é�ï,å ÷}è&ú�å ëyì�å î�èVæ�é-æ�ú�úVêaî�è-æ�é;+�æ�å�ú-æ æ�å î�êaî�ð}æ�é-æ�ú+ç�å õ ð~�Gç¢æ�å
ð�æ�é;ç¢æ�òa÷öêaëyì�èVí�î}ïOñaò,î�«�è-å ëyì�ô�é�ò,÷�æ�î*�7ò)�G�gè�ð�æ�éîß�æ�é��

(1 − p0)m
ø�í�hß�é-êaï,æ�î����>	}é=�æ�ð}æ�«¿èVå ëyì}ô�é-ò,÷�æiï,å õ�è´ù�ðöêaú�ú

P
(
d(Y ) = 0

)
= P

(
m∏

1

di(Yi) = 0

)
= 1−

(
1− p0(d1)

)m m→∞−→ 1.

ä\å�æ�ú-æ�úX@�æ�é�ìöêaõ�è-æ�î`æ�é-å î}î�æ�éûèdú�èyê7é��IêaîOð�å æ;ç�æ�é-æ�ëyì�î¿í�î�ï&ñ,ò,îCðÃêaí��öÿaî�ï,æ�î ñ,ò,î$óCòaî¿è-é-ò,õ�õ|0� êaé�è-æ�î��
�>	�é½ð�å æ2�éVê��}å�ú�÷°æ�ð�æ�í¹èVæ�è�ð}å æ�ú�ù,ðöêaú�ú�å����Iæ�é�ðöê7î�îFùH+�æ�î�îIð�å æ!�\í�ú�ú-ëyì¿í�ú-ú;�¿í�òaèVæ

p0

��õ�æ�å�î
å úûè+ïaæ�ï,æ�îZ	}÷°æ�é ð�æ�éG�\î�ø�êaì�õCð�æ�é��4å æ�õ�ï,é�'H(,æ�îFù�ð�êaúG@�æ�é�ýYêaì�é�æ�î ì}æ�é�ñaò,é-é-êaï,æ�î�ð�ú�� êaõ�å æ�éûèD��\î}ð�æ�é�æ�é-ú�æ�å�èVú&ï,å ÷¹è9æ�ú&ê7÷°æ�é9ô�éVêW�¿è-å ú�ëyì�æC«¹ëyì7+då æ�é-å ïH�aæ�å�èVæ�îFù>+�æ�î�î ð�å æ��\í�ú�ú-ëyì¿í�ú-ú;�¿í�òaèVæ
ú-òPï,é�ò)(�+då é�ðFùöðöêaú�ú4�På�è ð�æ�� �Cí}ý èVé�æ�è-æ�îOñ,ò,îì�\í�ú�ú-ëyì¿í�ú-ú\ï,æ�é�æ�ëyì�î�æ�è1+�æ�é�ð�æ�îì�9í�ú�ú��
ä\å�æ�ú-æMç�æ�ò,÷öê7ëyì¿è-í�î�ï å��Pô�õ å�ø�å�æ�é�è�ù�ðöêaú�ú ý:	�é`ð�æ�î�ñaæ�é-÷�æ�ú�ú-æ�é�èVæ�îã�
	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVú�å î�ð�æ$�
æ�å�î�æJ«6� êaõ ê�+då�æ;ð�å æ�ñaò,î*èCêaé-é�å î�ï7èVò,î`å�îOófê7ô�å�è-æ�õ Â � d ú-å�î�î�ñ,ò,õ�õ�ú-æ�å�î`�7ê7î�î��
A�ú+õ ÿaú-úûèIú�å ëyì ú�ò,ï�êaé&æ�å î�æ ÿaì�î�õ�å ëyì�æC�\í}ú-úVê7ï,æ ý:	�é&î�å�ëyì�è å ð}æ�î�èVå�ú-ëyì�ñaæ�éûèVæ�å�õ�è-æ¦óÁò)�Iô�òW0î�æ�î¿è-æ�î³èVé�æ?{°æ�îFù!+�æ�î}îã�Iêaî�î¿í�éOóCòH�Iô�ò,î�æ�î¿è-æ�î³÷�æ�èVé-êaëyì�èVæ�è´ù ý:	�é ð}å æ ï,å�õ�è�ù�ðöê7ú-ú`ð�å�æ�\í}ú-ú-ëyì¿í�ú�ú��¿í�òaè-æ&êaõ úX¿Cí�õ�õ�êaî�ï,æ�î�ò)���Iæ�îm+¢æ�é-ð�æ�î¬� êaî�îFù�ê7õ ú-ò

p0 ≈ 0
�

¿Cí¹èVø�è<�+ê7î¦ð�å�æg÷�æ�å�ð�æ�î¦ýþòaõ ï,æ�î�ð�æ�î*íié�æ�î�ø�+¢æ�é�è-úVÿ7è-ø�æaù4ú-ò�� êaî}î*�+ê7î¦æ�å�î�æ[ú�ëyì',î�æ��\í�ú%0úVê7ï,æÀ	�÷°æ�édð�æ�î`�
	�î�ú�ëyì�÷�êaé��7æ�å�è-ú-å�î�ð�æ��$è-é-æ?{°æ�î~�
@ �-�P  �6é������ @ �P�£�© �Z�n8m�Z���7�P *ô��¥£�¨ £��QzÕ�Z�ãë¶��t¦:�Z�¶ªN«¹æ�å�æ�î

X1, X2, . . .
í�î�êa÷�ìöÿaîZ0

ï,å�ï,æÀ�4í}ýYêaõ�õ úûñaê7é-å ê7÷�õ æ�î��På�è�æ�î�ð�õ å�ëyì�æ�îìA�é;+¢êaé�è-í�î�ï,ú,+¢æ�é�è-æ�î��Õ��êaõ õ�ú
∞∑

i=1

V ar(Xi)

i2
<∞

æ�éûý:	�õ õ�è�å úûè´ù�ð�êaî�î$ï,å õ�èD�
lim
n→∞

1

n

n∑

i=1

(Xi − EXi)
a.s.−→ 0.

ý��ba��Z����c�«¹å�æ�ì�æ;øW�cç1���¸«¹ì�ê)�)�W�t«Õ�»� F �
�

@ �-�P  �6é����j«¹æ�å æ�î
X1, X2, . . .

é-æ�æ�õ õ|+¢æ�é�è-å ï,æF�4í¹ýYêaõ õ�ú-ø´ê7ì�õ æ�î;í�î�ðfú-æ�å
g

æ�å�î�æ�ú�èVæ�èVå�ï,æF�öí�î�)0èVå�ò,îFù�ð�êaî�îOï,å õ�èD�
Xn

a.s.−→ X
ðöêaî�îOýþò,õ�ïaè

g(Xn)
a.s.−→ g(X).

ý��ba��Z����c�«¹å�æ�ì�æ;øW�cç1�öå î$êaõ õ�ï,æ��Pæ�å�î�æ�é!�öò,é��9í}õ å æ�é-í�î}ïm�¸«�ìöê)�)�W��«Õ�»� d �
�

ä�êaî}î ï,å�õ�è�ý:	�édð�æ�î`�
	�î�ú�ëyì�÷�êaé��7æ�å�è-ú-å�î�ð�æ��¦ð�æ�é ýþò,õ ï,æ�î�ð�æ

�)�H�
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@ �-�P  �6é��5���C�ä¢��t���W�V���£�© �Z�:�G��©6�»¦n�:�¥£P�u�����

n
ª]«¹æ�å�æ�î

di(Yi), i = 1, 2 . . .
ù��
	}î�ú-ëyì60

÷öêaé;�aæ�å�èVúûýþí�î��èVå�ò,î�æ�î êaõ�ú4�4í}ýYêaõ õ�ú�ñ7êaé�å êa÷�õ�æ�î`ê7í}ýþï,æ�ýYê7ú-ú�è�ù�ð�å æið�å�æ�Üdæ�ïaí�õ êaé�å�èVÿ7èVú�÷°æ�ð�å î�ïaí�î60
ï,æ�î

p0(di(Yi)) = 0
í�î}ð

E(log di(Yi)) <∞
ý:	�éÁêaõ�õ æCå�í�î�ð

∞∑

1

V ar(log di(Yi))

i2
<∞

æ�éûý:	�õ õ�æ�î���ä�êaî�î$ï,å õ�èD�

E(qn) = E



[

n∏

1

di(Yi)

] 1
n




= E


e

1
n

n∑
1

log di(Yi)



a.s.−→
n→∞

E


e

1
n

n∑
1

E(log di(Yi))


 = e

1
n

n∑
1

E
(

log di(Yi)
)

.

ý��ba��Z����c;ä\å�æ�@�êaé�å êa÷}õ æ�î
log di(Yi)

î�æ�ì�Iæ�îLð�å�æ�ÜÁò,õ�õ æ�ð�æ�é
Xi

å�� «¹ê7èVø � d � F æ�å î��
ä\å�æ�A�å î�ú�ëyì�éVÿ7î�¿í�î�ï

p0(di(Yi)) = 0
å�ú�è9î}òaè3+¢æ�î�ð�å�ï�ù½í� ð�å�æG�@ò,ì�õ�ð�æ?}öî}å æ�éûèVì�æ�å�èfñ,ò,î

log di(Yi)
ø�í�ï�êaéVê7î¿è-å æ�é-æ�î~��ü å�èPð�æ�î ÜÁæ�ï,í�õ êaé-å�èyÿ7è-ú-÷�æ�ð�å�î�ï,í�î�ïaæ�î¡ýþò,õ ï7è&ðöêaî�î�ð�å æ$ç¢æ$0ìöêaí}ô}èVí�î}ï�

�
ý��Z�z�¥£�©�§t��¨��Zé���AÍä\å æÀÜdæ�ïaí�õ êaé�å�èVÿ7èVú�÷°æ�ð�å î�ïaí�î�ï,æ�î ú-å�î�ð`ý:	�é ð�å�æ;ô�éVêH��è-å ú-ëyì}æJ�Cî7+¢æ�î60
ð�í�î}ï`ï,æ�é�æ�ëyì�è-ýþæ�é�èVå�ïaèVæ��Cî�îöêaì-�Iæ�î���ä\å�æ�A�å î�ú�ëyì�éVÿaî-��í}î�ï

p0(di(Yi)) = 0
+då ð�æ�é-ú-ô}é-å ëyì�è

ø?+¢êaé�ø�í�îöÿaëyì}ú�èfæ�å�î�+ê7õBð}æ�îNA�é��7æ�î�î�èVî}å ú-ú�æ�î�	�÷�æ�é�ð�å�æ�@�æ�éûèVæ�å õ í}î�ï,æ�î ð�æ�é1�
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é,0�aæ�å�è-æ�îFù°ð�æ�î�î�í}î¿è-æ�é;ð�æ�î�íiæ�î�æ�é-êaõ�ñaò,éVê7í�ú-ú�æ�èVø�í�î�ï,æ�îFùFå�î�ú-÷�æ�ú�ò,î�ð�æ�é-æ9ð�æ�éî�\î}îöêaì�Pæ9ð�æ�é¿Còaé��Iêaõ�ñaæ�é�è-æ�å�õ í�î�ïIð�æ�éÀ�öæ�ì�õ æ�é�ù4ïaå õ�èÁý:	�é�½��Zô��ì�
	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�è
p0(di(Yi)) > 0

�Õ�\õ õ�æ�é%0ð�å�î�ï,údæ�é�ì�òH{�è<�IêaîOú-å�ëyì¦å î$ð�æ�é1�Cî¥+�æ�î}ð�í�î�ï å�î ð}æ�é1¿\ÿaì�æfð�æ�úî��ô}è-å��9í�Pú
xopt

�¿õ�æ�å î}æ�\í}ú-ú-ëyì¿í�ú�ú��¿í�òaè-æ�î
p0(di(Yi)) ≈ 0

� �Cì�î�õ�å ëyì�æ�úGï,å õ�è�êaí�ëyì9ý:	�é�ð�å æ¢êaî�ð�æ�é-æ�îuÜdæ�ïaí�õ êaé�å�èVÿ7èVú%0÷�æ�ð�å�î�ï,í�î�ïaæ�î�� «�òaýþæ�é�î å�î`ð�æ�é4¿\ÿ7ì�æið�æ�é¿Áí�õ õ��7æ�å�î�æi÷�ø?+À� � êaí�S�Úêaì}é-ú-ëyì}æ�å î}õ å ëyì-�aæ�å�èVú%0�Iêaú-ú�æfõ�å æ�ïaè´ù¹êaõ ú�ò&æ�å î
δ > 0

�Iå�è
P (di(Yi) < δ) ≈ 0

æ$�}å�ú�è-å æ�éûè´ù�ú�å î�ð$ð�å�æiç¢æ�ð�å�î�ï,í�î}ï,æ�î
ý:	�éÀA�é;+¢êaéûèVí�î�ïaú;+�æ�é�ègí�î�ð]@�êaé�å êaî}ø«êaí}è-ò)�+ê èVå ú�ëyì�æ�éûý:	�õ õ�èD���t	�é�ð�å�æ�ú-æ��Gÿ7õ õ æ�� êaî�îN�+ê7îýþò,õ�ï,æ�é�îFù7ð�êaú-ú�ú-å�ëyì&ð�å æí;æ�ú-êH�[è3+	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�è�å î«ð�æ�éïíié;')(,æ�î}ò,é-ð�î¿í�î}ïfæ�å î�æ�éE�På�è-è-õ æ�é-æ�îA�å î�ø�æ�õ|+	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�èC÷°æ�+¢æ�ïaèD�
�>	�é�ð}å æX�
	�î�ú�ëyì¿÷öêaé��7æ�å�èVú�ñaæ�éûýYêaì�é-æ�î`å úûè�ð�å æ�ú�æ�å î«ì}æ�é�ñaò,é-é-êaï,æ�î�ð�æ�ú!A�é-ï,æ�÷�î�å ú?�7ÛCî�êa÷�ìöÿaîZ0
ï,å�ï�ñaò,î�ð�æ�ém�Fêaì}õ�ð�æ�é��4å æ�õ�ï,é�'H(,æ�îÉå úûèP÷°æ�å1�Cî¥+�æ�î}ð�í�î�ï¡ð�æ�éIé�æ´êaõ�å úûèVå ú�ëyì�æ�î �
	�î�ú�ëyì60÷öêaé;�aæ�å�èVúûýþí�î��èVå�ò,î�æ�î�ð�å�æC¿Cí}è-ø�í�î�ï�ð�å�æ�ú-æ�ú�@�æ�é�ýYê7ì�é-æ�î�úG��',ï,õ�å ëyì! ½ä�êH�På�è«ì}æ�÷}èPæ�úPú-å�ëyìå î}ú-÷�æ�ú-òaî�ð�æ�é�æfñaò,î$ð�æ�î$ï,éVêK}öú-ëyì�æ�îì@�æ�é�ýYêaì�é�æ�î$ô°òaú-å�è-å�ñ+êa÷��

�)� d



¨�¾ ß ¯À¿ ¿�Ä à ¾²¨ Á à ©Â® §V¿ «Ã±

A�ú�+dí}é-ð�æ ï,æ�ø�æ�å ï7è´ù�ðöêaú�úIð}å æC��õ êaú-ú�å ú�ëyì�æì�Cî7+¢æ�î�ð�í�î�ï¡ð}æ�éu�
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�è-æ�î�å î ð�æ�é2�éVêK�¹å�úgæ�å î�å�ï,æ�2�é�ò,÷�õ�æ��Pæ��På�èfú�å ëyì"÷}é-å î}ïaèD��� î�ú�÷°æ�ú-ò,î�ð}æ�é-æ+õ å æ�ýþæ�é�î@ú�å æ��aæ�å�î�æ�î�èCå î7+�æ�å�ú
êaí}ý½ð�å æJíb	}è-æfð}æ�édñ,ò,é�ï,æ�ú�ëyì�õ êaïaæ�î�æ�î*ð�',ú-í}î�ï,æ�î4ù�ð�êPð�å�æÀ� î}ýþò,é��Iê7è-å ò,î�æ�îm	�÷�æ�éÁð�å æJí;é�'W0(,æ&ð�æ�ú��öæ�ì�õ�æ�é�úfî�êaëyì"ð�æ?� ü ò�ð�æ�õ�õ å æ�é-í�î}ï,ú-ú�ëyì�é-å�è-èiî�å�ëyì¿èJ+�æ�å�è-æ�éfï,æ�î¿í}è-ø�èJ+¢æ�é-ð�æ�î��tA�å�î+�æ�å�è-æ�é�æ�ét��æ�ì�õ æ�é�ð�æ�ú��¿õ êaú�ú-å�ú-ëyì�æ�î�@�æ�éûýYêaì�é-æ�î�úBå ú�è�ù´ðöêaú�ú�å5�Iô}õ å ø�å�è4æ�å î}æ�ñaæ�é�æ�å î¹ýYêaëyì�èVæ!�;ô¹èVå|0�På æ�é�í�î�ï,ú-êaí}ýþï�ê7÷°æ�ï,æ�õ�',úûèF+då é-ð~�7�\í�ú�ð�å æ�ú-æ�éï@�æ�é-æ�å�î}ýYêaëyì¿í�î�ïfýþò,õ ï7è�îöê7è�	}é-õ å�ëyìPêaí�ëyìFù¿ðöêaú�ú
ð�å�æð�'aú-í�î�ïaæ�îFù�ð�å�æ/�+ê7îPæ�é-ìöÿ7õ�è´ùaî�å ëyì�è�å ð}æ�î�èVå�ú-ëyìPú-å î}ð��På�èGð�æ�î�æ�î+ð�æ�é�æ�å ïaæ�î�èVõ�å ëyì�æ�î��;ôZ0èVå5�Iå�æ�é�í�î�ï,ú-êaí}ýþï�êa÷�æH�Fä\í�é-ëyì"æ�å î}æ�«¹å5�9í�õ ê7èVå�ò,î�ú-úûèVí�ð}å æ�+dí�é�ð�æ+îöê7ëyì�ï,æ?+då�æ�ú�æ�îFù�ðöêaú-úfð�å�æ�\í}ú;+då é;�¿í�î�ï,æ�î¦ð�å�æ�ú-æ�é/@�æ�é-æ�å î}ýYê7ëyì�í}î�ïIå�îOð�æ�é42�éVêK�¹å�ú�î�å ëyì�èÁø�íOñ,æ�é-îöêaëyì}õ ÿaú�ú-å ïaæ�î¦å�ú�è��
� î«ð�æ�é½ñ,ò,é�õ å�æ�ï,æ�î�ð�æ�î��\é-÷�æ�å�èGå�ú�è�æ�ú�ðöêaî}î9ï,æ�õ�í�î�ï,æ�îFùað}å æX¿Áòaè3+�æ�î�ð�å�ï)�aæ�å�è�ý:	�éGð�å�æXð�',ú-í}î�ïæ�å�î�æ�ú&ñ,æ�é-æ�å î}ýYêaëyì�è-æ�î 2�é-òa÷�õ æ?�Iú&ø�í�÷°æ�ú-æ�å�èVå�ï,æ�î���ä\êaø�í +dí�é-ð�æ�î ð�å�æ`@�æ�é�è-æ�å õ�í�î�ï,æ�î ý:	}é
ä\æ�é-é-å�î�ï,æ�é,0,«�í�å ëyì��
	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVúûýþí�î��èVå�ò,î�æ�î�ý:	�é9õ å�î�æ´ê7é-æ`í;æ?+då�ëyì¿è-í�î�ï �

βl, βr = 1
�êaîöê7õ�1¿èVå�ú-ëyì ì�æ�é-ï,æ�õ æ�å�èVæ�èD�}ü å�è!èCå�õ�ýþæÁð�å æ�ú-æ�é æ��}êH��èVæ�î�@�æ�éûèVæ�å�õ í�î}ï,æ�î�+¢êaé æ�ú î¿í�îm��',ï,õ å�ëyìFùð�å�æ+å ð}æ´êaõ�å ú-å�æ�éûèVæ�î]�
	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVæ�î�ð�í}é-ëyì¡é-æ�êaõ å�ú�è-å ú-ëyì}æ��
	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVæ�î�ø�íÚæ�é�ú-æ�è,0

ø�æ�îFù¿÷°æ�åöð�æ�î}æ�îPð�æ�é9A�é;+¢êaé�è-í�î�ï,ú,+¢æ�é�è�ð�æ�é¶�
	�î�ú�ëyì¿÷öêaé��7æ�å�è ø�íPæ�å�î�æ�éï��êH��èVòaé-æ�å�î�ú�è-æ�õ�õ í�î�ï
x

êaõ ú��IêH(,ïaæ�÷�õ�å ëyì�æEíié;')(,æGï,æ�î¿í}èVø�è�+då�é-ðFù�î�å ëyì�è��Pæ�ì�é�î¿í�é�ð}æ�éÃêaí�ú�ð}æ�îfï,æ�ú�ëyìöÿ7èVø�èVæ�î9ü òK0ð�æ�õ õ æ�î
f̂

ê7÷�ï,æ�õ�æ�å�èVæ�è-æX�"æ�é�è��¿ä\æ�é9A�é;+¢êaé�è-í�î�ï,ú,+¢æ�é�è9+dí�é-ð�æÁì�å�æ�é�ï,æ�î�í¹èVø�è�ù¿í�8��',ï,õ å�ëyì�ú�è
êaîöê7õ ò,ïIø�í�h�¿õ êaú�ú-å ú�ëyì�æ�î]@�æ�é�ýYêaì�é�æ�î ñaò,é-ø�í�ï,æ�ì}æ�î���äCí�é-ëyìMðöêaú1@�ò,é-õ�å æ�ïaæ�î¦ð}æ�é�æ$��êW�¿è-æ�î@�æ�éûèVæ�å õ í}î�ï,æ�î`ú�å î�ð$êa÷�æ�édê7í�ëyìm�
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�è-æ�îFù +¢æ�õ ëyì�æið�í}é-ëyì êaî�ð�æ�é-æfó;æ�î�î�ïaé�')(,æ�î
ð�æ�é@�æ�é�è-æ�å õ�í�î�ï«ð�æ�}öî�å�æ�é�è+�æ�é�ð�æ�îFù ��',ï,õ�å ëyì`ï,æ�+¢ò,é�ð�æ�î~�
¿\ê7ëyì�ð�æ�� å îÚæ�å î�æ�éu«¹å��[í�õ ê7è-å ò,î}ú-ú�è-í�ð�å�æPî�êaëyì�ï,æ�+då æ�ú�æ�îÐ+dí�é-ð}æaùGðöê7ú-ú«ð�í�é�ëyì�ð}å æ+é�æ´êaõ�å|0ú�è-å ú�ëyì�æ�î¬�
	}î�ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVæ�î�êaí�ëyì¦ý:	�éÁð�å�æ�2�éVê��}å�ú4@�æ�é-÷�æ�ú�ú-æ�é�í�î�ï,æ�îMø�í æ�é;+¢êaé�è-æ�î ú�å î�ðFù+dí�é�ð�æOðöêaúu2�é-ò,÷}õ æ�� ð�æ�é&î�å�ëyì�è&õ å î}æ´êaégï,æ?+då�ëyì¿è-æ�è-æ�î �
	}î�ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVæ�îf�

βl, βr 6= 0
�êaî�ïaæ�ï�êaî}ï,æ�î��°ä\í�é�ëyì ð�å�æ��Cô�ô�é-òD�¹å��Iê7è-å ò,î$ð�æ�éCî�å ëyì�è,0 õ å�î�æ´ê7é-æ�î ä\æ�é-é-å�î�ï,æ�é,0,«�í�å ëyì¬��í}î�)0èVå�ò,î�æ�î9ð�í�é�ëyì«õ å î}æ´êaé�æ�ñ,æ�éVêaõ�õ ï,æ?�Iæ�å î�æ�é�è-æ¢ä\æ�é-é�å î�ï,æ�é,0%«¹í�å ëyì���í}î��èVå òaî�æ�î9å�ú�è½æ�úGï,æ�õ í�î}ï,æ�îFù

ð�æ�î`î�å ëyì�èVõ�å î�æ�êaé-æ�îm��êaõ õ�êaí¹ýÃæ�å î}æ�î`æ�è3+¢êaú/�7ò)�Iô}õ å ø�å æ�é�èVæ�é-æ�î+õ å�î�æ´ê7é-æ�î���êaõ õ�ø�í}é�	�ë��¿ø�í¹ý:	�ì60é-æ�î í}î�ð$ý:	}é�ð�å æ�ú-æ�î æ�÷�æ�î}ýYê7õ õ ú¢ð�å æ;æ$��êW�¿è-æJ@�æ�é�è-æ�å õ�í�î�ï,úûýþí�î��èVå�ò,îOêaî�ø�í�ï,æ�÷°æ�î��
A�å î�æ�î$êaîöêaõ÷1�è-å ú�ëyì�æ�îC�\í�ú�ð�é-í}ë�� ý:	�é�ð�æ�î`�
	�î�ú�ëyì¿÷öêaé��7æ�å�èVú-å�î�ð�æ$�¦ì}æ�é-ø�í�õ æ�å�è-æ�îFù�å�ú�èdî�å�ëyì�è
ï,æ�õ í�î�ïaæ�î��9�\õ õ�æ�é�ð�å î�ïaúIå�ú�è`æ�úOêaí�ëyì³î�å ëyì�è`ø�í³æ�é;+¢êaéûèVæ�î4ù ðöêaú�ú`ð�å æ�ú-æ�ú`í}î¿è-æ�é`ð�æ�é��\îZ0îöêaì-�Iæ�î}ò,é��Iêaõ�ñaæ�éûèVæ�å�õ�è-æ�é9��æ�ì�õ æ�éX	�÷�æ�é�ìöêaí�ô}è��',ï,õ�å ëyìIå ú�è��-� îOð�å�æ�ú-æ?�oç¢æ�é-æ�å ëyìOå úûè/�+ê7î
ýþò,õ�ï,õ å�ëyìG+�æ�å�è-æ�éÁêaí}ýE«¹å5�9í�õ ê èVå òaî�æ�î+êaî�ï,æ�+då æ�ú�æ�î���äCå æ�ú�æ�«¹å��9í}õ ê7è-å ò,î�æ�î+ú�å î�ð$êa÷�æ�é�ð�í}é-ëyìð�å�æ]èCæ�é-õ æ�å�è-í�î�ï¡ð�æ�é�@�æ�é�è-æ�å�õ í�î�ïaæ�î�ð�æ�é`A�å�î�ø�æ�õ5+	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVæ�îLæ�é�ì�æ�÷}õ å ëyì³ú�ëyì�î�æ�õ�õ æ�éí�î�ð@ø�í}ñaæ�é�õ ÿaú�ú-å ïaæ�éÀ�G'aï,õ å�ëyìMêaõ úiø�í¹ñ,ò,é?��ä\êaúJ+då�ëyì�èVå ïaú�èVæ�A�é-ïaæ�÷�î�å�úfý:	}éfð}æ�îz� î}ð�æ���å�ú�è´ù
ðöêaú�ú`ðöêaú��
	}î�ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVúûñ,æ�é�ýYêaì�é�æ�îLñaò,îáä\æ�é�é-å�î�ï,æ�é%0,«¹í}å ëyì�í�î�èVæ�é�@�æ�é,+¢æ�î�ð�í�î�ï ð�æ�é
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é-æ�î`í�î�ðOð�å�æ�ú-æ\ø�í`ò,ô}è-å��På æ�é-æ�î~�¹äCæ�� �[í�ú-úX+då�ð�æ�é�ú-ô�é�ò¹ëyì�æ�îm+¢æ�é-ð�æ�îFùöðöê[õ�æ�å ëyì�è/�Cî7+¢æ�î60ð�í�î}ï,æ�î"ñaò,é-úûèVæ�õ õ ÷�êaégú�å î�ð4ù�÷�æ�å�ð�æ�î�æ�î¡æ�å î�æ*�Yé-æ�õ ê7è-å�ñ-��ì�ò,ì�æG�\í�ú�ú-ëyì¿í�ú�ú��¿í�òaè-æaù�ï,æ�ôöê,êaéûè�På�è�æ�å î�æ?� ì�ò,ì�æ�î*A�é;+¢êaé�è-í�î�ï,ú,+¢æ�é�èCý:	�édð�å æ g íöêaõ�å�èyÿ è ð�æ�éCï,æ�õ í�î}ï,æ�î�æ�î¬2�é�ò¹ð�í-�¿è-ægð}æ�î�4å æ�õ æ�î[ð�æ�ú¶�\î7+¢æ�î�ð�æ�é-ú�îöÿaì�æ�éE�aò)���[è�ùaêaõ�ú½æ�å î�æ î}å æ�ð}é-å ïaæ9�Cí�ú-ú�ëyì�í}ú-ú��¿í�ò7èVæ\ïaæ�ôöê,ê7é�è¶�På�èæ�å�î�æ�� î�å æ�ð�é-å�ï,æ�î`A�é,+ êaéûèVí�î}ï,ú;+�æ�éûèD� � îOð�æ�éÜdæ�ï,æ�õ~+då é�ð`�+êaî`ú�å ëyì$êaí}ý�æ�å�î�æ�îOóÁò)�Pô�é-òW0�På ú-ú�ø�+då ú�ëyì�æ�î ð�å æ�ú-æ�îO÷�æ�å�ð�æ�î¬íié;')(,æ�î$æ�å î�å�ï,æ�î`í}î�ð ð}å æ�ú�æ�î$î�æ�í}æ�îC� î�ð�æ��$òaô}èVå5�Iå�æ�é-æ�î��
�³å æIæ�é,+ ÿaì}î¿è�ù½å�ú�è9æ�úgý:	�égð�æ�î¡î}å ëyì�èVõ�å î�æ�êaé-æ�î���êaõ õ�î'7èVå ï}ù�ú-å ëyìÉê7í}ý/�\ô}ô�é-òD�¹å��Iê7èVå�ò,î�æ�îø�í"ú�è�	¹èVø�æ�î��GäCå æ�ú�æ��Cô�ô�é-òD�¹å��Iê7è-å ò,î�æ�î]+dí�é-ð�æ�î¡ì�å æ�é�	}÷°æ�égð�æ�îÚå î�è-æ�ï,é�å æ�éûèVæ�îFù���í�êað�éVê�0
èVå�ú-ëyì�æ�îN�\÷�úûèyêaî�ðMð�í}é-ëyì�ï,æ�ý:	�ì�éûèD���Cî�ð�å æ�ú-æ�éb«�èVæ�õ õ æg÷°æ�ú�è�	�î�ð�æPêa÷�æ�é\ý:	}é\æ�å�î�æ��7ò,î�¿é-æ�èVæ�\î7+�æ�î�ð}í�î�ïið�å æ¢üì',ïaõ å ëyì-�aæ�å�è´ù=ð�å�æ/��ô}è-å��På æ�é�í�î�ïdð�æ�é>�\ô}ô�é-òD�¹å��Iê7èVå�ò,îiï,æ�î�êaí�	�÷�æ�é�æ�å î}æ
ý:	�é;ð�æ�î�«�ô°æ�ø�å ê7õ�ýYêaõ�õ�+då�ëyì¿è-å ï,æuA�å�ï,æ�î�ú�ëyìöê7ý èfð�æ�éÀ@�æ�é�è-æ�å õ�í�î�ï`ð�í}é-ëyì�ø�í}ý:	�ì�é�æ�î���ä\æ�î-��÷�êaéå úûè9æ�è3+ ê ð�å�æ��\ô}ô�é-òD�¹å��Iê7èVå�ò,î�÷°æ�ú�èVå5�G�gèVæ�é g íöêaî�èVå�õ æ&ý:	�é9ð�æ�îÐA�å î�ú-ê7èVø ÷�æ�å�óCòaî¿è-é-ò,õ�õ|0� êaé�è-æ�î���ä�ê¦ð}å æu@�æ�é�è-æ�å�õ í�î�ïaæ�î"î¿í�î"æ��}êH��è«÷�æ�� êaî�î�è9ú�å î�ð4ùB÷�æ�úûèVæ�ì¿è9ð�å æGèCòH{°î¿í�î�ï�ùBð�å�æ
ð�æ�å�ú�èVí}î�ï,ú�ýYÿ7ì�å ï)�7æ�å�è/+	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�è-ú-÷öêaú�å æ�é�èVæ�é�óÁò,î�èVé-òaõ õ�� êaéûèVæ�î`ú�èyê7é�� ø�í$ñaæ�é-÷�æ�ú�ú-æ�é-î��
ä\å�æ+då�ëyì�èVå ïaú�èVæ�Cí}ýþï�êa÷�æaù�ð�å�ædå î�+¢æ�å�è-æ�é-æ�é!�öò,é�ú-ëyì¿í�î�ï[êaî�ï,æ�ï�êaî�ïaæ�îu+¢æ�é-ð�æ�î���	�ú�ú�è-æaù�å ú�èð�å�æ9ÛÁî�èVæ�é�ú-í�ëyì¿í�î}ï�ð�æ�é½üì',ïaõ å ëyì-�aæ�å�èVæ�îFù�ÛCî�ú�å ëyì�æ�é-ì�æ�å�è-ú-÷�æ�é-æ�å ëyì�æ�ý:	�é

x̂opt
ê7î�ø�í�ïaæ�÷�æ�î��KA�ú

å úûè¢å5�mü ò)�Pæ�î�è¢êa÷°æ�é�î}å ëyì�è�êa÷}ú-æ�ì¿÷öê7é�ù¥+då æ�ê7í}ýÃêaîöê7õ�1¿èVå�ú-ëyì�æ?�8�"æ�ï,æ\ð�òaé�è!��òaé�èVú�ëyì�é-å�è-è-æ

�)�D�



æ�é�ø�å�æ�õ�èb+�æ�é�ð�æ�îz�H',î�î�è-æ�î��Bä�êaúfï,é�ò)(,æu2�é-ò,÷}õ æ�� õ å æ�ïaè;ðöê7é-å î4ùFðöêaú�úgð�æ�éiî�å ëyì�èfñ,æ�é;�Iæ�å ð60
÷öêaé�æaù¹î�í-�Iæ�é-å ú�ëyì�æJ��ô}èVå5�Iå�æ�é�í�î�ï,ú�ú-ëyì�é�å�è-è¢î�å ëyì�è�å�î`ú-æ�å î�æ�î`ú�èyê èVå úûèVå�ú-ëyì�æ�îìA�å�ï,æ�î�ú�ëyìöê7ý è-æ�î
æ�éûýYêaú-úûè1+�æ�é�ð�æ�îì� êaî�î�� �3�qü òH�Iæ�î¿èÁ÷�õ�æ�å�÷}èdì�å æ�édî�í}éCð�æ�é/�"æ�ïG	�÷�æ�é<«¹å5�9í�õ ê èVå òaî�æ�î��6A�ú
å úûè\ø�í ÷�æ�ý:	�é�ëyì¿è-æ�îFù°ðöêaú�úCý:	�é1�öò,é�è-ú-ëyì�é�å�è-è-ægå�î¦ð�å�æ�ú�æ��¤ç¢æ�é�æ�å�ëyì ø�í�î�ÿaëyì�ú�è;ä\í�é-ëyì¿÷�é;	�ëyì�æ
å îOð�æ�éÁófê7õ å ÷}éVê7è-å ò,î�úûèVì�æ�ò,é-å�æCî-'aèVå�ï«ú-å î}ð��

�)� Â



¸í¥ ØBÖ 
�È�ÇXÊHËÕÍn��ÊHÑDÔWÉ�È:Ò,×

�)� F



¨�Ä Å Æ ² ® â § Ç à ¾²¨
Á ® ±³Â j¿ à ¾±° © ã ¬®j¿Ü¬ ¿ «¬ ¾À¿ ©

>>
ð}ò)�Iå�î�å æ�é�è

(LB)
��ô}è-å��På æ�é-í�î�ïaú-ô�é�ò,÷�õ æ?� ð}æ�úß31�ô�ú/Ý/è-ì�æiõ êaé�ï,æ�é�èVì�æi÷�æ�è-è-æ�é Þ

LSL
õ�òP+¢æ�éÁú�ô°æ�ë�å|}öë´ê7è-å ò,îOõ�å��På�è´ù¿í�î�è-æ�é-æ�«¹ô�æ�ø�å5}»� ê7è-å ò,î}ú-ï,é�æ�î�ø�æ

MCO
ü$í�õ�è-å|0,.¢é�å�è-æ�é-å ê���ô}è-å��På úVê èVå òaî

ò�ç¢ð-� ò,ì}î�æfç¢æ�ú�ëyì�éVÿaî-��í}î�ï ð�æ�é4�Cõ õ�ï,æ��Pæ�å�î�ì�æ�å�è
ord(d)

íié-êaðOæ�å î}æ�ú42�ò,õ÷1�î�ò)�Pæ�ú
ϕ(·) äCå ëyì�èVæ�ýþí�î��èVå�ò,î ð}æ�é1«�èyê7î�ðöêaé�ð�î�ò,é;�+êaõ�ñ,æ�é�èVæ�å õ�í�î�ï
ϕµ,σ2(·) äCå ëyì�èVæ�ýþí�î��èVå�ò,î ð}æ�é

N(µ, σ2)
0w@�æ�éûèVæ�å õ í}î�ï

Φ(·) @�æ�é�è-æ�å õ�í�î�ï,úûýþí�î��èVå�ò,î`ð�æ�é<«¿èyêaî�ð�êaé-ð�î}ò,é��Iêaõ�ñaæ�éûèVæ�å�õ í�î}ï
Φµ,σ2(·) @�æ�é�è-æ�å õ�í�î�ï,úûýþí�î��èVå�ò,î`ð�æ�é

N(µ, σ2)
0w@�æ�é�è-æ�å õ�í�î�ï

P (·) �"êaì�é�ú-ëyì�æ�å î�õ�å ëyì�7æ�å�èdæ�å î}æ�ú4A�é-æ�å�ï,î�å�ú-ú-æ�ú
Q(·) �
	}î�ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVú�å î�ð}æ��
(TV )

��ô}è-å��På æ�é-í�î�ïaú-ô�é�ò,÷�õ æ?�mñaò)� «¹òaõ õ5+�æ�éûè-èe1�ô
USL

í}ô�ô°æ�édú-ô�æ�ë�å|}öë´ê èVå òaî$õ�å��På�è�ù�òa÷°æ�é-æ�«¹ô�æ�ø�å|}»� ê7èVå�ò,î�ú�ï,é-æ�î�ø�æ
X ∼ F

E å�ú�è�ñ,æ�é�è-æ�å õ�èdï,æ��IÿH(u�

�)� Ã



¸íI §bP�L`Ô-Ù�ÉPÈXÊWËÕÍÓ��ÔW×BÏHÆ�
HÊHË-Ì7Ñ�ÚU��Æ�
P��È�Ò,ÓË-È�Ñ

�)� �



Á ® ® ¿�§=¨ à ¾ ° © ã ¬®j¿Ü¬ ¿ «¬ ¾ ¿ ©

��|� ä\ò)�På îöê7î�ø�í�î�ðì2½ê7é-æ�è-òW0,��ô}è-å��Iêaõ å�èyÿ7è ���J���J�J���J���J�J�J�J�J���J��� d)Â
Â �|� �
	�î�ú�ëyì�÷�êaé��7æ�å�è-ú�ýþí�î-�¿è-å ò,î}æ�î¡ñ,ò)� è\ê7é-é-å�î�ïaè-ò,î ß21�ôÚý:	�éiñ,æ�é�ú-ëyì�å�æ�ð�æ�î�æ�"æ�é�è-æiñaò,î$îFùB«¹ò,õ�õ5+�æ�é�è�ýYêaõ õG���J�J���J�À���J���J�J���J���J�J�J�J�J���J��� iHiÂ � d �
	�î�ú�ëyì�÷�êaé��7æ�å�è-ú�ýþí�î-�¿è-å ò,î}æ�î¦ñaò)� ä\æ�é-é-å�î�ï,æ�é,0,«�í�å ëyì`ß21¹ô$ý:	�é ñ,æ�é-ú�ëyì�å æ$0

ð�æ�î}æ�2�êaéVêW�Iæ�èVæ�é,+¢æ�é�è-æ ���J���J�J���J�À���J���J�J���J���J�J�J�J�J���J��� i7Ã
Â � i ç¢æ�å�ú-ô�å�æ�õBæ�å�î�æ�éÁñ,æ�é-êaõ õ�ï,æ��Pæ�å�î�æ�éûèVæ�î ä\æ�é-é-å�î�ï,æ�é,0,«�í�å ëyì¬�
	}î�ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVú%0ýþí�î��èVå�ò,î �J���J�J�J�J�J���J���J�J���J�À���J���J�J���J���J�J�J�J�J���J��� � GÂ � � �Õ+¢æ�åÃç¢æ�å�ú-ô�å�æ�õ�æ\ý:	�é/�
	�î�ú�ëyì�÷�êaé��7æ�å�è-ú-ô�õ�òaèVúã���J�J���J���J�J�J�J�J���J��� � Â
Ã �|� ç¢æ�å�ú-ô�å�æ�õ�ý:	�éIî�å ëyì�èVø�í�úVêW�G�Pæ�î�ì�ÿaî�ï,æ�î�ð�æ�í;æ�÷�å�æ�èVæ ô°òaú-å�è-å�ñaæ�éu�
	�î�ú-ëyìZ0÷öêaé;�aæ�å�è����J���J�J�J�J�J���J���J�J���J�À���J���J�J���J���J�J�J�J�J���J��� ÂHd
Ã � d ç¢æ�å�ú-ô�å�æ�õ4ý:	}é/	�÷°æ�éVêa÷}ø´ÿaì�õ�÷öêaé ñ�å æ�õ æ;ò,ô¹èVå��Iêaõ�æî2�í�î��èVæfå�� ��êH��èVò,é�éVêaí�p� Â�iÃ � i

x̂opt
ý:	�é¶� GHGHG �³å æ�ð}æ�é-ì}ò,õ í�î}ï,æ�îfêaîöê7õ ò,ï ø�í�ã@�æ�é-ú�í�ëyì�ú-ô}õ êaîiñ,ò,îgä\æ�é-é-å�î�ï,æ�é,0«¹í�å�ëyìê�J���J���J�J�J�J�J���J���J�J���J�À���J���J�J���J���J�J�J�J�J���J��� Â)Â

� �|� íiæ�ò)�Pæ�èVé�å ú�ëyì�æJ«¹å�è-íöê7è-å ò,î`ð�æ�ú1«}ê7èVø�æ�ú � �|� G ���J�J���J���J�J�J�J�J���J��� Fbd
� � d ç¢æ�å�ú-ô�å�æ�õ�æ½ý:	�é�@�æ�éûèVæ�å õ í}î�ï,ú�ýþí}î��èVå òaî�æ�î;ñ,òaî��
	�î�ú�ëyì¿÷öêaé��7æ�å�èVæ�îgñ,ò)� ß21�ô

(l, t, u, 1, 1)
ý:	�é�ñ,æ�é-ú-ëyì}å æ�ð}æ�î�æJ�"æ�é�èVæ;ñaò,î$ý;� ���í}î�ð

σ
���J�À���J�J���J� F �

� � i íiæ�ï,æ�î¥	�÷�æ�é�ú�è-æ�õ õ�í�î�ï«ñ,òaî*«¹å5�9í�õ ê7èVå�ò,î í�î�ð$æ��}êH��è-æ�é@�æ�é�è-æ�å�õ í�î�ïaú�ýþí�î��è-å|0ò,î!k «¿èVå ëyì}ô�é-ò,÷�æ�î¿í�&ýYêaî�ï
n = 1000

�À�J���J�J���J���J�J���À�J���J���J� F7Â
� � � ç¢æ�å�ú-ô�å�æ�õ�æ9ý:	�éfä\å ëyì�èVæ�î@ñaò,î �
	�î}ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVæ�îÚñ,ò)�Iß21�ô

(l, t, u, 1, 1)ý:	�é ñ,æ�é-ú�ëyì�å æ�ð�æ�î�æJ�"æ�é�è-æiñaò,î ý;� ��¢í�î�ð
σ

���J�J���J���J�J�J�J�J���J��� F7Ã
�-�|� íiæ�ï,æ�î¥	�÷�æ�é�ú�è-æ�õ õ�í�î�ï`æ�å î�æ�é

(−1, 0, 1, 1, 1)
í�î�ðMð�æ�é�ø�í}ï,æ�ì'aé-å ïaæ�îMé-æ�êaõ åÿ0ú�è-å ú-ëyì}æ�î`�
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�èCý:	�é

σ = 0.5
�J���J���J�J���J���J�À���J�J���J� �HG�-� d óCò,î�è-í�é-ô�õ�òaèBð�æ�é�æ�é,+ êaéûèVæ�èVæ�î��
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�è

E(d(Y ))
ï,æ�ï,æ�î

f(x)
í�î�ð

σ
�Hi�-� i óCò,î�è-í�é-ô�õ�òaè�ð�æ�é�\í�ú�ú-ëyì¿í�ú-ú;�¿í�òaèVæ

p0(x)
ï,æ�ï,æ�î

f(x)
í�î�ð

σ
���J�J���J� � �

� G �|� «6�¿å ø�ø�æ�ø�í-� ç¢æ?+�æ�å�ú�ð�æ�é�A�å�ï,æ�î�ú�ëyìöê7ý è-æ�îfæ�å î}æ�éFñ,æ�éVêaõ�õ ï,æ?�Iæ�å î�æ�é�è-æ�î<�
	�î}ú-ëyì60
÷öêaé;�aæ�å�è����J���J�J�J�J�J���J���J�J���J�À���J���J�J���J���J�J�J�J�J���J��� �HF

�)�)�|�Éç¢æ�å�ú-ô�å�æ�õ,ý:	�éBð�å�æï@�æ�é�èVæ�å õ�í�î�ï,úûýþí�î��èVå�ò,îgæ�å î�æ�é��
	}î�ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èGý:	�étA>�¹ô°òW0î�æ�î�è-æ�î
βi

ï,é;')(,æ�éF�<�
(−1, 0, 3, 3, 3)

�
	�î�ú�ëyì¿÷öêaé��7æ�å�è$��í�î}ð�A>�¹ô°òaî�æ�î�èVæ�î
βi
�¿õ æ�å�î�æ�éb���

(−1, 0, 3, 0.3, 0.3
�
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�è�� �J���J���À�J���J�J��� � d

�)�D�



��Ô-ÔWÈ�É:ÍBÊHË-Ì7Ñ�ÚU��Æ�
P��È�Ò,ÓË-È�Ñ
�)�)� d ð�å î�æ�êaé-å�ú-å æ�é�è-æ��
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�è-ú�ýþí�î��è-å ò,î �þð�í�é�ëyì�ï,æ�ø�ò,ï,æ�î�æ]ð�å î�å�æP�[í�î}ð

ø�í�ïaæ�ì',é�å ï,æ½ú-ô�æ�ø�å|}öø�å�æ�éûèVæ
(400, 500,∞, 3, 1)

03��í}î��èVå òaî��þï,æ�ô}í�î��èVæ�èVæïð�å|0
î�å æD��J�J���J���J�J�J�J�J���J���J�J���J�À���J���J�J���J���J�J�J�J�J���J��� �H��)�)� i ð�å î�æ�êaé-å�ú-å æ�é�è-æ��
	�î�ú-ëyì¿÷öê7é��aæ�å�è-ú�ýþí�î��è-å ò,î �þð�í�é�ëyì�ï,æ�ø�ò,ï,æ�î�æ]ð�å î�å�æP�[í�î}ð
ø�í�ïaæ�ì',é�å ï,æ½ú-ô�æ�ø�å|}öø�å�æ�éûèVæ

(−1, 1, 3, 0.1, 0.5)
0%�öí�î��èVå�ò,î��Yï,æ�ô�í�î��èVæ�èVæ9ð�å|0

î�å æD��J�J���J���J�J�J�J�J���J���J�J���J�À���J���J�J���J���J�J�J�J�J���J��� � F�)�)� � �Õ+¢æ�å�ýYêaëyìgõ å�î�æ´êaé�å ú�å æ�éûèVæ>�
	}î�ú-ëyì¿÷öêaé;�aæ�å�èVúûýþí�î��èVå�ò,î«í�î�ð[ø�í�ï,æ�ì',é�å ï,æ�ú-ô�æ�0
ø�å|}öø�å�æ�é�è-æÀ�öí�î��èVå�ò,î �J�J���J���J�J���J�À���J���J�J���J���J�J�J�J�J���J��� �)��)�)� Â ��ô}èVå5�+êaõ�æ�é å�î�èVæ�ïaé-å æ�é�è-æ�é/�¿íöêað�é-ê7èVå�ú-ëyì�æ�é<�C÷�ú�èVêaî�ð¦ø�+då ú�ëyì�æ�î æ�å î}ýYê7ëyì¦õ åÿ0
î�æ´ê7é-æ�é�Cô�ô�é-òD�¹å��Iê7è-å ò,î í}î�ð ú�ô°æ�ø�å|}öø�å�æ�é�è-æ�é/�
	�î�ú�ëyì¿÷öêaé��7æ�å�è �J�J���J���Ð� GHd�)�)� F ��ô}èVå5�+êaõ�æ�éiå î�è-æ�ï,é�å æ�éûèVæ�é��¿íöêað�é�å æ�é�èVæ�é��\÷}ú�èyê7î�ð¡ø?+då�ú-ëyì�æ�î�ø�+¢æ�å�ýYêaëyìÉõ åÿ0
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