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ÀÂ¥/Éq�4¢¤�Y¡_��ÀÈ�4¥ôË Ì �4¢¼¦:���4¢¤ÀÂ¥#Ôy¡h¥#Åí¢¤£F¡hÅ#ÀÂ¥#ÔyÅ|¡_��¡C¦¤£gÒgÃ#¢¤£gÄÈ�Ö� ¹ £g¢¤£·£�Ø/ÀÂ¦:�³¦¤£\Æ4£g¢�¡hÄf 6�4¦¤¦¤ÀÂÇ#ÀÂÄÂÀÈ�¤ÀÂ£g¦
���CÔ4Ã|¡h¢�¡h¥���£g£Õ #¢¤ÀÈÆ_¡hÒ\�Ñ¦¤Ã#Ò ¹ ¡h¦¼Å|¡_��¡Y£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥�¡_¥#Å&��¡h�� 6£g¢�¢¤£g¦¤ÀÂ¦:��£g¥�� ¹ ¡h¢¤Å/»�¡h¢¤£hË ¸º¹ £
 #¢¤�4Ç#ÄÂ£g� Ç6£gÒg�4��£g¦³���4¢¤£ÍÒg�4�� #ÄÂ£�ØÖ» ¹ £g¥ ¡h¦¤½�ÀÂ¥#ÔQÉq�4¢D� ¹ £� 8�4¦¤¦¤ÀÂÇ#ÀÂÄÂÀÈ���Ñ���QÒg�4�� #Ã/��£Ñåq #Ã#Ç?Ó
ÄÂÀÂÒgÄÈ� ç »®ÀÈ� ¹  #¢¤ÀÈÆh¡_��£yÅ|¡���¡Ö�4¢·���í���?Å#ÀÈÉn��ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦Í�4¢Í¡hÄÂÔ4�4¢¤ÀÈ� ¹ �Í¦·ÀÂ¥(¦¤Ã#Ò ¹ ¡&»º¡F� � ¹ ¡_�
� ¹ £\�P¡h¢¤£D¦:��ÀÂÄÂÄ6£�Ø/£gÒgÃ/��¡hÇ#ÄÂ£¼» ¹ ÀÂÄÂ£Á� ¹ £gÀÂ¢� #¢¤ÀÈÆh¡hÒ\�YÀÂ¦�£g¥#¦¤Ã#¢¤£gÅôË ¸º¹ ÀÂ¦�ÀÂ¦�» ¹ £g¢¤£ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ
Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g��¦�ÒF¡h¥yÇ6£ëÃ#¦¤£gÅÑ¦¤ÀÂ¥#Òg£D� ¹ £\�P£g¥|¡hÇ#ÄÂ£ëÒg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥#¦�»®ÀÈ� ¹ £g¥#Òg¢:�? /��£gÅ&Å|¡_��¡/Ë
¾�¥\- e c�f·ï®ÀéÆ�£g¦:�º£\�Á¡hÄHË�� c G�� »�£g¢¤£D� ¹ £¼è|¢¤¦:�º���Í¡h¦¤½ÖåqÀÂ�� #ÄÂÀÈÒgÀé��Äé� ç Éq�4¢ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒÁ£g¥#Òg¢:�? ?Ó
��ÀÂ�4¥Ñ¦¤Ò ¹ £g��£g¦gËëÝÁ¥/Éq�4¢:��Ã#¥|¡_��£gÄÈ�y� ¹ £gÀÂ¢ºà� #¢¤ÀÈÆh¡hÒ\� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈ¦¤��¦.äD»�£g¢¤£ÕÇ#¢¤�4½h£g¥�¡YÒ\�4Ã# #ÄÂ£
�hÉ7�4£F¡h¢¤¦ÁÄê¡_��£g¢�Ç��yÐ�¢¤ÀÂÒ�½4£\ÄÂÄ2¡h¥#ÅC��¡hÒg�4Ç#À���-�4 � Ë
¸º¹ £DÛ�Ã#£g¦:��ÀÂ�4¥C¢¤�4¦¤£D¡hÔ�¡hÀÂ¥YÀÂ¥X- e?e -�» ¹ £g¥ Ì £gÀÂÔ4£g¥�Ç|¡hÃ#�©¡h¥#ÅyáQ£g¢¤¢¤ÀÈ�¤�>� G f � ¡h¦¤½h£gÅ��Aà����]�;�E�'���
��� � �a� �����
�!��� �#���)�a� �!��� � E()

� �K� ���;� � �������;� E(x+ y) ���
  E(xy) � ���#� � �'�¡�¢� � ��£V� � �¢�
� ����£ E(x) ���
  E(y) ¤ ä ¸º¹ £\��»�£g¢¤£D¡h¦¤½�ÀÂ¥#Ô�£�Ø/ #ÄÂÀÂÒgÀÈ��Äé�ÕÉq�4¢¿¦¤��ÒF¡hÄÂÄÂ£gÅY¡hÄÂÔ4£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÈÄÈ� ¹ �4���_Ó���4¢¤  ¹ ÀÂÒD£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥Ñ¦¤Ò ¹ £g��£g¦gË®ÝÁ¥/Éq�4¢:��Ã#¥|¡_��£gÄÈ�4Ü#� ¹ £g¢¤£ ¹ ¡h¦ÁÇ6£g£g¥ÑÄÂÀÈ�¤��ÄÈ£D #¢¤�4Ô4¢¤£g¦¤¦Á�Y¡hÅ#£ëÀÂ¥
Å#£\��£g¢¤��ÀÂ¥#ÀÂ¥#Ôë» ¹ £\� ¹ £g¢�¦¤Ã#Ò ¹ £g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥C¦¤Ò ¹ £g��£g¦�£�Ø/ÀÂ¦:��� ¹ ¡_��¡h¢¤£Á£'¥�ÒgÀÂ£g¥��º¡h¥#ÅY¦¤£gÒgÃ#¢¤£hÜ|¡hÄéÓ
� ¹ �4Ã#Ô ¹ ÀÈ�¿ÀÂ¦f�4¥#£Á�hÉK� ¹ £ÁÒg¢¤Ã#ÒgÀê¡hÄ|�4 8£g¥Y #¢¤�4Ç#ÄÂ£g��¦<ÀÂ¥ÍÒg¢:�? /���4Ô4¢�¡h  ¹ �4Ë`öp£ÁÒF¡h¥#¥#�h�¿¦¤£\�¤��ÄÂ£®� ¹ ÀÂ¦
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Û�Ã#£g¦:��ÀÂ�4¥ ¹ £g¢¤£�Ç#Ã/�Á»�£³ #¢¤��Æ4£ë� ¹ ¡_��ÀÈ�ÁÀÂ¦® 6�4¦¤¦¤ÀÂÇ#ÄÂ£ë�����4Ç/��¡hÀÂ¥Ñ¡hÄÂÔ4£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÈÄé� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ
Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g��¦ëÔ4ÀÈÆ4£g¥í¡ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ³Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g� �4¥í¡Y¦¤ 6£gÒgÀê¡hÄA¥#�4¥?Ó.¡hÇ6£gÄÂÀê¡h¥ÑÔh¢��hÃ# ôË
¸º¹ ÀÂ¦<�Y¡F�·Ç8£®Æ?ÀÂ£\»�£gÅY¡h¦¿¡Dè|¢¤¦:�¿¦:��£g YÀÂ¥�¡h¥#¦:»�£g¢¤ÀÂ¥#Ôë� ¹ £Á¡hÇ6�RÆ4£ÁÛ�Ã#£g¦:��ÀÂ�4¥�¯D/Á�R»�£\Æ4£g¢gÜ/ÀÂ¥·� ¹ ÀÂ¦
� ¹ £g¦¤ÀÂ¦�»�£ÕÅ#�C¥#�h�¼Ò\�4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢�� ¹ ÀÂ¦Á #¢¤�4Ç#ÄÂ£g��ÀÂ¥&���h¢�£³Å#£\��¡hÀÂÄHË®¾�¥#¦:��£F¡hÅ&»�£Õ�Y¡hÀÂ¥#ÄÈ�CÉq�?ÒgÃ#¦��4¥
¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÈ�4¥#¦��hÉ ¹ �h���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ¼Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g��¦gË

°6±³² «µ´ °·¶%¸P¯�¶�¶

¸º¹ ÀÂ¦³� ¹ £g¦¤ÀÂ¦�ÀÂ¦³�4¢¤Ô�¡h¥#ÀÂ¦¤£gÅpÀÂ¥����Q� ¹ ¢¤£g£Y�Y¡hÀÂ¥� |¡h¢:��¦gËy¾�¥p� ¹ £�è|¢¤¦:�Õ |¡h¢:��»�£YÒg�4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢Õ¡hÄÂÔ4£�Ó
Ç#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÂÄé� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ�¦¤Ò ¹ £g��£g¦·¦¤ÀÂ¥#Òg£Y� ¹ £\� ¡h¢¤£C�hÉ® #ÀÈÆ4�h��¡hÄ¿ÀÂ�� 6�4¢:��¡h¥#Òg£�ÀÂ¥ Å#£g¦¤ÀÂÔ4¥#ÀÂ¥#Ô
 6�R»�£g¢:ÉqÃ#Ä2Òg¢:�? /���4Ô4¢�¡h  ¹ ÀÂÒë #¢¤�h����Òg�4ÄÂ¦gË�/Á�R»�£\Æ�£g¢gÜ6¡h¦�»�£³¡hÄÂ¢¤£F¡hÅ/�C��£\¥���ÀÂ�4¥#£gÅPÀÈ�®ÀÂ¦º¥#�h�®ÒgÄÂ£F¡h¢
�4£\��» ¹ £\� ¹ £g¢�¦¤Ã#Ò ¹ åq£'¥�ÒgÀÂ£g¥��Õ¡h¥#Åp¦¤£gÒgÃ#¢¤£ ç ¦¤Ò ¹ £g��£g¦�£\Æ4£g¥ £�Ø/ÀÂ¦:�FË ¸º¹ £Íè|¢¤¦:�ÕÒg�4¥���¢¤ÀÂÇ#Ã/��ÀÂ�4¥
�hÉ�� ¹ ÀÂ¦D� ¹ £g¦¤ÀÂ¦³ÀÂ¦³¡y¥#£\»Ù¡h # #¢¤��¡hÒ ¹ ���y� ¹ £� #¢¤�4Ç#ÄÂ£g���DÒg�4¥#¦:��¢¤Ã#Ò\��ÀÂ¥#Ô&¡hÄÂÔ4£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÈÄé� ¹ �4���_Ó
���4¢¤  ¹ ÀÂÒ�Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£F��¦DÉq¢¤�4�×£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥Ö¦¤Ò ¹ £g��£g¦¼� ¹ ¡��³¡h¢¤£ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ��4¥Ö¦¤ 6£gÒgÀê¡hÄ
¥#�4¥?Ó.¡hÇ6£gÄÂÀê¡h¥YÔ4¢¤�4Ã# #¦³åq¦¤£g£�ò?£gÒ\��ÀÂ�4¥ , Ë.- ç Ë<Ð�¡h¦¤£gÅQ�4¥y¡ÕÒg�4¥#¦:��¢¤Ã#Ò\��ÀÂ�4¥y�hÉAÐ�£g¥?Ó i ¢®¡h¥#ÅQð�ÄÂ£\Æ�£��-�2 � ¡h¥#ÅC¡DÉT¡hÒ\�<Éq¢¤�4�) #¢¤��¹:£gÒ\��ÀÈÆ4£®Ô4£g�4��£\��¢:�·»�£Á�4Ç#¦¤£g¢:Æ4£Á� ¹ ¡_��¡h¥Y¡hÄÂÔ4£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÈÄé� ¹ �4���4���4¢.Ó
  ¹ ÀÂÒÁ£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥Y¦¤Ò ¹ £g��£�ÒF¡h¥YÇ6£ÁÒg�4¥#¦:��¢¤Ã#Ò\��£gÅCÉq¢¤�4�Ù¡ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ®£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥Y¦¤Ò ¹ £g��£
�4¥'� ¹ £í¦:�?����£\��¢¤ÀÂÒ&Ô4¢¤�4Ã#  �4¥ ¦¤£\Æ4£g¥j£gÄÂ£g��£g¥���¦gËg/Á£g¥#Òg£hÜ�� ¹ £í¦¤£F¡h¢¤Ò ¹ Éq�4¢y¡hÄÂÔ4£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÈÄé�
¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ·¦¤Ò ¹ £g��£\¦�ÒF¡h¥pÇ6£�¢¤£gÅ#Ã#Òg£gÅp���y� ¹ £�¦¤£F¡h¢¤Ò ¹ Éq�4¢ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒÕ¦¤Ò ¹ £g��£g¦³�4¥
¦¤ 6£gÒgÀê¡hÄ2¥#�4¥?Ó.¡hÇ8£gÄÂÀê¡h¥PÔ4¢¤�4Ã# #¦gË
¾�¥p� ¹ £C¦¤£gÒg�h¥#Å( |¡h¢:�³»�£P¡h¥|¡hÄÈ�?¦¤£Y 6�4¦¤¦¤ÀÂÇ#ÄÂ£Y¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÂ�h¥#¦³�hÉ®¡hÄÂÔ4£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÈÄé� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ
¦¤Ò ¹ £g��£g¦gË i »®ÀÈ¥#ÔÑ���Q� ¹ £CÄê¡hÒ�½í�hÉº¦¤Ã#Ò ¹ ¦¤Ò ¹ £g��£g¦�»�£YÅ#£g¦¤ÀÂÔ4¥ ¦¤�4ÄÂÃ/��ÀÂ�4¥#¦³Ç|¡h¦¤£gÅ �4¥ ¹ �4���_Ó���4¢¤  ¹ ÀÂÒÕ¦¤Ò ¹ £g��£g¦³�4¥#ÄÈ�hË�ð�ÄÂ£F¡h¢¤ÄÈ�4Üô� ¹ £g¦¤£�ÒF¡h¥#¥#�h�³Ç8£Y¡h¦D 6�R»�£\¢¤ÉqÃ#Ä<¡h¦ë¦¤�4ÄÂÃ/��ÀÂ�4¥#¦¼Ç|¡h¦¤£gÅ��4¥
¡hÄÂÔ4£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÈÄé� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒÍ¦¤Ò ¹ £g��£g¦gË9ºÁ£\Æ4£g¢:� ¹ £gÄÂ£g¦¤¦gÜ<»�£C #¢¤£g¦¤£g¥���¡h¦·¡Ñ¦¤£gÒg�4¥#Å Òg�4¥���¢¤ÀéÓ
Ç#Ã/��ÀÂ�4¥P¡Õ #¢¤�RÆh¡hÇ#ÄÈ�Y¦¤£gÒgÃ#¢¤£hÜ|¥#�4¥?Ó�ÀÂ¥���£g¢�¡hÒ\��ÀÈÆ4£�¦¤�4ÄÂÃ/��ÀÂ�4¥YÉq�4¢�£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ¥#Ô·ÉqÃ#¥#Ò���ÀÈ�4¥#¦�Ô4ÀÈÆ�£g¥CÇ��
 6�4ÄÈ�?¥#�4��Àê¡_ÄÊÇ#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#ÔC #¢¤�4Ô4¢�¡h��¦�¡h¥#Å&Éq�4¢�£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ¥#ÔCÅ|¡_��¡�� ¹ ¡_�¼ÀÂ¦�Òg�4�� #Ã/��£gÅÖÇ��Ñ¦¤Ã#Ò ¹
ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦Dåq¦¤£g£ëð ¹ ¡h /��£g¢ G ç Ë ¸º¹ ÀÂ¦�ÀÂ¦�¡h¥C£g¥#Äê¡h¢¤Ô4£g��£g¥����hÉ2� ¹ £�¦¤£\�º�hÉÊ£g¥#Òg¢:�? /��¡hÇ#ÄÂ£D¡h¥#ÅC¦:��ÀÂÄÂÄ
£�Ø/£gÒgÃ/��¡hÇ#ÄÂ£³ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦gËºöp£Õ¡h¢¤£�¥#�R»¡hÇ#ÄÂ£D���Y£g¥#Òg¢:�? /�¼ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦®Éq¢¤�4��� ¹ £³���4¢¤£³Ô4£g¥#£g¢�¡hÄ
ÒgÄê¡h¦¤¦·�hÉÁ 6�4ÄÈ�?¥#�4��Àê¡hÄ<Ç#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#ÔÖ #¢¤�4Ô4¢�¡h��¦ÕÀÂ¥#¦:��£F¡hÅ(�hÉ®ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦·¢¤£g #¢¤£g¦¤£g¥���£gÅ�Ç��

NC1

ÒgÀÂ¢¤ÒgÃ#ÀÈ��¦gË ¸º¹ Ã#¦ÕÀÈ�³ÀÂ¦�¡h¥pÀÂ�� #¢¤�RÆ�£\��£g¥��³�hÉº�4¥#£��hÉ�� ¹ £Y�Y¡hÀÂ¥�¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÂ�h¥#¦ë�hÉ ¹ �4���4���4¢.Ó
  ¹ ÀÂÒyÒg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g��¦gË Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ<»�£QÀÂ¥���¢¤��Å#Ã#Òg£Q¡í¥#£\»� #¢¤�4 6£g¢:��� � ¹ ¡_���hßK£g¢¤¦Í���4¢¤£
 6�4¦¤¦¤ÀÂÇ#ÀÂÄÂÀé��ÀÈ£g¦<Òg�4¥#Òg£g¢¤¥#ÀÂ¥#Ô�Òg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥#¦`»®ÀÈ� ¹ £g¥#Òg¢:�? /��£gÅCÅ|¡_��¡�¡h¥#ÅY£g¥#Òg¢:�? /��£gÅYÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦gÜ
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¢¤£g¦¤ 6£gÒ\��ÀÈÆ4£gÄÈ�4Ë¿öp£³Å#£g���4¥#¦:��¢�¡_��£ë£�Ø#¡h�� #ÄÂ£g¦®�hÉ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ¼¦¤Ò ¹ £g��£g¦ ¹ ¡FÆ?ÀÂ¥#ÔÍ� ¹ ÀÂ¦® #¢¤�4 ?Ó
£g¢:���P� ¹ ¡_�º»�£ëÒF¡hÄÂÄ�»h�'�¡�'¼ � �h�
� �)½ Ë
¾�¥y� ¹ £D� ¹ ÀÂ¢¤ÅQ |¡h¢:�º»�£³Å#£g¦¤Òg¢¤ÀÂÇ6£³¡h¥Q£�Ø#¡h�� #ÄÂ£D�hÉf¡ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ¼¦¤Ò ¹ £g��£ë� ¹ ¡_�Á¡hÄÂÄÂ�R»®¦�Éq�4¢
¢¤£F¡hÄÂÀÂ¦¤ÀÂ¥#ÔP� ¹ £�¦¤�4ÄÂÃ/��ÀÂ�4¥#¦ë #¢¤£g¦¤£g¥���£gÅ ÀÂ¥�� ¹ £� #¢¤£\Æ?ÀÂ�4Ã#¦� |¡h¢:��¦gËCöp£�Ô4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦¤£·� ¹ ÀÈ¦³¦¤Ò ¹ £g��£
���Ö�4Ç/��¡hÀÂ¥ ¡Ñ»®ÀÂÅ#£YÆh¡h¢¤ÀÂ£\���p�hÉ�¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÈ�4¥#¦gË�áQ�4¢¤£PÒg�4¥#Òg¢¤£\��£gÄÈ�4Ü¿¡h¦·¡Ñè|¥|¡hÄ�Òg�4¥���¢¤ÀÂÇ#Ã/��ÀÂ�4¥
»�£�Å#£\Æ4£gÄÂ�4 &¡Í� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅÑÅ#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥QÆ�£g¢¤¦¤ÀÂ�4¥Ñ�hÉA� ¹ £³£gÄÂÄÂÀÂ /��ÀÈÒDÒgÃ#¢:Æ�£ÕÎA¡hÀÂÄÂÄÈÀÈ£g¢®¦¤Ò ¹ £g��£0� I ,�� Ë
¸º¹ ÀÂ¦¼Æ�£g¢¤¦¤ÀÂ�4¥íÒF¡h¥íÇ6£Í #¢¤�RÆ4£g¥í���yÇ6£Í¡h¦ë¦¤£gÒgÃ#¢¤£�¡h¦³¡CÒg£g¥���¢�¡hÄÂÀÂ¦¤£gÅí¦¤Ò ¹ £g��£·»®ÀÈ� ¹ ¡Y��¢¤Ã#¦¤��£gÅ
 #Äê¡F��£g¢<» ¹ �Õ 6£g¢:Éq�4¢¤��¦<� ¹ £�Å#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥ôÜ/ÀHË¤£hËÈÜ?ÀÈ�¿ÒF¡h¥CÇ6£� #¢¤�RÆ�£g¥Y����Ç6£�¦¤£g�Y¡h¥���ÀÂÒF¡hÄÂÄÈ�·¦¤£gÒgÃ#¢¤£
¡hÔ�¡hÀÂ¥#¦:�º¡Õ¦:��¡_��ÀÂÒD¡hÅ/Æ4£g¢¤¦�¡h¢:�PÀÂ¥Y� ¹ £¼¢�¡h¥#Å#�4�©�4¢�¡hÒ\ÄÂ£¼���?Å#£gÄHË7öp£DÒg�4¥#¦:��¢¤Ã#Ò\�º� ¹ ÀÂ¦�� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅ
¦¤Ò ¹ £g��£�ÀÂ¥Ñ¦¤Ã#Ò ¹ ¡Í»�¡F�y� ¹ ¡_��ÀÈ�ÁÀÂ¦Á£g¦¤ 8£gÒgÀê¡hÄÂÄÈ�P¦¤Ã#ÀÈ��£gÅÑÉq�4¢®¦¤£\Æ4£g¢�¡hÄ`¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÈ�4¥#¦gËºÐ�¡h¦¤£gÅÑ�4¥
�4Ã#¢Õ¥#£\»©¦¤Ò ¹ £g��£C»�£P #¢¤£g¦¤£g¥��·Æh¡h¢¤ÀÂ�4Ã#¦Õ #¢¤�h����Òg�4ÄÂ¦�� ¹ ¡_�Í¡h¢¤£Y� ¹ £Cè|¢¤¦:�Í£gÄÂÄÂÀÈ /��ÀÈÒYÒgÃ#¢:Æ4£PÆ4£g¢.Ó
¦¤ÀÂ�4¥#¦��hÉf� ¹ ÀÂ¦�½�ÀÂ¥#ÅôË ¸º¹ £g¦¤£· #¢¤�h���?Òg�4ÄÂ¦ÁÇ#Ã#ÀÂÄÂÅQ� ¹ £Õ�Y¡hÀÂ¥y���?�4ÄÊÉq�4¢�¡h # #ÄÈ�?ÀÂ¥#ÔY�4Ã#¢�¦¤Ò ¹ £g��£����
Å#ÀÈßK£g¢¤£g¥��Á¦¤Òg£g¥|¡h¢¤ÀÂ�4¦®¦¤Ã#Ò ¹ ¡h¦®�ÕÃ#ÄÈ��ÀÈ |¡h¢:���CÒg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�h¥Q¡h¥#ÅPÆ��_��ÀÈ¥#ÔÍ¦¤Ò ¹ £g��£\¦FË Ì ÀÂ¥|¡hÄÈÄé�4Ü/Ç��
���?Å#ÀÈÉn�?ÀÈ¥#ÔQ� ¹ £C�4¢¤ÀÂÔ4ÀÈ¥|¡hÄ<£gÄÂÄÂÀÈ /��ÀÂÒÍÒgÃ#¢:Æ�£PÎ`¡hÀÈÄÂÄÂÀÈ£g¢³¦¤Ò ¹ £g��£Y»�£P¡h¢¤£C¡hÇ#ÄÂ£����&Ç|¡h¦¤£P¡Ñ¦¤ 6£gÒgÀê¡hÄ
��ÀéØ/£gÅyÒg�4����ÀÈ���Í£g¥��º¦¤Ò ¹ £g��£³�4¥yÀÈ�FË

¾¿¸C¶Ê¯ ² «P° ¬SÀ�¶�Á ² ¶1ÂzÁP°·¶ ² ¶

öp£³Ç8£gÔ4ÀÂ¥y»®ÀÈ� ¹ ¡h¥QÀÂ¥���¢¤�?Å#Ã#Ò\��ÀÂ�4¥C��� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒDÒg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g��¦�ÀÂ¥Ñð ¹ ¡h /��£g¢ , » ¹ £g¢¤£
»�£Y #¢¤��Æ?ÀÂÅ#£�Å#£\è|¥#ÀÈ��ÀÂ�4¥#¦³¡h¥#Å £�Ø/ #Äê¡hÀÈ¥�� ¹ £�¢�£\Äê¡_��ÀÂ�4¥#¦ ¹ ÀÂ �Ç8£\�.»�£g£g¥ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ�¡h¥#Å ¡hÄéÓ
Ô4£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÂÄé� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒÕ£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥p¦¤Ò ¹ £g��£g¦�ÀÂ¥pò?£gÒ\��ÀÂ�4¥ , Ë.-4ÜA¡h¥#Å�Ç#¢¤ÀÂ£'Ã#�ÖÀÂ¥���¢¤��Å#Ã#Òg£
¦¤�4��£D�hÉA� ¹ £D�Y¡hÀÂ¥y¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÂ�h¥#¦ºÀÂ¥Qò?£gÒ\��ÀÂ�4¥ , Ë , Ë
¾�¥"ð ¹ ¡h /��£g¢ G »�£C #¢¤£g¦¤£g¥��Í¡h¥ ÀÂ�� #¢¤��Æ4£gÅp¦¤�4ÄÂÃ/��ÀÂ�4¥����&�4¥#£Y�hÉº� ¹ £Y�Y¡hÀÂ¥ ¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÈ�4¥#¦³�hÉ
¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒYÒg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g��¦�à�Òg�4�� #Ã/��ÀÂ¥#ÔQ»®ÀÈ� ¹ £g¥#Òg¢:�? /��£gÅ(Å|¡_��¡�äYÀÂ¥(ò?£gÒ\��ÀÂ�4¥ G Ë , ¡h¥#Å
ÒgÄÂ�4¦¤£gÄÈ�Ñ¢¤£gÄê¡_��£gÅÑà�Òg�4�� #Ã/��ÀÂ¥#ÔY»®ÀÈ� ¹ £g¥#Òg¢:�? /��£gÅíÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦.äÕÀÂ¥�ò?£gÒ\��ÀÂ�4¥ G Ë G Ë³óÁÉn��£g¢DÛ�Ã#ÀÂÒ�½�ÄÈ�
ÀÂ¥���¢¤�?Å#Ã#ÒgÀÂ¥#ÔC� ¹ £g¦¤£ÍÀÂ¦¤¦¤Ã#£g¦ë»�£Í #¢¤��Òg£g£gÅ�»®ÀÈ� ¹ Å#£g¦¤Òg¢¤ÀÂÇ#ÀÂ¥#ÔC� ¹ £ÍÒg�4¥#Òg£g /�³�hÉ�Ç#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#Ôy #¢¤�_Ó
Ô4¢�¡h��¦gË'öp£Q� ¹ £g¥� #¢¤£g¦¤£g¥��C��»��p #¢¤�RÆh¡hÇ#ÄÈ�(¦¤£gÒgÃ#¢¤£í¡h¥#Å�¥#�4¥?Ó�ÀÂ¥���£g¢�¡hÒ\��ÀÈÆ�£y #¢¤�h���?Òg�4ÄÂ¦Í»®ÀÈ� ¹
Ä £g¢¤�_Ó�£g¢¤¢¤�4¢®� ¹ ¡_�¼¡hÄÂÄÂ�R»jÒg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥y»®ÀÈ� ¹ £g¥#Òg¢:�? /��£gÅÖÅ|¡_��¡Y¡h¥#ÅQÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦gÜ8¢¤£g¦¤ 6£gÒ\��ÀÈÆ4£gÄÈ�4Ë
Ì ÀÂ¥|¡hÄÂÄé�4Ü8»�£ÕÅ#£\è|¥#£Í¡Y¥#£\»! #¢¤�4 6£g¢:���Ñ�hÉ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ³¦¤Ò ¹ £g��£g¦¼� ¹ ¡_��»�£·ÒF¡hÄÂÄ7½h£\�&¦:»�¡h ?Ó
 #ÀÂ¥#Ô#Ë·öp£ÍÅ#£g���4¥#¦:��¢�¡_��£·» ¹ �Ö� ¹ ÀÂ¦D #¢¤�4 6£g¢:���íÀÂ¦DÃ#¦¤£\ÉqÃ#Ä<ÀÂ¥í� ¹ £ÍÒg�4¥���£�Ø?���hÉ�Òg�h�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥#¦
»®ÀÈ� ¹ £g¥#Òg¢:�? /��£gÅ Å|¡_��¡Q¡h¥#Å�ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦gË Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ2»�£�Ô4ÀÈÆ4£Í��»��Ñ£�Ø#¡h�� #ÄÂ£g¦³�hÉ ¹ �4���_Ó
���4¢¤  ¹ ÀÂÒ¼¦¤Ò ¹ £g��£g¦®� ¹ ¡_�®¦¤Ã# # 6�4¢:�Á½h£\�y¦:»�¡h # #ÀÂ¥#Ô#Ë



¦¢§
¨!©�ª)«
¬T�¨!®�ª�§ I

¾�¥(ð ¹ ¡h /��£g¢YIQ»�£C #¢¤£g¦¤£g¥��Í¡Ñ¦¤Ò ¹ £g��£Y� ¹ ¡_� ¹ ¡h¦�£�Ø#¡hÒ\��ÄÈ�í� ¹ £Y #¢��h 6£g¢:��ÀÂ£g¦�¥#£g£gÅ#£gÅ Éq�4¢��4Ã#¢
¦¤�4ÄÂÃ/��ÀÂ�4¥y #¢¤£g¦¤£g¥���£gÅ&ÀÂ¥&ð ¹ ¡h /��£g¢ G � æ ¡hÄÂÇ#¢�¡hÀé� ¹�Å ¦º£gÄÂÄÂÀÂ /��ÀÈÒ¼ÒgÃ#¢:Æ�£�Î`¡hÀÂÄÈÄÂÀÈ£g¢�¦¤Ò ¹ £g��£:� I ,�� Ë<öp£
Ç6£gÔ4ÀÂ¥�»®ÀÈ� ¹ ¦¤Ã#���Y¡h¢¤ÀÂ¦¤ÀÂ¥#Ô®� ¹ ÀÂ¦`¦¤£g�Y¡h¥���ÀÂÒF¡hÄÂÄé�ë¦¤£gÒgÃ#¢¤£hÜ� #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ¦:��ÀÂÒhÜh¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÈÆ�£gÄÈ� ¹ �4���4���4¢.Ó
  ¹ ÀÂÒë¦¤Ò ¹ £g��£�¡h¥#ÅÑÀÈ��¦ºÔ4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦�¡_��ÀÂ�4¥PÇ�� æ ¡hÄÂÇ#¢�¡hÀé� ¹ Ë ¸º¹ £g¢¤£F¡_Én��£g¢®»�£³Òg�4¥#¦:��¢¤Ã#Ò\�¼¡·ÉqÃ#¢:� ¹ £g¢
¦¤£g�Y¡h¥���ÀÂÒF¡hÄÂÄÈ�ë¦¤£gÒgÃ#¢¤£®Ô4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦�¡_��ÀÂ�4¥�ÀÂ¥�ò?£gÒ���ÀÈ�4¥kI#Ë I#Ü4¥|¡h��£gÄÈ��¡�� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅ·Å#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥·Æ4£g¢.Ó
¦¤ÀÂ�4¥Y¡h¦f»�£gÄÂÄ8¡h¦¿¡ëÄÂ£g¥#Ôh� ¹ ÓÆÃ|£�Ø/ÀÂÇ#ÄÂ£�Æh¡h¢¤Àê¡h¥��FË ¸º¹ ÀÂ¦f� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅ�Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£F�ÙÀÂ¦fÇ#Ã#ÀÂÄÈ�<ÀÂ¥Í¦¤Ã#Ò ¹
¡ë»�¡F�Í� ¹ ¡_��ÀÈ�¿ÀÂ¦¿¦¤Ã#ÀÈ��¡hÇ#ÄÂ£ºÉq�4¢<ÀÂ�� 6�4¢:��¡h¥��¿¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÂ�4¥#¦gËfò?Ã#Ç#¦¤£gÛ�Ã#£g¥���ÄÈ�4Ü?»�£�Å#£g¦¤ÀÂÔ4¥Y¦¤£\Æ4£g¢�¡hÄ
¡hÃ?Ø/ÀÂÄÂÀê¡h¢.�Y #¢¤�h���?Òg�4ÄÂ¦�ÀÂ¥Ñò?£gÒ\��ÀÂ�h¥�I/Ëd4����Í #¢¤�RÆ?ÀÂÅ#£¼� ¹ £ëÇ|¡h¦¤ÀÂ¦�Éq�4¢®¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÈ�4¥#¦��hÉ7�4Ã#¢ºÔ4£g¥#£g¢.Ó
¡hÄÂÀÂ¦¤£gÅí£gÄÂÄÈÀÂ /��ÀÈÒÕÒgÃ#¢:Æ�£�Î`¡hÀÂÄÂÄÈÀÈ£g¢¼¦¤Ò ¹ £g��£hË ¸º¹ £g¦¤£Y¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÈ�4¥#¦D¡h¢¤£ÍÒg�4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢¤£gÅ�ÀÂ¥pò?£gÒ\��ÀÂ�4¥#¦
I#Ë H ÜEI#Ëdc?Ü8¡h¥#Å�I#Ë f/Ë ¸º¹ £\�QÀÂ¥#ÒgÄÂÃ#Å#£ë¡Í�ÕÃ#ÄÈ��ÀÂ |¡h¢:���C #¢¤�h����Òg�4ÄHÜ|¡Í #¢¤�h���?Òg�4ÄôÉq�4¢º£gÄÂ£gÒ\��¢¤�4¥#ÀÂÒ¼Æ��h�:Ó
ÀÂ¥#Ô#Ü/¡h¥#Åy¡ÕÒg�4����Àé���Í£g¥���¦¤Ò ¹ £g��£¼Éq�4¢¿» ¹ ÀÂÒ ¹ »�£ ¹ ¡RÆ4£����·¦¤ÄÂÀÂÔ ¹ ��ÄÈ�Í����Å#ÀÈÉn�Í� ¹ £¼Ã#¥#Å#£g¢¤ÄÈ�?ÀÂ¥#Ô
£gÄÂÄÂÀÂ /��ÀÈÒ¼ÒgÃ#¢:Æ4£�ÎA¡hÀÂÄÂÄÈÀÂ£g¢�¦¤Ò ¹ £g��£hË
Ì ÀÂ¥|¡hÄÂÄé�4ÜhÀÂ¥Íð ¹ ¡h /��£g¢Ç4®»�£ºÒg�4¥#ÒgÄÈÃ#Å#£�� ¹ ÀÂ¦A»��4¢¤½Õ¡h¥#Å·Ô4ÀÈÆ4£º¡h¥·�4Ã/��ÄÂ���4½ë�4¥ÕÉqÃ#¢:� ¹ £g¢fÛ�Ã#£\¦¤��ÀÂ�h¥#¦
� ¹ ¡_�Á¡h¢¤£ë�hÉAÀÂ¥���£g¢¤£g¦:�FË



û vxwzy�ÿ��|{ È

É üJÊ üJÊ üË{�yÌvx��� ûÍ{CÎÏy�ÿyüJ�oÎÐ��ÿ��AÊ �

ã�Ã#¢¤ÀÂ¥#ÔC� ¹ £·Äê¡h¦:��Éq£\»��£F¡h¢¤¦ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ�£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥í¦¤Ò ¹ £g��£g¦ ¹ ¡FÆ4£·Ç6£g£g¥í¦:��Ã#Å#ÀÂ£gÅí£�Ø�Ó
��£g¥#¦¤ÀÈÆ4£gÄÈ�C¦¤ÀÂ¥#Òg£¼� ¹ £\� ¹ ¡FÆ�£DÇ8£gÒg�4��£D���4¢¤£¼¡h¥#Åy���4¢¤£�ÀÂ�� 6�4¢:��¡h¥���ÀÂ¥C�Y¡h¥���Å#ÀÈßK£g¢¤£g¥��ºÒg¢:�? ?Ó
���4Ô4¢�¡h  ¹ ÀÂÒÁ #¢¤�h���?Òg�hÄÂ¦�¦¤Ã#Ò ¹ ¡h¦gÜ?£hË�Ô#ËÈÜ�Æ��h��ÀÂ¥#Ô� #¢¤�h����Òg�4ÄÂ¦gË`¾�¥Y� ¹ ÀÂ¦�Ò ¹ ¡h /��£g¢¿»�£�ÀÂ¥���¢¤��Å#Ã#Òg£ ¹ �_Ó
���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ�Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g��¦®ÀÂ¥Y� ¹ ¢¤£g£D¦:��£g #¦³åêàì» ¹ ¡_�:ä�Ü�à ¹ �R»�ä�Ü#¡h¥#ÅYàì» ¹ ��ä ç � ¹ ¡_�º¢¤£'Ã|£gÒ\�º� ¹ £
�Y¡hÀÂ¥Ö¡h¦¤ 6£gÒ\��¦gË�öp£·¦:��¡h¢:�ëÇ��&Å#£\è|¥#ÀÂ¥#Ô ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ�Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£F��¦³¡h¥#Å�¡hÄÂÔ4£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÈÄé�
¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ�Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g��¦gË ¸º¹ £g¥y»�£DÅ#£\Æ4£gÄÂ�4 Q¡Õ��£\� ¹ ��ÅC���·Òg�4¥#¦:��¢¤Ã#Ò\��¡hÄÂÔ4£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÈÄé�
¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒQ¦¤Ò ¹ £g��£g¦CÔ4ÀÈÆ4£g¥�¦¤ 6£gÒgÀê¡_Ä ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒy¦¤Ò ¹ £g��£g¦gË Ì ÀÂ¥|¡hÄÂÄé�4Ü¿»�£&Å#£g¦¤Òg¢¤ÀÂÇ8£
¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÈ�4¥#¦¿�hÉ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒÁ¦¤Ò ¹ £g��£g¦gË¿ójÔ4£g¥#£g¢�¡hÄô¡h¥#ÅC���4¢¤£�Å#£\��¡hÀÂÄÂ£gÅYÀÂ¥���¢¤�?Å#Ã#Ò\��ÀÂ�4¥����
¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ¼Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£F��¦ÁÒF¡h¥QÇ8£DÉq�4Ã#¥#ÅQÀÂ¥9� c ,�� Ë
@C(hÑ3���;	���
�Ò��Ó.u�Ó!�EÓ ÷2£\��� ¹ £���£g¦¤¦�¡hÔ4£�¦¤ |¡hÒg£

(M, ◦)
Ç6£¼¡ëè|¥#ÀÈ��£·åq¦¤£g��ÀéÓ ç Ô4¢¤�4Ã# ôÜ�¡h¥#ÅCÄÂ£\�

σÇ6£º� ¹ £Á¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ���Í |¡h¢�¡h��£\��£g¢gËAóÔ�E��£:��£:���Æ�E�)� � � � ��ÕÖ� �'× »h�'�¡� �a� �����
�!��� � � � �E�'£:��åq�4¢�����£:� ×
£:���Æ�E�)� �S� �����
�¢���'���'�¢�'£ ç �4¥ M

ÀÂ¦�¡ÕÛ�Ã|¡hÅ#¢¤Ã# #ÄÂ£
(K,E,D,A)

�hÉ7 #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÈÀÂ¦:��ÀÈÒhÜ?£�Ø/ 8£gÒ\��£FÅ
 6�4ÄÈ�?¥#�4��Àê¡_Ä6��ÀÂ��£D¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ ��¦gÜ/¦�¡_��ÀÂ¦:Én�?ÀÂ¥#ÔK�
Ø (h$ÚÙC()�%(T��BD	���a��Û i ¥·ÀÂ¥# #Ã/� 1σ � ¹ £®¡hÄÂÔh�4¢¤ÀÈ� ¹ � K

�4Ã/�� #Ã/��¦<¡h¥·£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥�Ü_Å#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥
½h£\�y |¡hÀÂ¢

(ke, kd) = k ∈ K
» ¹ £g¢¤£

K
Å#£g¥#�h��£g¦®� ¹ £ë½h£\�y¦¤ |¡hÒg£hËÖÝ

<>���?��$��%	���
��Û i ¥ÖÀÈ¥# #Ã/��¦ 1σ Ü ke
Ü2¡h¥#Åí¡h¥&£gÄÂ£g��£g¥��

m ∈ M
� ¹ £Õ£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥í¡hÄÂÔ4�4¢¤ÀÈ� ¹ �

E
�4Ã/�� #Ã/��¦Á¡·ÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�

c ∈ C
» ¹ £g¢¤£

C
Å#£g¥#�h��£g¦®� ¹ £ëÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�Á¦¤ |¡hÒg£hË

Þàß�á!â�ã�ä ä å'æTçaèéã�ê�èìë í�î�èïê�èðá�î�èðñSë í#î�ò�èéê�â�í�í�ë í�óVî�ë ôìèéõ�öaî�ò�è·ã�ä ó'õ'ê�ë î�ò�ô
K
ã'álã÷ö�â�í�ø¢î�ë õ'íYõ�ö

σ
êÆã�î�ò�èïêî�ò�ã�í

log σ
æ'ëúù!è'ù æ�çaè�çaã�í�îKî�õ�ã�ä ä õ�çkèàû�ü�èðø¢î�èðñ�ü�õ'ä åPí�õ'ôìëdã�äPî�ë ôìè�ë í�î�ò�è%á!èðø¢â�ê�ë î�å�ü�ã�êÆã�ôìèàî�èïê

σ
î�õló'èïí�èàêÆã�îÆèã÷ý'èïå'ùÇþ�ò�èïê�èàö�õ'ê�è'æ�î�èðøÆò�í�ëdøïã�ä ädå>ç
èìí�èïèðñ>î�õVî�ò�ë í�ý>õ�ö

K
ã'á�ÿ?èïë í�óVó'ë �'èïí

σ
ë í#â�í�ã�ê�å]í�õ�îÆã�î�ë õ'íTùÇþ�ò�ëdá3ëdáñ�èïí�õ�î�èðñVÿ�å

1σ
ù
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�� ¨¢ª��
�P¨����� H

@C()�?��$��%	���
��Û ¸º¹ £ÍÅ#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥p¡hÄÂÔ4�4¢¤ÀÈ� ¹ �
D
ÀÂ¦DÅ#£\��£g¢¤��ÀÂ¥#ÀÂ¦:��ÀÈÒhË i ¥�ÀÈ¥# #Ã/��¦ 1σ Ü k Ü7¡h¥#Å¡h¥Y£gÄÂ£g��£g¥��

c ∈ C
ÀÈ�¿�4Ã/�� #Ã/��¦�¡h¥�£gÄÂ£g��£g¥���ÀÂ¥Í� ¹ £Á��£g¦¤¦�¡hÔ4£�¦¤ |¡hÒg£

M
¦¤�³� ¹ ¡_�¿Éq�4¢¿¡hÄÂÄ

m ∈ M
ÀÈ� ¹ �4ÄÂÅ#¦��ºÀÈÉ

c = E(1σ, ke,m)
� ¹ £g¥íÎf¢¤�4Ç

[D(1σ, k, c) 6= m]
ÀÂ¦�¥#£gÔ4ÄÂÀÂÔ4ÀÈÇ#ÄÈ£hÜ

ÀHË¤£hËÈÜ#ÀÈ� ¹ �4ÄÂÅ#¦�� ¹ ¡_�ÁÎf¢��hÇ
[D(1σ, k, c) 6= m] ≤ 2−σ Ë

��
��
������ ���!�0[S����l(T��	�$lÛ
A
ÀÂ¦�¡h¥Ö¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ � � ¹ ¡_���4¥&ÀÂ¥# #Ã/��¦

1σ, ke
ÜK¡h¥#Å&£gÄÂ£g��£g¥���¦

c1, c2 ∈ C
�4Ã/�� #Ã/��¦³¡h¥í£gÄÂ£g��£g¥��

c3 ∈ C
¦¤�P� ¹ ¡_�DÉq�4¢D¡hÄÂÄ

m1,m2 ∈ M
ÀÈ� ¹ �4ÄÂÅ#¦��¼ÀÈÉ

m3 = m1 ◦m2
¡h¥#Å

c1 = E(1σ, ke,m1), c2 = E(1σ, ke,m2)
� ¹ £g¥

Îf¢¤�4Ç
[D(A(1σ, ke, c1, c2))] 6= m3]

ÀÂ¦º¥#£gÔ4ÄÂÀÂÔ4ÀÈÇ#ÄÂ£hË

¾�¥/Éq�4¢¤�Y¡hÄÂÄé�·¦¤ 8£F¡h½�ÀÂ¥#Ô#Ü#¡ ¹ �h���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒºÒg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g��ÀÂ¦�¡³Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g�Ù»®ÀÈ� ¹ � ¹ £¼¡hÅ#Å#ÀéÓ
��ÀÂ�4¥|¡hÄ6 #¢¤�4 6£g¢:���Y� ¹ ¡_��� ¹ £g¢¤£D£�Ø/ÀÂ¦:��¦®¡h¥y£�¥�ÒgÀÂ£g¥��Á¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ �����·Òg�4�� #Ã/��£D¡h¥P£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥y�hÉ
� ¹ £Õ¦¤Ã#�×�4¢Á� ¹ £Õ #¢¤�?Å#Ã#Ò\�FÜK�hÉf�.»��C��£g¦¤¦�¡hÔ4£g¦DÔ4ÀÈÆ4£g¥Ñ� ¹ £Õ #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ³½4£\�&¡h¥#Å&� ¹ £Õ£g¥#Ò\¢¤�? /��ÀÂ�h¥#¦
�hÉ7� ¹ £ë��£g¦¤¦�¡hÔ4£g¦ÁÇ#Ã/�®¥#�h�®� ¹ £ë��£g¦¤¦�¡hÔ4£g¦º� ¹ £g��¦¤£gÄÈÆ4£g¦gË
¾ìÉ
M

ÀÂ¦®¡h¥Q¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÈÆ4£Íåq¦¤£g��ÀéÓ ç Ô4¢¤�4Ã# Y� ¹ £g¥y� ¹ £ë¦¤Ò ¹ £g��£ëÀÂ¦ºÒF¡hÄÂÄÂ£gÅ �h h  �;�!�����'ÕÖ�Y�E��£:��£:���Æ�E�)� �
¡h¥#ÅÑ� ¹ £·¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ �

A
ÀÂ¦�ÒF¡hÄÂÄÂ£gÅÑóºÅ#ÅôË i � ¹ £g¢:»®ÀÂ¦¤£�� ¹ £Õ¦¤Ò ¹ £g��£ÕÀÂ¦�ÒF¡hÄÂÄÂ£gÅ�£ � ÕÖ�!� �
ÕÖ� ��� �!�����'ÕÖ��E��£:��£:���Æ�E�)� � ¡h¥#Åy� ¹ £³¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ � A

ÀÂ¦ºÒF¡hÄÂÄÂ£gÅQáQÃ#ÄÈ�FË

� ()��BK���|��Ó.u�Óú��Ó

-4Ë÷ºÁ�h��£�� ¹ ¡_��Éq�4¢º¡ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ�£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥P¦¤Ò ¹ £g��£¼���·Ç8£D£'¥�ÒgÀÂ£g¥��®ÀÈ��ÀÂ¦�Òg¢¤Ã#ÒgÀê¡hÄ6���
�Y¡h½h£�¦¤Ã#¢¤£Í� ¹ ¡_�³� ¹ £�¦¤À Ä £��hÉ�� ¹ £�ÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?��¦�¢¤£g�Y¡hÀÂ¥#¦ë 6�4ÄÈ�?¥#�4��Àê¡_ÄÈÄÈ�&Ç8�4Ã#¥#Å#£gÅ ÀÂ¥
� ¹ £ë¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ���P |¡h¢�¡h��£\��£g¢

σ
Å#Ã#¢¤ÀÂ¥#ÔÍ¢¤£g 8£F¡_��£gÅÑÒg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥#¦gË

, Ë ¸º¹ £Õ¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ�.�&¡h¦¤ 6£gÒ\��¦gÜôÅ#£\è|¥#ÀÈ��ÀÂ�4¥#¦gÜô¡h¥#ÅÖ����Å#£gÄÂ¦��hÉ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ³Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£F��¦
¡h¢¤£D� ¹ £D¦�¡h��£³¡h¦®Ã#¦¤Ã|¡hÄÂÄÈ��Éq�4¢ºÒg¢:�? /���4¦:�?¦:��£F��¦gË

¾ìÉ�� ¹ £�£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥ ¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ �
E
Ô4£\��¦�¡h¦�¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÂ�4¥|¡hÄAÀÂ¥# #Ã/��¡yÃ#¥#ÀÈÉq�4¢¤� ¢�¡h¥#Å#�h� ¥�Ã#�ÕÇ6£g¢

r
�hÉ¿¡Y¦¤£\�

Z
Ü6� ¹ £Õ£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥Ö¦¤Ò ¹ £g��£·ÀÂ¦�ÒF¡_ÄÂÄÂ£gÅ��
���?� � ���;ÕÖ�ú�'�!� � �h� ¹ £g¢:»®ÀÈ¦�£�ÀÈ�¼ÀÂ¦�ÒF¡hÄÂÄÂ£gÅ   � ×

�¢�'��£¡� � �ú�'�!� � Ëo/Á£g¥#Òg£YÀÈÉ�¡PÒg¢:�? /���h¦¤�?¦:��£g� ÀÂ¦ë #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ¦:��ÀÈÒÕ� ¹ £g¢¤£ÍÇ6£gÄÂ�4¥#Ôy¦�£�Æ�£g¢�¡hÄ<Å#ÀÈßK£g¢¤£g¥��
ÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?��¦����Õ�4¥#£���£g¦¤¦�¡hÔ4£¼Å#£g 6£g¥#Å#ÀÂ¥#Ô·�4¥Y� ¹ £¼¢�¡h¥#Å#�4�Ù¥?Ã#�ÕÇ6£g¢

r ∈ Z
ËfÐ�Ã/�º¥#�h��£Á� ¹ ¡_�
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¡h¦¿Ç6£\Éq�4¢¤£®� ¹ £ÁÅ#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥C¡hÄÂÔ4�4¢¤ÀÈ� ¹ �!¢¤£g�Y¡hÀÂ¥#¦<Å#£\��£g¢¤��ÀÂ¥#ÀÂ¦:��ÀÂÒhÜ�ÀHË¤£hËA� ¹ £g¢¤£ÁÀÂ¦�¹:Ã#¦:���4¥#£Á��£g¦.Ó
¦�¡hÔ4£¼Ç6£\ÄÂ�4¥#Ô4ÀÂ¥#Ô³���·¡�Ô4ÀÈÆ�£g¥CÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�FËÁåHò?£g£DÇ8£gÄÂ��»kÏAØ#¡h�� #ÄÂ£ , Ë 2/Ë I#Ë çÕÌ Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ?ÀÂ¥P¡
 #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ¦:��ÀÂÒhÜ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒÕÒg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g� � ¹ £Í¡hÄÂÔ4�4¢¤ÀÈ� ¹ �

A
¦ ¹ �4Ã#ÄÈÅíÇ6£· #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ¦:��ÀÂÒhÜ

���?�&��� ¹ ÀÂÅ#£Y� ¹ £PÀÂ¥# #Ã/�·ÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?��¦gË Ì �4¢ÕÀÂ¥#¦:��¡h¥#Òg£hÜf� ¹ ÀÂ¦ÕÒF¡h¥(Ç8£y¢¤£F¡hÄÈÀÂ¦¤£gÅ Ç�� ¡h # #ÄÈ�?ÀÂ¥#Ô
¡YÇ#ÄÂÀÂ¥#Å#ÀÈ¥#ÔY¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ ��åq¦¤£g£Õã�£\è|¥#ÀÈ��ÀÂ�4¥ , Ë 2/Ëdc ç �4¥&¡ÖåqÅ#£\��£g¢¤��ÀÂ¥#ÀÂ¦:��ÀÈÒ ç Ò\�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥Ñ�hÉ`� ¹ £
£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥Q�hÉ7� ¹ £ë #¢¤�?Å#Ã#Ò\��¡h¥#Åy�hÉA� ¹ £D¦¤Ã#�QÜ|¢¤£g¦¤ 6£gÒ\��ÀÈÆ4£gÄÈ�4Ë
� E	�BD	���
�Ë��Ó.u�Óú5�Ó ¾�¥p� ¹ £YÉq�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÈ¥#Ôy»�£Y»®ÀÂÄÂÄ<�4��ÀÈ�ë� ¹ £C¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ���p |¡h¢�¡h��£\��£g¢

σ
¡h¥#Åp� ¹ £

 #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ³½4£\�ÑÀÂ¥Ñ� ¹ £ÕÅ#£g¦¤Òg¢¤ÀÂ /��ÀÂ�4¥&�hÉ`� ¹ £Õ¡hÄÂÔ4�4¢¤ÀÈ� ¹ �Í¦gË®öp£�»®ÀÂÄÂÄ2»®¢¤ÀÈ��£
Eke

(m)
�4¢
E(m)

Éq�4¢
E(1σ, ke,m)

¡h¥#Å
Dk(c)

�4¢
D(c)

Éq�4¢
D(1σ, k, c)

» ¹ £g¥Í¥#�D��ÀÂ¦¤Ã#¥#Å#£g¢¤¦:��¡h¥#Å#ÀÂ¥#Ô¼ÀÂ¦` 8�4¦¤¦¤ÀÂÇ#ÄÂ£hË
¾ìÉô� ¹ £�¦¤Ò ¹ £g��£�ÀÂ¦¿ #¢¤�4Ç|¡_Ç#ÀÂÄÂÀÂ¦:��ÀÈÒº»�£Á»®ÀÂÄÂÄ8¡hÄÂ¦¤�ë»®¢¤ÀÈ��£

Eke
(m)

�4¢
E(m)

¡h¦<»�£gÄÂÄ6¡h¦
Eke

(m, r)�4¢
E(m, r)

Éq�4¢
E(1σ, ke,m, r)

Ë Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ/»�£D»®ÀÂÄÂÄK»®¢¤ÀÈ��£

ó
(E(m), E(m′)) = E(m ◦m′)

����Å#£g¥#�h��£ë� ¹ ¡_�º� ¹ £�¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ �©ó©åq£gÀÈ� ¹ £g¢ºó®Å#ÅQ�4¢�áQÃ#ÄÈ� ç ÀÂ¦Á¡h # #ÄÂÀÂ£gÅy�4¥y��»��Y£g¥#Ò\¢¤�? /��ÀÂ�h¥#¦
�hÉA� ¹ £���£g¦¤¦�¡hÔ4£g¦

m,m′ ∈ (M, ◦)
¡h¥#ÅQ�4Ã/�� #Ã/��¦�¡h¥Ñ£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥Ñ�hÉ

m ◦m′ Ü8ÀHË¤£hËÈÜ8ÀÈ� ¹ �4ÄÂÅ#¦
� ¹ ¡_�

D(
ó

(1σ, ke, Eke
(m), Eke

(m′))) = m ◦m′

£�Ø/Òg£g /�Á»®ÀÈ� ¹ ¥#£gÔ4ÄÂÀÂÔ4ÀÂÇ#ÄÈ£¼ #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀé���4Ë
<Vt�BE��� Q�( ��Ó.u�Ó�L%Ó /Á£g¢¤£·»�£ÍÔ4ÀÈÆ4£Í¡h¥í£�Ø#¡h�� #ÄÂ£·�hÉ�¡PÅ#£\��£g¢¤��ÀÂ¥#ÀÂ¦:��ÀÂÒhÜô�ÕÃ#ÄÈ��ÀÈ #ÄÂÀÈÒF¡_��ÀéÆ4£gÄÈ� ¹ �_Ó
���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒÖ¦¤Ò ¹ £g��£ ¡h¥#Åj¡h¥k£�Ø#¡h�� #ÄÂ£ÖÉq�4¢y¡( #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ¦¤��ÀÈÒhÜ¼¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÈÆ4£gÄÈ� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ
¦¤Ò ¹ £g��£hË

-4Ë ¸º¹ £¿Ò\Äê¡h¦¤¦¤ÀÂÒF¡hÄ�ï�ò?ó ¦¤Ò ¹ £g��£V� c�I � ÀÂ¦Ê¡h¥³£�Ø#¡h�� #ÄÂ£f�hÉ#¡®Å#£\��£g¢¤��ÀÂ¥#ÀÈ¦¤��ÀÈÒhÜR�·Ã#ÄÈ��ÀÈ #ÄÈÀÂÒF¡���ÀéÆ4£gÄÈ�
¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒºÒg¢:�? /���h¦¤�?¦:��£g���4¥

M = (Z� NZ, ·)
Ü�» ¹ £g¢¤£

N
ÀÂ¦<� ¹ £Á #¢¤�?Å#Ã#Ò\���hÉK�.»��

Äê¡h¢¤Ô4£D #¢¤ÀÂ��£g¦gË<ó�¦ÁÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?��¦¤ |¡hÒg£ë»�£ ¹ ¡FÆ�£
C = (Z� NZ, ·)

¡h¥#ÅÑ¡h¦®½4£\�y¦¤ |¡hÒg£ë»�£
¹ ¡FÆ�£

K = {(ke, kd) = ((N, e), d) | N = pq, ed ≡ 1 mod ϕ(N)}.
¸º¹ £³£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥

�hÉÊ¡³��£g¦¤¦�¡hÔ4£
m ∈ M

ÀÂ¦¿Å#£\è|¥#£gÅP¡h¦
Eke

(m) := me mod N
¡h¥#Å�Éq�4¢¿Å#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥C�hÉ

¡ÍÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�
Eke

(m) = c ∈ C
»�£³Òg�4�� #Ã/��£

Dke,kd
(c) := cd mod N = m mod N.

i Ç�Æ?ÀÂ�4Ã#¦¤ÄÈ�4Ü`� ¹ £P£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥ �hÉ®� ¹ £P #¢¤�?Å#Ã#Ò\�·�hÉ®��»��Ö��£g¦¤¦�¡hÔ4£g¦·ÒF¡h¥(Ç8£P£'¥�ÒgÀÂ£g¥���ÄÈ�
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Òg�4�� #Ã/��£gÅQÇ��P�ÕÃ#ÄÈ��ÀÂ #Äé�?ÀÂ¥#Ô�� ¹ £ëÒg�4¢¤¢¤£g¦¤ 6�4¥#Å#ÀÂ¥#Ô�ÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?��¦gÜ|ÀHË�£hËÈÜ

Eke
(m1 ·m2) = (m1m2)

e mod N

= (m1
e mod N)(m2

e mod N)

= Eke
(m1) · Eke

(m2)

» ¹ £g¢¤£
m1,m2 ∈ M

Ë�/Á£g¥#Òg£hÜ|� ¹ £³¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ � áQÃ#ÄÈ�®ÒF¡h¥y£F¡h¦¤ÀÂÄÈ�CÇ8£ëÀÂ�� #ÄÂ£g�Í£g¥���£gÅy¡h¦

áÑÃ#Äé�
(Eke

(m1), Eke
(m2)) := Eke

(m1) · Eke
(m2).

ÝÁ¦¤Ã|¡hÄÂÄÈ�YÀÂ¥C� ¹ £ëï�ò?ó*¦¤Ò ¹ £g��£³¡h¦�»�£gÄÂÄ2¡h¦ºÀÂ¥P���h¦¤�º¦¤Ò ¹ £g��£g¦®Ç|¡h¦¤£gÅQ�4¥C� ¹ £ëÅ#À.¥�Ò\Ã#ÄÈ�.�
�hÉÁÉT¡hÒ\���4¢¤ÀÂ¥#ÔÖ� ¹ £y¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ���( |¡h¢�¡h��£\��£g¢

σ
ÀÂ¦·� ¹ £yÇ#ÀÈ�ÍÄÂ£g¥#Ôh� ¹ �hÉ

N
Ë Ì �4¢·ÀÂ¥#¦:��¡h¥#Òg£hÜ

σ = 1024
ÀÂ¦®¡·Òg�4�����4¥P¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ���y |¡h¢�¡h��£\��£g¢gË

, Ë ¸º¹ £ æ �4ÄÂÅ/»�¡h¦¤¦¤£g¢.Ó:áQÀÂÒF¡hÄÂÀ#¦¤Ò ¹ £g��£hÜ? #¢¤�4 6�4¦¤£gÅCÀÂ¥�� IT4 � ÀÂ¦¿¡h¥Y£�Ø#¡_�� #ÄÂ£Á�hÉ2¡ë #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ¦.Ó
��ÀÂÒhÜ2¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÈÆ4£gÄÈ� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ�Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g� �4¥

M = (Z� 2Z,+)
»®ÀÈ� ¹

C = Z =

(Z� NZ)∗
» ¹ £g¢¤£

N = pq
ÀÂ¦�� ¹ £ë #¢¤�?Å#Ã#Ò\�Á�hÉ7��»��ÍÄê¡h¢¤Ô4£D #¢¤ÀÂ��£g¦gËAöp£ ¹ ¡RÆ4£

K = {(ke, kd) = ((N, a), (p, q)) | N = pq, a ∈ (Z� NZ)∗ :

(
a

p

)
=

(
a

q

)
= −1}.

ò?ÀÂ¥#Òg£¼� ¹ ÀÂ¦�¦¤Ò ¹ £g��£ëÀÂ¦� #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ¦:��ÀÂÒhÜ�� ¹ £D£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥Q¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ �ÙÔ4£\��¦Á¡_¦®¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÂ�4¥|¡hÄ
ÀÂ¥# #Ã/�Á¡·¢�¡h¥#Å#�4�©Æh¡hÄÈÃ#£

r ∈ Z
Ëföp£ëÅ#£\è|¥#£

Eke
(m, r) := amr2 mod N

¡h¥#Å

D(ke,kd)(c) :=

{
0,

ÀÈÉ
c
ÀÂ¦®¡·¦¤Û�Ã|¡h¢¤£

1,
£gÄÂ¦¤£

¾ì� ¹ �4ÄÂÅ#¦�� ¹ ¡_�

Eke
(m1, r1) · Eke

(m2, r2) = Eke
(m1 +m2, r1r2).

¸º¹ Ã#¦®� ¹ £³¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ ��ó®Å#ÅQÒF¡h¥yÇ6£ë£'¥�ÒgÀÂ£g¥���ÄÈ�PÀÂ�� #ÄÂ£g�Í£g¥���£\Åy£hË¤Ô#Ë¿¡h¦

ó®Å#Å
(Eke

(m1, r1), Eke
(m2, r2), r3) = Eke

(m1, r1) · Eke
(m2, r2) · r3

2 mod N︸ ︷︷ ︸
Eke

(0,r3)

= Eke
(m1 +m2, r1r2r3)
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» ¹ £g¢¤£
m1,m2 ∈ M

¡h¥#Å
r1, r2, r3 ∈ Z

Ë3ºÁ�h��£�� ¹ ¡_�<¡h¦f¢¤£F¡hÅ/�·��£g¥���ÀÂ�4¥#£gÅÕ� ¹ ÀÂ¦f¡hÄÂÔ4�_Ó
¢¤ÀÈ� ¹ �*¦ ¹ �4Ã#ÄÂÅ�Ç8£� #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ¦:��ÀÂÒhÜ�ÀHË¤£hËÈÜhÀÈ�7�4Ç/��¡hÀÂ¥#¦A¡Á¢�¡h¥#Å#�4�*¥�Ã#�ÕÇ6£g¢

r3
¡h¦A¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÂ�4¥|¡hÄ

ÀÂ¥# #Ã/�FË

ó� #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ�Ó�½h£\� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒy£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥�¦¤Ò ¹ £g��£Ñ�4¥'¡'åq¦¤£g��ÀéÓ ç ¢¤ÀÂ¥#Ô
(M,+, ·)

ÒF¡h¥'Ç8£
Å#£\è|¥#£gÅíÀÂ¥Ö¡h¥Ö¡h¥|¡hÄÂ�4Ô4�4Ã#¦��Y¡h¥#¥#£g¢gËëò?Ã#Ò ¹ ¦¤Ò ¹ £g��£g¦DÒg�4¥#¦¤ÀÂ¦:�D�hÉf��»��y¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ ��¦ÁóºÅ#Åí¡h¥#Å
áQÃ#ÄÈ��Éq�4¢Í� ¹ £ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒP #¢¤�4 6£g¢:���"ÀÂ¥#¦:��£F¡hÅ��hÉ¼�4¥#£&¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ �

A
Ü�ÀHË�£hËÈÜ�ÀÈ�YÀÂ¦Y¡hÅ#Å#ÀéÓ

��ÀÈÆ4£gÄÈ�Y¡h¥#ÅC�ÕÃ#ÄÈ��ÀÂ #ÄÈÀÈÒF¡_��ÀéÆ4£gÄÈ� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ�¡_�¿� ¹ £¼¦�¡h��£®��ÀÈ��£hË<ò?Ã#Ò ¹ ¦¤Ò ¹ £g��£g¦®¡h¢¤£�ÒF¡hÄÂÄÈ£gÅ
� Õ ½ �P��� � � ��� Õ;ÕÖ�Y�E��£:��£:���Æ�E�)� � Ë
@C(hÑ3���;	���
�|��Ó.u�Óú+�Ó ó�¥Q¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÈÆ4£gÄÈ� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ�£\¥#Òg¢:�? /��ÀÈ�4¥y¦¤Ò ¹ £g��£D�4¥Q¡yåq¦¤£g��ÀéÓ ç ¢¤ÀÈ¥#Ô
(M,+, ·)

ÀÂ¦<ÒF¡hÄÂÄÂ£gÅC� ��� Õ � �ì�E��£:��£:���Æ�E�)� � ÀÈÉ6� ¹ £g¢¤£�£�Ø/ÀÂ¦:��¦�¡³ #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ¦:��ÀÂÒhÜ4£�Ø/ 6£gÒ\��£gÅP 6�4ÄÈ��Ó
¥#�4��Àê¡hÄ`��ÀÈ��£Y¡hÄÂÔ4�4¢¤ÀÈ� ¹ � áQÀéØ/£gÅ?Ó:áQÃ#ÄÈ��� ¹ ¡_�Õ�4¥ ÀÂ¥# #Ã/��¦

1σ, ke
Ü
s ∈ M

¡h¥#Å ¡h¥ £gÄÂ£g��£g¥��
c ∈ C

�4Ã/�� #Ã/��¦¼¡h¥Ñ£gÄÂ£g��£g¥��
c′ ∈ C

¦¤��� ¹ ¡_�ÁÉq�4¢�¡hÄÂÄ
m ∈ M

ÀÈ� ¹ �4ÄÂÅ#¦®� ¹ ¡_�P��ÀÈÉ
m′ = s ·m¡h¥#Å

c = E(1σ, ke,m)
� ¹ £g¥ÑÎf¢¤�4Ç

[D(
áQÀéØ/£gÅ?Ó:áQÃ#ÄÈ�

(1σ, ke, s, c)) 6= m′]
ÀÂ¦®¥#£\Ô4ÄÂÀÂÔ4ÀÂÇ#ÄÈ£hË

¸º¹ Ã#¦ÖÀÂ¥ ¡�¦¤ÒF¡hÄê¡_¢ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒí¦¤Ò ¹ £g�Í£ ÀÈ�ÑÀÂ¦Ñ 6�4¦¤¦¤ÀÂÇ#ÄÂ£�����Òg�4�� #Ã/��£ ¡h¥ £g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥
E(1σ, ke, s · m) = E(1σ, ke,m

′)
�hÉº¡Q #¢¤�?Å#Ã#Ò\���hÉ���»��Ñ��£g¦¤¦�¡hÔ4£g¦

s,m ∈ M
Ô4ÀÈÆ�£g¥�� ¹ £

 #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒÕ½h£\�
ke
¡h¥#Å�¡h¥Ö£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥

c = E(1σ, ke,m)
�_É��4¥#£Õ��£g¦¤¦�¡hÔ4£

m
¡h¥#ÅÖ� ¹ £·�h� ¹ £g¢

��£g¦¤¦�¡hÔ4£
s
¡h¦Á¡· #Äê¡hÀÂ¥���£�Ø?�FË

i Ç�Æ?ÀÂ�4Ã#¦¤ÄÈ�(¡h¥�� ¦¤Ò ¹ £g��£y� ¹ ¡_��ÀÂ¦�¡hÄÂÔ4£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÈÄé� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒPÀÂ¦Í¦¤ÒF¡hÄê¡h¢ ¹ �4���4�Í�4¢¤  ¹ ÀÂÒhÜ���?�#Ë
� E	�BD	���
�A��Ó.u�Ó���Ó öp£D»®ÀÂÄÂÄKÅ#£g¥#�h��£ëÇ��

áQÀéØ/£gÅ?Ó:áQÃ#ÄÈ�
(m,E(m′)) = E(mm′)

ÀÈÉ
D(
áQÀéØ/£gÅ?Ó:áQÃ#ÄÈ�

(1σ, ke,m,Eke
(m′)) = m ·m′

¹ �4ÄÂÅ#¦º£�Ø/Òg£g /�Á»®ÀÈ� ¹ ¥#£gÔ4ÄÈÀÂÔ4ÀÂÇ#ÄÈ£¼ #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀé���4Ë
@C(hÑ3���;	���
�b��Ó.u�Ó saÓ ó ��ÕÖ� �
  � �)½�� Õ ½ �����;�;�)£ ÀÂ¦Í¡í #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÂ¦:��ÀÈÒhÜ< 6�4ÄÈ�?¥#�4��Àê¡_Ä���ÀÂ��£y¡hÄÈÔ4�_Ó
¢¤ÀÈ� ¹ �QÜK» ¹ ÀÂÒ ¹ �4¥íÀÂ¥# #Ã/��¦

1σ, ke
ÜÊ¡h¥#Å

c ∈ Eke
(m, r)

» ¹ £g¢¤£
r ∈ Z

ÀÂ¦¼¢�¡_¥#Å#�4��ÄÈ�ÑÒ ¹ �4¦¤£g¥
�4Ã/�� #Ã/��¦ë¡h¥#�h� ¹ £g¢D£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥

c′ ∈ Eke
(m, r′)

�hÉ
m
» ¹ £g¢¤£

r′ ∈ Z
ÀÂ¦¼Ò ¹ �4¦¤£g¥íÃ#¥#ÀÈÉq�4¢¤��ÄÈ�

¡_�®¢�¡h¥#Å#�4�QË
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Ì �4¢ºÀÂ¥#¦:��¡h¥#Òg£hÜ|ÀÂ¥y¡Í #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ¦:��ÀÈÒhÜ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ¼Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g���4¥
(M, ◦)

� ¹ £ëÇ#ÄÂÀÂ¥#Å#ÀÂ¥#Ô
¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ ��ÒF¡h¥ÖÇ6£·¢¤£F¡hÄÈÀÂ¦¤£gÅÖÇ��Ö¡h # #ÄÈ�?ÀÂ¥#ÔY� ¹ £·¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ �

A
�4¥&� ¹ £ÕÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�

c
¡h¥#Åí¡h¥

£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥Q�hÉ7� ¹ £ëÀÂÅ#£g¥���ÀÈ�.�Y£gÄÂ£g��£g¥��®ÀÂ¥
M
Ë

� ()��BK���Ï��Ó.u�Óú`�Ó ¾ìÉ
M

ÀÂ¦yÀÂ¦¤�4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ&��� Z� nZ
ÀÈÉ

M
ÀÂ¦Cè|¥#ÀÈ��£hÜ¼�4¢P���

Z
�h� ¹ £g¢:»®ÀÂ¦¤£hÜ

� ¹ £g¥Q� ¹ £Õ¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ ��áQÀéØ/£gÅ?Ó:áQÃ#ÄÈ��ÒF¡_¥&£F¡h¦¤ÀÂÄÈ�PÇ8£�ÀÂ�� #ÄÈ£g��£g¥���£gÅQÃ#¦¤ÀÂ¥#ÔY¡�Å#�4Ã#Ç#ÄÂ£³¡h¥#Å&¡hÅ#Å
¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ �QË ¸º¹ ÀÂ¦�ÀÂ¦<Òg�4�ÕÇ#ÀÂ¥#£gÅ�»®ÀÈ� ¹ ¡³Ç#ÄÂÀÂ¥#Å#ÀÈ¥#Ô�¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ �)ÀÈÉK� ¹ £Á¦¤Ò ¹ £g��£¼ÀÂ¦< #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÂ¦:��ÀÈÒ
� , I � Ël/Á£g¥#Òg£hÜ?£\Æ4£g¢:�Y¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÈÆ4£gÄÈ� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒºÒg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g���4¥ Z� nZ

�4¢
Z
ÀÂ¦¿¡hÄÂ¦¤�ë¦¤ÒF¡hÄê¡h¢

¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒy¡h¥#Å"� ¹ £Ñ¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ � áÑÀ�Ø/£gÅ?Ó:áQÃ#ÄÈ�YÒF¡h¥"Ç6£Q£'¥�ÒgÀÂ£g¥���Äé�(ÀÂ�� #ÄÂ£g�Í£g¥���£gÅjåq¦¤£g£
¡hÄÂ¦¤��� c?4 � ç Ë
� ()��BK���Ú��Ó.u�Óúp�Ó ò?ÀÂ¥#Òg£³���4¦:���hÉA� ¹ £�£�Ø/ÀÂ¦:��ÀÂ¥#ÔY¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÈÆ�£gÄÈ� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒDÒg¢:�? /���4¦:�?¦:��£F��¦
åq£hË¤Ô#ËÈÜE� I?I#Ü?c?Ü Hh, Ü H 4�Ü H c�Ü?c?c?Ü G -4Ü�I ,�� ç ¡h¢¤£�Å#£\è|¥#£gÅ·�4¥ Z� nZ

Éq�4¢A¦¤�4��£
n ∈ N

� ¹ £�¡hÄÂÔ4�4¢¤ÀÈ� ¹ �
áQÀéØ/£gÅ?Ó:áQÃ#ÄÈ�®ÒF¡h¥QÀÂ¥yÔ4£g¥#£g¢�¡hÄ2Ç8£ëÀÂ�� #ÄÂ£g��£g¥���£gÅP£'¥�ÒgÀÂ£g¥���ÄÈ�4Ë )

*,+.- §�¯\²³°0/(1 ±³² ¨ ± ¯g¯'243 ¬�´µ¬�´µ¬5176�Á ² ¨98:1;2<6P¶Ê¬#¶=20¶ô¶Ê°®´ ¶

ó�¦Õ¡hÄÂ¢¤£F¡hÅ/�í��£g¥���ÀÈ�4¥#£gÅ�� ¹ £Y£�Ø/ÀÂ¦:��£g¥#Òg£C�hÉ®¡h¥ £'¥�ÒgÀÂ£g¥��·¡h¥#Å ¦¤£gÒgÃ#¢¤£P¡hÄÂÔ4£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÈÄé� ¹ �4���_Ó
���4¢¤  ¹ ÀÂÒÕÒg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g� ¹ ¡h¦DÇ6£g£g¥p¡PÄÂ�4¥#ÔP¦:��¡h¥#Å#ÀÂ¥#ÔP�4 6£g¥íÛ�Ã#£g¦:��ÀÂ�4¥ôË·¾�¥Ö� ¹ ÀÂ¦D¦¤£gÒ\��ÀÂ�4¥Ö»�£
è|¢¤¦:�� #¢¤£g¦¤£g¥���¢¤£gÄê¡_��£gÅ�»��4¢¤½ÍÒg�4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢¤ÀÂ¥#Ôë� ¹ ÀÈ¦¿ #¢¤�4Ç#ÄÂ£g�QË ¸º¹ £g¢¤£F¡_Én��£g¢¿»�£�Å#£g¦¤Òg¢¤ÀÂÇ8£Á� ¹ £�¢¤£gÄê¡�Ó
��ÀÂ�4¥#¦ ¹ ÀÂ ÍÇ6£\��»�£g£g¥P¡hÄÂÔ4£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÈÄé� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒº¦¤Ò ¹ £g��£g¦�¡h¥#Å ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒº¦¤Ò ¹ £g��£g¦¿�4¥
¦¤ 6£gÒgÀê¡hÄ�¥#�4¥?Ó.¡hÇ6£gÄÂÀÂ¡h¥ëÔ4¢¤�4Ã# #¦gË`áQ�4¢¤£< #¢¤£gÒgÀÂ¦¤£gÄÈ�4Ü�»�£< #¢¤�RÆ�£f� ¹ ¡_�A¡ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ`£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥
¦¤Ò ¹ £g��£P�4¥p� ¹ £Y¥#�4¥?Ó.¡hÇ6£gÄÂÀê¡h¥�Ô4¢¤�4Ã# 

(S7, ·)
ÜA� ¹ £C¦:�?����£\��¢¤ÀÂÒ�Ô4¢¤�4Ã#  �4¥ ¦¤£\Æ�£g¥(£gÄÂ£g��£g¥���¦gÜ

¡hÄÂÄÂ�R»®¦����yÒg�4¥#¦:��¢¤Ã#Ò\�Õ¡h¥�¡hÄÂÔ4£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÈÄé� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒÕ£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥í¦¤Ò ¹ £g��£Í�4¥
(F2,+, ·)

Ë
ó�¥P¡hÄÂÔ4£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÂÄé� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ®£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥P¦¤Ò ¹ £g��£¼�4¥

(F2,+, ·)
ÒF¡h¥P¡hÄÂ¦¤��Ç6£¼�4Ç/��¡hÀÈ¥#£gÅ

Éq¢¤�4�!¡ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ¿£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥·¦¤Ò ¹ £g��£º�4¥Õ� ¹ £�¦¤ 6£gÒgÀê¡hÄ/ÄÂÀÂ¥#£F¡h¢7Ô4¢¤�4Ã# 
(SL(3, 2), ·)

�RÆ4£g¢
F2
Ë Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ|Ã#¦¤ÀÂ¥#Ô�Òg��Å#ÀÂ¥#ÔÍ� ¹ £g�4¢:�y¡h¥&¡_ÄÂÔ4£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÂÄé� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ¼£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥Q�4¥

¡h¥&¡h¢¤Ç#ÀÈ��¢�¡h¢:�Cè|¥#ÀÈ��£³¢¤ÀÂ¥#Ô��4¢®è|£gÄÂÅÑÒg�4Ã#ÄÂÅQÇ6£��4Ç/��¡hÀÂ¥#£gÅQÔ4ÀÈÆ4£g¥&¡ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒë£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥
¦¤Ò ¹ £g��£¼�4¥C�4¥#£��hÉô� ¹ £g¦¤£¼¥#�4¥?Ó.¡hÇ6£gÄÂÀê¡h¥�Ôh¢��hÃ# #¦FË ¸º¹ £g¦¤£D�4Ç#¦¤£g¢:Æ_¡_��ÀÂ�4¥#¦�Ò\�4Ã#ÄÂÅCÇ8£D¡ëè|¢¤¦:��¦¤��£g 
���Á¦¤�4ÄÈÆ4£f� ¹ £< #¢¤�4Ç#ÄÂ£g�j» ¹ £\� ¹ £g¢7£'¥�ÒgÀÂ£g¥��A¡h¥#Å³¦¤£gÒgÃ#¢¤£�¡hÄÂÔ4£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÈÄé� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒf¦¤Ò ¹ £g��£g¦
£�Ø/ÀÂ¦:�FËÍáÑ¡h¥��Ö¡hÃ/� ¹ �4¢¤¦ ¹ ¡RÆ4£·��¢¤ÀÂ£gÅ&���P¦¤�4ÄÈÆ�£Õ� ¹ ÀÂ¦¼ #¢¤�4Ç#ÄÂ£g�QË³¾�¥Ò- e?e?H Ü2Ð��4¥#£ ¹ ¡h¥#Å�÷2ÀÂ /���4¥
¹ ¡FÆ�£· #¢¤�RÆ4£g¥í� ¹ ¡_�DÃ#¥#Å#£g¢ë¡C¢¤£F¡h¦¤�4¥|¡hÇ#ÄÂ£·¡h¦¤¦¤Ã#�� /��ÀÂ�4¥Ö£\Æ4£g¢:�ÖÅ#£\��£g¢¤��ÀÂ¥#ÀÂ¦:��ÀÂÒhÜô¡hÄÂÔ4£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÈÄé�
>@?#èlñ�èïí�õ�î�èlÿPå

N
î�ò�è�á!èàî�õ�öKü�õ�á!ë î�ë �'è3ë í�î�èïó'èïêÆáïù
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¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ�Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g� ÒF¡h¥ÖÇ6£·Ç#¢¤�4½h£g¥íÀÂ¥&¦¤Ã#Ç?Ó�£�Ø/ 6�4¥#£g¥���Àê¡hÄA��ÀÂ��£:��- G�� Ë ¸º¹ ÀÂ¦D�Y¡F�
Ç6£Y¦¤£g£g¥(¡h¦Õ¡Q¥#£gÔ�¡_��ÀÈÆ�¢¤£g¦¤Ã#ÄÈ��Òg�4¥#Òg£g¢¤¥#ÀÂ¥#ÔÑ� ¹ £Y£�Ø/ÀÂ¦:��£g¥#Òg£P¡hÄÈ� ¹ �4Ã#Ô ¹ ���4¦:��£�Ø/ÀÂ¦:��ÀÂ¥#ÔÑÒg¢:�? ?Ó
���4¦:�?¦:��£g�QÜ`£hË¤Ô#ËÈÜA� ¹ £Cï�ò?ó�¦¤Ò ¹ £g�Í£íåq¦¤£g£CÏAØ#¡h�� #ÄÂ£ , Ë 2/Ë I ç �4¢ë� ¹ £CÏfÄ æ ¡h�Y¡hÄf¦¤Ò ¹ £g��£Öåq¦¤£g£
ò?£gÒ\��ÀÂ�4¥ G Ë I#Ë.- ç ÜKÒF¡h¥ÖÇ6£ÕÇ#¢¤�4½h£g¥ÖÀÂ¥&¦¤Ã#Ç?Ó�£�Ø/ 6�4¥#£g¥���Àê¡hÄ7��ÀÂ��£hÜ8���?�#Ë Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ6ÀÈÉf»�£·¡h¢¤£
¦¤£g£g½�ÀÂ¥#ÔÑÉq�4¢�¡hÄÂÔ4£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÈÄé� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒÍ #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ�Ó�½h£\�í¦¤Ò ¹ £g�Í£g¦Õ�4¥ ¦¤�Y¡hÄÂÄ`è|£gÄÂÅ#¦��4¢³¢¤ÀÂ¥#Ô4¦
¦¤Ã#Ò ¹ ¡h¦

M = F2
Ü|�4Ç�Æ?ÀÂ�4Ã#¦¤ÄÈ�C¦¤Ã#Ò ¹ ¡·¦¤Ò ¹ £g��£ ¹ ¡h¦º���ÍÇ6£ë #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ¦:��ÀÈÒ�����Ç8£ë¦¤£gÒgÃ#¢¤£hË

i � ¹ £g¢�¡hÃ/� ¹ �4¢¤¦ ¹ ¡FÆ4£®��¢¤ÀÂ£gÅÍ���ëè|¥#ÅCÒg¡h¥#Å#ÀÂÅ|¡_��£g¦<Éq�4¢¿¡hÄÂÔ4£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÈÄé� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒº¦¤Ò ¹ £g��£g¦gË¾�¥9- e?e?G Ü Ì £gÄÂÄÂ��»®¦º¡h¥#ÅQõ��4Ç#ÄÂÀÈ� Ä  #¢¤£g¦¤£g¥���£gÅ&¡h¥Q¡hÄÂÔ4£gÇ#¢�¡hÀÂÒ¼ #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ�Ó�½h£\�PÒg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g��ÒF¡hÄÂÄÈ£gÅ
Î7�4ÄÂÄÈ�&ð�¢�¡hÒ�½h£g¢k� G?e�� ËD¾ì�¼ÀÂ¦¼¡hÄÂÔ4£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÈÄé� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ³¡h¥#ÅÖ #¢¤�RÆh¡hÇ#ÄÈ�Q¦¤£gÒgÃ#¢¤£hË³ÝÁ¥/Éq�4¢:��Ã?Ó
¥|¡_��£gÄÈ�4Ü7� ¹ £Y¦�Ò ¹ £g��£ ¹ ¡h¦·¡Q¥�Ã#�·Ç8£g¢��hÉºÅ#À.¥�ÒgÃ#ÄÈ��ÀÂ£g¦�¡h¥#Å ÀÂ¦³¥#�h�Õ£'¥�ÒgÀÂ£g¥��ÕÒg�4¥#Òg£g¢¤¥#ÀÂ¥#ÔÑ� ¹ £
ÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�ëÄÂ£g¥#Ôh� ¹ Ë Ì ÀÂ¢¤¦:��ÄÈ�4ÜôÎ7�4ÄÂÄÈ�&ð�¢�¡hÒ�½h£g¢DÀÂ¦D¡C 8�4ÄÈ�?¥#�4��Àê¡hÄ�Ó�Ç|¡_¦¤£gÅ&¦:�?¦:��£\�QË ¸º¹ £g¢¤£\Éq�4¢¤£hÜ
Òg�4�� #Ã/��ÀÂ¥#Ô·¡h¥P£\¥#Òg¢:�? /��ÀÈ�4¥y�hÉ2� ¹ £D #¢¤��Å#Ã#Ò\�

E(m1 ·m2)
�hÉÊ��»��·��£g¦¤¦�¡hÔ4£g¦

m1
¡h¥#Å

m2
Ç��

�ÕÃ#ÄÈ��ÀÂ #Äé�?ÀÂ¥#ÔC� ¹ £�Òg�4¢¤¢¤£g¦¤ 8�4¥#Å#ÀÂ¥#ÔÑÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�� 8�4ÄÈ�?¥#�4��Àê¡hÄÈ¦
E(m1)

¡h¥#Å
E(m2)

Ü7ÄÈ£F¡hÅ#¦ë���
¡h¥Ö£�Ø/ 8�4¥#£g¥���Àê¡hÄAÇ#ÄÂ�R»®Ã# ÖÀÂ¥Ñ� ¹ £Õ¥�Ã#�ÕÇ6£g¢¼�hÉ<���4¥#�4��Àê¡_ÄÈ¦gË>/Á£g¥#Òg£hÜ2Å#Ã#¢¤ÀÂ¥#ÔC¢¤£g 6£F¡_��£gÅíÒg�h�·Ó
 #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥#¦�� ¹ £g¢¤£ëÀÂ¦®¡h¥Q£�Ø/ 6�h¥#£g¥���Àê¡hÄ2Ç#ÄÂ�R»®Ã# yÀÂ¥P� ¹ £ëÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�ÁÄÂ£g¥#Ôh� ¹ Ë
ò?£gÒg�4¥#Å#ÄÈ�4Üô¡hÄÂÄÊ£�Ø/ÀÂ¦:��ÀÂ¥#ÔYÀÂ¥#¦:��¡h¥���Àê¡_��ÀÈ�4¥#¦Á�_É¿Î7�4ÄÂÄÈ�Ñð�¢�¡hÒ�½h£g¢¼¦¤Ã/ßK£g¢�Éq¢¤�4� ÉqÃ#¢:� ¹ £g¢�Å#¢�¡R»®Ç|¡hÒ�½�¦
åq¦¤£g£Ñ£hË�Ô#ËÈÜ>� 4 e�� ç Ë ¸º¹ £\��¡h¢¤£Ñ£gÀÈ� ¹ £g¢�ÀÂ¥#¦¤£gÒgÃ#¢¤£Ñ¦¤ÀÂ¥#Òg£Q� ¹ £\�"¦¤Ã#ÒgÒgÃ#�ÕÇ�����Òg£g¢:��¡hÀÂ¥�¡_�¤��¡hÒ�½�¦gÜ
� ¹ £\�(¡h¢¤£P���?�ÖÀÂ¥#£'¥�ÒgÀÂ£g¥��·���íÇ6£y #¢�¡hÒ\��ÀÂÒF¡hÄHÜf�4¢Õ� ¹ £\� ÄÂ�?�4¦¤£C� ¹ £Q¡hÄÂÔ4£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÈÄé� ¹ �4���4���4¢.Ó
  ¹ ÀÂÒë #¢¤�4 8£g¢:�.�4Ë�/Á£g¥#Òg£³ÀÈ�®ÀÂ¦�ÉT¡h¢ºÉq¢¤�4�©ÒgÄÂ£F¡h¢ ¹ �R» ¦¤Ã#Ò ¹ ½�ÀÂ¥#ÅQ�hÉ`¦¤Ò ¹ £g��£g¦ÁÒg�4Ã#ÄÂÅQÇ8£ë��Ã#¢¤¥#£gÅ
ÀÂ¥����Õ£'¥�ÒgÀÂ£g¥��®¡h¥#ÅP¦¤£gÒgÃ#¢¤£³¡hÄÂÔ4£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÈÄé� ¹ �4���h���4¢¤  ¹ ÀÂÒÁ£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥y¦¤Ò ¹ £g��£g¦gË<ó Å#£\��¡hÀÂÄÂ£gÅ
¡h¥|¡hÄÈ�?¦¤ÀÂ¦®¡h¥#ÅQÅ#£g¦¤Òg¢¤ÀÂ /��ÀÂ�h¥Q�hÉ7� ¹ £g¦¤£ë¦¤Ò ¹ £g��£g¦ÁÒF¡h¥yÇ6£DÉq�4Ã#¥#ÅQÀÂ¥9� H - � Ë
¾�¥ , 2?2 , Ü7Ú/ËÊã��4��ÀÂ¥#Ô4�_Ó Ì £g¢¤¢¤£g¢¡� G?H�� Å#£\Æ�£\ÄÂ�4 6£gÅ ¡P #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÂ¦:��ÀÈÒhÜÊ¡hÄÂÔh£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÂÄé� ¹ �4���4���4¢.Ó
  ¹ ÀÂÒ³¦¤£gÒg¢¤£\�:Ó�½4£\�ÑÒg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g�QË¼Ð�Ã/�¼¡h¦�Ç6£\Éq�4¢¤£³� ¹ ÀÂ¦Á¦¤Ò ¹ £g��£�ÀÂ¦Á¥#�h�¼£'¥�ÒgÀÂ£\¥��¼¦¤ÀÂ¥#Òg£³� ¹ £g¢¤£
ÀÂ¦D¡h¥Ö£�Ø/ 6�4¥#£g¥���Àê¡hÄ`Ç#ÄÂ��»ºÃ# íÀÂ¥&� ¹ £·Ò\ÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�³ÄÂ£g¥#Ôh� ¹ Å#Ã#¢¤ÀÂ¥#ÔC¢¤£g 6£F¡_��£gÅ��ÕÃ#ÄÈ��ÀÈ #ÄÂÀÈÒF¡_��ÀÈ�4¥#¦gË
Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ#ÀÈ�º»�¡h¦®¢¤£gÒg£g¥���ÄÈ�PÇ#¢¤�4½4£g¥QÇ��Pöp¡hÔ4¥#£g¢Á¡h¥#ÅÑÐ�¡h��� fD-hÜ G�� Ë
¸º¹ Ã#¦<Òg�4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢¤ÀÂ¥#Ô ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ�£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥·¦¤Ò ¹ £g��£g¦f�4¥·Ô4¢¤�4Ã# #¦`ÀÂ¥#¦:��£F¡hÅ·�hÉ6¢¤ÀÂ¥#Ô4¦`¦¤£g£g�Í¦
���4¢¤£C #¢¤�4��ÀÂ¦¤ÀÈ¥#ÔÑ���Ö¦¤�4ÄÈÆ4£Y� ¹ £P #¢¤£g¦¤£g¥���£gÅ"Û�Ã#£g¦:��ÀÂ�4¥ôË�¾ì�ÍÇ#¢¤ÀÂ¥#Ô4¦ÕÃ#¦·ÒgÄÂ�4¦¤£g¢����Ö¦:��¢¤Ã#Ò\��Ã#¢¤£g¦
� ¹ ¡_� ¹ ¡FÆ�£ÑÇ6£g£g¥'¦¤Ã#ÒgÒg£g¦¤¦¤ÉqÃ#ÄÂÄÈ��Ã#¦¤£gÅ'ÀÂ¥�Òg¢:�? /���4Ô4¢�¡h  ¹ �hË ¸º¹ £ÑÉq�4ÄÂÄÈ�R»®ÀÂ¥#Ôí� ¹ £g�4¢¤£g� ¦ ¹ �R»®¦
� ¹ ¡_�·ÀÂ¥#Å#£g£gÅ � ¹ £P¦¤£F¡h¢¤Ò ¹ Éq�4¢·¡hÄÂÔ4£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÈÄé� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒY¦¤Ò ¹ £g��£g¦ÍÒF¡h¥(Ç6£P¢¤£gÅ#Ã#Òg£gÅ(���
� ¹ £ë¦¤£F¡h¢¤Ò ¹ Éq�4¢ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ¼¦¤Ò ¹ £g��£g¦Á�4¥Q¦¤ 6£gÒgÀÂ¡hÄ2¥#�4¥?Ó.¡hÇ6£gÄÂÀê¡h¥PÔ4¢¤�4Ã# #¦gË
N#�%(T���()� ��Ó!�EÓ!�EÓ�A �E� � ��Õ;Õú��¼l� �)½ �'� � �¢�'£:� � �;� � ���¡�CB � ��� � Õú� � �ED
F�G A �E�'���Y�IH?�ú�'�;� ���\� Õ ½ �P��� � � ��� Õ;ÕÖ�Y�E��£:��£:���Æ�E�)� � � �a� �����
�!��� � � � �E�'£:�#� � (F2,+, ·)

G
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JKG A �E�'���·�IH?�ú�'�;� � �E��£:��£:���Æ�E�)� � � �a� �����
�!��� � � � �E�'£:�é� � �;�E���'��£k£:�'�!��� �l½ ��� � � (S7, ·)
G

¸º¹ £ëÉq�4ÄÂÄÈ�R»®ÀÂ¥#ÔÕ #¢¤�?�hÉAÀÂ¦ºÇ|¡h¦¤£gÅQ�4¥Ñ¡h¥yÀÂÅ#£F¡·�hÉ ¸ �4�Y¡h¦Áò/¡h¥#Å#£g¢gË
L ����� � G 1 ⇒ 2

¸º¹ ÀÂ¦�Å#ÀÂ¢¤£gÒ\��ÀÂ�4¥p�hÉº� ¹ £C #¢¤�?�hÉºÉq�4ÄÈÄÂ�R»®¦�ÀÂ���Í£gÅ#Àê¡_�¤£gÄÈ��¡h¥#Å ÀÈ� ¹ �4ÄÈÅ#¦³Éq�4¢Õ¡h¥
¡h¢¤Ç#ÀÈ��¢�¡h¢:�Qè|¥#ÀÈ��£ÕÔ4¢¤�4Ã# í¦¤ÀÂ¥#Òg£·�4 6£g¢�¡_��ÀÂ�4¥#¦¼�hÉ<è|¥#ÀÈ��£·Ô4¢¤�4Ã# #¦DÒF¡h¥�¡hÄÈ»�¡F�?¦DÇ6£·ÀÂ�� #ÄÈ£g��£g¥���£gÅ
Ç��QÐ��?�4ÄÂ£F¡h¥yÒgÀÂ¢¤ÒgÃ#ÀÈ��¦gË¿÷2£\�

S7
Ç6£³¢¤£g #¢¤£g¦¤£g¥���£gÅÖ¡h¦Á¡Í¦¤Ã#Ç#¦¤£\�¼�hÉ

{0, 1}l Ü#» ¹ £g¢¤£�£_Ë�Ô#Ë l = 21ÒF¡h¥ÖÇ6£ÕÒ ¹ �4¦¤£g¥NM�Üô¡h¥#ÅÖÄÂ£\�
C
Ç6£·¡YÒgÀÂ¢¤ÒgÃ#ÀÈ��»®ÀÈ� ¹ ¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÂ�4¥&¡h¥#ÅÖ�ÕÃ#ÄÈ��ÀÈ #ÄÂÀÈÒF¡_��ÀÈ�4¥ÑÔ�¡_��£g¦�� ¹ ¡_�

��¡h½h£g¦Á¡h¦�ÀÂ¥# #Ã/��¦�� ¹ £DÇ#ÀÂ¥|¡h¢:�Y¢¤£g #¢¤£g¦¤£g¥���¡_��ÀÂ�4¥#¦º�hÉ7£gÄÂ£g��£g¥���¦
m1,m2 ∈ S7

¡h¥#ÅP�4Ã/�� #Ã/��¦�� ¹ £
Ç#ÀÂ¥|¡h¢:�³¢¤£g #¢¤£g¦¤£g¥���¡_��ÀÂ�4¥·�hÉ

m1m2
ËA¾ìÉ8»�£ ¹ ¡RÆ4£º¡h¥Í¡hÄÂÔ4£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÈÄé� ¹ �4�Í�4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ¿£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥

¦¤Ò ¹ £g��£
(K,E,D,

ó®Å#Å
,
áQÃ#ÄÈ�

)
�h¥

(F2,+, ·)
� ¹ £g¥·»�£ºÒF¡h¥ÍÅ#£\è|¥#£®¡ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ�¦¤Ò ¹ £g��£

(K̃, Ẽ, D̃, ˜áQÃ#ÄÈ� ) �4¥ S7
Ç��CÅ#£\è|¥#ÀÂ¥#Ô

Ẽ(m) = (E(s0), . . . , E(sl−1))
» ¹ £g¢¤£

(s0, . . . , sl−1)Å#£g¥#�h��£g¦Í� ¹ £yÇ#ÀÂ¥|¡h¢:� ¢¤£g #¢¤£g¦¤£g¥���¡_��ÀÂ�4¥"�hÉ
m
Ë ˜áQÃ#ÄÈ�ÍÀÂ¦ÍÒg�4¥#¦:��¢¤Ã#Ò\��£gÅ�Ç��(¦¤Ã#Ç#¦:��ÀÈ��Ã/��ÀÂ¥#ÔÖ� ¹ £

¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÂ�4¥pÔ�¡_��£g¦�ÀÂ¥
C
Ç��póºÅ#Å(¡h¥#Å � ¹ £C�ÕÃ#ÄÈ��ÀÈ #ÄÂÀÈÒF¡_��ÀÈ�4¥�Ô�¡_��£g¦ÕÇ�� áQÃ#ÄÈ�FË

K̃
¡h¥#Å

D̃
¡h¢¤£

Å#£\è|¥#£gÅÑÀÂ¥P� ¹ £ë�4Ç�Æ?ÀÂ�4Ã#¦�»º¡F�4Ë

2 ⇒ 1
¸º¹ £� #¢¤���hÉ ¹ ¡h¦D��»��Q¦:��£g #¦gË Ì ÀÂ¢¤¦:�¼»�£ÍÃ#¦¤£�¡PÒg�4¥#¦:��¢¤Ã#Ò\��ÀÂ�4¥��hÉ�Ð�£g¥?Ó i ¢ë¡h¥#Åpð�ÄÂ£\Æ4£��-�2 � ���(¦ ¹ �R»�� ¹ ¡_�P� ¹ £Öè|£gÄÂÅ!å

F2,+, ·
ç ÒF¡h¥kÇ8£í£g¥#Òg�?Å#£gÅkÀÂ¥'� ¹ £Ö¦¤ 6£gÒgÀê¡hÄDÄÂÀÂ¥#£F¡h¢YÔ4¢¤�4Ã# 

(SL(3, 2), ·)
�RÆ4£g¢

F2
Ë ¸º¹ £g¥�»�£Y¡h # #Äé�í¡C� ¹ £g�4¢¤£g� Éq¢¤�4�� #¢¤��¹:£gÒ\��ÀÈÆ�£ÍÔ4£\�4��£\��¢:�&���y¦ ¹ ��»

� ¹ ¡_�
(SL(3, 2), ·)

ÀÂ¦®¡·¦¤Ã#Ç#Ô4¢¤�4Ã# Q�hÉ
S7
Ë ¸º¹ ÀÂ¦® #¢¤�RÆ4£g¦®� ¹ £ëÒgÄê¡hÀÂ�yË

öp£ë�Y¡h 

(F2,+, ·)
encoding
→ SL(3, 2)

x 7→




1 0 x

0 1 0

0 0 1


 =: M(x).

¾ì�ÁÀÂ¦º£F¡h¦:�C����¦¤£g£D� ¹ ¡_�P�
-4Ë
M(x)M(y) = M(x+ y)

, Ë
∃ T ∈ SL(3, 2) :

TM(x)T−1 =




1 0 0

0 1 x

0 0 1


 ¡h¥#Å

OCP�ëdí�øàè
log2(7!) ≈ 12.3

æPîÆò�èlôìë í�ë ôéã�äTü?õ�á�á!ë ÿ�ä è íPâ�ôÇÿ�èïê%õ�öDÿ�ë îÆá�ëdá
l = 13

ù
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∃ S ∈ SL(3, 2) :

SM(y)S−1 =




1 y 0

0 1 0

0 0 1


 :

M(xy) = [




1 y 0

0 1 0

0 0 1


 ,




1 0 0

0 1 x

0 0 1


],

» ¹ £g¢¤£
[A,B]

Å#£g¥#�h��£g¦®� ¹ £ëÒg�4���ÕÃ/��¡_���4¢��hÉ7� ¹ £ë�Y¡_��¢¤ÀÂÒg£g¦
A
¡h¥#Å

B
Ë

¸º¹ £g¢¤£\Éq�4¢¤£ë� ¹ £ë�4 6£g¢�¡_��ÀÂ�4¥#¦RQ!¡h¥#Å
·
ÀÂ¥

F2
ÒF¡h¥QÇ6£ë 6£g¢:Éq�4¢¤��£gÅy�4¥

M(0)
¡h¥#Å

M(1)
Ã#¦¤ÀÂ¥#Ô

� ¹ £íÒg�4¥#¦:��¡h¥���¦
S
¡h¥#Å

T
Ü¼¡h¥#Å � ¹ £í�·Ã#ÄÈ��ÀÈ #ÄÈÀÂÒF¡_��ÀÈ�h¥'ÀÂ¥'� ¹ £íÔ4¢¤�4Ã# 

SL(3, 2)
Ë æ ÀÈÆ4£g¥k¡

¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒÁ£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥P¦¤Ò ¹ £g��£
(K,E,D,

áQÃ#ÄÈ�
)
�4¥

(SL(3, 2), ·)
»�£¼ÒF¡h¥C� ¹ Ã#¦�£F¡h¦¤ÀÂÄÈ�

Òg�4¥#¦:��¢¤Ã#Ò\�®¡_¥P¡hÄÂÔ4£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÈÄé� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ®¦¤Ò ¹ £g��£��4¥
(F2,+, ·)

Ã#¦¤ÀÂ¥#Ô
E(S), E(T )

Ü/¡h¥#Å
� ¹ £³¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ � áQÃ#ÄÈ�FË
öp£C¥#�R»©Ã#¦¤£Y� ¹ £CÉT¡_Ò\�Õ� ¹ ¡_�

SL(3, 2)
ÀÂ¦³� ¹ £CÔ4¢¤�4Ã#  �hÉ®Òg�4ÄÂÄÂÀÂ¥#£F¡_��ÀÈ�4¥#¦³�4¥ � ¹ £C #¢¤��¹:£\Ò\��ÀÈÆ�£

 #Äê¡h¥#£¼��Æ4£g¢
F2
åq¦¤£g£ë£hË¤Ô#Ë÷� 4 ,�� ç Ëfó�¦º� ¹ ÀÂ¦� #Äê¡h¥#£ ¹ ¡h¦÷cÕ 6�4ÀÂ¥���¦gÜ

SL(3, 2)
ÒF¡h¥yÇ6£D£g�ÕÇ6£gÅ#Å#£gÅ

ÀÂ¥
S7
Ü#» ¹ ÀÂÒ ¹ Òg�4¥#ÒgÄÂÃ#Å#£g¦º� ¹ £ë #¢¤�?�hÉ.Ë

� ()��BK���J��Ó!�EÓú��Ó ó�¥"¡h¥|¡hÄÈ�?¦¤ÀÂ¦Õ�hÉÁ� ¹ £P #¢¤�?�hÉÁ�hÉ ¸º¹ £g�4¢¤£g� , Ë.-4Ë.-y¦ ¹ �R»®¦·� ¹ ¡_�ÍÃ#¦¤ÀÂ¥#Ô&� ¹ £
Å#£g¦¤Òg¢¤ÀÂÇ6£gÅCÒg�4¥#¦:��¢¤Ã#Ò\��ÀÂ�4¥Y� ¹ £��Y¡_��¢¤ÀÂÒg£g¦

S
Ü
T
Ü/¡h¥#Å

M(x)
¡h¢¤£�¥#£\Òg£g¦¤¦�¡h¢:��Éq�4¢<� ¹ £�£g¥#Òg�?Å#ÀÂ¥#Ô#Ë

öp£ ¹ ¡FÆ�£
〈M(1), S, T 〉 = SL(3, 2).

/Á£g¥#Òg£hÜ`� ¹ £g¢¤£CÀÂ¦�¥#�& #¢¤�4 8£g¢Õ¦¤Ã#Ç#Ô4¢¤�4Ã#  �hÉ
SL(3, 2)

� ¹ ¡_�ÕÒF¡h¥ Ç6£CÃ#¦¤£gÅ ���Ñ£g¥#Òg�?Å#£
F2
ÀÂ¥

� ¹ £y¡hÇ8��Æ4£C»�¡F�4Ë�öp£P¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÂ�4¥|¡hÄÈÄé��¥#�h��£C� ¹ ¡_�
S7
ÀÂ¦�� ¹ £P¦¤�Y¡hÄÂÄÂ£g¦:�Õ¦:�?����£\��¢¤ÀÂÒYÔ4¢¤�4Ã#  ÀÂ¥

» ¹ ÀÂÒ ¹
SL(3, 2)

ÒF¡h¥yÇ8£D£g�ÕÇ6£gÅ#Å#£gÅy¦¤ÀÂ¥#Òg£
SL(3, 2)

Òg�4¥���¡hÀÂ¥#¦º¡h¥P£gÄÂ£g��£g¥��º�_É7�4¢¤Å#£g¢÷c?Ë Ì �4¢
ÀÂ¥#¦:��¡h¥#Òg£hÜ#� ¹ £DÉq�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÈ¥#Ô·£gÄÂ£g��£g¥�� ¹ ¡h¦®�4¢¤Å#£g¢Vc)�




0 0 1

0 1 1

1 1 0


 .

ó�¥íÀÂ¥���£g¢¤£g¦:��ÀÂ¥#ÔPÛ�Ã#£g¦:��ÀÂ�4¥ÖÀÂ¦�» ¹ £\� ¹ £g¢D� ¹ £g¢¤£Í¡h¢¤£�à�¦¤�Y¡hÄÂÄÈ£g¢.ä³�4¢Áà�¦¤ÀÂ�� #ÄÂ£g¢.ä³Ô4¢¤�4Ã# #¦¼� ¹ ¡h¥
S7
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¡h¥#Å
SL(3, 2)

� ¹ ¡_�Á¡hÄÂÄÂ�R» ����£g¥#Òg��Å#£ë� ¹ £Dè|£gÄÂÅ
F2
Ë

Ì ¢¤�4��� ¹ £ë #¢¤�?�hÉA�hÉ ¸º¹ £g�4¢¤£g� , Ë.-hË.-ë»�£ë�4Ç/��¡hÀÂ¥yÅ#ÀÂ¢¤£gÒ\��ÄÈ��� ¹ £DÉq�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÂ¥#ÔÕÒg�4¢¤�4ÄÂÄê¡h¢:�4Ë
"#���
Q!Q�BK��$A��Ó!�EÓú5�Ó ¸º¹ £ëÉq�4ÄÂÄÈ��»®ÀÈ¥#Ô·¦:��¡_��£g��£g¥���¦Á¡h¢¤£ë£gÛ�Ã#ÀéÆh¡hÄÂ£g¥��P�

-4Ë ¸º¹ £g¢¤£³£�Ø/ÀÂ¦:��¦Á¡h¥Q¡hÄÂÔ4£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÂÄé� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ¼£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥Q¦¤Ò ¹ £g��£³�4¥
(F2,+, ·)

Ë
, Ë ¸º¹ £g¢¤£Q£�Ø/ÀÂ¦:��¦�¡ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒC£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥"¦¤Ò ¹ £g��£Q�4¥ � ¹ £y¦¤ 6£gÒgÀê¡hÄºÄÂÀÂ¥#£F¡h¢ÕÔ4¢¤�4Ã# 

(SL(3, 2), ·)
Ë

� ()��BK���b��Ó!�EÓ�L%Ó ¾�¥�£�Ø#¡hÒ\��ÄÈ�(� ¹ £Q¦�¡h��£Q»�¡F��¡h¦YÀÂ¥(� ¹ £Ñ #¢¤�?�hÉ¼�hÉ ¸º¹ £g�4¢¤£g� , Ë.-4Ë.-ÑÀé�YÀÂ¦
 6�4¦¤¦¤ÀÂÇ#ÄÂ£¼���Í£g¥#Òg�?Å#£D� ¹ £Dè|¥#ÀÈ��£Dè|£gÄÂÅ

(Fp,+, ·)
ÀÂ¥P� ¹ £ë¦¤ 6£gÒgÀê¡hÄ2ÄÂÀÂ¥#£F¡h¢�Ô4¢¤�4Ã# 

(SL(3, p), ·)
Ë

/Á�4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒy£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥�¦¤Ò ¹ £g��£g¦C�h¥�Ô4¢¤�4Ã# #¦ ¹ ¡FÆ�£ÑÇ8£g£g¥'£�Ø?��£g¥#¦¤ÀÈÆ4£gÄÈ�"¦:��Ã#Å#ÀÂ£gÅôË Ì �4¢
ÀÂ¥#¦:��¡h¥#Òg£hÜ�»�£ ¹ ¡FÆ4£ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ`¦¤Ò ¹ £g��£g¦7�4¥ëÔ4¢¤�4Ã# #¦

(Z� MZ,+)
Ü�Éq�4¢

M
Ç8£gÀÂ¥#Ô�¡º¦¤���?�h� ¹

¥�Ã#�·Ç8£g¢ºåq£hË¤Ô#ËÈÜE� IT4?Ü�f/Ü Hh,�� ç Ü_Éq�4¢
M = pq

Ç8£gÀÂ¥#Ô¼¡h¥·ï�ò?ó����?Å#Ã#ÄÂÃ#¦Ç� H c?Ü�I ,�� Ü�¡h¥#Å�Éq�4¢7Ô4¢¤�4Ã# #¦
((Z� NZ)∗, ·)

» ¹ £g¢¤£
N
ÀÂ¦D¡h¥�ï�ò?ó����?Å#Ã#ÄÂÃ#¦gË�ó�ÄÂÄA½�¥#�R»®¥�£'¥�ÒgÀÂ£g¥���¡h¥#Åí¦¤£gÒgÃ#¢¤£Í¦¤Ò ¹ £g��£g¦

���?Å|¡F��¡h¢¤£ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ<�4¥·¡hÇ6£gÄÂÀê¡h¥³Ô4¢¤�4Ã# #¦gÜ ¹ �R»�£\Æ4£g¢
S7
¡h¥#Å

SL(3, 2)
¡h¢¤£�¥#�4¥?Ó.¡hÇ6£gÄÂÀê¡h¥ôË

ò/¡h¥#Å#£g¢gÜD�¿�4Ã#¥#Ô�¡h¥#ÅC�¿Ã#¥#Ô � c?c � ¹ ¡hÅQ¡h¦¤½h£gÅÑ£�Ø/ #ÄÂÀÂÒgÀÈ��ÄÈ��» ¹ £\� ¹ £g¢º� ¹ £g¢¤£ëÀÂ¦Á¡ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ
£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥y¦¤Ò ¹ £g��£D�4¥P¥#�4¥?Ó.¡hÇ6£gÄÂÀê¡h¥YÔ4¢¤�4Ã# #¦gË ¸º¹ £D¢¤£gÅ#Ã#Ò\��ÀÂ�4¥y¡hÇ6�RÆ4£D���h��ÀÈÆh¡_��£g¦¿� ¹ ¡_��� ¹ ÀÂ¦
ÀÂ¦`ÀÂ¥#Å#£g£gÅ�¡h¥·ÀÂ�� 6�4¢:��¡h¥��`Û�Ã#£g¦:��ÀÂ�4¥Í¡h¥#Å·� ¹ ¡_�f¥#�4¥?Ó.¡hÇ6£gÄÂÀê¡h¥�Ô4¢¤�4Ã# #¦f¦ ¹ �4Ã#ÄÂÅ·Ç6£º¦:��Ã#Å#ÀÂ£gÅ·Éq¢¤�4�
� ¹ ÀÂ¦º 6£g¢¤¦¤ 6£gÒ\��ÀÈÆ4£hË
ÝÁ¥/Éq�4¢:��Ã#¥|¡_��£gÄÈ�4Ü?»�£DÒF¡h¥y¥#�h�ºÅ#£g¦¤Òg¢¤ÀÂÇ6£³¡h¥P£'¥�ÒgÀÂ£g¥�� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ�£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥y¦¤Ò ¹ £g��£D�4¥
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Òg¢¤£\�¿Å|¡_��¡D¦¤Ã#Ò ¹ � ¹ ¡_�<ÀÈ�f¢¤£g�Y¡hÀÂ¥#¦f¦¤£gÒg¢¤£\�FË ¸º¹ ÀÂ¦fÒF¡h¥�Ç6£®Å#�4¥#£®Ç��·£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ¥#Ôë� ¹ £
Å|¡_��¡ÍÀÂ¥Ñ¡hÅ/Æ_¡h¥#Òg£Õ¡h¥#Åy� ¹ £g¥Ñ£�Ø/ #ÄÂ�4ÀÈ��ÀÂ¥#Ô·� ¹ £ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒD #¢¤�4 6£g¢:���P���YÒg�h�·Ó
 #Ã/��£C»ºÀÈ� ¹ £g¥#Òg¢:�? /��£gÅ�Å|¡_��¡/Ë ¸º¹ £y¡h¢¤£F¡Qà�Òg�4�� #Ã/��ÀÂ¥#ÔÑ»®ÀÈ� ¹ £g¥#Òg¢:�? /��£gÅ"Å|¡_��¡�ä
ÒF¡h¥yÇ6£ë¦ ¹ ��»®¥y���ÍÇ6£ë£gÛ�Ã#ÀÈÆh¡hÄÂ£g¥��®���·� ¹ £ëÒF¡h¦¤£ë�hÉÊà�Òg�4�� #Ã/��ÀÂ¥#ÔÕ»®ÀÈ� ¹ £g¥#Òg¢:�? /��£gÅ
ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦.ä�Ë ¸º¹ £ÕÀÂÅ#£F¡�Ç8£ ¹ ÀÂ¥#Å&ÀÈ�Á»®ÀÂÄÂÄ2Ç8£�ÉqÃ#¢:� ¹ £g¢Á£�Ø/ #Äê¡hÀÂ¥#£gÅÑÀÂ¥Q� ¹ £³Éq�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÈ¥#Ô
Ò ¹ ¡h /��£g¢gË

•
áQÃ#ÄÈ��ÀÂ |¡h¢:���CÒg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥��
¾�¥ �ÕÃ#ÄÈ��ÀÂ |¡h¢:���ÖÒg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥�¦¤Ò ¹ £g��£g¦Õ¦¤£\Æ�£\¢�¡_Ä� |¡_¢¤��ÀÂ£\¦³»�¡h¥������&Òg�4�� #Ã/��£Y¡ÑÒg�h�·Ó
���4¥ôÜÁ #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒÑÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥ �4¥'� ¹ £gÀÂ¢PÀÂ¥# #Ã/��¦C» ¹ ÀÂÄÂ£&½4£g£g #ÀÂ¥#Ô � ¹ £gÀÂ¢PÀÂ¥#Å#ÀÈÆ?ÀÂÅ#Ã|¡hÄÁÀÂ¥# #Ã/��¦
 #¢¤ÀÈÆh¡_��£hË ¸º¹ ÀÂ¦fÇ6£gÄÂ�4¥#Ô4¦`���D� ¹ £Á¡h¢¤£F¡D�hÉ8à�Òg�4�� #Ã/��ÀÂ¥#Ô�»®ÀÈ� ¹ £g¥#Òg¢:�? /��£gÅYÅ|¡_��¡�ä�Ë`ÝÁ¦¤Ã|¡hÄÂÄÈ�
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ÀÂ¥Ö�ÕÃ#ÄÈ��ÀÂ |¡h¢:���QÒg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥& #¢¤�h���?Òg�4ÄÂ¦�»�£ ¹ ¡FÆ4£�¡C¦¤£\�³�hÉ
n ≥ 2

 #Äê¡F��£g¢¤¦¼» ¹ £g¢¤£F¡h¦
ÀÂ¥ Òg�4�� #Ã/��ÀÂ¥#ÔÑ»®ÀÈ� ¹ £g¥#Òg¢:�? /��£gÅ"Å|¡_��¡Ñ¦¤Òg£g¥|¡h¢¤ÀÂ�4¦

n = 2
Ë Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜfÀÂ¥ �ÕÃ#ÄÈ��ÀéÓ

 |¡h¢:���ÍÒg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥Í #¢¤�h���?Òg�4ÄÂ¦`� ¹ £®ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥Í� ¹ ¡_��¦ ¹ �4Ã#ÄÂÅ�Ç6£ÁÒg�4�� #Ã/��£gÅYÀÂ¦< #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒgÄÈ�
½�¥#�R»®¥ôÜ/» ¹ £g¢¤£F¡h¦�ÀÂ¥�� ¹ £D¡h¢¤£F¡³�hÉôà�Òg�4�� #Ã/��ÀÂ¥#Ôë»®ÀÈ� ¹ £g¥#Òg¢:�? /��£gÅyÅ|¡_��¡�äÁÀÈ��ÀÂ¦�¡� #¢¤ÀÈÆh¡_��£
ÀÂ¥# #Ã/�³�hÉ��4¥#£� |¡h¢:���4Ë�óÙ #¢¤�h���?Òg�4Ä`Éq�4¢D�·Ã#ÄÈ��ÀÈ |¡h¢:���&Òg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥#¦¼»®ÀÂÄÂÄ`Ç8£�Ô4ÀÈÆ4£g¥�ÀÂ¥
ò?£gÒ\��ÀÂ�4¥�I#Ë H Ë

•
ò?£gÒg¢¤£\��¦ ¹ ¡h¢¤ÀÂ¥#Ô·¦¤Ò ¹ £g��£g¦��
¾�¥&¡�¦¤£gÒg¢¤£\�¼¦ ¹ ¡h¢¤ÀÂ¥#Ô�¦¤Ò ¹ £g��£�¦¤£\Æ4£g¢�¡hÄ7 |¡h¢:��ÀÂ£g¦Á¦ ¹ ¡h¢¤£�¡�¦¤£gÒ\¢�£��D¦¤��� ¹ ¡_�Á¥#�Y |¡h¢:���yÒF¡h¥
¢¤£gÒg�4¥#¦:��¢¤Ã#Ò\�º� ¹ £¼¦¤£gÒg¢¤£\�ºÇ��YÀÈ��¦¤£gÄÈÉ.Ü�Ç#Ã/�ºÀÈÉ2�Y¡h¥��� |¡h¢:��ÀÂ£g¦�Òg�?�4 8£g¢�¡_��£�� ¹ £\�C¡h¢¤£D¡hÇ#ÄÂ£Á���
¢¤£gÒg�4¥#¦:��¢¤Ã#Ò\�ÁÀÈ�FË�/Á£g¢¤£hÜ/� ¹ £ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ¼ #¢¤�4 8£g¢:�.�CÀÂ�� #ÄÂÀÈ£g¦�� ¹ ¡_��� ¹ £ëÒg�4�� 8�4¦¤ÀÈ��ÀÂ�4¥
�hÉ7� ¹ £ë¦¤£gÒg¢¤£\��¦ Å ¦ ¹ ¡h¢¤£g¦�¡h¢¤£ë¦ ¹ ¡h¢¤£g¦®�hÉ7� ¹ £ë¦¤£gÒg¢¤£\��¦ Å Òg�4�� 8�4¦¤ÀÈ��ÀÂ�4¥ôË

•
¸º¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅQ¦¤Ò ¹ £g��£g¦��
ò?£gÒg¢¤£\�¼¦ ¹ ¡h¢¤ÀÂ¥#ÔY¦¤Ò ¹ £g��£g¦D¡h¥#ÅÑ�ÕÃ#ÄÈ��ÀÂ |¡h¢:���PÒg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥y¦¤Ò ¹ £g��£g¦¼¡h¢¤£�£�Ø#¡h�� #ÄÂ£g¦Á�hÉ
� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅQ¦¤Ò ¹ £g��£g¦®� ¹ ¡_�Á¡h¢¤£ëÇ|¡h¦¤£gÅQ�4¥y� ¹ £ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ¼ #¢¤�4 6£g¢:���4Ë<ó�¥Q£�Ø#¡h�� #ÄÂ£
�hÉ`¡Õ� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅQÅ#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥Q¦¤Ò ¹ £g��£³ÀÂ¦ºÔ4ÀÈÆ4£g¥yÀÂ¥Ñð ¹ ¡h /��£g¢·I#Ë

• ` £g¢¤�_Ó�½�¥#�R»®ÄÂ£gÅ#Ô4£D #¢¤�?�hÉq¦��¸º¹ ÀÂ¦�ÀÂ¦�¡ëÉqÃ#¥#Å|¡h��£g¥���¡hÄ6 #¢¤ÀÂ��Àé��ÀéÆ�£®�hÉ2Òg¢:�? /���4Ô4¢�¡h  ¹ ÀÂÒ� #¢¤�h����Òg�4ÄÂ¦�¡h¥#ÅY� ¹ Ã#¦�¡h¥C£�Ø#¡h�·Ó
 #ÄÂ£`�hÉ/¡�� ¹ £g�4¢¤£\��ÀÂÒF¡hÄ4¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÂ�h¥¼�hÉ ¹ �4���4�Í�4¢¤  ¹ ÀÂÒAÒg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g��¦gË ` £g¢¤�_Ó�½�¥#�R»®ÄÂ£gÅ#Ô4£ #¢¤�?�hÉq¦�¡h¢¤£�Ã#¦¤£gÅY���Õ #¢¤�RÆ4£�½�¥#��»®ÄÂ£gÅ#Ô4£��hÉ2¦¤�4��£Á #¢¤ÀÈÆh¡_��£ÁÀÂ¥/Éq�4¢¤�Y¡_��ÀÈ�4¥ôË Ì �4¢¿ÀÂ¥#¦:��¡h¥#Òg£hÜ
Òg�4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢<� ¹ £�ÒF¡_¦�£®» ¹ £g¢¤£D¡ëÃ#¦¤£g¢ ¹ ¡h¦<���� #¢¤�RÆ�£ ¹ ÀÂ¦¿ÀÂÅ#£g¥���ÀÈ���Õ���Õ¡ ¹ �4¦:��Ç���ÄÂ�4Ô4Ô4ÀÈ¥#ÔëÀÂ¥
»®ÀÈ� ¹C¹ ÀÂ¦�¡hÒgÒg�4Ã#¥��º¡h¥#ÅC #¢¤ÀÈÆh¡_��£� |¡h¦¤¦:»��4¢¤ÅôË i Ç�Æ?ÀÂ�4Ã#¦¤ÄÈ�4Ü?ÀÂ¥Y¦¤Ã#Ò ¹ ¡� #¢¤�h����Òg�4Ä8� ¹ £�Ã#¦�£\¢»�¡h¥���¦ ¹ ÀÂ¦f #¢¤ÀÈÆh¡_��£�ÀÂ¥/Éq�4¢¤�Y¡_��ÀÈ�4¥yåqÀHË¤£hËÈÜ ¹ ÀÂ¦f |¡h¦¤¦:»��4¢¤Å ç ���ë¦:��¡F�Õ #¢¤ÀÈÆh¡_��£®¡h¥#ÅÍ¥#�h�f���DÇ6£
ÄÂ£F¡h½h£gÅ·Å#Ã#¢¤ÀÂ¥#Ô�� ¹ £� #¢¤�h���?Òg�4ÄHË ` £g¢¤�_Ó�½�¥#�R»®ÄÂ£gÅ#Ô4£� #¢¤�?�hÉq¦AÔ4Ã|¡h¢�¡h¥���£g£�� ¹ ¡_�A� ¹ £� #¢¤�h���?Òg�4ÄÒg�4���ÕÃ#¥#ÀÂÒF¡_��£g¦¼£�Ø#¡hÒ\��ÄÈ�Ñ� ¹ £·½�¥#�R»®ÄÂ£gÅ#Ô4£Õ� ¹ ¡_�D»�¡h¦DÀÂ¥���£g¥#Å#£gÅôÜÊ¡h¥#Åí¥#��å Ä £g¢¤� ç £�Ø?��¢�¡
½�¥#�R»®ÄÂ£gÅ#Ô4£hË·ó�¥í£�Ø#¡h�� #ÄÂ£·�hÉ�¡h¥ ¹ �4¥#£g¦:�:ÓìÆ4£g¢¤ÀÈè|£g¢ Ä £g¢¤�_Ó�½�¥#�R»®ÄÂ£gÅ#Ô4£Í #¢¤�?�hÉ<� ¹ ¡_�ëÃ#¦¤£g¦
� ¹ £ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ³ #¢¤�4 6£g¢:���&ÀÂ¦�Ô4ÀÈÆ4£g¥ÖÀÂ¥íò?£gÒ\��ÀÂ�4¥XI#Ëd4?Ë G Ë Ì �4¢ÁÉqÃ#¢:� ¹ £g¢¼£�Ø#¡h�� #ÄÂ£g¦¼�hÉ
Ä £g¢¤�_Ó�½�¥#�R»®ÄÂ£gÅ#Ô4£ë #¢¤�?�hÉq¦ºÃ#¦¤ÀÂ¥#ÔÍ� ¹ £ ¹ �h���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ¼ #¢¤�4 6£\¢¤���P¦¤£g£:� ,?,�� Ë

•
ÏfÄÂ£gÒ\��ÀÂ�4¥P¦�Ò ¹ £g��£g¦��
¾�¥í£gÄÂ£gÒ\��ÀÂ�4¥Ö¦¤Ò ¹ £g��£g¦D� ¹ £ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ� #¢¤�4 6£g¢:���Ö #¢¤�RÆ?ÀÂÅ#£g¦ë¡C�����4ÄA���P�4Ç/��¡hÀÂ¥&� ¹ £
��¡hÄÂÄÈ�íÔ4ÀÈÆ4£g¥ � ¹ £C£g¥#Òg¢:�? /��£gÅ(Æ4�h��£g¦Õ»®ÀÈ� ¹ �4Ã/�ÕÅ#£gÒg¢:�? /��ÀÂ¥#Ô&� ¹ £PÀÈ¥#Å#ÀÈÆ?ÀÂÅ#Ã|¡hÄ<Æ4�h��£g¦gËí¾�¥
ò?£gÒ\��ÀÂ�4¥�I#Ëdc�»�£D»®ÀÂÄÂÄK£�Ø/ #Äê¡hÀÂ¥P� ¹ ÀÂ¦�ÉqÃ#¢:� ¹ £g¢gË
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•
ö ¡_��£g¢¤�Y¡h¢¤½�ÀÂ¥#ÔÍ¡h¥#Åyè|¥#Ô4£\¢� #¢¤ÀÂ¥���ÀÂ¥#Ô·¦¤Ò ¹ £g��£g¦��
ã�ÀÂÔ4ÀÈ��¡hÄf»�¡_��£g¢¤�Y¡h¢¤½�ÀÂ¥#ÔÖ¡h¥#Åpè|¥#Ô4£g¢¤ #¢¤ÀÂ¥���ÀÂ¥#ÔÑ¦¤Ò ¹ £g��£g¦·£g�·Ç8£gÅ(¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÂ�4¥|¡hÄ<ÀÂ¥/Éq�4¢¤�Y¡�Ó
��ÀÂ�4¥'ÀÈ¥���� Å#ÀÂÔ4ÀÈ��¡hÄÁÅ|¡_��¡/Ë ¸º¹ £ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒÑ #¢¤�4 8£g¢:�.��ÀÂ¦CÃ#¦¤£gÅ ���(¡hÅ#Åk¡ �Y¡h¢¤½
���Y #¢¤£\Æ?ÀÂ�4Ã#¦¤ÄÈ�y£g¥#Òg¢:�? /��£gÅÖÅ|¡_��¡/Ë®¾�¥ÑÔ4£g¥#£g¢�¡hÄÊ»�¡_��£g¢¤�Y¡h¢¤½�¦¼¡h¢¤£³Ã#¦¤£gÅÑ���YÀÂÅ#£g¥���ÀÈÉn�C� ¹ £
�R»®¥#£g¢�Ü_¦¤£gÄÂÄÂ£g¢A�hÉ|Å#ÀÂÔ4ÀÈ��¡hÄ4Ô4�?�?Å#¦Ê���¼£g¥#¦¤Ã#¢¤£�� ¹ £�Òg�4 ��?¢¤ÀÂÔ ¹ �RË7¾�¥�è|¥#Ô4£g¢¤ #¢¤ÀÂ¥���ÀÂ¥#Ô�¦¤Ò ¹ £g��£g¦
� ¹ £º 6£g¢¤¦¤�4¥Í» ¹ �ëÇ#Ã/�?¦f� ¹ £®Å|¡_��¡¼¦ ¹ �4Ã#ÄÂÅÍÇ6£ºÀÂÅ#£g¥���ÀÈè8¡hÇ#ÄÂ£�Ç��Õ� ¹ £º��£g¢¤Ò ¹ ¡h¥��f���ë£g¥#¦¤Ã#¢¤£
� ¹ ¡_�¿Å|¡_��¡ëÀÂ¦f¥#�h�¿ÀÂÄÂÄÈ£gÔ�¡hÄÈÄÈ��¢¤£gÅ#ÀÂ¦:��¢¤ÀÂÇ#Ã/��£gÅôË Ì Ã#¢:� ¹ £g¢< #¢¤�4 6£g¢:��ÀÂ£g¦<�hÉô¦¤Ã#Ò ¹ ¦¤Ò ¹ £g��£g¦¿ÒF¡h¥
Ç6£DÉq�4Ã#¥#ÅyÀÂ¥9� c�2 � �4¢S� ,�� Ë

• i Ç#ÄÂÀÈÆ?ÀÂ�hÃ#¦���¢�¡h¥#¦:Éq£g¢��
i Ç#ÄÂÀÈÆ?ÀÂ�hÃ#¦º��¢�¡h¥#¦:Éq£g¢ÁÀÂ¦Á¡h¥#�h� ¹ £g¢®Òg¢:�? /���4Ô4¢�¡h  ¹ ÀÂÒ³ #¢¤ÀÂ��Àé��ÀéÆ�£_Ë�ÝÁ¦¤Ã|¡hÄÂÄÈ�PÀÂ¥Q¡Í��»��_Ó� |¡h¢:���-\Ó��4Ã/�:Ó��hÉêÓ , �4Ç#ÄÂÀÈÆ?ÀÈ�4Ã#¦���¢�¡h¥#¦:Éq£g¢® #¢¤�h���?Òg�4Äô� ¹ £Dè|¢¤¦¤�Á |¡h¢:���y¦¤£g¥#Å#¦¼¡·Ç#ÀÈ�®���Í� ¹ £ë¦¤£gÒg�4¥#Å
 |¡h¢:��� ÀÂ¥(¦¤Ã#Ò ¹ ¡&»�¡F� � ¹ ¡_�·� ¹ £P¦¤£gÒg�4¥#Å" |¡h¢:�.� ¢¤£gÒg£gÀÈÆ4£g¦ÍÀÈ�·»ºÀÈ� ¹  #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀé�.�

1/2
Ü

»®ÀÈ� ¹ �4Ã/�º� ¹ £ëè|¢¤¦:�Á |¡h¢:���P½�¥#��»®ÀÂ¥#Ô·» ¹ £\� ¹ £g¢��4¢º¥#�h�®� ¹ £ë¦¤£gÒg�4¥#ÅÑ |¡h¢:�.�P¢¤£gÒg£gÀÈÆ4£gÅQ� ¹ £
Ç#ÀÈ�FË®ó�¥&£�Ø#¡h�� #ÄÂ£³�hÉ<¦¤Ã#Ò ¹ ¡� #¢¤�h���?Òg�4Ä2� ¹ ¡_�¼Ã#¦¤£g¦�� ¹ £ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒë #¢¤�4 8£g¢:�.�QÒF¡h¥
Ç6£DÉq�4Ã#¥#ÅyÀÂ¥9� H 2 � Ë

•
ð��4����ÀÈ���Í£g¥��º¦¤Ò ¹ £g��£g¦��
ð��4����ÀÈ���Í£g¥��Ê¦¤Ò ¹ £g��£\¦f¡h¢¤£¿¡h¥#�h� ¹ £g¢ÊÉqÃ#¥#Å|¡h��£g¥���¡hÄ� #¢¤ÀÂ��ÀÈ��ÀéÆ4£<�hÉ#Òg¢:�? /���4Ô4¢�¡h  ¹ ÀÂÒ< #¢¤�_Ó
���?Òg�4Ä7� ¹ £g�h¢¤�hË³¾�¥í¡CÒg�4����ÀÈ�¤��£g¥���¦�Ò ¹ £g��£Í¡Y #Äê¡R�4£g¢¼�Y¡h½h£g¦D¡CÒg�4����ÀÈ���Í£g¥��FË>/Á£·ÀÂ¦
¡hÇ#ÄÂ£Õ���yÒ ¹ �?�4¦¤£�¡CÆh¡hÄÂÃ#£ÕÉq¢¤�4��¦¤�4��£·¦¤£\��¡h¥#Å�Òg�4����ÀÈ����� ¹ ÀÂ¦DÒ ¹ �4ÀÂÒg£Í¦¤Ã#Ò ¹ � ¹ ¡_� ¹ £
ÒF¡h¥'¥#� ÄÂ�4¥#Ô4£g¢YÒ ¹ ¡h¥#Ô4£ ¹ ÀÂ¦C��ÀÂ¥#ÅôË /Á£&Å#�?£g¦C¥#�h� ¹ ¡FÆ4£&��� ¢¤£\Æ�£F¡hÄ ¹ ÀÂ¦CÒ ¹ �4ÀÂÒg£Ö¡hÄéÓ
� ¹ �4Ã#Ô ¹Q¹ £³�Y¡F�CÅ#��¦¤�C¡_�®¦¤�4��£ëÄê¡_��£g¢º 6�4ÀÂ¥��FË�ð¿�4����ÀÈ���Í£g¥��º¦¤Ò ¹ £g��£g¦®� ¹ ¡_�ÁÃ#¦¤£ë� ¹ £
¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ¼ #¢¤�4 6£g¢:���C»®ÀÂÄÂÄôÇ8£ëÀÂ¥���¢¤��Å#Ã#Òg£gÅQÀÂ¥Ñò?£gÒ\��ÀÂ�4¥�I#Ë f/Ë

•
÷2�h�¤��£g¢:�P #¢¤�h����Òg�4ÄÂ¦��
ÝÁ¦¤Ã|¡hÄÂÄÈ��ÀÂ¥Í¡¼Òg¢:�? /���4Ô4¢�¡h  ¹ ÀÂÒ�ÄÂ�h�¤��£g¢:�Õ¡¼¥?Ã#�ÕÇ6£g¢` 6�4ÀÂ¥���ÀÂ¥#Ô����¼� ¹ £�»®ÀÂ¥#¥#ÀÂ¥#Ô¼��ÀÂÒ�½h£\� ¹ ¡h¦
���YÇ8£·¹:�4ÀÂ¥���ÄÈ�y¡h¥#ÅÑ¢�¡h¥#Å#�4��ÄÈ�CÒ ¹ �4¦¤£g¥&Ç��Ñ¡hÄÂÄ2 |¡h¢:��ÀÂÒgÀÂ |¡h¥���¦gËºÝÁ¦¤ÀÂ¥#ÔC¡ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ
£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥Ñ¦¤Ò ¹ £g��£ë� ¹ ÀÂ¦®ÒF¡h¥QÇ6£³¢¤£F¡hÄÂÀ Ä £gÅQ¡h¦ºÉq�4ÄÂÄÂ�R»®¦��¿Ï<¡hÒ ¹  #Äê¡F��£g¢®Ò ¹ �?�4¦¤£g¦�¡Í¢�¡h¥?Ó
Å#�4� ¥�Ã#�·Ç8£g¢D» ¹ ÀÂÒ ¹p¹ £Í£g¥#Òg¢:�? /��¦gË ¸º¹ £g¥pÃ#¦¤ÀÂ¥#Ôy� ¹ £ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒÕ #¢¤�4 6£g¢:���Ö� ¹ £
£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥Q�_É7� ¹ £ë¦¤Ã#� �hÉ7� ¹ £D¢�¡h¥#Å#�4��Æh¡hÄÂÃ#£g¦®ÒF¡h¥yÇ6£D£'¥�ÒgÀÂ£g¥���ÄÈ�CÒg�4�� #Ã/��£gÅôË ¸º¹ £
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ÀÂ¥(¦¤Ã#Ò ¹ ¡&»º¡F� � ¹ ¡_�·� ¹ £\�(¡h¢¤£y¦:��ÀÂÄÂÄ�£�Ø/£gÒgÃ/��¡hÇ#ÄÂ£hÜ¿Éq¢¤�4�

NC1 ���í 6�hÄÈ�?¥#�4��Àê¡hÄ¿Ç#¢�¡_¥#Ò ¹ ÀÂ¥#Ô
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 #¢¤�4Ô4¢�¡h��¦¡� I � ËÍáQ�4¢¤£g�RÆ4£g¢gÜÊ»�£ÍÅ#£\è|¥#£�¡P¥#£\»! #¢¤�4 6£g¢:���Ö�hÉ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ�Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£F��¦
� ¹ ¡_�<»�£ÁÒF¡hÄÂÄ#½h£\�Í¦:»º¡h # #ÀÂ¥#Ô#Ë ¸º¹ ÀÂ¦< #¢¤�4 8£g¢:�.�·�hßK£g¢¤¦¿¥#£\»' 8�4¦¤¦¤ÀÂÇ#ÀÂÄÂÀÈ��ÀÈ£g¦`ÀÂ¥·à�Òg�4�� #Ã/��ÀÂ¥#Ô¼»®ÀÈ� ¹
£g¥#Òg¢:�? /��£gÅ Å|¡_��¡�äY¡h¥#Åíà�Òg�4�� #Ã/��ÀÂ¥#ÔP»®ÀÈ� ¹ £g¥#Òg¢:�? /��£gÅ ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦.ä�¦¤Òg£g¥|¡h¢¤ÀÂ�4¦gË Ì ÀÂ¥|¡hÄÂÄé�4Ü2»�£
 #¢¤£g¦¤£g¥��Á�.»��Í£�Ø#¡h�� #ÄÂ£g¦®�hÉ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ¼¦¤Ò ¹ £g��£g¦Á¦¤Ã# # 8�4¢:��ÀÂ¥#ÔÍ½4£\�P¦¤»�¡h # #ÀÂ¥#Ô#Ë

j<+.- k 1 ± «y¨lÁ ² «P²lZm1A¬³²51 ± ´ ¶

¾�¥Ñ� ¹ ÀÂ¦®¦�£\Ò\��ÀÂ�4¥Ñ»�£�ÀÂ¥���¢¤�?Å#Ã#Òg£ë� ¹ £�Ç|¡h¦¤ÀÂÒ³Òg�4¥#Òg£g /��¦��hÉfÇ#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#ÔY #¢¤�4Ô4¢�¡h��¦º� ¹ ¡��Á»�£³»®ÀÂÄÂÄ
¥#£g£gÅPÀÂ¥�� ¹ £ÁÉq�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÈ¥#Ô#Ë ¸º¹ £¼Å#£\è|¥#ÀÈ��ÀÂ�4¥Í»�£� #¢¤£g¦¤£g¥���»�¡h¦�¢¤£gÒg£g¥���ÄÈ��ÀÂ¥���¢¤�?Å#Ã#Òg£gÅCÇ��Pð�¢�¡h��£g¢
£\�³¡hÄHËKÀÈ¥Ò� ,�H�� Ë�¾ì�ë¢¤£\Éq£\¢�¦¼���PÇ#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#Ôy #¢¤�4Ô4¢�¡h��¦���Æ4£g¢ë¡h¢¤Ç#ÀÈ��¢�¡h¢:�Ñ¢¤ÀÂ¥#Ô4¦gË³¾ì�DÀÂ¥#ÒgÄÂÃ#Å#£g¦¼� ¹ £
¥#�h��ÀÂ�4¥QÃ#¦¤Ã|¡hÄÂÄÈ�PÔ4ÀÈÆ4£g¥ÑÀÂ¥QÄÂÀÈ��£g¢�¡_��Ã#¢¤£hÜ|£hË¤Ô#ËÈÜ6ÀÂ¥�� f G�� ¡h¦�¡�¦¤ 6£gÒgÀê¡hÄÊÒF¡h¦¤£hË ¸º¹ £g¢¤£\Éq�4¢¤£³� ¹ £³¥#£\»
Å#£\è|¥#ÀÈ��ÀÂ�4¥pÀÂ¦Õ���h¢�£� 6�R»�£g¢:ÉqÃ#Ä¿» ¹ ÀÂÒ ¹ ÀÂ¥#Å#Ã#Òg£g¦�� ¹ ¡_�Õ½�¥#��»®¥ ÉT¡hÒ\��¦Õ¦:��ÀÂÄÂÄ ¹ �4ÄÂÅpÉq�4¢³� ¹ £Y¥#£\»
Å#£\è|¥#ÀÈ��ÀÂ�4¥Q¡h¥#ÅP� ¹ ¡_�®Ç6�4Ã#¥#Å#¦Á��ÀÂÔ ¹ �ºÇ8£ëÀÂ�� #¢¤��Æ4£gÅôË
@C(hÑ3���;	���
�A5�Ó!�EÓ!�EÓ ó¿��� ���a� �)� �)½ �
��� ½ � � £ �hÉ7¦¤À Ä £ λ �4¥QÀÂ¥# #Ã/��¦ x1, . . . , xn ∈ Rn Ü/» ¹ £g¢¤£
R
ÀÂ¦C¡h¥�¡h¢¤Ç#ÀÈ��¢�¡h¢:�(¢¤ÀÂ¥#Ô#ÜºÀÈ¦C¡pÛ�Ã|¡hÅ#¢¤Ã# #ÄÂ£

BP = (G,w, s, t)
» ¹ £g¢¤£

G = (V,E)
ÀÂ¦Y¡

Å#ÀÂ¢¤£gÒ\��£gÅP¡hÒ\�?ÒgÄÂÀÈÒÁÔ4¢�¡h  ¹ »®ÀÈ� ¹
V
Ç8£gÀÂ¥#Ô³� ¹ £�¦¤£\���hÉKÆ�£g¢:��ÀÂÒg£g¦�¡h¥#Å

E
Ç6£gÀÂ¥#Ô³� ¹ £Á¦¤£\���hÉ2£gÅ#Ô4£g¦gÜ

w
ÀÂ¦®¡·Äê¡hÇ6£gÄÂÄÂÀÈ¥#Ô�ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥Q¡h¥#Å

s
¡h¥#Å

t
¡_¢�£¼��»��Í¦¤ 6£gÒgÀê¡hÄôÆ4£g¢:��ÀÂÒg£g¦®�hÉA� ¹ £DÔ4¢�¡h  ¹ Ë

öp£Í�Y¡F�Ö¡h¦¤¦¤Ã#��£·� ¹ ¡_�
V = {s = 1, . . . , t = λ}

¡h¥#Åí� ¹ ¡_�DÉq�4¢D£F¡hÒ ¹ £gÅ#Ô4£
(i, j) ∈ E

ÀÈ�
¹ �4ÄÂÅ#¦ë� ¹ ¡_�

i < j
Ëy÷2£\�

w
¡h¦¤¦¤ÀÂÔ4¥����Ñ£F¡hÒ ¹ £gÅ#Ô4£Y¡QÅ#£gÔ4¢¤£g£�Ó�-Y 6�4ÄÈ�?¥#�4��Àê¡_Ä`��Æ4£g¢

R
ÀÂ¥í� ¹ £

ÀÂ¥# #Ã/�ºÆh¡h¢¤Àê¡hÇ#ÄÂ£g¦gÜ/ÀHË�£hËÈÜ

w(i, j) =
n∑

k=1

alkxk + bl, alk, bl ∈ R
¡h¥#Å

1 ≤ l ≤ λ2.

Ì �4¢7£F¡hÒ ¹ Å#ÀÂ¢¤£gÒ\��£gÅÕ |¡_� ¹
φ = (i1, i2, . . . , ik)

Éq¢¤�4�
i1
���
ik
ÀÂ¥
G
Ü_� ¹ £V¼��'� ½ �)�2�hÉ φ ÀÂ¦7Å#£\è|¥#£gÅ���ÍÇ6£D� ¹ £ë #¢¤�?Å#Ã#Ò��

w(i1, i2) · w(i2, i3) · · ·w(ik−1, ik)
Ë
W (i, j)

Å#£g¥#�h��£g¦®� ¹ £k�¢��� � Õ�¼��'� ½ �)�
�hÉA¡hÄÂÄ8Å#ÀÂ¢¤£gÒ\��£gÅy |¡_� ¹ ¦�Éq¢¤�4�

i
���
j
Éq�4¢

i < j
ånÆ?ÀÂ£\»�£gÅQ¡h¦º¡�ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥C�hÉ

x = (x1, . . . , xn)
ç Ë

¸º¹ ¡_�ÁÀÂ¦

W (i, j) =
∑

φ(i,j)

k−1∏

m=1

w(im, im+1)

» ¹ £g¢¤£
i = i1

¡h¥#Å
j = ik

¡h¥#Å
φ(i, j)

Å#£g¥#�h��£g¦�¡· |¡_� ¹ Éq¢¤�4�
i
���
j
Ë
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¸º¹ £ëÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥
f : Rn → R

Òg�4�� #Ã/��£gÅQÇ��y¡ÍÇ#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#ÔÍ #¢¤�4Ô4¢�¡h�
BP

ÀÂ¦ºÅ#£\è|¥#£gÅÑÇ��

f(x) = W (1, λ)(x) = W (s, t)(x).

<Vt�BE��� Q�( 5�Ó!�EÓú��Ó ÷2£\�
R
Ç8£ë¡ÕÒg�4���ÕÃ/��¡_��ÀÈÆ4£�¢¤ÀÂ¥#Ô�»®ÀÈ� ¹ -4Ëfó�¦º¡h¥y£�Ø#¡h�� #ÄÂ£��hÉA¡ÕÇ#¢�¡h¥#Ò ¹ Ó

ÀÂ¥#Ôí #¢¤�4Ô4¢�¡h� �hÉ�¦¤À Ä £ 4Ö�4¥(ÀÂ¥# #Ã/��¦ x1, x2, x3, x4
Òg�4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢·� ¹ £PÉq�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÈ¥#ÔÖÔ4¢�¡h  ¹ Ü<» ¹ £g¢¤£

x1, x2, x3, x4, a, b ∈ R
�

1

2x1

x4

5

3

4

x3

x2+bx3

a+x4

öp£ ¹ ¡FÆ�£

w(1, 2) = x1, w(2, 3) = x3, w(3, 5) = a+ x4, w(1, 4) = x4, w(4, 5) = x2 + bx3.

/Á£g¥#Òg£hÜ|� ¹ £D»�£gÀÂÔ ¹ �Á�hÉ7� ¹ £ë |¡_� ¹
φ = (1, 4, 5)

ÀÂ¦ºÅ#£\è|¥#£gÅQ���ÍÇ6£

w(1, 4)w(4, 5) = x4 · (x2 + bx3).

¸º¹ £Õ���h��¡hÄÊ»�£gÀÂÔ ¹ �
W (i, j)

£gÛ�Ã|¡hÄÂ¦
x1x3(a + x4) + x4(x2 + bx3)

¡_¥#Å&� ¹ Ã#¦�� ¹ £�ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥
Òg�4�� #Ã/��£gÅQÇ��

BP
ÀÂ¦

f(x) = x1x3(a+ x4) + x4(x2 + bx3).

¾ìÉ
R
ÀÂ¦�¡YÒg�4���ÕÃ/��¡_��ÀÈÆ4£³¢¤ÀÂ¥#ÔÍ»®ÀÈ� ¹ -4Ü8� ¹ £�Òg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥Ñ�hÉ

f(x)
ÒF¡h¥ÖÇ8£Õ�Y¡h # 8£gÅÑ���Y� ¹ £

Òg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥P�hÉ7� ¹ £ëÅ#£\��£g¢¤��ÀÂ¥|¡h¥��®�hÉ`¡·�Y¡_��¢¤ÀéØCÀÂ¥P� ¹ £DÉq�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÈ¥#ÔÕ»�¡F�påq¦¤£g£ë£hË¤Ô#Ë÷� 4 G�� ç �
÷2£\�

x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn Ë ¸º¹ £g¢¤£ ÀÂ¦&¡h¥*¡hÅ�¹¤¡hÒg£g¥#Ò\�j�Y¡_��¢¤ÀéØ
H(x)

Ç6£gÄÂ�4¥#Ô4ÀÂ¥#Ô(���
£F¡hÒ ¹ Ç#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#Ôp #¢¤�4Ô4¢�¡h�

BP = (G,w, s, t)
» ¹ £g¢¤£

G = (V,E)
Ë¿¾ìÉD»�£Ö¡h¦¤¦¤Ã#��£Ñ� ¹ ¡_�

V = {s = 1, . . . , t = λ}
¡h¥#ÅÖ� ¹ ¡_�DÉq�4¢D£F¡hÒ ¹ £gÅ#Ô4£

(i, j) ∈ E
ÀÈ� ¹ �hÄÂÅ#¦D� ¹ ¡_�

i < j
Ü2� ¹ £g¥

H(x)
ÀÂ¦D¡h¥

λ × λ
�Y¡_��¢¤ÀéØQ» ¹ £g¢¤£·£\¥���¢:�

(i, j)
£gÛ�Ã|¡hÄÂ¦>2CÀÈÉ

(i, j) /∈ E
¡h¥#Å

w(i, j)
�h� ¹ £g¢.Ó

»®ÀÂ¦¤£hË�ò?ÀÂ¥#Òg£
G
ÀÂ¦®¡·Å#ÀÂ¢¤£gÒ\��£gÅÑ¡hÒ\�?ÒgÄÂÀÂÒDÔ4¢�¡h  ¹

H(x)
ÀÂ¦®¡h¥QÃ# # 8£g¢®��¢¤Àê¡h¥#Ô4Ã#ÄÂ¡h¢��Y¡_��¢¤ÀéØY» ¹ ÀÂÒ ¹

ÀÂ¦ë¥#ÀÂÄÂ 6�h��£g¥��FËY¾ìÉ
r
ÀÂ¦D� ¹ £�¥�Ã#�·Ç8£g¢³�hÉ�£gÅ#Ô4£g¦��hÉ�� ¹ £�ÄÂ�4¥#Ô4£g¦:�³ |¡_� ¹ Éq¢¤�4�

s = 1
���
t = λ� ¹ £g¥

H(x)r+1 = 0
Ë¼ö ¹ £g¥Ö¥#�P��ÀÂ¦¤Ã#¥#Å#£g¢¤¦:��¡h¥#Å#ÀÂ¥#ÔYÀÂ¦� 6�4¦¤¦¤ÀÂÇ#ÄÂ£³»�£�»®ÀÂÄÂÄ2»®¢¤ÀÈ��£

H
ÀÂ¥#¦:��£F¡hÅ

�hÉ
H(x)

Ë
÷2£\�

k × � � �;�pÅ#£g¥#�h��£Y¡y |¡_� ¹ � ¹ ¡_��Òg�4¥#¦¤ÀÂ¦:��¦³�hÉ�£�Ø#¡hÒ\��ÄÈ� k £gÅ#Ô4£g¦gË ¸º¹ £�£g¥���¢:� (i, j)
�hÉ�� ¹ £
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 6�R»�£g¢
Hk £gÛ�Ã|¡hÄÂ¦º� ¹ £D���h��¡hÄK»�£gÀÂÔ ¹ �Á�hÉ`¡hÄÂÄKÅ#ÀÂ¢¤£gÒ\��£gÅ k Ó� |¡_� ¹ ¦ºÉq¢¤�4� i

���
j
Ë�/Á£g¥#Òg£hÜ

H∗ :=
∞∑

k=0

Hk =
r∑

k=0

Hk

ÀÂ¦�� ¹ £ë�Y¡_��¢¤ÀéØY» ¹ �4¦¤£
(i, j)

£g¥���¢:�y£\Û�Ã|¡hÄÂ¦
W (i, j)

Ë�ò?ÀÂ¥#Òg£
Hr+1 = 0

»�£³�4Ç/��¡hÀÂ¥C� ¹ ¡_�

(I −H)H∗ = H∗(I −H) =
r∑

k=0

Hk −

r∑

k=0

Hk+1 = H0 = I

⇒ H∗ = (I −H)−1.

Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜA� ¹ £YÃ# # 6£g¢Õ¢¤ÀÂÔ ¹ ��£g¥���¢:�
(1, λ) = (s, t)

�hÉ
H∗ Ü`Å#£g¥#�h��£gÅ Ç�� H∗

1,λ

Ü`£gÛ�Ã|¡hÄÂ¦
W (1, λ)(x)

Ë ¸º¹ ÀÂ¦�Å#£\��£g¢¤��ÀÂ¥#£g¦¿� ¹ £��4Ã/�� #Ã/�
f(x)

�hÉ2� ¹ £�ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥
f : Rn → R

Òg�4�� #Ã/��£gÅ
Ç��

BP
Ë ¸ ��Òg�4�� #Ã/��£¼� ¹ £D£g¥���¢:�

(1, λ)
�hÉ
H∗ »�£ëÒF¡h¥Ñ¡h # #ÄÈ�yð�¢�¡h��£g¢ Å ¦®¢¤Ã#ÄÂ£hË�/Á£g¥#Òg£

H∗
1,λ = W (1, λ) = ((I −H)−1)1,λ = (−1)λ+1 detM

det(I −H)
,

» ¹ £g¢¤£
M
Å#£g¥#�h��£g¦�� ¹ £¼¦¤Ã#Ç#�Y¡_��¢¤ÀéØY�hÉ

I −H
�4Ç/��¡hÀÂ¥#£gÅCÇ��YÅ#£gÄÂ£\��ÀÂ¥#Ô³� ¹ £�è|¢¤¦:�ºÒg�4ÄÂÃ#��¥C¡h¥#Å

� ¹ £³Äê¡h¦:�·å
λ
Óì� ¹8ç ¢¤�R»ëËÁò?ÀÂ¥#Òg£

H
ÀÂ¦�¡h¥ÑÃ# # 8£g¢Á��¢¤Àê¡h¥#Ô4Ã#Äê¡h¢º�Y¡_��¢¤ÀéØC»�£ ¹ ¡FÆ�£

det(I −H) n -4Ë/Á£g¥#Òg£
H∗

1,λ = (−1)λ+1 detM = f(x).

� ()��BK���=5�Ó!�EÓú5�Ó ¾ìÉ
f
ÀÂ¦º¡ÍÐ����4ÄÂ£F¡h¥CÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥C� ¹ £g¥P� ¹ ÀÂ¦ºÅ#£\��£g¢¤��ÀÂ¥|¡h¥��º£gÛ�Ã|¡hÄÂ¦º£gÀÈ� ¹ £g¢é2·�4¢

-4Ü|ÀHË¤£hËÈÜ#����Òg�4�Í #Ã/��£¼� ¹ £DÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥PÆh¡hÄÂÃ#£ëÀÈ�®ÀÂ¦º¦¤ÃD¥�ÒgÀÂ£g¥��Á����Å#£gÒgÀÂÅ#£ëÀÈÉ7� ¹ £ë�Y¡_��¢¤ÀéØ
M
ÀÂ¦®�hÉ

ÉqÃ#ÄÂÄô¢�¡h¥#½8Ë
<Vt�BE��� Q�( 5�Ó!�EÓ�L%Ó ¸º¹ £�¡hÅ�¹¤¡hÒg£\¥#Ò\� �Y¡_��¢¤ÀéØ��hÉ³� ¹ £ÖÔ4¢�¡h  ¹ �hÉÕÏAØ#¡h�� #ÄÂ£ G Ë.-4Ë , ÄÂ�?�4½�¦P¡h¦
Éq�4ÄÂÄÂ�R»®¦��

H =




0 x1 0 x4 0

0 0 x3 0 0

0 0 0 0 a+ x4

0 0 0 0 x2 + bx3

0 0 0 0 0
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⇒ H2 =




0 0 x1x3 0 x4(x2 + bx3)

0 0 0 0 x3(a+ x4)

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0



,

H3 =




0 0 0 0 x1x3(a+ x4)

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0



, H4 = 0.

ò?ÀÂ¥#Òg£
H∗ :=

∑
Hk Ü|ÀÈ��Éq�4ÄÂÄÂ�R»®¦�� ¹ ¡_�

H∗
1,5 = W (1, 5)(x) = x1x3(a+ x4) + x4(x2 + bx3) = f(x).

¸º¹ £�¢¤£F¡h¦¤�4¥³���¼ÄÂ���4½DÒgÄÂ�4¦¤£g¢A¡_�AÇ#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#Ô� #¢¤�4Ô4¢�¡h��¦ÊÀÂ¦Ê� ¹ ¡_�`£\Æ4£g¢:�³ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥
f
ÒF¡h¥ÕÇ8£�Òg�4�·Ó

 #Ã/��£gÅyÇ��C¡ÕÇ#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#ÔÕ #¢¤�4Ô4¢�¡h�QÜ/¡h¥#ÅP�Y¡h¥��po�¥|¡_��Ã#¢�¡_Ä�o®ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�h¥CÉT¡h��ÀÂÄÈÀÈ£g¦¼åqÀÂ¥C |¡h¢:��ÀÂÒgÃ#Äê¡h¢
¢¤£gÔ4Ã#Äê¡h¢ÕÄê¡h¥#Ô4Ã|¡hÔ4£g¦ ç ÒF¡h¥"Ç6£PÒg�4�� #Ã/��£gÅ(Ç�� ÄÂÀÂ¥#£F¡h¢.Ó�¦¤À Ä £CÇ#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#Ôí #¢¤�4Ô4¢�¡h��¦gË Ì Ã#¢:� ¹ £g¢.Ó
���4¢¤£hÜ6� ¹ £ÕÇ#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#ÔC #¢¤�4Ô4¢�¡h��¦¤À Ä £ÕÀÈ¦�¥#�PÄê¡h¢¤Ô4£g¢®� ¹ ¡h¥&� ¹ £�Òg�4¢¤¢¤£g¦¤ 6�4¥#Å#ÀÂ¥#ÔCÉq�4¢¤�ÕÃ#Äê¡Í¦¤À Ä £
�hÉ
f
� ,�H�� Ë÷/Á�R»�£\Æ4£g¢gÜK 6�4ÄÈ�?¥#�4��Àê¡_ÄéÓì¦¤À Ä £ëÇ#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#ÔY #¢¤�4Ô4¢�¡h��¦Á¡h¢¤£³ #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÄÈ�y¥#�h�� 6�R»�£g¢:ÉqÃ#Ä

£g¥#�4Ã#Ô ¹ ����£'¥�ÒgÀÂ£g¥���ÄÈ�(Òg�4�� #Ã/��£Q¡hÄÂÄº 8�4ÄÈ�?¥#�4��Àê¡hÄ�Óì�¤ÀÂ�Í£PÒg�4�� #Ã/��¡hÇ#ÄÈ£PÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦gË ¸º¹ ÀÂ¦�ÀÂ¦
�R»®ÀÂ¥#Ôy���P� ¹ £ÍÉT¡hÒ\�ë� ¹ ¡_�D� ¹ £� 6�R»�£g¢³�hÉ� 6�4ÄÈ�?¥#�4��Àê¡hÄ�Óì¦¤À Ä £·Ç#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#ÔQ #¢¤�4Ôh¢�¡_��¦ëÒg�4ÀÂ¥#ÒgÀÈÅ#£g¦
»®ÀÈ� ¹ � ¹ ¡_�Á�hÉAÅ#ÀÈßK£g¢¤£g¥��ºÆh¡h¢¤Àê¡h¥���¦º�hÉAÄÂ�4Ô_Ó�¦¤ |¡hÒg£DÒg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥\� 4�I � Ë
� ()��BK���Ë5�Ó!�EÓú+�Ó ¸º¹ £PÃ# # 6£g¢·Ç6�4Ã#¥#Å Éq�4¢�� ¹ £C¦¤À Ä £P�hÉÁÇ#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#ÔÖ #¢¤�4Ô4¢�¡h�Í¦ÕÒg�4�� #Ã/��ÀÂ¥#Ô
Ð��?�4ÄÂ£F¡h¥ëÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦

f : {0, 1}n → {0, 1}
ÀÂ¦7£�Ø/ 6�4¥#£g¥���Àê¡hÄHË Ì �4¢Ê¦¤ 6£gÒgÀê¡hÄ�ÒgÄê¡h¦¤¦¤£g¦A�hÉ#ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦

¡Í¦¤�Y¡hÄÂÄÂ£g¢�Ç6�4Ã#¥#ÅQÒF¡h¥ÑÇ8£³ #¢¤�RÆ�£g¥ôË�ó�¥Q£�Ø#¡h�� #ÄÂ£ë�hÉ7ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦®� ¹ ¡_�®ÒF¡h¥ÑÇ8£³Òg�4�� #Ã/��£gÅQÇ��
ÄÂÀÂ¥#£F¡h¢.Ó�¦¤À Ä £�Ç#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#ÔD #¢¤�4Ô4¢�¡h��¦f¡h¢¤£®Ð��?�4ÄÂ£F¡h¥ÕÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦ f(x) = 1+

∑
J⊆{1,...,n}

∏
i∈J xi

Ë
/Á£g¥#Òg£hÜ

f(x) =
∏n

i=1(1 + xi)
¡h¥#Å"� ¹ £g¢¤£Q£�Ø/ÀÂ¦:��¦Y¡íÇ#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#Ô� #¢¤�4Ô4¢�¡h� �hÉ¼¦¤À Ä £ n + 1Òg�4�� #Ã/��ÀÂ¥#Ô

f
Ë

<Vt�BE��� Q�(X5�Ó���Ó���Ó ÷2£\�

f(x1, x2, x3) = 1 +
∑

J⊆{1,2,3}

∏

i∈J

xi = 1 + x1 + x2 + x3 + x1x2 + x1x3 + x2x3 + x1x2x3,
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» ¹ £g¢¤£
xi ∈ {0, 1}

Éq�4¢
1 ≤ i ≤ 3

Ë ¸º¹ £g¥

f(x1, x2, x3) = 1 + x2 + x3 + x2x3 + x1(1 + x2 + x3 + x2x3)

= (1 + x2 + x3 + x2x3)(1 + x1)

= (1 + x3 + x2(1 + x3))(1 + x1) = ((1 + x3)(1 + x2))(1 + x1).

¸º¹ £ëÉq�4ÄÂÄÈ�R»®ÀÂ¥#ÔÕÇ#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#ÔÍ #¢¤�4Ô4¢�¡h�©�hÉA¦¤À Ä £³IÍÒg�4�� #Ã/��£g¦ f �

1 2 3 4
1+x1 1+x2 1+x3

� ()��BK����5�Ó!�EÓ saÓ ó�¥ ÀÂ¥���£g¢¤£g¦:��ÀÂ¥#Ô(¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÈ�4¥��hÉ�Ç#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#Ô( #¢¤�4Ô4¢�¡h��¦�Ó�¥|¡h��£gÄÈ�"� ¹ £
Òg�4¥#¦:��¢¤Ã#Ò\��ÀÂ�4¥&�hÉf¦¤�_Ó�ÒF¡hÄÂÄÂ£gÅÑ¢�¡h¥#Å#�4��À Ä ÀÈ¥#Ô� 6�4ÄÈ�?¥#�4��ÀÂ¡hÄÈ¦ºÓ�»�¡h¦¼ÀÂ¥���¢¤�?Å#Ã#Òg£\Å&ÀÂ¥*� 4�I#Ü�4?4 � ¡h¥#Å
ÉqÃ#¢:� ¹ £g¢PÔh£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦¤£gÅ'ÀÂ¥ � ,�H�� Ë ¸º¹ £g¦¤£í¢�¡h¥#Å#�4��À Ä ÀÂ¥#Ôp 6�hÄÈ�?¥#�4��Àê¡hÄÈ¦C¡h¢¤£Ö¡ ¢¤£g #¢¤£g¦¤£g¥���¡_��ÀÂ�4¥
�hÉ�ÉqÃ#¥#Ò���ÀÈ�4¥#¦ëÇ��ÖÄÂ�R»�Ó�Å#£gÔ4¢¤£g£Í 6�4ÄÈ�?¥#�4��Àê¡_ÄÈ¦¼» ¹ ÀÂÒ ¹ ÀÂ¦ë£g¦¤ 8£gÒgÀê¡hÄÂÄÈ�&Ã#¦¤£\ÉqÃ#ÄfÉq�4¢D� ¹ £ÍÅ#£g¦¤ÀÂÔ4¥��hÉ
¦¤£gÒgÃ#¢¤£³�ÕÃ#ÄÈ��ÀÂ |¡h¢:���YÒg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥P #¢¤�h���?Òg�4ÄÂ¦gË

j<+C* 8¬�´v6�¸C¶ ² «P²� ² ¶�Áxwk«y¨y1;2<6P¶Ê°®±4z ± ¶ ±

¾�¥Õ� ¹ ÀÂ¦A¦¤£gÒ\��ÀÂ�4¥�»�£�Òg�4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢f¡h¥ÕÀÂ�� 6�4¢:��¡h¥��A¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÂ�4¥³�hÉ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ<Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£F��¦��
� ��£V� � �!� �)½ ¼l�;�;�|� �a� �����
�¢�  9 h� � � ËÖöp£Yè|¢¤¦:�ÍÔ4ÀÈÆ4£P¡h¥ ÀÂ¥���¢¤�?Å#Ã#Ò\��ÀÂ�4¥����&� ¹ ÀÂ¦Õ #¢¤�4Ç#ÄÂ£g� Ç��
Å#£g¦¤Òg¢¤ÀÂÇ#ÀÂ¥#Ô(ÀÈ�Q¡h¥#Å Ô4ÀÈÆ?ÀÂ¥#Ô £�Ø#¡h�� #ÄÂ£g¦gË ¸º¹ £g¥k»�£íÅ#£\Æ4£gÄÂ�4 j¡  #¢¤�h���?Òg�4Ä�� ¹ ¡_�Q¦¤�4ÄÈÆ4£g¦P� ¹ £
Ã#¥#Å#£g¢¤ÄÈ�?ÀÂ¥#Ôí #¢¤�4Ç#ÄÂ£g�QË i Ã#¢· #¢¤�h���?Òg�4Ä�ÀÂ¦Õ¥#�4¥?Ó�ÀÂ¥���£g¢�¡hÒ\��ÀÈÆ4£hÜ<£'¥�ÒgÀÂ£g¥��ÍÉq�4¢Õ 6�4ÄÈ�?¥#�4��Àê¡_ÄéÓì¦¤À Ä £Ç#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#Ô· #¢¤�4Ô4¢�¡h��¦gÜ#¡h¥#Åy #¢¤�RÆh¡hÇ#ÄÈ�Y¦¤£gÒgÃ#¢¤£hË¿¾ì�ºÀÂ¦º¡h¥yÀÂ�Í #¢��RÆ4£g��£g¥������·½�¥#�R»®¥y¦��hÄÂÃ/��ÀÂ�4¥#¦
ÀÂ¥P� ¹ £ëÄÂÀÈ��£g¢�¡_��Ã#¢¤£hË
ð��4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢Õ� ¹ £CÉq�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÈ¥#Ôíò?Òg£g¥|¡h¢¤ÀÂ� -4Ë�¾ì�·»�¡h¦·ÀÂ¥���¢¤��Å#Ã#Òg£gÅ"¡h¦:��� �'� ��� � �;� �'� �;�#�'� � Õ �K� �!��� �
ÀÂ¥ ��- � åq¦¤£g£Í¡hÄÂ¦¤�X� fh4?Ü
I H�� ç ¡h¥#ÅÖÀÈ��ÒF¡h¥ÖÇ6£�Éq�4Ã#¥#Å&ÀÂ¥Ñ� ¹ £ÕÄÂÀÈ��£g¢�¡_��Ã#¢¤£ë»®ÀÈ� ¹ ¦¤£\Æ4£g¢�¡hÄ`Å#ÀÈßK£g¢¤£g¥��
¥#�h��ÀÂ�4¥#¦gÜ8£hË¤Ô#ËÈÜ6ÀÂ¥�� c?c?Ü%- H�� Ë·ºÁ�h��£ë� ¹ ¡_��ÀÂ¥&ò?£gÒ\��ÀÂ�4¥ G Ë G »�£�Òg�4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢�¡�¦¤Òg£g¥|¡h¢¤ÀÂ�Y½�¥#�R»®¥Ö¡h¦
� ��£V� � �!� �)½ ¼l�;�;�W� �a� �����
�¢�  ÷���)�a� �!��� � �\Ü/� ¹ ¡_�ÁÀÂ¦º£gÛ�Ã#ÀÈÆ_¡hÄÂ£g¥��º���Yò?Òg£g¥|¡h¢¤ÀÂ��-4Ë
^��?()�%BK����A�EÛ
ó�ÄÂÀÂÒg£ ¹ ¡h¦Ñ¡ ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥

f : Rn → R
� ¹ ¡_�Ñ¦ ¹ £�Å#�?£g¦Q¥#�h�Q»�¡h¥��Q����¢¤£\Æ4£F¡hÄ�¡h¥#Åk¦¤�4��£

¦¤£gÒg¢¤£\��ÀÂ¥# #Ã/��¦
x1, . . . , xk ∈ Rk Ë·Ð��4Ç ¹ ¡h¦ë¦¤�4��£·¦¤£gÒg¢¤£\��ÀÂ¥# #Ã/��¦ y1, . . . , ym ∈ Rm » ¹ £g¢¤£

k + m = n
Ë�óÁÄÂÀÂÒg£·ÀÂ¦¼»®ÀÂÄÂÄÂÀÈ¥#ÔC���yÒg�4�� #Ã/��£

f(x1, . . . , xk, y1, . . . , ym) =: f(x, y)
�4¥ ¹ £g¢
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ÀÂ¥# #Ã/��¦
xi, 1 ≤ i ≤ k

¡h¥#ÅÖÐ��4Ç Å ¦Á¦¤£gÒg¢¤£\�DÀÂ¥# #Ã/��¦
yj, 1 ≤ j ≤ m

¦¤��� ¹ ¡_���4¥#ÄÈ�QÐ��4ÇÑÄÂ£F¡h¢¤¥#¦
� ¹ £º�4Ã/�� #Ã/�<�hÉ8� ¹ £�ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥ôË`Ð��4Ç�¡h¥#Å·ó�ÄÂÀÂÒg£�¦ ¹ �4Ã#ÄÂÅ·ÄÂ£F¡h¢¤¥·¥#�h� ¹ ÀÂ¥#ÔD¡hÇ6�4Ã/�`� ¹ £º�h� ¹ £g¢f�4¥#£g¦
ÀÂ¥# #Ã/�ºÆh¡hÄÂÃ#£g¦®Ç8£g¦¤ÀÂÅ#£g¦®� ¹ £ëÀÂ¥/Éq�4¢¤�Y¡_��ÀÈ�h¥C� ¹ ¡_�º� ¹ £ë�4Ã/�� #Ã/�Á¢¤£\Æ4£F¡hÄÂ¦gË
RSBK����BE�
	�&�Û
-4Ë Ì �4¢`¦¤�4��£®¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÂ�h¥#¦A»�£ºÒg�4Ã#ÄÂÅ·� ¹ ÀÂ¥#½Õ¡hÇ6�4Ã/�

f
Ç8£gÀÂ¥#Ô³¡D #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ�ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥Ñåq¦¤£g£®£hË¤Ô#Ë

� fh4?ÜKI H�� ç Ë ¸º¹ £³¦¤�4ÄÂÃ/��ÀÂ�4¥PÔ4ÀÈÆ4£g¥yÇ6£gÄÂ�R» ÒF¡h¥Q¡hÄÂ¦¤�ÍÇ6£ëÃ#¦¤£gÅy����¦¤�4ÄÈÆ4£D� ¹ ÀÂ¦º¦¤Òg£g¥|¡h¢¤ÀÂ�#Ë
, Ë®¾�¥Q¦¤�4��£DÒF¡h¦¤£g¦Áó�ÄÂÀÂÒg£D¦ ¹ �4Ã#ÄÂÅyÄÂ£F¡h¢¤¥P� ¹ £ë�4Ã/�� #Ã/�FÜ/�����#Ë
G Ë i ¥#ÄÈ�Có�ÄÂÀÂÒg£D¦ ¹ �4Ã#ÄÂÅyÄÂ£F¡h¢¤¥P� ¹ £ë�4Ã/�� #Ã/� f(x)

Ë
� ()��BK���J5�Óú��Ó!�EÓ i Ç�Æ?ÀÂ�4Ã#¦¤ÄÈ� ó�ÄÂÀÂÒg£ Å ¦·ÀÂ¥# #Ã/��¦·ÒF¡h¥�¡hÄÂ¦¤�ÖÇ6£y¦¤£g£g¥�¡h¦�¡&è/Ø/£gÅ" |¡h¢:�Í�hÉ ¹ £g¢ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥

f
Ë�/Á£g¥#Òg£

k = 0
ÀÂ¦®¡hÄÂ¦¤�Í 6�4¦¤¦¤ÀÂÇ#ÄÂ£hË

<Vt�BE��� Q�(X5�Ó.��Ó.��Ó ºÁ��»j»�£ëÔ4ÀÈÆ4£ë£�Ø#¡h�� #ÄÈ£g¦®�hÉ7� ¹ £³¡hÇ6�RÆ4£ë¦¤Òg£g¥|¡h¢¤ÀÂ�Y¡h¥#ÅyÀÈ��¦�Æh¡h¢¤Àê¡h¥���¦gË

-4Ë®ó�¦Õ¡h¥ £�Ø#¡h�Í #ÄÂ£Y�hÉÁò?Òg£g¥|¡h¢¤ÀÂ��-�»�£CÒg�4Ã#ÄÂÅ�� ¹ ÀÂ¥#½í¡hÇ6�4Ã/��ó�ÄÂÀÂÒg£ ¹ ¡FÆ?ÀÂ¥#Ô&¡h¥ £'¥�ÒgÀÂ£\¥��
¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ �×Éq�4¢DÉT¡_Ò\���4¢¤ÀÂ¥#ÔP� ¹ ¡_�³¦ ¹ £�Ã#¦¤£g¦³���Q£F¡h¢¤¥����4¥#£\�&»®ÀÈ� ¹ ¡h¥#Åí� ¹ Ã#¦ë»º¡h¥���¦ë���
½h£g£g & #¢¤ÀÈÆh¡_��£hË�Ð��4Ç ¹ ¡h¦�¡h¥QÀÂ¥# #Ã/�®� ¹ ¡�� ¹ £ë»�¡h¥���¦®��� ¹ ¡RÆ4£ëÉT¡hÒ\���4¢¤À Ä £gÅôË�ó�ÄÂÀÂÒg£ë�hßK£g¢¤¦
Ð��4ÇP���ÍÉT¡hÒ\���4¢ ¹ ÀÂ¦ºÀÂ¥# #Ã/�ºÉq�4¢º���4¥#£\�4Ë

, Ë®ó�¦D¡��.�? #ÀÂÒF¡hÄ7£�Ø#¡h�� #ÄÂ£��hÉf� ¹ £�è|¢¤¦:�¼Æh¡h¢¤Àê¡h¥���»�£ÕÒg�4Ã#ÄÂÅÑ� ¹ ÀÈ¥#½Ñ¡hÇ6�4Ã/�¼ó�ÄÂÀÂÒg£ë»º¡h¥���ÀÂ¥#Ô
���Í¦¤£gÄÂÄ ¹ £g¢®Òg�4�� #Ã/��ÀÂ¥#Ô· 6�R»�£g¢º���YÐ��4ÇPÉq�4¢®¡· #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒë¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ �QË

G Ë®¾ìÉ
f
ÀÂ¦Í #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒYÓ�¡h¦ÍÀÂ¥(Þ<¡h¢¤Àê¡h¥��C-PÓ�¡h¥#Å"Ç6�h� ¹ ó�ÄÂÀÂÒg£y¡h¥#Å�Ð��4Ç"¦ ¹ �4Ã#ÄÂÅ"ÄÂ£F¡h¢¤¥ � ¹ £

�4Ã/�� #Ã/��Ó®¡h¦�ÀÂ¥ÑÞ¿¡h¢¤Àê¡h¥�� , Ó�»�£ ¹ ¡FÆ�£�� ¹ £Õ¦¤Òg£g¥|¡h¢¤ÀÂ�CÃ#¦¤Ã|¡hÄÂÄÈ�QÒg�4¥#¦¤ÀÂÅ#£\¢�£\ÅíÀÂ¥ , Ó� |¡h¢:���
Òg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥� #¢¤�h���?Òg�4ÄÂ¦gËQó�¦Õ¡h¥ £�Ø#¡h�� #ÄÂ£Í»�£YÒg�4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢

f
¡h¦�Ç6£gÀÂ¥#ÔÑ� ¹ £�ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥

� ¹ ¡_��Òg�4�� #Ã/��£g¦¿� ¹ £��Y¡�Ø/ÀÂ�ÕÃ#�)�hÉô�.»��ÕÀÂ¥# #Ã/��¦gË`ó�ÄÂÀÂÒg£�¡h¥#ÅCÐ��4ÇC¥#�R» Ã#¦¤£
f
ÀÂ¥Y�4¢¤Å#£g¢

���CÅ#£gÒgÀÂÅ#£�» ¹ �P�hÉf� ¹ £g�×£F¡h¢¤¥#¦D���4¢¤£³���4¥#£\�4Ë³áQÃ#ÄÈ��ÀÂ |¡h¢:���QÒg�h�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥Ñ¦��hÄÂÃ/��ÀÂ�4¥#¦
Éq�4¢D¦¤Ã#Ò ¹ ¡P¦¤Òg£g¥|¡h¢¤ÀÂ�QÅ#ÀÈßK£g¢DÉq¢¤�4���4Ã#¢ë¦¤�4ÄÂÃ/��ÀÂ�4¥Ö¦¤ÀÂ¥#Òg£�ÀÂ¥Ö� ¹ £·Éq�4¢¤��£g¢D�4¥#£·� ¹ £�¢¤�4ÄÂ£g¦
�hÉ<ó�ÄÂÀÂÒg£Õ¡h¥#ÅíÐ��4Çí¡h¢¤£ÕÃ#¦¤Ã|¡hÄÂÄÈ�Ñ¦:�?����£\��¢¤ÀÂÒhÜKÀHË¤£hËÈÜ6� ¹ £·Òg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥#¦Á� ¹ £\� ¹ ¡RÆ4£Õ���
 6£g¢:Éq�4¢¤� ¡h¢¤£f¥#£F¡h¢¤ÄÈ�Á� ¹ £<¦�¡h��£hËAò?£g£�ò?£gÒ\��ÀÂ�4¥³I#Ë H Éq�4¢2¦¤Ã#Ò ¹ ¡º�ÕÃ#ÄÈ��ÀÂ |¡_¢:�.�ÁÒg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥
 #¢¤�h���?Òg�4Ä2¡h¥#ÅyÉqÃ#¢:� ¹ £g¢ºÅ#£\��¡hÀÂÄÂ¦gË

I#Ë®ó�ÄÂÀÂÒg£º»�¡h¥���ÀÂ¥#Ô³���³Å#�Õ¡³Òg�4¥#¦¤Ã#��£g¢.Ó��4 #ÀÂ¥#ÀÂ�4¥Í 6�4ÄÂÄ|ÀÂ¦¿¡h¥Y£�Ø#¡h�� #ÄÂ£®�hÉôÞ¿¡h¢¤Àê¡h¥�� G Ël/Á£g¢¤£hÜ
ó�ÄÂÀÂÒg£ÍÒg�4ÄÂÄÂ£gÒ\��¦³ÀÂ¥# #Ã/�³Æh¡hÄÂÃ#£g¦��hÉ®Ð��4Ç'åT¡h¥#Å �h� ¹ £g¢³£g¥���ÀÈ��ÀÂ£g¦ ç ���&£\Æ_¡hÄÂÃ|¡_��£Í� ¹ £\�� #¢¤ÀéÓ
Æh¡_��£gÄé�4Ë
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ð�ÄÂ£F¡h¢¤ÄÈ�³ò?Òg£g¥|¡h¢¤ÀÂ�S-¿ÒF¡h¥³Ç6£¿¦¤�4ÄÈÆ4£gÅ³»®ÀÈ� ¹ Ô4£g¥#£g¢�¡hÄ� #¢¤�h���?Òg�4ÄÂ¦2Éq�4¢Ê¦¤£gÒ\Ã#¢�£<ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥³£\Æh¡hÄÂÃ|¡_��ÀÂ�4¥
åq¦¤£g£º£hË¤Ô#ËÈÜ�� fh4?Ü�I H�� ç Ë3/Á�R»�£\Æ4£g¢gÜ�»�£�»��4Ã#ÄÂÅ·ÄÂÀÂ½h£¿��� ¹ ¡RÆ4£®¡�¦¤�4ÄÂÃ/��ÀÂ�4¥�� ¹ ¡_�`ÀÂ¦`¥#�4¥?Ó�ÀÂ¥���£g¢�¡hÒ\��ÀÈÆ4£hÜ
ÀHË¤£hËÈÜ`ó�ÄÂÀÂÒ\£Y¡h¥#Å Ð��4Ç ¦ ¹ �4Ã#ÄÂÅ ¹ ¡FÆ4£C�4¥#ÄÈ�í�4¥#£Y¢¤�4Ã#¥#Å �hÉºÅ|¡_��¡Ñ£�Ø/Ò ¹ ¡h¥#Ô4£P¡h¥#Å ¦ ¹ �4Ã#ÄÂÅ ¥#�h�
¹ ¡FÆ�£Í���ÑÒ\�4���·Ã#¥#ÀÂÒF¡_��£ÕÉqÃ#¢:� ¹ £g¢³Å#Ã#¢¤ÀÂ¥#Ôy� ¹ £�£\Æh¡hÄÂÃ|¡_��ÀÂ�4¥í�hÉ�� ¹ £�ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�h¥ôË Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ
ÀÈ�¼»��4Ã#ÄÂÅÖÇ6£Õ�4 /��ÀÂ�Y¡hÄÊ���P #¢¤�RÆ?ÀÂÅ#£Í¡C¦¤�4ÄÂÃ/��ÀÂ�4¥&ÀÂ¥Ñ» ¹ ÀÂÒ ¹ � ¹ £Õ»��h¢�½�ÄÈ��¡hÅ&� ¹ ¡_�ëó�ÄÈÀÂÒg£ ¹ ¡h¦¼���
 6£g¢:Éq�4¢¤�!Å#£g 8£g¥#Å#¦¿�4¥#ÄÈ���4¥·� ¹ £º£'¥�ÒgÀÂ£g¥#Ò\�·�hÉ8� ¹ £ºÃ#¥#Å#£g¢¤ÄÈ�?ÀÂ¥#ÔD£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥Í¦¤Ò ¹ £g��£hÜ�Ç#Ã/�<¥#�h�
�4¥y� ¹ £�à�¦�À Ä £�äD�hÉ f Ü|ÀHË¤£hËÈÜ/� ¹ £ë¦¤À Ä £ë�hÉ`¡·ÒgÀÂ¢¤ÒgÃ#ÀÈ�®Òg�4�� #Ã/��ÀÂ¥#Ô f Ëò?�4��£f¥#�4¥?Ó�ÀÂ¥���£g¢�¡hÒ\��ÀÈÆ4£`¦¤�4ÄÂÃ/��ÀÂ�4¥#¦ ¹ ¡RÆ4£<Ç6£g£g¥³Å#£g¦¤Òg¢¤ÀÂÇ8£gÅ�ÀÂ¥¼� ¹ £fÄÂÀÈ��£g¢�¡_��Ã#¢¤£hÜR¦¤£g£<£hË�Ô#Ë�� c?c?Ü?- H�� Ë
/Á�R»�£\Æ4£g¢gÜ#¥#�4¥#£¼�hÉÊ� ¹ £g���hßK£g¢¤¦�ÀÂ¥#Å#£g 6£g¥#Å#£g¥#Ò��P�hÉ2� ¹ £Áà�¦¤À Ä £�ä��hÉ f Ë ¸º¹ £DÇ8£g¦:�®½�¥#�R»®¥y¥#�4¥?ÓÀÂ¥���£g¢�¡hÒ\��ÀÈÆ�£Ö¦¤�4ÄÂÃ/��ÀÂ�4¥'���(�4Ã#¢y¦¤Òg£g¥|¡h¢¤ÀÂ�"ÀÂ¦yÅ#£g¦¤Òg¢¤ÀÂÇ6£gÅjÇ��jò/¡h¥#Å#£g¢y£\�&¡hÄHË�ÀÂ¥z� c?c � Ë ¸º¹ £\�
Å#£g¦¤Òg¢¤ÀÂÇ6£gÅÑ¡Í #¢¤�h����Òg�4Ä2Ã#¦¤ÀÂ¥#ÔÍ¥#�RÆ4£gÄÊÒg�4¥#¦:��¢¤Ã#Ò\��ÀÂ�4¥#¦º» ¹ ÀÂÒ ¹ ¢¤£gÛ�Ã#ÀÂ¢¤£g¦®�4¥#ÄÈ�C�4¥#£ë¢¤�4Ã#¥#ÅQ�hÉAÀÂ¥?Ó
��£g¢�¡hÒ\��ÀÂ�4¥Ñ���P£\Æ_¡hÄÂÃ|¡_��£

NC1 ÒgÀÂ¢¤ÒgÃ#ÀÈ��¦¼¡h¥#Å&» ¹ ÀÂÒ ¹ Ô4ÀÈÆ4£g¦DÐ��4ÇÖÒg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥|¡hÄÊ #¢¤ÀÈÆh¡hÒ\�QÉq�4¢
¹ ÀÂ¦�ÀÂ¥# #Ã/�

y
¡h¥#Å�ó�ÄÂÀÂÒg£yÀÂ¥/Éq�4¢¤�Y¡���ÀÈ�4¥?Óì� ¹ £g�4¢¤£\��ÀÈÒy #¢¤ÀÈÆ_¡hÒ\� Éq�4¢ ¹ £g¢�ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥

f
ËÚ/Á�R»�£\Æ4£g¢

ó�ÄÂÀÂÒg£ Å ¦º»��4¢¤½�ÄÂ��¡hÅyÅ#£g 6£g¥#Å#¦�£�Ø/ 6�4¥#£\¥���Àê¡hÄÂÄÈ�C�4¥y� ¹ £ëÅ#£g /� ¹
d
�hÉ7� ¹ £ëÒgÀÂ¢¤ÒgÃ#ÀÈ�

C
Ë ¸º¹ £g¢¤£\Éq�4¢¤£hÜ

� ¹ ÀÂ¦º¦¤�4ÄÂÃ/��ÀÂ�4¥PÀÂ¦ºÇ6�4Ã#¥#Å#£gÅQ���ÍÒgÀÂ¢¤ÒgÃ#ÀÈ��¦º�hÉAÄÂ�4Ô�¡h¢¤Àé� ¹ �ÍÀÂÒ�Å#£g /� ¹ Ó¿½�¥#�R»®¥&¡h¦
NC1 ÒgÀÂ¢¤ÒgÃ#ÀÈ�FË

i Ç�Æ?ÀÂ�4Ã#¦¤ÄÈ�4Ü7¡y¥|¡_��Ã#¢�¡hÄfÒF¡h¥#Å#ÀÂÅ|¡_��£·���Q¦¤�4ÄÈÆ4£�Ç8�h� ¹ ¢¤£gÛ�Ã#ÀÈ¢�£\��£g¥���¦Yåq¥#�QÀÂ¥���£g¢�¡hÒ\��ÀÂ�4¥í¡h¥#ÅpÀÂ¥?ÓÅ#£g 6£g¥#Å#£g¥#Ò\� �hÉ�� ¹ £Y¦¤À Ä £Y�hÉ f ç »��4Ã#ÄÂÅpÇ6£C¡Q #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ¦:��ÀÂÒhÜ7¡hÄÂÔ4£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÂÄé� ¹ �4���4���h¢�  ¹ ÀÈÒ£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥�¦¤Ò ¹ £g��£�¦¤ÀÂ¥#Òg£¿ÀÈ�Ê #¢¤�RÆ?ÀÂÅ#£g¦A¡º���?�4Ä4Éq�4¢ÊÒg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥#¦2�4¥�£g¥#Òg¢:�? /��£gÅÕÅ|¡_��¡/Ë /Á��»�Ó
£\Æ4£g¢gÜ6¡h¥Q£'¥�ÒgÀÂ£g¥���¡h¥#ÅQ¦¤£gÒgÃ#¢¤£�¡hÄÂÔ4£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÈÄé� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ¼¦¤Ò ¹ £g��£ ¹ ¡h¦®¥#�h�ÁÇ6£g£g¥yÉq�4Ã#¥#Å
�4£\�FËÍó�¦³¡hÄÂ¢¤£F¡hÅ/�&��£g¥���ÀÂ�4¥#£gÅíÀÂ¥�ò?£gÒ\��ÀÂ�4¥ , Ë.-�¡hÄÂÄ`½�¥#�R»®¥�¦¤Ò ¹ £g��£g¦ ¹ ¡FÆ�£·���yÅ#£F¡hÄA»®ÀÈ� ¹ ¡h¥
£�Ø/ 6�4¥#£g¥���Àê¡hÄ¿Ç#ÄÂ�R»®Ã#  Å#Ã#¢¤ÀÂ¥#ÔQ¢�£\ 6£F¡_��£gÅ Òg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥#¦gË ¸º¹ ¡_�ÕÀÂ¦ë» ¹ ��� ¹ £gÀÂ¢�¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÈ�4¥
¦¤Òg�4 6£�ÀÂ¦7¢¤£g¦:��¢¤ÀÂÒ\��£gÅ����ÁÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦7� ¹ ¡_�AÒF¡h¥ÕÇ8£�ÀÂ�� #ÄÂ£g��£g¥���£gÅ³Ç��

NC1 ÒgÀÂ¢¤ÒgÃ#ÀÈ�FË7¾�¥C� 4 � ÀÈ�Ê»º¡h¦
 #¢¤�RÆ�£g¥�� ¹ ¡_��¡h¥���Ð��?�4ÄÂ£F¡h¥�ÒgÀÂ¢¤ÒgÃ#ÀÈ�<�hÉ2ÄÂ�4Ô4¡h¢¤ÀÈ� ¹ �ÍÀÈÒ®Å#£g /� ¹ ÒF¡h¥YÇ6£Á£'¥�ÒgÀÂ£g¥���ÄÈ�Í¦¤ÀÂ�ÕÃ#Äê¡_��£gÅÍÇ��
¡DÒgÀÂ¢¤ÒgÃ#ÀÈ�<�RÆ�£g¢¿¡h¥�¡h¢¤Ç#ÀÈ��¢�¡h¢:��è|¥#ÀÈ��£º¥#�4¥#¦¤�4ÄÈÆh¡hÇ#ÄÂ£ºÔ4¢¤�4Ã# ôË3/Á£g¥#Òg£®� ¹ £® #¢¤�4 6�4¦¤£gÅY£g¥#Ò\¢¤�? /��ÀÂ�h¥#¦
�hÉA¥#�h¥?Ó.¡hÇ6£gÄÂÀê¡h¥CÔ4¢¤�4Ã# #¦º�hÉ æ ¢¤ÀÂÔ4�4¢¤ÀÈ£\Æ�£\�Á¡hÄHË/ÀÂ¥\� I e Ü�4�2 � åq¦¤£g£�ò?£gÒ\��ÀÂ�4¥ , Ë.- ç ÒF¡h¥yÇ6£³¡h # #ÄÂÀÈ£gÅ
���Õ�4Ç/��¡hÀÂ¥�£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥#¦��hÉ

NC1 ÒgÀÂ¢¤ÒgÃ#ÀÈ��¦gËl/Á�R»�£\Æ4£g¢���»®ÀÂ¥#Ô³���³� ¹ £¼£�Ø/ 8�4¥#£g¥���Àê¡hÄ6Ç#ÄÂ�R»®Ã# C�hÉ
� ¹ £gÀÂ¢¿¦¤Ò ¹ £g��£Á� ¹ £\�YÒF¡h¥#¥#�h��Å#�Õ¡h¥��ÍÇ6£\�¤��£g¢¿� ¹ ¡h¥

NC1 ÒgÀÂ¢¤ÒgÃ#ÀÈ��¦gË ¸º¹ Ã#¦gÜ|¡h¥#�h� ¹ £g¢�¡h # #¢¤��¡hÒ ¹
ÀÂ¦º¥#£gÒg£g¦¤¦�¡h¢:�y���Í£g¥#Äê¡h¢¤Ô4£¼� ¹ £ëÒgÄê¡h¦¤¦®�hÉA£g¥#Òg¢:�? /��¡hÇ#ÄÂ£DÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦gË

i Ã#¢®¦¤�4ÄÈÃ/��ÀÈ�4¥P #¢¤£g¦¤£g¥���£gÅÑÇ6£gÄÂ�R»kÉq�4¢Áò?Òg£g¥|¡h¢¤ÀÂ��-ëÀÂ¦ºÇ|¡h¦¤£gÅÑ�4¥Q¡h¥QÀÂÅ#£F¡Õ�hÉ`ï®�4¥|¡hÄÂÅÑð�¢�¡h��£g¢gË¾ì� ¹ ¡h¦��.»�� ÀÂ¥#Ô4¢¤£gÅ#ÀÂ£g¥���¦gËkö�£Ö¡h¦¤¦¤Ã#��£Q� ¹ ¡_�Y� ¹ £QÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥
f
ÀÂ¦YÔ4ÀÈÆ4£g¥�Ç���¡�Ç#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#Ô

 #¢¤�4Ô4¢�¡h�©ÀÂ¥P� ¹ £DÉq�4¢¤�©�hÉ7� ¹ £ëÒg�4¢¤¢¤£g¦¤ 6�4¥#Å#ÀÂ¥#Ô�¡hÅ�¹¤¡hÒg£g¥#Ò\�y�Y¡_��¢¤ÀéØKË ¸º¹ £g¥y»�£ë£g¥#Òg¢:�? /�Á� ¹ ¡_�
�Y¡_��¢¤ÀéØYÃ#¦¤ÀÂ¥#Ô·¡Õ #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ¦:��ÀÂÒhÜ/¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÈÆ4£gÄÈ��¡h¥#Åy¦¤ÒF¡hÄê¡_¢ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ�£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥P¦¤Ò ¹ £g��£
åq¦¤£g£Õð ¹ ¡h /��£g¢·I·Éq�4¢®¡h¥Q£�Ø#¡h�� #ÄÂ£ ç Ë
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¸ �³ #¢¤�RÆ4£º� ¹ £®¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ���·�hÉK�4Ã#¢<¦¤�4ÄÂÃ/��ÀÂ�4¥�Éq�4¢¤�Y¡hÄÂÄé�³»�£ ¹ ¡RÆ4£º���ëÔ4Ã|¡h¢�¡h¥���£g£º� ¹ ¡_�
R
ÀÂ¦<¡¼è|¥#ÀÈ��£

è|£gÄÂÅôÜ�¡hÄÈ� ¹ �4Ã#Ô ¹ ÀÂ¥· #¢�¡hÒ\��ÀÂÒg£�»�£ºÃ#¦¤Ã|¡hÄÂÄÈ���Y¡F�Õ¡h¦¤¦¤Ã#��£�� ¹ ¡_�`� ¹ £º¢¤ÀÂ¥#Ô Z� NZ
» ¹ £g¢¤£

N
ÀÂ¦A� ¹ £

 #¢¤�?Å#Ã#Ò\���hÉA��»��YÄê¡h¢¤Ô4£D #¢¤ÀÂ��£g¦®Ç6£ ¹ ¡FÆ4£g¦¼ÄÂÀÂ½h£ë¡Íè|¥#ÀÈ��£Dè|£gÄÂÅ åq¦¤£g£Õï®£g�Y¡h¢¤½ G Ë , Ë G ç Ë ¸º¹ Ã#¦®»�£
¢¤£g¦:��¢¤ÀÂÒ\�f� ¹ £®Òg�4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢¤£gÅ�¦¤Òg£\¥|¡h¢¤ÀÂ�D���D� ¹ £®ÒF¡h¦¤£º» ¹ £g¢¤£º� ¹ £ºÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥

f : Rn → R
ÀÂ¦fÅ#£\è|¥#£gÅ

�4¥�¡Yè|¥#ÀÈ��£�è|£gÄÂÅ
R
Ë Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜô¦¤ÀÂ¥#Òg£Í¡hÄÂÄ7½�¥#�R»®¥�£'¥�ÒgÀÂ£g¥��³¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÈÆ�£\ÄÈ� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ

£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥í¦�Ò ¹ £g��£g¦³¡h¢¤£·Å#£\è|¥#£gÅp�4¥ Z� kZ
Éq�4¢¼¦¤�4��£

k ∈ N
ÀÈ�DÀÂ¦�»®ÀÂ¦¤£·���P¢¤£g¦:��¢�ÀÈÒ\�

R
���

Ç6£gÀÂ¥#ÔC¡Y #¢¤ÀÂ��£ëè|£gÄÂÅôË ¸º¹ Ã#¦�»�£Õ��¡R�yÃ#¦¤£Õ #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÂ¦:��ÀÈÒhÜ6¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÈÆ4£gÄÈ� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒëÒg¢:�? ?Ó
���4¦:�?¦:��£g��¦³¡h¦¼� ¹ £ æ �4ÄÂÅ/»�¡h¦¤¦¤£g¢.Ó:áÑÀÈÒF¡hÄÂÀA¦¤Ò ¹ £g��£�� IT4 � �4¥

M = (Z� 2Z,+)
Ü2�4¢¼¦¤Ò ¹ £g��£g¦³¡h¦

� ¹ £ i ½_¡h���h���_Ó.ÝÁÒ ¹ ÀÈ��¡h�Y¡ë¦¤Ò ¹ £g��£Y� H 4 � �4¥ M = (Z� pZ,+)
»®ÀÈ� ¹

p
Ç6£gÀÂ¥#Ô� #¢¤ÀÂ��£hË`¾ìÉÊ¡hÅ#Å#ÀéÓ

��ÀÈÆ4£gÄÈ�Ñ¡h¥#Å&¦¤ÒF¡hÄê¡h¢ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒëÒg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g��¦¼»®ÀÂÄÂÄÊÇ8£ÕÅ#£\Æ4£gÄÂ�4 6£gÅÖ�4¥Ö¡h¢¤Ç#ÀÈ��¢�¡h¢:�Pè|¥#ÀÈ��£
è|£gÄÂÅ#¦�Ó¿¢�¡_� ¹ £g¢�� ¹ ¡h¥y #¢¤ÀÂ��£Áè|£gÄÂÅ#¦�Óf� ¹ £g¥Q�hÃ#¢º¦¤�4ÄÂÃ/��ÀÂ�4¥PÒF¡h¥yÀÂ���Í£gÅ#Àê¡_��£gÄé�YÇ8£ëÔ4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦¤£gÅôË
� ()��BK���C5�Óú��Óú5�Ó ¾ì�ÊÀÂ¦2¡hÄÂ¦¤�º 6�4¦¤¦¤ÀÂÇ#ÄÂ£A���ºÒg�4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢ôÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦

f : Rn → R
» ¹ £g¢¤£

R = Z� NZ¡h¥#Å
N = pq

ÀÂ¦D� ¹ £� #¢¤�?Å#Ã#Ò\���hÉ���»��QÄê¡h¢¤Ô4£Í #¢¤ÀÂ��£g¦gË æ ÀÈÆ4£g¥
x ∈ Z� NZ

� ¹ £� #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ���
� ¹ ¡_�

gcd(x,N) = 1
ÀÂ¦ φ(N)

N
=
∏

p|N(1 − 1
p
) = (1 − 1

p
)(1 − 1

q
)
Ë³ò?ÀÂ¥#Òg£³� ¹ ÀÂ¦� #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ���

ÀÂ¦�¥#£gÔ4ÄÂÀÂÔ4ÀÈÇ#Äé��ÒgÄÂ�4¦¤£����C-4Ü|¡hÄÂ���4¦:��¡hÄÂÄ6£gÄÂ£g��£g¥���¦º¡h¢¤£¼ÀÂ¥�Æ4£g¢:��ÀÂÇ#ÄÂ£hË ¸º¹ Ã#¦gÜ|ÀÂ¥C #¢�¡hÒ\��ÀÂÒg£�»�£D�Y¡F�
¡h¦¤¦¤Ã#��£Q� ¹ ¡_� Z� NZ

Ç6£ ¹ ¡FÆ�£g¦YÄÂÀÂ½4£Q¡Öè|¥#ÀÈ��£yè|£gÄÂÅôË /Á�R»�£\Æ�£g¢gÜºÀÂ¥(� ¹ ÀÂ¦�ÒF¡h¦¤£Q� ¹ £Q¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ�.�
�hÉº�4Ã#¢³ #¢¤�h���?Òg�4Ä<ÒF¡h¥ ¥#�h��Ç6£�Éq�4¢¤�Y¡hÄÂÄé�Ö #¢¤�RÆ4£g¥ôË&ÏAØ#¡h�� #ÄÂ£g¦³�hÉº #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ¦:��ÀÂÒhÜ7¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÈÆ�£gÄÈ�
¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒÍ¦¤Ò ¹ £g�Í£g¦�»®ÀÈ� ¹

M = Z� NZ
¡h¢¤£YÎ`¡_ÀÂÄÂÄÂÀÈ£g¢ Å ¦ë¦¤Ò ¹ £g�Í£W� H c � ¡h¥#Å�� ¹ £Y£gÄÂÄÂÀÂ /��ÀÈÒ

ÒgÃ#¢:Æ4£�ÎA¡hÀÂÄÂÄÂÀÈ£g¢�¦¤Ò ¹ £g��£o� I ,�� » ¹ ÀÂÒ ¹ »�£D»®ÀÂÄÂÄôÅ#£g¦¤Òg¢¤ÀÂÇ8£³ÀÂ¥Qò?£gÒ\��ÀÂ�4¥�I#Ë , Ë
� E	�BD	���
�W5�Óú��Ó�L%Ó ÷2£\�

M
Ç6£�¡��Y¡_��¢¤À�Ø³�RÆ4£g¢7� ¹ £���£g¦¤¦�¡hÔ4£�¦¤ |¡hÒ\£

M
¡h¥#Å

EB : M → C
Ç6£

¡h¥Í£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥·ÉqÃ#¥#Ò���ÀÈ�4¥ÍÃ#¥#Å#£g¢<¡¼ #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ�½h£\�
ke = B

Ë ¸º¹ £®¥#�h��¡_��ÀÂ�4¥
EB(M)

��£F¡h¥#¦A� ¹ ¡_�
EB

ÀÈ¦¼¡h # #ÄÂÀÈ£gÅÑ�4¥Ñ£F¡hÒ ¹ £g¥���¢:�Ñ�_É
M
¡h¥#ÅÑ� ¹ ¡_�Á� ¹ £�¢¤£g¦¤Ã#ÄÈ��ÀÂ¦®»®¢¤ÀÈ�¤��£g¥&ÀÂ¥Ñ¡Y�Y¡_��¢¤ÀéØQ¡hÔ�¡hÀÂ¥ôË

ö ¹ £g¥Ñ¡h # #ÄÈ�?ÀÂ¥#Ô�� ¹ £³¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ ��¦�óºÅ#Åy�4¢ÁáQÀéØ/£gÅ?Ó:áQÃ#ÄÈ�º�4¥y¦¤Ã#Ò ¹ Ò\ÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�Á�Y¡_��¢¤ÀÂÒg£g¦gÜ?»�£
¡h # #ÄÈ�Y� ¹ £g���4¥y£F¡hÒ ¹ £g¥���¢:�P¦¤£g |¡h¢�¡_��£gÄÈ�4Ë

Ì �4¢�¡QÇ8£\�¤��£g¢�Ã#¥#Å#£g¢¤¦:��¡h¥#Å#ÀÂ¥#ÔÑ»�£�è|¢¤¦:�ÕÔ4ÀÈÆ4£Y¡QÇ|¡h¦¤ÀÂÒÍÆ�£\¢�¦¤ÀÂ�h¥ �hÉº�4Ã#¢³¦¤�4ÄÂÃ/��ÀÂ�4¥ôÜ7¡h¥#Åp� ¹ £g¥
ÀÂ�� #¢¤�RÆ�£¼ÀÈ��¦º£'¥�ÒgÀÂ£g¥#Ò\�Q¡_Én��£g¢:»�¡h¢¤Å#¦gË
q BE&P�!�X^�
Q!��	���
��Û

-4ËÁÐ��4Ç £g¥#Òg¢:�? /��¦ ¹ ÀÂ¦³ÀÂ¥# #Ã/��Æ_¡hÄÂÃ#£g¦
yj, 1 ≤ j ≤ m

»®ÀÈ� ¹p¹ ÀÂ¦³ #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ�½h£\�
B
Ã#¦¤ÀÂ¥#Ô&¡

 #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ¦:��ÀÂÒhÜô¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÈÆ4£gÄÈ� ¹ �4���4���h¢�  ¹ ÀÈÒ�£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥í¦¤Ò ¹ £g��£
E : M → C

» ¹ £g¢¤£
M = (R,+)

¡h¥#Å
R
ÀÂ¦³¡P #¢¤ÀÂ��£Õè|£gÄÂÅôËÕöp£ÍÅ#£g¥#�h��£�¦¤Ã#Ò ¹ £g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥#¦ëÇ��

EB(yj)» ¹ £g¢¤£
1 ≤ j ≤ m

Ë¿Ð��4Çy¦¤£g¥#Å#¦®� ¹ £g¦¤£³£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥#¦º���Íó�ÄÂÀÂÒg£hË
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, Ë ¸ �ÁÒg�4�� #Ã/��£¿¡h¥³�4Ã/�� #Ã/�
f(x, y)

� ¹ ¡_�7ÒF¡h¥³�4¥#ÄÈ�DÇ8£¿¢¤£F¡hÅ³Ç��³Ð��4Ç³Ô4ÀÈÆ4£g¥ ¹ ÀÂ¦Ê£g¥#Òg¢:�? /��£gÅ
ÀÂ¥# #Ã/��¦

EB(yj), 1 ≤ j ≤ m
¡_¥#Å(ó�ÄÂÀÂÒg£ Å ¦ÕÀÂ¥# #Ã/��¦

xi, 1 ≤ i ≤ k
Üfó�ÄÂÀÂÒg£CÅ#��£g¦·� ¹ £

Éq�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÈ¥#ÔK�
åT¡ ç ÷2£\�

BP = (G,w, 1 = s, λ = t)
Ç8£C¡ÑÇ#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#ÔÑ #¢¤�4Ô4¢�¡h� �hÉº¦¤À Ä £ λ Òg�4�·Ó #Ã/��ÀÂ¥#ÔCó�ÄÂÀÂÒg£ Å ¦ÁÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥

f
Ë³÷2£\�

H
Ç6£�� ¹ £ÕÒg�4¢¤¢¤£g¦¤ 6�4¥#Å#ÀÂ¥#Ô

λ × λ
¡hÅ�¹¤¡hÒg£g¥#Ò\�

�Y¡_��¢¤À�ØKË ¸º¹ £�£g¥���¢¤ÀÂ£g¦ë�hÉ
H
¡h¢¤£ÍÅ#£gÔ4¢¤£g£�Ó�-Í 6�4ÄÈ�?¥#�4��Àê¡hÄÈ¦¼�RÆ4£g¢

R
ÀÂ¥Ö� ¹ £ÍÀÂ¥# #Ã/�

Æ_¡h¢¤Àê¡hÇ#ÄÂ£g¦
xi
¡h¥#Å

yj
Ü/ÀTË�£hËÈÜ�� ¹ £\��£gÛ�Ã|¡hÄ ∑n

i=1 alizi + bl, ali, bl ∈ R, 1 ≤ l ≤ λ2

» ¹ £g¢¤£
zh ∈ {xi, yj|1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ m}, 1 ≤ h ≤ n

åq¦¤£g£�ò?£gÒ\��ÀÂ�4¥ G Ë.- ç Ë
ó�ÄÂÀÂÒ\£®Å#£gÄÂ£\��£g¦¿� ¹ £®è|¢¤¦:��Òg�4ÄÂÃ#��¥�¡h¥#Å�� ¹ £�Äê¡h¦:�¿¢¤�R»'�hÉ

H
¡h¥#ÅY�4Ç/��¡hÀÂ¥#¦¿¡³�Y¡_��¢¤ÀéØ

H− Ë�ò ¹ £y¢¤£g #Äê¡hÒg£g¦Í£F¡hÒ ¹ £g¥���¢:� ∑n
i=1 alizi + bl

�hÉ
H− »®ÀÈ� ¹ ÀÈ��¦·£g¥#Òg¢:�? /��£gÅ

£g¥���¢:�
EB(

∑n
i=1 alizi + bl)

���Ñ�4Ç/��¡hÀÂ¥ ¡h¥ £g¥#Òg¢:�? /��£gÅ(�Y¡_��¢¤ÀéØ
E(H−)

Ë ºÁ�h��£
� ¹ ¡_�¿� ¹ ÀÂ¦¿ÒF¡h¥CÇ6£�Å#�4¥#£���»®ÀÂ¥#Ô³���³� ¹ £ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ® #¢¤�4 8£g¢:�.���hÉô� ¹ £�£g¥#Òg¢:�? ?Ó
��ÀÂ�4¥Ñ¦¤Ò ¹ £g��£���¾ìÉ

zh ∈ {xi|1 ≤ i ≤ k}
ÜôÀHË¤£hËÈÜôÀÈÉ`� ¹ £·£g¥���¢:�&�hÉf� ¹ £Õ�Y¡_��¢¤ÀéØ

H−

ÀÂ¦Í¡í 6�4ÄÈ�?¥#�4��ÀÂ¡hÄ�ÀÂ¥ ¹ £g¢ÍÀÂ¥# #Ã/�FÜ<� ¹ £g¥�ó�ÄÂÀÂÒg£PÀÂ¦�¡hÇ#ÄÈ£P����Òg�4�� #Ã/��£
EB(alhzh)Å#ÀÂ¢¤£gÒ\��ÄÈ� Ã#¦¤ÀÂ¥#ÔpÐ��4Ç Å ¦� #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒP½4£\�

B
ËAºÁ�h��£y� ¹ ¡_��ó�ÄÂÀÂÒg£P½�¥#�R»®¦

alh
¡h¦� |¡h¢:�

�hÉ ¹ £g¢³ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥
f
ËQ¾ìÉ

zh ∈ {yj|1 ≤ j ≤ m}
Ü`ÀHË¤£hËÈÜ7� ¹ £Y£g¥���¢:�pÅ#£g 8£g¥#Å#¦·�4¥

Ð��4Ç Å ¦³ÀÂ¥# #Ã/�FÜ7� ¹ £g¥ Ô4ÀÈÆ4£g¥ £g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥#¦
EB(yj)

�hÉ®Ð��4Ç Å ¦�ÀÂ¥# #Ã/��¦�¡h¥p£g¥#Òg¢:�? ?Ó
��ÀÂ�4¥

EB(alhzh)
ÒF¡h¥&Ç6£�Òg�4�� #Ã/��£gÅ&Ã#¦¤ÀÂ¥#Ô�� ¹ £Õ¡hÄÂÔ4�4¢¤ÀÈ� ¹ ��áQÀéØ/£gÅ?Ó:áQÃ#ÄÈ���hÉ`� ¹ £

£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥Q¦¤Ò ¹ £g��£D���Í�4Ç/��¡hÀÂ¥

áQÀéØ/£gÅ?Ó:áQÃ#ÄÈ�
(alh, EB(yj)) = EB(alhyj) = EB(alhzh),

Éq�4¢
1 ≤ h ≤ n, 1 ≤ l ≤ λ2 Ë ¸º¹ £g¥'Ô4ÀÈÆ�£g¥"� ¹ £&£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥#¦ EB(alhzh)¦ ¹ £y£g¥#Òg¢:�? /��¦Í£F¡hÒ ¹

bl
¡h¥#Å(Ã#¦¤£g¦·� ¹ £Q¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ ��óºÅ#Å ���íÔ4£\��¡h¥(£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥

EB(
∑n

i=1 alizi + bl)
Ë ¸º¹ Ã#¦ë¦ ¹ £·ÀÂ¦D¡hÇ#ÄÂ£³���CÒg�4�� #Ã/��£Í¡h¥Ö£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥

E(H−)�hÉ ¹ £g¢�åq¢¤£gÅ#Ã#Òg£gÅ ç ¡hÅ�¹¤¡hÒg£g¥#Ò\�y�Y¡_��¢¤ÀéØíåq¦¤£g£Õò?£gÒ\��ÀÂ�4¥ G Ë.- ç Ë
åqÇ ç ó�ÄÂÀÂÒ\£�Å#£gÄÂ£\��£g¦`� ¹ £�è|¢¤¦:�<Òg�4ÄÂÃ#��¥Õ¡h¥#ÅÕ� ¹ £ºÄê¡h¦:�`¢¤�R»"�hÉ8� ¹ £

λ×λ
ÀÂÅ#£g¥���ÀÈ�.�³�Y¡_��¢¤ÀéØ

I
�����4Ç/��¡hÀÂ¥P� ¹ £ë�Y¡_��¢¤ÀéØ

I−
Ë ¸º¹ £g¥&¦ ¹ £³Ò\�4�� #Ã/��£g¦�¡h¥Q£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥

EB(I−)
�hÉ

I−
Ç��P£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ¥#Ô�£F¡hÒ ¹ £g¥���¢:��2�¡h¥#Å\-³Ã#¦¤ÀÂ¥#Ô�Ð��4Ç Å ¦® #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ¼½4£\�4Ë

åqÒ ç ã�Ã#£Á���³� ¹ £ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ® #¢¤�4 8£g¢:�.���hÉô� ¹ £�£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥C¦¤Ò ¹ £g��£�ó�ÄÂÀÂÒg£ÁÀÂ¦�¡hÇ#ÄÂ£
���íÒg�4�� #Ã/��£

EB(I− − H−) =: EB(M)
£g¥���¢:�(Ç��(£g¥���¢:�jåq¦¤£g£&ò?£gÒ\��ÀÂ�4¥ G Ë.- ç
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�� ¨���«Yu�%D¨E% G -

¦¤ÀÂ¥#Òg£

ó®Å#Å
(EB(I−),

áQÀéØ/£gÅ?Ó:áQÃ#ÄÈ�
(−1, EB(H−))) = EB(I− −H−) = EB(M)

» ¹ £g¢¤£D� ¹ £³¡hÄÂÔ4�4¢¤ÀÈ� ¹ �Í¦�óºÅ#ÅÑ¡h¥#Å&áQÀéØ/£gÅ?Ó:áQÃ#ÄÈ�Á¡h¢¤£³¡h # #ÄÂÀÈ£gÅy�4¥y£F¡hÒ ¹ £g¥���¢:�4Ë
åqÅ çP¸ �³Ç#ÄÂÀÂ¥#ÅôÜ�ÀHË¤£hËÈÜ4��� ¹ ÀÂÅ#£�� ¹ £®£g¥���¢¤ÀÂ£g¦

(EB(M))i,j
�hÉ6� ¹ ÀÂ¦f�Y¡_��¢¤ÀéØKÜ4ó�ÄÂÀÂÒg£ºÒ ¹ �?�4¦¤£g¦

��»��P¢�¡h¥#Å#�4�
(λ − 1) × (λ − 1)

�Y¡_��¢¤ÀÂÒg£g¦
S, T

�RÆ4£g¢
R
Üô¦¤�Y� ¹ ¡_�

det(S)
¡h¥#Å

det(T )
¡h¢¤£³Ã#¥#ÀÈ��¦ÁÀÂ¥

R
Ë�¾ìÉ

f
ÀÂ¦®¥#�h�¼¡�Ð��?�4ÄÂ£F¡h¥yÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥y� ¹ £g¥&ó�ÄÂÀÂÒg£ëÒ ¹ �?�h¦�£\¦

S, T
»ºÀÈ� ¹

det(S) = (det(T ))−1 Ë ¸�¹ £g¥P¦ ¹ £�Òg�4�� #Ã/��£g¦ EB(S ·M ·T )
ã�Ã#£Á���

� ¹ £�¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÈÆ4£gÄÈ�ë¡h¥#Å�¦¤ÒF¡hÄê¡h¢ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ< #¢¤�4 8£g¢:�.�ë�hÉ#� ¹ £¿£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥�¦¤Ò ¹ £g��£
� ¹ ÀÂ¦ºÒg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥PÒF¡h¥yÇ6£ëÅ#�4¥#£��<¾ì�ÁÀÂ¦

(EB(SMT ))i,j = EB(
∑

l

∑

k

si,k ·mk,l · tl,j) = EB(
∑

l

∑

k

si,k · tl,j ·mk,l).

ó�ÄÂÀÂÒ\£DÃ#¦¤£g¦®� ¹ £³¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ � áQÀéØ/£gÅ?Ó:áQÃ#ÄÈ�º����Òg�h�� #Ã/��£D� ¹ £DÆh¡hÄÂÃ#£g¦

áQÀéØ/£gÅ?Ó:áQÃ#ÄÈ�
(si,k · tl,j, EB(mk,l)) = EB(si,k · tl,j ·mk,l).

ºÁ�h��£Q� ¹ ¡_�Có�ÄÂÀÂÒg£Q½�¥#��»®¦Y� ¹ £ÑÆ_¡hÄÂÃ#£g¦
(si,k · tl,j) ∈ R

Ë ¸º¹ £g¥ ¦ ¹ £&Ã#¦¤£g¦C� ¹ £
¡hÄÂÔ4�h¢�Àé� ¹ �©ó®Å#ÅQ���Y�4Ç/��¡hÀÂ¥

EB(SMT ))i,j
Ë®ò?ÀÂ¥#Òg£

R
ÀÂ¦Á¡Íè|£gÄÂÅ

EB(S ·M · T )ÀÂ¦�¡h¥y£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥P�hÉA¡Õ¢�¡h¥#Å#�4�©�Y¡_��¢¤ÀéØ��hÉÊ� ¹ £D¦�¡h��£¼¢�¡h¥#½C¡h¦
M
åq¦¤£g£³÷2£g���Y¡

G Ë , Ëdc ç Ë
åq£ ç ó�ÄÂÀÂÒ\£D¦¤£g¥#Å#¦®� ¹ £ë£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥

EB(S ·M · T )
����Ð��4ÇôË

G Ë ¸ ���4Ç/��¡hÀÂ¥
f(x, y)

Ð��4ÇyÃ#¦¤£g¦ ¹ ÀÂ¦º¦¤£gÒg¢¤£\��½4£\�P���ÍÅ#£gÒg¢:�? /�Á� ¹ £ë£g¥���¢¤ÀÂ£g¦®�hÉ
EB(SMT )¡h¥#Åy� ¹ Ã#¦ ¹ £ë�4Ç/��¡hÀÂ¥#¦

SMT
Ë

¾ìÉ
f
ÀÂ¦¿¡³Ð��?�4ÄÂ£F¡h¥·ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥�ÀÈ�¿ÀÂ¦<¦¤ÃD¥�ÒgÀÂ£g¥������³Òg�4�� #Ã/��£º� ¹ £Á¢�¡h¥#½·�hÉK� ¹ ÀÂ¦<Å#£gÒg¢:�? /��£gÅ

�Y¡_��¢¤ÀéØÖÃ#¦¤ÀÂ¥#ÔQ¡h¥�£'¥�ÒgÀÂ£g¥���¡hÄÂÔ4�4¢¤ÀÈ� ¹ �yË·¾�É�ÀÈ�ë£gÛ�Ã|¡hÄÂ¦
λ − 1

ÜÊ� ¹ £Í�4Ã/�� #Ã/���hÉ
f(x, y)£gÛ�Ã|¡hÄÂ¦³-4Ü#�h� ¹ £g¢:»®ÀÂ¦¤£S2Qåq¦¤£g£�ï®£g�Y¡h¢¤½ G Ë.-4Ë G ç Ë

¾ìÉ
f
»�¡h¦AÅ#£\è|¥#£gÅ·�RÆ�£g¢A¡Á #¢¤ÀÂ��£fè|£gÄÂÅ Z� pZ

»®ÀÈ� ¹
p 6= 2

� ¹ £g¥·Ð��4ÇÕ¡h # #ÄÂÀÂ£g¦7¡h¥�£'¥�ÒgÀÂ£g¥��
¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ �Ù���ÍÒg�4�� #Ã/��£

detSMT = detM = (−1)λ+1(I −H)−1
1,λ = f(x)
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�� ¨���«Yu�%D¨E% Gh,

���·�4Ç/��¡hÀÂ¥Y� ¹ £¼�4Ã/�� #Ã/�º�hÉÊ� ¹ £�ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥�åq¦¤£g£³ò?£gÒ\��ÀÂ�4¥ G Ë.- ç ËlºÁ�h��£�� ¹ ¡_�ºÀÈ� ¹ �4ÄÂÅ#¦�� ¹ ¡_�
det(S) = (det(T ))−1 Ë

� ()��BK���J5�Óú��Óú+�Ó ¾ìÉ
EB(M)

»�¡h¦Í¥#�4¥#¦¤ÀÂ¥#Ô4Ã#Äê¡h¢³� ¹ £g¥"�4¥#£P¢�¡h¥#Å#�4��¥#�4¥#¦¤ÀÂ¥#Ô4Ã#Äê¡h¢Õ�Y¡_��¢¤ÀéØ
»��4Ã#ÄÂÅ ¹ ¡FÆ4£&Ç8£g£g¥'¦¤ÃD¥�ÒgÀÂ£g¥��PÀÂ¥�ò���£g  , Å"���pÇ#ÄÂÀÂ¥#Å"� ¹ £Ñ£g¥���¢¤ÀÂ£g¦

(EB(M))i,j
ÜºÇ#Ã/�C¦¤ÀÂ¥#Òg£

ó�ÄÂÀÂÒg£�Å#��£g¦D¥#�h�¼½�¥#�R»� ¹ £Õ¦¤£gÒg¢¤£\�ë½h£\�4Üô¦ ¹ £·ÀÂ¦�¥#�h�D¡hÇ#ÄÂ£³���PÅ#£gÒg¢:�? /�ë¡h¥#Å&���CÒg�4�� #Ã/��£�� ¹ £
¢�¡h¥#½8Ë

¸º¹ £ëÉq�4ÄÂÄÈ�R»®ÀÂ¥#ÔÕÀÂ�Y¡hÔ4£¼¦¤Ã#���Y¡h¢¤ÀÂ¦¤£g¦�� ¹ £ëÀÂÅ#£F¡·�hÉA�4Ã#¢º¦¤�4ÄÂÃ/��ÀÂ�4¥��

f, x = ( x1,..., xk)

DB(EB(f(x,y))) = f(x,y)f(x,EB(y)) = EB(f(x,y))

EB(y)

Alice Bob

EB(f(x,y))

y = (y1,..., ym)

Ì ÀÂÔ4Ã#¢¤£ G Ë.-?�¿ð��4�� #Ã/��ÀÂ¥#Ô·»®ÀÈ� ¹ £g¥#Òg¢:�? /��£gÅÑÅ|¡_��¡

¾�¥p�h� ¹ £g¢³»��4¢¤Å#¦ë� ¹ £�Ç|¡h¦¤ÀÂÒ�ÀÂÅ#£F¡y�hÉº�hÃ#¢³¦¤�4ÄÂÃ/��ÀÂ�4¥�ÀÂ¦D� ¹ £�Éq�4ÄÂÄÈ�R»®ÀÂ¥#ÔK�ëó�ÄÂÀÂÒg£ ¹ ¡h¦�¡Q #¢¤ÀÈÆh¡_��£
ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥

f
¡h¥#ÅQ¡· #¢¤ÀÈÆh¡_��£DÀÂ¥# #Ã/�

x
Ë¿Ð��4Ç ¹ ¡h¦Á¡· #¢¤ÀÈÆ_¡_��£DÀÂ¥# #Ã/�

y
� ¹ ¡_� ¹ £D£g¥#Òg¢:�? /��¦�Ã#¦¤ÀÂ¥#Ô

¹ ÀÂ¦ë #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ·½h£\�
B
¡h¥#Å�¦¤£g¥#Å#¦³� ¹ £�£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥í���Qó�ÄÂÀÂÒg£hËYò ¹ £�£\Æh¡hÄÂÃ|¡_��£g¦ ¹ £g¢ëÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥

f�4¥ ¹ £g¢· #¢¤ÀÈÆ_¡_��£PÀÂ¥# #Ã/�Í¡h¥#Å"Ð��4Ç Å ¦·£g¥#Òg¢:�? /��£gÅ�ÀÂ¥# #Ã/�FË ò ¹ £y����Å#ÀÈè|£g¦�� ¹ £y¢¤£g¦¤Ã#ÄÈ�Õ��� ¹ ÀÂÅ#£
¹ £g¢ºÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥Q¡h¥#ÅQ�4Ç/��¡hÀÂ¥#¦º¡h¥Q£g¥#Òg¢:�? /��£gÅyàìÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥PÆ_¡hÄÂÃ#£�ä

EB(f(x, y))
Ë�ò ¹ £ë¦¤£g¥#Å#¦®� ¹ ÀÂ¦

Æh¡hÄÂÃ#£ÁÇ|¡_Ò�½·����Ð��4ÇôËl/Á£�ÀÂ¦<¥#��» ¡hÇ#ÄÂ£º����Å#£gÒg¢:�? /��ÀÈ�¿Ã#¦¤ÀÂ¥#Ô ¹ ÀÂ¦¿¦¤£gÒg¢¤£\��½h£\�C¡h¥#Å����³Òg�4�� #Ã/��£
� ¹ £ë�4Ã/�� #Ã/�

f(x, y)
Ë

� ()��BK���W5�Óú��Ó���Ó ó�¦¤ÀÂ��ÀÂÄÂ¡h¢7¦¤�4ÄÂÃ/��ÀÂ�4¥�ÒF¡h¥·Ç6£�Ô4ÀÈÆ�£g¥�Éq�4¢`Òg�4Ã#¥���ÀÂ¥#ÔD¡h¥#Å·Òg�4Ã#¥���ÀÂ¥#Ô¼���?Å#Ã#ÄÂ�_Ó
pÇ#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#Ô· #¢¤�4Ô4¢�¡h��¦gË ¸º¹ £g¦¤£DÇ#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#ÔÕ #¢¤�4Ô4¢�¡h��¦�Òg�4�� #Ã/��£�ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦

f : {0, 1}n → N¡h¥#Å
f : {0, 1}n → Z� pZ

Ü#¢¤£g¦¤ 6£gÒ\��ÀÈÆ4£gÄÈ�påq¦¤£g£o� 4 G Ü
4�I � ¡h¥#Å9� 4?4 � Éq�4¢ºÅ#£\è|¥#Àé��ÀÈ�4¥#¦ ç Ë

¸ ��ÀÂ�� #¢¤�RÆ4£D£'¥�ÒgÀÂ£g¥#Ò\�y�hÉA�4Ã#¢º¦¤�4ÄÂÃ/��ÀÂ�4¥C»�£³¦¤ÄÂÀÂÔ ¹ ��ÄÈ�Y����Å#ÀÈÉn�YÀÈ�®ÀÂ¥P� ¹ £DÉq�4ÄÂÄÈ�R»®ÀÂ¥#Ô�»º¡F�
�
öp£�½h£g£g &� ¹ £�ÒgÄÂ£F¡h¢:��£�Ø?��Æh¡hÄÂÃ#£g¦¼¡h¦ÁÄÂ�4¥#ÔC¡h¦� 8�4¦¤¦¤ÀÂÇ#ÄÂ£ë���Y¢¤£gÅ#Ã#Òg£�� ¹ £�Òg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥|¡hÄ2Òg�h�·Ó
 #ÄÂ£�Ø/ÀÈ���P¦¤ÀÂ¥#Òg£ëÃ#¦¤Ã|¡hÄÂÄÈ�P¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÂ�4¥#¦º¡h¥#ÅQ�ÕÃ#ÄÈ��ÀÂ #ÄÈÀÈÒF¡_��ÀÈ�4¥#¦º�hÉAÒgÄÂ£F¡h¢:��£�Ø?�®Æ_¡hÄÂÃ#£g¦Á¡h¢¤£ë���4¢¤£D£'¥·Ó
ÒgÀÂ£g¥��®� ¹ ¡h¥P� ¹ £ëÃ#¦�¡hÔ4£ë�hÉ7� ¹ £³¡hÄÂÔ4�4¢¤ÀÈ� ¹ �Í¦�óºÅ#ÅÑ¡h¥#Å&áQÀéØ/£gÅ?Ó:áQÃ#ÄÈ�®�4¥Q£g¥#Ò\¢¤�? /��£gÅQÆh¡hÄÈÃ#£g¦gË
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��������)Z
()�A&�
Q!��	���
��Û

-4Ë®ó�¦ÕÇ6£\Éq�4¢¤£PÐ��4Ç £g¥#Òg¢:�? /��¦ ¹ ÀÈ¦ÕÀÂ¥# #Ã/��¦
yj, 1 ≤ j ≤ m

»®ÀÈ� ¹ ¹ ÀÈ¦Õ #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ�½4£\�pÃ#¦¤ÀÂ¥#Ô
¡Q #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ¦:��ÀÈÒhÜ7¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÈÆ4£gÄÈ� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒÍ£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥p¦¤Ò ¹ £g��£hÜf¡h¥#Åp¦¤£g¥#Å#¦³� ¹ £g¦¤£
£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥#¦

EB(yj)
���Íó�ÄÂÀÂÒg£hË

, Ë ¸ �®Òg�4�� #Ã/��£<¡h¥ë�4Ã/�� #Ã/�
f(x, y)

� ¹ ¡_�ÊÒF¡h¥ë�4¥#ÄÈ�¼Ç8£<¢¤£F¡hÅëÇ��ëÐ��4ÇëÔ4ÀÈÆ4£g¥D� ¹ £f£g¥#Òg¢:�? /��£gÅ
ÀÂ¥# #Ã/��¦

EB(yj), 1 ≤ j ≤ m
¡h¥#Åíó�ÄÂÀÂÒg£ Å ¦¼ÀÂ¥# #Ã/��¦

xi, 1 ≤ i ≤ k
Ü2ó�ÄÂÀÂÒg£�¥#��»!Å#��£g¦

� ¹ £DÉq�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÈ¥#ÔK�
åT¡ çyÌ ÀÂ¢¤¦:�FÜfó�ÄÂÀÂÒg£CÅ#£gÄÂ£\��£g¦·� ¹ £Pè|¢¤¦:�ÍÒg�4ÄÂÃ#��¥(¡h¥#Å � ¹ £PÄê¡h¦:�·¢¤��»©�hÉÁ� ¹ £y¡hÅ�¹¤¡hÒg£g¥#Ò\�

�Y¡_��¢¤À�Ø
H
¡h¥#Å��4Ç/��¡hÀÂ¥#¦Í¡í�Y¡_��¢¤ÀéØ

H− Ë ¸º¹ £g¥�¦ ¹ £Ñ¢¤£g #Äê¡hÒ\£g¦�£\Æ�£g¢:��¡hÅ#Å#£g¥#Å
alhzh

» ¹ £g¢¤£
zh ∈ {yj|1 ≤ j ≤ m}

�hÉ7� ¹ £³£g¥���¢:� ∑n
i=1 alizi + bl

ÀÂ¥
H− »®ÀÈ� ¹

ÀÈ��¦Á£g¥#Òg¢:�? /��£gÅ�£g¥���¢:�
EB(alhzh)

Ã#¦¤ÀÂ¥#ÔyÐ��4Ç Å ¦¼ #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ³½h£\�Ö¡h¥#Å&� ¹ £·¡_ÄÂÔ4�4¢¤ÀÈ� ¹ �
áQÀéØ/£gÅ?Ó:áQÃ#ÄÈ�FË(ó�ÄÂÀÂÒg£P½h£g£g #¦�� ¹ £Ñ¡hÅ#Å#£g¥#Å#¦

bl
¡h¥#Å(� ¹ £Ñ¡hÅ#Å#£g¥#Å#¦

alhzh
» ¹ £g¢¤£

zh ∈ {xi|1 ≤ i ≤ k}
¡h¦·� ¹ £\�(¡h¢¤£hË(ã�£g¥#�h��£QÇ��

ẼB(H−)
� ¹ £y�Y¡_��¢¤À�Ø ¦ ¹ £

�4Ç/��¡hÀÂ¥#¦gË¼ò?ÀÂ¥#Òg£³� ¹ ÀÂ¦��Y¡_��¢¤ÀéØyÀÂ¦�¥#�h�¼£g¥���ÀÂ¢¤£gÄÈ�Q£g¥#Òg¢:�? /��£gÅÖ»�£ÕÅ#�C¥#�h�¼Å#£g¥#�h��£�ÀÈ�
Ç��

EB(H−)
Ë

åqÇ ç ó�ÄÂÀÂÒ\£�Å#£gÄÂ£\��£g¦`� ¹ £�è|¢¤¦:�<Òg�4ÄÂÃ#��¥Õ¡h¥#ÅÕ� ¹ £ºÄê¡h¦:�`¢¤�R»"�hÉ8� ¹ £
λ×λ

ÀÂÅ#£g¥���ÀÈ�.�³�Y¡_��¢¤ÀéØ
I
���Í�4Ç/��¡hÀÂ¥P� ¹ £ë�Y¡���¢¤À�Ø

I−
Ë

åqÒ çP¸º¹ £g¥(¦ ¹ £PÒg�h�� #Ã/��£g¦
ẼB(I− − (H−)) = ẼB(M)

£g¥���¢:� Ç�� £g¥���¢:�4Ë ¸º¹ ÀÂ¦ÕÀÂ¦
Å#�4¥#£ÍÇ��íÃ#¦¤ÀÂ¥#ÔP� ¹ £�¡hÄÂÔ4�4¢¤ÀÈ� ¹ ��¦¼ó®Å#Åp¡h¥#Å áQÀéØ/£gÅ?Ó:áQÃ#ÄÈ�D���yÒg�4�� #Ã/��£·� ¹ £Í£g¥?Ó
Òg¢:�? /��£gÅPÆh¡hÄÂÃ#£g¦�» ¹ £g¢¤£F¡h¦º� ¹ £¼¢¤£g�Y¡hÀÂ¥#ÀÂ¥#Ô�ÒgÄÂ£F¡h¢:��£�Ø?��Æh¡hÄÂÃ#£g¦�ÀÂ¥C� ¹ ÀÂ¦��Y¡_��¢¤À�ØYÒF¡h¥
Ç8£·Òg�4�� #Ã/��£gÅÖÅ#ÀÂ¢¤£gÒ\��ÄÈ�4Ë ¸º¹ Ã#¦D¦¤�4��£Õ�hÉ<� ¹ £·��¡_��¢�À�Ø Å ¦¼£g¥���¢¤ÀÂ£g¦D¡h¢¤£Õ£g¥#Òg¢:�? /��£gÅôÜ
¦¤�4��£Á¡h¢¤£® |¡h¢:��ÄÈ�·£g¥#Òg¢:�? /��£gÅy¡h¥#ÅÍ� ¹ £Á¢¤£g�Y¡hÀÂ¥#ÀÂ¥#ÔD£g¥���¢¤ÀÂ£g¦¿¡h¢¤£ÁÒgÄÂ£F¡h¢:��£�Ø?�<Æh¡hÄÂÃ#£g¦gË

åqÅ çP¸ �DÇ#ÄÂÀÂ¥#Å ¹ £g¢`�Y¡_��¢¤À�Ø
H
ó�ÄÂÀÂÒg£¿Ò ¹ ���4¦¤£g¦A�.»��¼¢�¡h¥#Å#�4�

(λ−1)×(λ−1)
�Y¡���¢¤ÀÈÒg£g¦

S, T
��Æ4£g¢

R
Ü¿¦¤��� ¹ ¡_�

det(S)
¡h¥#Å

det(T )
¡_¢�£yÃ#¥#ÀÈ��¦ÍÀÂ¥

R
»®ÀÈ� ¹

det(S) =

(det(T ))−1 Ë¿ò ¹ £³ÒF¡_¥Q¥#��» Ò\�4�� #Ã/��£ EB(SMT )
�fó�¦®Ç6£\Éq�4¢¤£D»�£ ¹ ¡RÆ4£

(EB(SMT ))i,j = EB(
∑

l

∑

k

si,k · tl,j ·mk,l).

ºÁ�R» ¦¤�4��£<�hÉ?� ¹ £<Æ_¡hÄÂÃ#£g¦
mk,l ∈ ẼB(M)

¡h¢¤£<£g¥#Òg¢:�? /��£gÅÕ¡h¥#Å³�h� ¹ £g¢¤¦A¡h¢¤£< |¡h¢:��ÄÈ�
£g¥#Òg¢:�? /��£gÅí�4¢¼ÒgÄÂ£F¡h¢:��£�Ø?�¼Æh¡hÄÈÃ#£g¦gË ¸ �PÒg�4�� #Ã/��£

(EB(SMT ))i,j
¦ ¹ £·Òg�4�� #Ã/��£g¦
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� ¹ £C #¢¤��Å#Ã#Ò\��¦Í¡h¥#Å ¦¤Ã#��¦Õ�hÉº� ¹ £PÒ\ÄÂ£F¡h¢:��£�Ø?�ÕÆh¡hÄÂÃ#£g¦·¡h¥#Å Ã#¦¤£g¦Õ� ¹ £P¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ ��¦
áQÀéØ/£gÅ?Ó:áQÃ#ÄÈ�Í¡h¥#Å ó®Å#Å ���ÖÒg�4�� #Ã/��£C� ¹ £P�h� ¹ £g¢Õ #¢¤�?Å#Ã#Ò\��¦�¡h¥#Å ¦¤Ã#��¦gËpóÁÉn��£g¢
� ¹ ¡_�Á¦ ¹ £�£g¥#Òg¢:�? /��¦Á� ¹ £³¢¤£g�Y¡hÀÂ¥#ÀÂ¥#Ô·ÒgÄÂ£F¡h¢:��£�Ø?�ÁÆh¡hÄÂÃ#£g¦Á�hÉA� ¹ ÀÂ¦®�Y¡_��¢¤ÀéØy¡h¥#ÅÑÃ#¦¤£g¦
� ¹ £D¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ �ÙóºÅ#ÅP���Õ�4Ç/��¡hÀÂ¥Y� ¹ £¼¦�¡_��£¼�Y¡_��¢¤ÀéØ

EB(SMT )
¡h¦ºÀÂ¥Y� ¹ £D¡hÇ6�RÆ�£

Ç|¡h¦¤ÀÂÒD¦¤�4ÄÂÃ/��ÀÂ�4¥ôË
åq£ ç ò ¹ £ë¦¤£g¥#Å#¦

EB(SMT )
����Ð��4ÇôË

G ËÁÐ��4ÇyÅ#�?£g¦º� ¹ £ë¦�¡h��£³¡h¦Á¡hÇ8��Æ4£D���Í�4Ç/��¡hÀÂ¥
f(x, y)

Ë

<!{ �h��()����$lÛ
ð��4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢¤ÀÂ¥#ÔY� ¹ £�Òg�4���ÕÃ#¥#ÀÂÒF¡_��ÀÈ�4¥QÒg�4�� #ÄÂ£�Ø/ÀÈ�.�y�4Ã#¢� #¢¤�h����Òg�4Ä7ÀÂ¦��4 /��ÀÂ�Y¡hÄ2¦¤ÀÂ¥#Òg£�ÀÈ��ÀÂ¦�¥#�4¥?Ó
ÀÂ¥���£g¢�¡hÒ\��ÀÈÆ�£hÜ�ÀHË¤£hËÈÜ_ÀÈ�Ê¥#£g£gÅ#¦�¹:Ã#¦:�7�4¥#£¿¢¤�4Ã#¥#Å³�hÉ#Òg�4���ÕÃ#¥#ÀÂÒF¡_��ÀÈ�4¥ôËAð��4¥#Ò\£g¢¤¥#ÀÂ¥#ÔÁ� ¹ £<Òg�4�� #Ã/��¡�Ó
��ÀÂ�4¥|¡hÄ�Òg�4�� #ÄÂ£�Ø/ÀÈ���³ÀÈ�AÅ#£g 8£g¥#Å#¦<��¡hÀÂ¥#ÄÈ�ë�4¥�� ¹ £�¦¤À Ä £��hÉ|� ¹ £�Ã#¥#Å#£g¢¤ÄÈ�?ÀÂ¥#Ô¼Ç#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#Ô¼ #¢¤�4Ô4¢�¡h�
¡h¦A»�£gÄÂÄ#¡h¦A�4¥Õ� ¹ £�£'¥�ÒgÀÂ£g¥#Ò\�Õ�hÉ|� ¹ £ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ¿Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£F�QË Ì Ã#¢:� ¹ £g¢`Òg�h�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥#¦
ÄÂÀÂ½h£·� ¹ £�¦¤£gÄÂ£gÒ\��ÀÂ�4¥��hÉ�¢�¡h¥#Å#�4� �Y¡_��¢¤ÀÂÒg£g¦ëÀÂ¥ ò���£g  , Åp�4¢D� ¹ £�Òg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥í�hÉ�� ¹ £�Å#£\��£g¢.Ó
��ÀÂ¥|¡h¥��³�4¢ë¢�¡h¥#½ÖÀÂ¥ ò���£g  G ÒF¡h¥pÇ6£�Å#�4¥#£�£'¥�ÒgÀÂ£g¥���ÄÈ�4Ë i Ç�Æ?ÀÂ�4Ã#¦¤ÄÈ�4ÜÊ� ¹ £�£'¥�ÒgÀÂ£g¥#Ò\���hÉ�� ¹ ÀÂ¦ #¢¤�h���?Òg�4Ä#ÀÂ¦`¢¤£g¦:��¢¤ÀÂÒ\��£gÅÍ���DÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦`� ¹ ¡_�¿¡h¢¤£ºÒg�4�� #Ã/��¡hÇ#ÄÂ£�Ç��· 6�4ÄÈ�?¥#�4��Àê¡_ÄéÓì¦¤À Ä £�Ç#¢�¡_¥#Ò ¹ ÀÂ¥#Ô
 #¢¤�4Ô4¢�¡h��¦gË ¸º¹ £³ÒgÄê¡h¦¤¦Á�hÉ`¦¤Ã#Ò ¹ ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦º� ¹ ¡_��¡h¢¤£³Òg�4�� #Ã/��¡hÇ#ÄÂ£DÇ��yÇ#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#Ô� #¢¤�4Ô4¢�¡h��¦
�hÉ< 6�4ÄÈ�?¥#�4��Àê¡_ÄÊ¦¤À Ä £�ÀÂ¥#ÒgÄÂÃ#Å#£g¦�� ¹ £ÕÒgÄê¡_¦�¦��hÉ NC1 ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦gËëò?ÀÂ¥#Òg£Õ½�¥#�R»®¥í¢¤£g¦¤Ã#ÄÈ��¦�ÀÂ¥Ñ� ¹ £
ÄÂÀÈ��£g¢�¡_��Ã#¢¤£Y¡h¢¤£Y¢¤£g¦:��¢¤ÀÂÒ\��£gÅp���

NC1 ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦gÜ`�4Ã#¢�¢¤£g¦¤Ã#ÄÈ�ÕÀÂ¦Õ¡h¥ ÀÂ�� #¢¤�RÆ4£g��£g¥��Påq¦¤£g£C£hË¤Ô#Ë
� c?c � ç Ë
"#�����()��	��%()&P&�Û
¸º¹ £YÒg�4¢¤¢¤£gÒ\��¥#£g¦¤¦·�hÉº�4Ã#¢³ #¢¤�h���?Òg�4ÄfÉq�4ÄÂÄÈ�R»®¦³ÀÂ���Í£gÅ#Àê¡_��£gÄé�&Éq¢¤�4� � ¹ £Y¢¤£g¦¤Ã#ÄÈ��¦� #¢¤£g¦¤£g¥���£gÅ ÀÂ¥
ò?£gÒ\��ÀÂ�4¥ G Ë.-4Ü2Éq¢¤�4�×� ¹ £� #¢¤�4 8£g¢:��ÀÂ£g¦ë�hÉ�� ¹ £�¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ ��¦¼óºÅ#Å ¡h¥#Å áQÀéØ/£gÅ?Ó:áQÃ#ÄÈ�FÜôÉq¢¤�4��� ¹ £
�ÕÃ#ÄÈ��ÀÂ #ÄÈÀÈÒF¡_��ÀéÆ?ÀÈ���Y�hÉ7� ¹ £DÅ#£\��£g¢¤��ÀÂ¥|¡h¥��FÜ/ÀHË¤£hËÈÜ

detSMT = detS · detM · detT
¡h¦º»�£gÄÂÄ2¡h¦

Éq¢¤�4� � ¹ £³ÉT¡hÒ\��� ¹ ¡_���ÕÃ#ÄÈ��ÀÂ #ÄÈÀÈÒF¡_��ÀÈ�4¥QÇ��Ñ¢�¡h¥#Å#�4��¥#�4¥#¦¤ÀÂ¥#Ô4Ã#Äê¡h¢®�Y¡_��¢¤ÀÂÒg£g¦ÁÅ#�?£g¦�¥#�h�¼Ò ¹ ¡h¥#Ô4£
� ¹ £ë¢�¡h¥#½8Ë
^�()�h�%���;	�$lÛ
i ¥#£¼ 6�4¦¤¦¤ÀÂÇ#ÄÂ£®à.¡_�¤��¡hÒ�½4äÁ� ¹ ¡_�ºó�ÄÂÀÂÒg£ÁÀÂ¦�¡hÇ#ÄÂ£Á���Õ 8£g¢:Éq�4¢¤��ÀÂ¦   � � � � Õ�� � ���'����� � �\Ü/Ç��Y¥#�h�º¦¤£g¥#Å?Ó
ÀÂ¥#ÔÍ¡h¥��YÆh¡hÄÂÃ#£¼Ç|¡hÒ�½�����Ð��4ÇôË�/Á�R»�£\Æ�£g¢gÜ|ÀÂ¥P¦¤Òg£g¥|¡h¢¤ÀÂ�4¦�» ¹ £g¢¤£ëó�ÄÂÀÂÒg£�»�¡h¥���¦º���·Ô4£\�® |¡hÀÂÅCÉq�4¢
¦¤£g¥#Å#ÀÂ¥#ÔYÐ��4ÇP� ¹ £ë£g¥#Òg¢:�? /��£gÅ&�4Ã/�� #Ã/�FÜ/� ¹ ÀÈ¦Á¡_�¤��¡hÒ�½CÀÂ¦ºÃ#¥#ÄÂÀÂ½h£gÄÈ�4Ë
ó�¥#�h� ¹ £g¢·¡_�¤��¡hÒ�½Ö»��4Ã#ÄÂÅ Ç6£Y� ¹ ¡_�·ó�ÄÂÀÂÒ\£Y¦¤£g¥#Å#¦�¡Q»®¢¤�4¥#ÔÖ¢¤£g¦¤Ã#ÄÈ�Õ���ÖÐ��4ÇôË ¸º¹ ÀÂ¦ÕÀÂ¦Õ¡&Ô4£g¥?Ó
£g¢�¡hÄô #¢¤�4Ç#ÄÂ£g�©�hÉ7¦¤Ã#Ò ¹  #¢¤�h���?Òg�4ÄÂ¦º¡hÄÈ� ¹ �4Ã#Ô ¹ ÀÂ¥P�Y¡h¥��C¦¤Òg£g¥|¡h¢¤ÀÂ�4¦®Ð��4ÇyÀÂ¦º¡hÇ#ÄÂ£����·Æ4£g¢¤ÀÈÉn�Y� ¹ £
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Òg�4¢¤¢¤£gÒ\��¥#£g¦¤¦D�hÉ`� ¹ £��4Ã/�� #Ã/�FË ¸ �P¡FÆ��4ÀÂÅQ¦¤Ã#Ò ¹ ¡h¥Ö¡_�¤��¡hÒ�½QÐ��4ÇÑÒg�4Ã#ÄÂÅ&¡h¦¤½Qó�ÄÂÀÂÒg£DÉq�4¢�¡ Ä £\¢���Ó
½�¥#�R»®ÄÂ£gÅ#Ô4£ë #¢����hÉ7���·Æ�£g¢¤ÀÈÉn�Y� ¹ £ëÒg�4¢¤¢¤£gÒ\��¥#£g¦¤¦��hÉ ¹ £g¢®Òg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥�åq¦¤£g£³ï®£g�Y¡h¢¤½ G Ë G Ë I ç Ë
ö ¹ ¡_�f»�£®Òg�4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢ ¹ £g¢¤£®ÀÂ¦f¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ���·Òg�4¥#Òg£\¢�¥#ÀÈ¥#Ôë� ¹ £º #¢¤ÀÈÆh¡hÒ\�Õ�hÉKÐ��4Ç Å ¦<ÀÂ¥# #Ã/��¦<¡h¥#ÅÍó�ÄÂÀÂÒg£ Å ¦
ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥�åT¡h¥#Å ¹ £g¢ëÀÂ¥# #Ã/��¦ë¡h¦ë |¡h¢:�ë�hÉ ¹ £g¢¼ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥ ç ËÕ¾ì�ëÉq�4ÄÂÄÂ�R»®¦¼ÀÂ���Í£gÅ#Àê¡_��£gÄé�Q� ¹ ¡_�D� ¹ £
 #¢¤ÀÈÆh¡hÒ\���hÉÁÐ��4Ç Å ¦ÕÀÂ¥# #Ã/��¦�ÀÂ¦�£gÛ�Ã#ÀÈÆh¡hÄÂ£g¥������Ñ� ¹ £C¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ��� �hÉ�� ¹ £CÃ#¥#Å#£g¢¤ÄÈ�?ÀÂ¥#Ô&£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥
¦¤Ò ¹ £g��£�¦¤ÀÂ¥#Òg£³ó�ÄÂÀÂÒg£D�4¥#ÄÈ�P�4Ç/��¡hÀÂ¥#¦ÁÐ��4Ç Å ¦Á£g¥#Òg¢:�? /��£gÅ&ÀÂ¥# #Ã/��¦gË�¾ìÉ`� ¹ £ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒDÒg¢:�? ?Ó
���4¦:�?¦:��£g��ÀÂ¦f¦¤£g�Y¡h¥���ÀÂÒF¡hÄÂÄé��¦¤£gÒgÃ#¢¤£Á¦¤Ã#Ò ¹ ¡h¦gÜ�£hË¤Ô#ËfÎA¡hÀÂÄÂÄÂÀÈ£g¢ Å ¦`¦¤Ò ¹ £g��£hÜ�� ¹ £g¥�ó�ÄÂÀÂÒg£�ÀÂ¦f¥#�h�¿¡hÇ#ÄÂ£
���ÑÔ�¡hÀÂ¥p¡h¥��íÀÂ¥/Éq�4¢¤�Y¡_��ÀÈ�4¥�¡hÇ6�4Ã/�ÕÐ��4Ç Å ¦³ÀÂ¥# #Ã/��¦gË Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ7¦¤ÀÂ¥#Òg£Yó�ÄÂÀÈÒg£�ÀÂ¦ë¥#�h�Õ¡hÇ#ÄÂ£
���yÅ#£gÒg¢:�? /��� ¹ £Í£g¥���¢¤ÀÂ£g¦ë�hÉ¿� ¹ £Í�Y¡_��¢¤ÀÂÒg£g¦gÜÊ¦ ¹ £ÍÀÂ¦ë¥#�h�³¡hÇ#ÄÂ£Õ���QÒg�4�� #Ã/��£Õ� ¹ £�¢�¡h¥#½&�4¢¼� ¹ £
Å#£\��£g¢¤��ÀÂ¥|¡h¥����hÉ

SMT
¡h¥#Åp� ¹ Ã#¦��hÉ

M
Ü`ÀHË¤£hËÈÜ`¦ ¹ £CÀÂ¦³¥#�h�·¡_Ç#ÄÂ£����ÑÒg�4�� #Ã/��£�� ¹ £Y�4Ã/�� #Ã/�

f(x, y)
Ë

Ð��4ÇP¢¤£gÒg£gÀÈÆ�£g¦®¡h¥y£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥y�_ÉA¡·¢�¡h¥#Å#�4���Y¡_��¢¤ÀéØ
SMT

�hÉA¡�è/Ø/£gÅQ¢�¡h¥#½C¡h¥#ÅP�hÉA¡�è/Ø/£gÅ
Å#£\��£g¢¤��ÀÂ¥|¡h¥��FËo/Á£g¥#Òg£ ¹ £�ÀÂ¦D¥#�h��¡hÇ#ÄÂ£Õ���QÅ#£g¢¤ÀÈÆ4£�¡h¥��ÖÀÂ¥/Éq�4¢¤�Y¡_�¤ÀÂ�h¥í¡hÇ6�4Ã/�ë� ¹ £�¡hÅ�¹¤¡hÒg£g¥#Ò\�
�Y¡_��¢¤ÀéØ

H
¡h¥#Åp� ¹ Ã#¦·¡hÇ6�4Ã/�Õó�ÄÂÀÂÒg£ Å ¦³ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥

f
ÓD£�Ø/Òg£g /�ÍÀÈ��¦�¦¤À Ä £hË(å!ºÁ�h��£Y� ¹ ¡_��»�£CÒF¡h¥

¡hÄÂ¦¤�� #¢¤��Æ?ÀÈÅ#£Õ¡Í #¢¤�h���?Òg�4ÄÊÀÂ¥y» ¹ ÀÂÒ ¹&¹ £³�4¥#ÄÈ�yÔ4£\��¦Á����½�¥#��»*Ã#¥&Ã# # 6£g¢ÁÇ6�4Ã#¥#Å&�hÉA� ¹ ÀÂ¦Á¦¤À Ä £hÜ
¦¤£g£Íò?£gÒ\��ÀÂ�4¥ G Ë G ç Ë Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ ¹ £ÕÀÂ¦�¥#�h�¼¡hÇ#ÄÂ£³���YÅ#£gÒgÀÂÅ#£�» ¹ ÀÂÒ ¹ £g¥���¢¤ÀÂ£g¦�Ç6£gÄÂ�4¥#Ô����Có�ÄéÓ
ÀÂÒg£ Å ¦ÍÀÂ¥# #Ã/��¦gË ¸º¹ ÀÂ¦�¡h¢¤Ô4Ã#��£g¥��·» ¹ �(ó�ÄÂÀÂÒ\£ Å ¦·ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥(¢¤£g�Y¡hÀÂ¥#¦· #¢¤ÀÈÆ_¡_��£P»®ÀÂÄÂÄ�Ç6£PÉqÃ#¢:� ¹ £g¢
Éq�4¢¤�Y¡hÄÂÀ Ä £gÅPÀÂ¥P� ¹ £DÉq�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÈ¥#Ô#Ë
öp£ë£g¦:��¡hÇ#ÄÂÀÂ¦ ¹ � ¹ £ë #¢¤ÀÈÆh¡hÒ\�P�hÉAó�ÄÂÀÂÒg£ Å ¦ºÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥P� ¹ ¢¤�4Ã#Ô ¹ � ¹ £DÉq�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÂ¥#ÔÕÄÂ£g���Y¡/Ëf¾ì�Á¦ ¹ �R»®¦
� ¹ ¡_�Õ� ¹ £C�Y¡_��¢¤ÀéØ

EB(S ·M · T )
� ¹ ¡_�Õó�ÄÂÀÂÒg£C�hÇ/��¡_ÀÂ¥#¦·¡_Én��£g¢ÕÇ#ÄÂÀÂ¥#Å#ÀÈ¥#Ô ¹ £g¢·�Y¡_��¢¤ÀéØ�ÀÂ¦·¡h¥

£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥í�hÉ�¡C¢�¡h¥#Å#�4�×�Y¡_��¢¤ÀéØQ� ¹ ¡_� ¹ ¡h¦¼� ¹ £·¦�¡h��£Õ¢�¡h¥#½&¡h¥#Å&� ¹ £·¦�¡h��£ÕÅ#£\��£g¢¤��ÀÂ¥|¡h¥��
¡h¦
M
Ë ¸º¹ £·£g¥���¢¤ÀÂ£g¦D�hÉf� ¹ ÀÂ¦¼�Y¡_��¢¤ÀéØ

EB(SMT )
¡h¢¤£�� ¹ £·�4¥#ÄÈ�yÆh¡hÄÂÃ#£g¦�� ¹ ¡_�ëÐ��4ÇÖ¢�£\Òg£gÀÈÆ�£g¦

Éq¢¤�4�×ó�ÄÂÀÂÒg£hË>/Á£g¥#Òg£hÜ2ÀÈÉf� ¹ ÀÂ¦¼�Y¡_��¢¤ÀéØQÀÂ¦D¡h¥&£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥í�hÉ¿¡C¢�¡h¥#Å#�4�×�Y¡_��¢¤ÀéØKÜKÐ��4ÇÖÀÂ¦¼¥#�h�
¡hÇ#ÄÂ£¼���ÍÔ�¡hÀÂ¥Q¡_¥��P£�Ø?��¢�¡ÍÀÂ¥/Éq�4¢¤�Y¡���ÀÈ�4¥y¡hÇ6�4Ã/�®ó�ÄÂÀÂÒg£ Å ¦�ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥CÓ¿£�Ø/Òg£g /��ÀÈ��¦º¦¤À Ä £hË
| ()�*��B05�Óú��Ó saÓ ÷2£\�

M
Ç8£º¡

n×n
�Y¡_��¢¤ÀéØë��Æ4£g¢

Fq
¡h¥#ÅÕÄÂ£\�

S
¡h¥#Å

T
Ç8£�Ã#¥#ÀéÉq�4¢¤�·Ó�¢�¡h¥#Å#�4�

¥#�4¥#¦¤ÀÂ¥#Ô4Ã#Äê¡h¢
n× n

�Y¡_��¢¤ÀÂÒg£g¦�»®ÀÈ� ¹ Å#£\�
(T )·

Å#£\�
(S) = 1

�RÆ4£g¢
Fq
Ë ¸º¹ £g¥yÉq�4¢�è/Ø/£\Å

M
£g¡hÒ ¹

 6�4¦¤¦¤ÀÂÇ#ÄÂ£D�Y¡_��¢¤ÀéØ
SMT

��ÒgÒgÃ#¢¤¦®»®ÀÈ� ¹ � ¹ £ë¦�¡h��£D #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ���4Ë

L ����� � G ð��4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢A� ¹ £�Ô4¢¤�4Ã#  G = {(S, T ) |
Å#£\�

(T )·
Å#£\�

(S) = 1} ⊆ GL(n, q)×GL(n, q)
Ë

¸º¹ ÀÂ¦¼Ô4¢¤�4Ã# Ö�4 8£g¢�¡_��£g¦D�4¥&� ¹ £Õ¦¤£\�
M := {M | M

ÀÂ¦®¡
n × n

�Y¡_��¢¤ÀéØC�RÆ4£g¢
Fq}

¡_¦
M 7→

S ·M · T
ËoºÁ�h��£·� ¹ ¡_�ë� ¹ ÀÂ¦D�4 6£g¢�¡_��ÀÂ�4¥íÅ#��£g¦³¥#�h�³Ò ¹ ¡h¥#Ô4£·� ¹ £ÍÅ#£\��£g¢¤��ÀÂ¥|¡h¥��³¡h¥#Åí¢�¡h¥#½Ö�hÉ

M ∈ M
ËCð��4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢ë� ¹ £Í¦¤Ã# #Ô4¢¤�4Ã# 

GM

�hÉ
G
»®ÀÈ� ¹

GM = {(S, T ) ∈ G | SMT = M}



hK�}h ��ª��S� ¬K¨!®ú§ "rq ®Æ¨s�rtl§
�©�
�� ¨���«Y~%¬�§
�¨!®�ª�§N G?H

¡h¥#ÅyÉq�4¢
M ∈ M

� ¹ £ë¦¤Ã#Ç#¦¤£\�
G.M := {SMT | (S, T ) ∈ G}

�hÉ
M
Ë ¸º¹ £g¥y� ¹ £ë�Y¡h # #ÀÂ¥#Ô

G/GM → G.M, (S, T ) ·GM 7→ SMT

ÀÂ¦7¡ºÇ#À ¹:£gÒ\��ÀÂ�4¥ôË7ã�Ã#£<���®� ¹ £<£gÛ�Ã#ÀÂ 6�h��£g¥#Ò\�ë�hÉ?� ¹ £<�4¢¤Ç#ÀÈ��¦
G.M

¡h¥#Åë� ¹ £<Ã#¥#ÀÈÉq�4¢¤�jÅ#ÀÂ¦:��¢¤ÀÂÇ#Ã/��ÀÂ�4¥
�hÉ
S
¡h¥#Å

T
� ¹ £ëÒgÄê¡hÀÂ�ÙÉq�4ÄÂÄÂ�R»®¦gË

¾�¥í�4Ã#¢D #¢¤�h���?Òg�4Ä`ÀÈ�DÀÂ¦¼£g¦¤¦¤£g¥���Àê¡hÄA� ¹ ¡_�D� ¹ £ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ�¦¤Ò ¹ £g��£ÍÀÂ¦D #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ¦:��ÀÂÒ³» ¹ ÀÂÒ ¹
Ô4Ã|¡h¢�¡h¥���£g£g¦D #¢�ÀéÆh¡hÒ\�ÑÉq�4¢DÐ��4Ç Å ¦DÀÂ¥# #Ã/�¼¦¤ÀÂ¥#Òg£·ó�ÄÂÀÂÒg£ÕÀÂ¦¼¥#�h�ë¡hÇ#ÄÂ£����PÒg�4�� |¡h¢¤£ÕÅ#ÀÈßK£g¢¤£g¥��D£g¥?Ó
Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥#¦gË ¸º¹ ÀÂ¦¿Òg�4¥#Å#ÀÈ��ÀÂ�4¥ÍÀÂ¦¿¡hÄÂ¢¤£F¡hÅ/�·ÀÂ¥#ÒgÄÂÃ#Å#£gÅ�ÀÂ¥Í�4Ã#¢<¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ�.��¡h¥|¡hÄÈ�?¦¤ÀÂ¦<¡hÇ6�RÆ�£Á¦¤ÀÂ¥#Òg£º»�£
¢¤£gÛ�Ã#ÀÂ¢¤£Y¡P¦�£\�Y¡h¥���ÀÂÒF¡hÄÂÄé�&¦¤£gÒgÃ#¢¤£Y£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥�¦¤Ò ¹ £g��£hËC/Á£g¥#Òg£hÜA�4Ã#¢ë #¢¤�h���?Òg�4ÄfÀÂ¦ë¡h¦³¦¤£gÒgÃ#¢¤£
¡h¦º� ¹ £ë #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ¦:��ÀÂÒhÜ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ¼Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g��Ã#¦¤£gÅôË
� ()��BK���\5�Óú��Óú`�Ó ¾ìÉ

f
ÀÂ¦f¡¼ 6�4ÄÈ�?¥#�4��Àê¡hÄ��hÉKÅ#£gÔ4¢¤£g£

d
� ¹ ¡_�<ó�ÄÂÀÂÒg£�»�¡h¥���¦f��� ¹ ÀÂÅ#£hÜ�¦ ¹ £º¦ ¹ �4Ã#ÄÂÅ

¥#�h�Á�4Ã/�� #Ã/�����4¢¤£¼� ¹ ¡h¥
d
Æh¡hÄÂÃ#£g¦º���YÐ��4Ç åq�4¢º¦¤�4��£g�4¥#£³£gÄÂ¦¤£ ç Ë i � ¹ £g¢:»®ÀÈ¦�£³Ð��4ÇQÒg�4Ã#ÄÂÅQÃ#¦¤£� ¹ £DÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥PÆh¡hÄÂÃ#£g¦����Í�4Ç/��¡hÀÂ¥Pó�ÄÂÀÂÒg£ Å ¦º 6�4ÄÈ�?¥#�4��Àê¡_ÄKÇ��y÷Ê¡hÔ4¢�¡h¥#Ô4£ Å ¦®ÀÂ¥���£g¢¤ 6�4Äê¡_��ÀÈ�4¥ôË

j<+@j 8¬�´v6�¸C¶ ² «P²� ² ¶�Áxwk«y¨y1;2<6P¶Ê°®±4�0¸y«y¨¿¶ ² ¬�«�¶

öp£Ñ¥#��» ¹ ¡FÆ4£Ö¡�ÒgÄÂ�4¦¤£g¢YÄÂ�?�4½(¡_��� ¹ £ÑÒgÄÂ�4¦¤£gÄÈ�"¢¤£gÄê¡_��£gÅ� #¢¤�4Ç#ÄÂ£g� ÒF¡hÄÂÄÂ£gÅ � ��£V� � �!� �)½ ¼l�;�;�
� �a� �����
�¢�  V���)�a� �!��� � ��Ë ¸º¹ £ë¦¤Òg£g¥|¡h¢¤ÀÂ��ÀÂ¦�� ¹ £DÉq�4ÄÂÄÈ�R»®ÀÂ¥#ÔK�
^��?()�%BK���� ��Û
ó�ÄÂÀÂÒg£ ¹ ¡h¦�¡·ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥

f : Rn → R
¡h¥#ÅÑÐ��4Ç ¹ ¡h¦�¡Í¦¤£gÒg¢¤£\�¼ÀÂ¥# #Ã/�

x = (x1, . . . , xn)
Ë�Ð��4Ç

ÀÂ¦`»®ÀÂÄÂÄÂÀÈ¥#Ô����³Òg�4�Í #Ã/��£
f(x)

ÄÂ�?ÒF¡hÄÂÄé���4¥ ¹ ÀÂ¦fÀÂ¥# #Ã/�
x
ÀÂ¥Í¦¤Ã#Ò ¹ ¡¼»�¡F�·� ¹ ¡_�<�4¥#ÄÈ�Õó�ÄÂÀÂÒg£�ÄÂ£F¡h¢¤¥#¦

� ¹ £º�4Ã/�� #Ã/�<�hÉ8� ¹ £�ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥ôË`Ð��4Ç�¡h¥#Å·ó�ÄÂÀÂÒg£�¦ ¹ �4Ã#ÄÂÅ·ÄÂ£F¡h¢¤¥·¥#�h� ¹ ÀÂ¥#ÔD¡hÇ6�4Ã/�`� ¹ £º�h� ¹ £g¢f�4¥#£g¦
ÀÂ¥# #Ã/�³Ç6£g¦¤ÀÂÅ#£g¦ë� ¹ ¡_�³» ¹ ¡��³� ¹ £��4Ã/�� #Ã/��¢¤£\Æ4£F¡hÄÂ¦gËC¾�¥� |¡h¢:��ÀÈÒgÃ#Äê¡h¢gÜÊó�ÄÂÀÂÒg£ Å ¦DÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥�¦ ¹ �4Ã#ÄÈÅ
¢¤£g�Y¡hÀÂ¥P¦¤£gÒg¢¤£\�FË
ºÁ�h��£º� ¹ ¡_�<Å#£g 6£g¥#Å#ÀÂ¥#Ô³�4¥·� ¹ £ºÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥

f
� ¹ £®�4Ã/�� #Ã/�

f(x)
Òg�4Ã#ÄÂÅÍ¢¤£\Æ�£F¡_Ä|� ¹ £®£g¥���ÀÂ¢¤£®ÀÂ¥# #Ã/�

x
Ë
¾ì�ÁÀÂ¦®¡hÄÂ¦¤�· 6�4¦¤¦¤ÀÂÇ#ÄÂ£¼���ÍÒg�4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢º� ¹ £DÉq�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÈ¥#ÔÕ��»��·Æh¡h¢¤Àê¡h¥���¦º�hÉ7� ¹ ÀÂ¦º¦¤Òg£g¥|¡h¢¤ÀÂ�K�
RSBK����BE�
	�&�Û
-4Ë i ¥#ÄÈ�PÐ��4ÇQ¦ ¹ �4Ã#ÄÂÅyÄÂ£F¡h¢¤¥P� ¹ £ë�4Ã/�� #Ã/� f(x)

Ë
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�©�
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, Ë®ó�ÄÂÀÂÒg£D¡h¥#ÅÑÐ��4ÇQ¦ ¹ �4Ã#ÄÂÅyÄÂ£F¡h¢¤¥P� ¹ £ë�4Ã/�� #Ã/�
f(x)

Ë
<Vt�BE��� Q�(X5�Ó.5�Ó���Ó

-4Ë®ó�¦P¡h¥'£�Ø#¡h�� #ÄÂ£&�hÉ�ò?Òg£g¥|¡h¢¤ÀÂ� , »�£ÖÒg�4Ã#ÄÂÅ�� ¹ ÀÈ¥#½�¡hÇ6�4Ã/�y¡p���4Ç#ÀÂÄÂ£Ñ¡hÔ4£g¥��
f
� ¹ ¡_�

Òg�4ÄÂÄÂ£gÒ\��¦�Å|¡_��¡
x
ËD¾�¥&� ¹ ÀÂ¦�ÒF¡h¦¤£�»�£�»��4Ã#ÄÂÅ&� ¹ ÀÂ¥#½Q¡hÇ6�4Ã/�DÐ��4Ç Å ¦DÀÂ¥# #Ã/�

x
¡h¦¼ #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒgÄÈ�

½�¥#�R»®¥ôË Ì �4¢7ÀÂ¥#¦:��¡h¥#Òg£hÜ4ó�ÄÂÀÂÒg£<»�¡h¥���¦A����Ç6�?�4½³¡·Ã|ÀÂÔ ¹ �A¡h¥#ÅÕ¦¤£F¡h¢¤Ò ¹ £g¦AÉq�4¢7� ¹ £�Ò ¹ £F¡h 6£g¦:�
Ã|ÀÂÔ ¹ ��¡_� ¹ £g¢³Å#£g¦¤ÀÂ¢¤£gÅ���ÀÂ��£hË Ì �4¢D� ¹ ÀÂ¦ë #Ã#¢¤ 8�4¦¤£Y¦ ¹ £�¦¤£g¥#Å#¦·¡y���4Ç#ÀÂÄÈ£Í¡hÔ4£g¥��³���y� ¹ £
¦¤£g¢:Æ4£g¢¤¦��hÉ�Å#ÀÈßK£g¢¤£g¥��³¡hÀÂ¢¤ÄÂÀÈ¥#£g¦¼» ¹ �QÒg�4ÄÂÄÂ£gÒ\��¦¼� ¹ £�¡h # #¢¤�4 #¢¤Àê¡_��£ÕÅ|¡_��¡C���yè|¥#Å��4Ã/�D� ¹ £
Ò ¹ £F¡h 6£g¦:�3Ã|ÀÂÔ ¹ �FË7óÁÉn��£g¢7� ¹ ¡_�`ÀÈ�7¢¤£\��Ã#¢¤¥#¦A����ó�ÄÂÀÂÒg£hË ¸ �¼ #¢¤�h��£gÒ\�`¦¤Ã#Ò ¹ ¡h¥·¡_Ô4£g¥��`¡hÔ�¡hÀÂ¥#¦:�
�Y¡hÄÂÀÈÒgÀÂ�hÃ#¦ ¹ �4¦:��¦®ÀÈ�ºÀÂ¦º£g¥#Òg¢:�? /��£gÅôËºò?£g£o� c H�� Éq�4¢�ÉqÃ#¢:� ¹ £g¢®Å#£\��¡hÀÂÄÂ¦gË
¾ìÉ`� ¹ £����4Ç#ÀÂÄÂ£³¡hÔ4£g¥��D¡hÄÂ¦¤�Í��£gÄÂÄÂ¦®� ¹ £Õ¡hÀÂ¢¤ÄÂÀÈ¥#£ë¦¤£g¢:Æ4£g¢¤¦�� ¹ £�Ò ¹ £F¡h 8£g¦:�>Ã|ÀÂÔ ¹ �FÜ|Þ¿¡h¢¤Àê¡h¥�� ,
ÀÂ¦ºÀÂ�� #ÄÂ£g�Í£g¥���£gÅôË

, Ë®ó�¦·¡h¥ £�Ø#¡h�� #ÄÂ£Y�hÉºÞ¿¡h¢¤Àê¡h¥��:-P�hÉ�ò?Ò\£g¥|¡h¢¤ÀÂ� , »�£CÒg�4Ã#ÄÂÅp� ¹ ÀÂ¥#½�¡hÇ6�4Ã/�·¡h¥ £'¥�ÒgÀÂ£\¥��
¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ �ÙÉq�4¢�ÉT¡hÒ\���4¢¤ÀÂ¥#Ô�� ¹ ¡_�®ó�ÄÂÀÂÒg£�»�¡h¥���¦º���Í¦¤£gÄÂÄ6����Ð��4ÇP»®ÀÈ� ¹ �4Ã/�º #¢¤�RÆ?ÀÂÅ#ÀÂ¥#Ô ¹ ÀÂ�
»®ÀÈ� ¹ � ¹ £·¡hÄÂÔ4�4¢¤ÀÈ� ¹ �yË�¾�¥ÖÒg�4¥���¢�¡h¦:�¼���yÏAØ#¡h�Í #ÄÂ£ G Ë , Ë , � ¹ ÀÂ¦Á��ÀÂ��£³ÀÈ�¼¦ ¹ �4Ã#ÄÂÅÖÇ8£·Ð��4Ç
» ¹ �� 6£g¢:Éq�4¢¤��¦º���4¦:�®�hÉ7� ¹ £ëÒg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥#¦gË

ó ¦¤ÀÂ��ÀÂÄÂ¡h¢�¦¤Òg£g¥|¡h¢¤ÀÂ� »�¡h¦C��£g¥���ÀÂ�4¥#£gÅ�Ç���¦¤£\Æ4£g¢�¡hÄë¡hÃ/� ¹ �4¢¤¦gÜ®Ç#Ã/�C»®ÀÈ� ¹ ¦¤ÄÂÀÂÔ ¹ ��ÄÈ�(Å#ÀÈßK£g¢¤£g¥��
¥#�h��ÀÂ�4¥#¦gË Ì �4¢ëÀÂ¥#¦:��¡h¥#Òg£hÜAó�Ç|¡hÅ#À�¡h¥#Å Ì £gÀÂÔ4£g¥�Ç|¡hÃ#� ��- � Òg�4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢¤£gÅ ¡QÒgÀÂ¢¤ÒgÃ#ÀÈ�ë� ¹ ¡_��ÀÂ�� #ÄÂ£�Ó
��£g¥���¦�� ¹ £�ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥

f
ÀÂ¥#¦:��£F¡hÅP�hÉÊÒg�4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢¤ÀÂ¥#Ô

f
ÀÈ��¦¤£gÄÈÉ.Ë<ò?Ã#Ò ¹ ¡�¦¤Òg£g¥|¡h¢¤ÀÂ�·ÀÂ¦¿ÒF¡hÄÂÄÂ£gÅ���� �'� ���

� �;� �'� �;�#�'� � Õ �K� �!��� � G Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜfó�Ç|¡hÅ#Àº¡h¥#Å Ì £gÀÂÔ4£g¥�Ç|¡hÃ#�  8�4ÀÂ¥���£\Å ���&� ¹ £CÉq�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÈ¥#Ô
¢¤£gÄê¡_��ÀÂ�4¥pÇ6£\��»�£g£\¥"Òg�4�� #Ã/��ÀÂ¥#ÔÑ»®ÀÈ� ¹ £g¥#Òg¢:�? /��£gÅ"Å|¡_��¡(åq¦¤£g£Qò?Òg£g¥|¡h¢¤ÀÂ� - ç ¡h¥#Å(Òg�4�� #Ã/��ÀÂ¥#Ô
»®ÀÈ� ¹ £g¥#Òg¢:�? /��£gÅÑÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦³åq¦¤£g£Õò?Òg£g¥|¡h¢¤ÀÂ� , ç �
à����÷�ú� � Õ ��� � Õú� � � � ����£ �;�)�ú�   ��� � ��� �
�!��� � �;� � �÷�;���   �ú�'�!� �a� �!��� � ���'�!¼���� ���! h� � �N�#���
 ���� �;� ×
�'� �;�;� � �ú� �)�E� � � ����� � ��� G � �0�V� ÕÖ� � �s�V� � �S�;�E� � ���;ÕÖ�;�!�o�¢�k�)�   � ��� �;� �'� �;�����;�E� �Y� ���E�s� �����9� Õ ���
�)�   �k����£:�³�
����� � �¢�  h� � � �V�'�;£V�
ÕÖ�W��� � � � �   ¼l�;��� �)½N� �;�]� � �¢�X�;�E� � �;� �'� �;� G�� � � ���'�����'ÕÖ���]� �
�
�����¢� � ��Õ �k� � ¼ �)� � � �V� ÕÖ� � �s�S� � �k�;�E� � ���;ÕÖ�;�!���à�0�)�   �  h� � � � � ���E�s� �����Ò� Õ ���:�)�   � �W� �;� �'� �;�
�;�)��� �?½ � �Y  �'�¢� � �.D �V� ÕÖ� � �s� ����� � �)� �;�E�3�a�����¢� � ��Õ �%� � »h�÷�;�E� � �;� �'� �;� � ��� f �¢�Y��� �S�)� �����'��� � Õ
� �;� �'� �;��� ���
 o� ��� ��� � �a� �   � �)½ � � �;��� � �;� �'� �;� � ���E�s�]¼ �?� ���³�¢�¡�)�   � � �S� � � � � G ä
ò?ÀÂ¥#Òg£Í»�£�Òg�4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢³Ç#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#ÔQ #¢¤�4Ô4¢�¡h��¦³¡h¦�¡yÒg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥|¡hÄA���?Å#£gÄ`Éq�4¢DÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦³ÀÂ¥?Ó
¦:��£F¡hÅy�hÉ7ÒgÀÂ¢¤ÒgÃ#ÀÈ��¦gÜ/� ¹ ÀÂ¦�¢¤£g¦¤Ã#ÄÈ�ºÒF¡h¥y¥#�h�®Å#ÀÂ¢¤£gÒ\��ÄÈ�YÇ8£ë¡h # #ÄÂÀÂ£gÅC���·�4Ã#¢�ÒF¡h¦¤£hË Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ|¡
à�Ã#¥#ÀÈÆ4£g¢¤¦�¡hÄ2Ç#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#ÔÍ #¢¤�4Ô4¢�¡h�·ä ¹ ¡h¦®¥#�h�®Ç6£g£g¥ÑÅ#£\è|¥#£gÅQ�4£\�FË
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öp£Õ¦¤�4ÄÈÆ4£Íò?Òg£g¥|¡h¢¤ÀÂ� , Éq�4¢ÁÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦
f : Rn → R

Ü6» ¹ £g¢¤£
R
ÀÂ¦¼¡C #¢¤ÀÂ��£ëè|£gÄÂÅ&ÀÂ¥Ñ� ¹ £�Éq�4ÄéÓ

ÄÂ�R»®ÀÂ¥#Ô�»º¡F�4ËÇºÁ�h��£¼� ¹ ¡_�®¡h¦ºÇ6£\Éq�4¢¤£DÀÂ¥P #¢�¡hÒ\��ÀÂÒg£D�4Ã#¢�¦¤�4ÄÂÃ/��ÀÂ�4¥CÒF¡h¥yÇ6£DÔ4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦¤£gÅP���·¢¤ÀÂ¥#Ô4¦
R = Z� NZ

» ¹ £g¢¤£
N = pq

Ç#Ã/�®» ¹ £g¢¤£ë� ¹ £g¢¤£ëÀÂ¦º¥#�ÍÉq�4¢¤�Y¡hÄK #¢¤�?�hÉ7�hÉ`¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ���P½�¥#�R»®¥ôË

^�
Q!��	���
��Û

-4Ë®ó�ÄÂÀÂÒg£Í£g¥#Òg¢:�? /��¦�� ¹ £Y¡hÅ�¹¤¡hÒg£g¥#Ò\�p�Y¡_��¢¤À�Ø
H
Ç8£gÄÂ�4¥#Ô4ÀÂ¥#Ôy���y� ¹ £YÇ#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#ÔÑ #¢¤�4Ô4¢�¡h�

� ¹ ¡_�³Òg�4�� #Ã/��£g¦ë� ¹ £ÍÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥
f
Ë ¸ �ÑÅ#�Q¦¤�#ÜA¦ ¹ £�Ã#¦¤£g¦Õ¡y #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ¦¤��ÀÈÒhÜÊ¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÈÆ�£gÄÈ�

¡h¥#ÅÑ¦¤ÒF¡hÄê¡h¢ ¹ �4���4���4¢:  ¹ ÀÂÒD£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥&¦¤Ò ¹ £g��£��4¥
R
¡h¥#Å&£g¥#Òg¢:�? /��¦�� ¹ £³£g¥���¢¤ÀÂ£g¦��hÉ

H
Ã#¦¤ÀÂ¥#Ô ¹ £g¢® #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒD½h£\�

A
Ë¿ò ¹ £ë�4Ç/��¡hÀÂ¥#¦®¡Õà��Y¡_��¢¤À�Ø�ä

EA(H) :=




0 E(a1,2
1 ), . . . , E(a1,2

n ), E(b1,2) . . . E(a1,λ
1 ), . . . , E(a1,λ

n ), E(b1,λ)

0 0
Ë Ë Ë ËËË

ËËË ËËË Ë Ë Ë
E(aλ−1,λ

1 ), . . . , E(aλ−1,λ
n ), E(bλ−1,λ)

0 0 . . . 0




» ¹ £g¢¤£
w(i, j) =

∑n
k=1 a

i,j
k xk + bi,j

¡_¥#Å
λ
ÀÂ¦º� ¹ £³¦¤À Ä £³�hÉA� ¹ £³Ç#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#Ô� #¢¤�4Ô4¢�¡h�QË

¾ìÉ
(i, j)

ÀÂ¦º¥#�h�Á¡h¥Q£gÅ#Ô4£ëÀÂ¥
G
¦ ¹ £ë¦¤£\��¦

ai,j
k = bi,j = 0

Éq�4¢
1 ≤ k ≤ n

¡h¥#ÅQ£g¥#Òg¢:�? /��¦
� ¹ £g¦¤£ëÆ_¡hÄÂÃ#£g¦gË
ó�ÄÂÀÂÒg£®¦¤£g¥#Å#¦

EA(H)
����Ð��4ÇôË�/Á£g¥#Òg£hÜ#Ð��4ÇYÔ4£\��¦¿����½�¥#�R»'� ¹ £�¦¤À Ä £��hÉô� ¹ £ÁÇ#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#Ô

 #¢¤�4Ô4¢�¡h�QËY¾ìÉ�»�£Y�4¥#ÄÈ�&»�¡h¥�� ¹ ÀÂ�����ÑÄÂ£F¡h¢¤¥p¡h¥pÃ# # 8£g¢�Ç6�4Ã#¥#Åp�hÉ�� ¹ £�¦¤À Ä £Í� ¹ £g¥�»�£
ÒF¡h¥íÃ#¦¤£·� ¹ £·�Y¡_��¢¤ÀÂÒg£g¦

U
¡h¥#Å

N
Å#£\è|¥#£gÅ�Ç6£gÄÂ�R»!ÀÂ¥�ï®£g�Y¡h¢¤½ G Ë G Ë , ÀÂ¥#¦:��£F¡hÅí�hÉ¿� ¹ £

�Y¡_��¢¤ÀÂÒg£g¦
H
¡h¥#Å

M
Ë

, ËÁÐ��4ÇyÃ#¦¤£g¦®� ¹ £³¡hÄÂÔ4�4¢¤ÀÈ� ¹ �Í¦�óºÅ#ÅÑ¡h¥#Å&áQÀéØ/£gÅ?Ó:áQÃ#ÄÈ�º���ÍÒg�4�� #Ã/��£D� ¹ £ë�Y¡_��¢¤ÀéØ

EA(H(x)) = EA(H)(x) =




0 E(
∑n

i=1 a
1,2
i xi + b1,2) . . . E(

∑n
i=1 a

1,λ
i xi + b1,λ)

0 0
Ë Ë Ë ËËË

ËËË ËËË Ë Ë Ë
E(
∑n

i=1 a
λ−1,λ
i xi + bλ−1,λ)

0 0 . . . 0




» ¹ £g¢¤£
x = (x1, . . . , xn)

ÀÂ¦ ¹ ÀÂ¦� #¢¤ÀÈÆh¡���£³ÀÂ¥# #Ã/�FË]/Á£³� ¹ £g¥ÖÒg�4�� #Ã/��£g¦¼¡h¥&£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥
EA(I)

�hÉA� ¹ £
(λ− 1) × (λ− 1)

ÀÂÅ#£g¥���ÀÈ���C�Y¡_��¢¤ÀéØ
I
Ã#¦¤ÀÂ¥#ÔÍó�ÄÂÀÂÒg£ Å ¦º #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒD½h£\�4Ë�÷2£\�

EA(H(x)−)
Å#£g¥#�h��£·� ¹ £Õ�Y¡_��¢¤ÀéØÑ�4Ç/��¡hÀÂ¥#£gÅÖÇ��&Å#£gÄÂ£\��ÀÂ¥#ÔY� ¹ £Õè|¢¤¦:�ëÒg�4ÄÂÃ#��¥Ö¡h¥#ÅÖ� ¹ £



hK�}h ��ª��S� ¬K¨!®ú§ "rq ®Æ¨s�rtl§
�©�
�� ¨���«Y~%¬�§
�¨!®�ª�§N G?e

Äê¡h¦:�®¢¤�R» �hÉ
EA(H(x))

Ë¿Ð��4ÇyÀÂ¦º¥#�R»*¡hÇ#ÄÂ£¼���ÍÒg�4�� #Ã/��£

EA(M) = EA(I −H(x)−) =
óºÅ#Å

(EA(I),
áQÀéØ/£gÅ?Ó:áQÃ#ÄÈ�

(−1, EA(H(x)−))).

¸ �YÇ#ÄÂÀÂ¥#ÅP� ¹ £³£g¥���¢¤ÀÂ£g¦Á�hÉ
EA(M)

¡_¥#ÅQ� ¹ Ã#¦Á��� ¹ ÀÂÅ#£ ¹ ÀÂ¦Á¦¤£gÒg¢¤£\�¼ÀÂ¥# #Ã/�
x
¹ £³Ò ¹ �?�4¦¤£g¦

��»��Õ¢�¡h¥#Å#�4�Ù¥#�4¥#¦¤ÀÂ¥#Ô4Ã#Äê¡h¢
(λ− 1)× (λ− 1)

�Y¡_��¢¤ÀÂÒg£\¦
S, T

�RÆ�£g¢
R
»®ÀÈ� ¹

det(S) =

(det(T ))−1 ¡h¥#Å&Òg�4�� #Ã/��£g¦ EA(S ·M · T )
ËÁó�¦D¡hÄÂ¢¤£F¡hÅ/�yÅ#£g¦¤Òg¢¤ÀÂÇ6£gÅÖÀÂ¥Öò?£gÒ\��ÀÂ�4¥ G Ë ,

� ¹ ÀÂ¦³Òg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥íÒF¡h¥pÇ6£YÅ#�4¥#£�Ã#¦¤ÀÂ¥#ÔQ� ¹ £Y¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ ��¦Dó®Å#Å ¡h¥#Å áQÀéØ/£gÅ?Ó:áQÃ#ÄÈ���hÉ
� ¹ £ëÃ#¥#Å#£g¢¤ÄÈ�?ÀÂ¥#ÔÍ£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥Q¦¤Ò ¹ £g��£hË¿Ð��4ÇQ¦¤£g¥#Å#¦

EA(S ·M · T )
���Íó�ÄÂÀÂÒg£hË

G Ë ¸ �³�4Ç/��¡hÀÂ¥
f(x)

ó�ÄÂÀÂÒg£ ¹ ¡h¦<���³Òg�4�� #Ã/��£
(−1)λ+1 �·Ã#Äé��ÀÈ #ÄÈÀÈ£gÅ·»®ÀÈ� ¹ � ¹ £ÁÅ#£\��£g¢¤��ÀÂ¥|¡h¥��

�4¢�ÀÈÉ
f
ÀÂ¦ºÐ����4ÄÂ£F¡h¥Y� ¹ £¼¢�¡h¥#½��hÉÊ� ¹ £¼Å#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥P�hÉ2� ¹ £¼�Y¡_��¢¤ÀéØ

EA(S ·M · T )
�<ò ¹ £

Ã#¦¤£g¦ ¹ £g¢Õ¦¤£gÒg¢¤£\�·½4£\�����&Å#£gÒg¢:�? /�·� ¹ £C£g¥���¢¤ÀÂ£g¦·¡h¥#Å(¡h # #ÄÂÀÈ£g¦Õ¡h¥ £'¥�ÒgÀÂ£g¥��Í¡hÄÂÔ4�h¢�Àé� ¹ �
� ¹ ¡_�®Òg�4�� #Ã/��£g¦º� ¹ £ëÅ#£\��£g¢¤��ÀÂ¥|¡h¥��Á¡h¥#ÅQ¢�¡h¥#½8Ü|¢¤£g¦¤ 8£gÒ\��ÀÈÆ�£gÄÈ�4Ë

¸º¹ £³ÀÂ�Y¡hÔh£�Æ?ÀÂ¦¤Ã|¡hÄÂÀ Ä £g¦�� ¹ £ëÀÂÅ#£F¡·�hÉA�4Ã#¢º #¢¤�h���?Òg�4Ä��

Alice Bob

f x

EA(f)(x)= EA(f(x))DA(EA(f(x)))= f(x)

EA(f)

EA(f(x))

Ì ÀÂÔ4Ã#¢¤£ G Ë , �¿ð��4�� #Ã/��ÀÂ¥#ÔÕ»®ÀÈ� ¹ £g¥#Òg¢:�? /��£gÅQÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦

/Á£g¥#Òg£hÜÁ� ¹ £ÖÇ|¡h¦¤ÀÂÒ&ÀÂÅ#£F¡ �hÉ³�4Ã#¢C¦¤�4ÄÂÃ/��ÀÂ�4¥�ÀÂ¦P¡h¦CÉq�4ÄÂÄÈ�R»®¦���ó�ÄÂÀÂÒg£ ¹ ¡h¦y¡pÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥
f
� ¹ ¡_�

¦ ¹ £�£g¥#Òg¢:�? /��¦ë»®ÀÈ� ¹�¹ £g¢ë #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ·½h£\�
A
¡h¥#Å�¦¤£g¥#Å#¦ë� ¹ £Í£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥

EA(f)
���QÐ��4ÇôË�Ð��4Ç

£\Æh¡hÄÂÃ|¡_��£g¦`� ¹ ÀÂ¦f£g¥#Òg¢:�? /��£gÅYÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥·�4¥ ¹ ÀÂ¦f¦¤£gÒg¢¤£\�¿ÀÂ¥# #Ã/�
x
ÀÂ¥Í¦¤Ã#Ò ¹ ¡¼»º¡F�Õ� ¹ ¡_� ¹ £®�4Ç/��¡hÀÂ¥#¦

¡h¥�£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥
EA(f(x))

Ë Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ ¹ £ÁÇ#ÄÂÀÂ¥#Å#¦ ¹ ÀÂ¦<ÀÂ¥# #Ã/��¡h¥#Å�¦¤£g¥#Å#¦<� ¹ £Á¢¤£g¦¤Ã#ÄÈ�¿Ç|¡hÒ�½
���Qó�ÄÂÀÂÒg£hËÍó�ÄÂÀÂÒ\£ÍÀÂ¦D¥#�R»Ù¡hÇ#ÄÂ£Õ���QÅ#£gÒg¢:�? /��ÀÈ�ëÃ#¦¤ÀÂ¥#Ô ¹ £g¢ë¦¤£gÒg¢¤£\�Õ½h£\��¡h¥#Åí���QÒg�4�� #Ã/��£·� ¹ £
�4Ã/�� #Ã/�Á�hÉ ¹ £g¢ºÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥

f(x)
Ë



hK�}h ��ª��S� ¬K¨!®ú§ "rq ®Æ¨s�rtl§
�©�
�� ¨���«Y~%¬�§
�¨!®�ª�§N Ih2

� ()��BK���|5�Óú5�Óú��Ó ã�£\è|¥#£�¡·�Y¡_��¢¤ÀéØ

U =

(
O O

O H

)
,

» ¹ £g¢¤£
H
ÀÂ¦º� ¹ £³¡hÅ�¹¤¡hÒg£g¥#Ò\�Q�Y¡_��¢¤ÀéØPÇ8£gÄÂ�4¥#Ô4ÀÂ¥#Ô·���Y¡ÍÇ#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#Ô� #¢¤�4Ô4¢�¡h�©� ¹ ¡_�ÁÒg�4�� #Ã/��£g¦

� ¹ £ÍÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥
f
Ü7¡h¥#Å

O
ÀÂ¦ë¡

r × r Ä £g¢¤�_Ó��Y¡���¢¤À�ØKËÍ¾ìÉ H ÀÂ¦³¡
λ × λ

�Y¡_��¢¤ÀéØÑ� ¹ £g¥
U
ÀÂ¦ë¡

(r + λ) × (r + λ)
�Y¡_��¢¤ÀéØKË<ò?ÀÂ¥#Òg£

H
ÀÂ¦º¥#ÀÂÄÂ 6�h��£g¥��

U
ÀÂ¦º¥#ÀÂÄÂ 8�h��£g¥��FÜ?���?�#Ëf¾ì� ¹ �4ÄÂÅ#¦�� ¹ ¡��

U i =

(
O O

O H i

)

¡h¥#Åy»�£³Å#£\è|¥#£
U∗ :=

∑∞
k=0 U

k Ë<ó�¦ÁÇ8£\Éq�4¢¤£Cåq¦¤£g£�ò?£gÒ\��ÀÂ�4¥ G Ë.- ç »�£ ¹ ¡RÆ4£ U∗ = (I − U)−1

¡h¥#Å
det(I−U) = 1

Ë`ò?ÀÂ¥#Òg£f� ¹ £<£g¥���¢:�
(1, λ)

�hÉ
H∗ =

∑
Hk £gÛ�Ã|¡_ÄÂ¦2� ¹ £<£g¥���¢:� (r+1, r+λ)�hÉ

U∗ Ü#»�£ ¹ ¡RÆ4£

U∗
r+1,r+λ = W (1, λ)(x) =

detN

det(I − U)
= detN = f(x),

» ¹ £g¢¤£
N
Å#£g¥#�h��£g¦�� ¹ £Á¦¤Ã#Ç#�Y¡_��¢¤ÀéØ��hÉ

I−U
�4Ç/��¡hÀÂ¥#£gÅYÇ���Å#£gÄÂ£\��ÀÂ¥#Ôë� ¹ £

(r+1)
Óì� ¹ Òg�4ÄÂÃ#��¥

¡h¥#Åí� ¹ £
(r + λ)

Óì� ¹ ¢¤��»ëË ¸º¹ £g¢¤£\Éq�4¢¤£hÜ7� ¹ £·ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥íÆ_¡hÄÂÃ#£
f(x)

ÒF¡h¥pÇ8£�Å#£\��£g¢¤��ÀÂ¥#£gÅ�Ç��
Òg�4�� #Ã/��ÀÂ¥#ÔÖ� ¹ £QÅ#£\��£g¢¤��ÀÂ¥|¡h¥��Í�hÉD¡�Äê¡h¢¤Ô4£g¢·¦¤À Ä £gÅ��Y¡_��¢¤ÀéØ N ÀÂ¥#¦:��£F¡hÅ��hÉ¼Òg�4�� #Ã/��ÀÂ¥#ÔÖ� ¹ £
Å#£\��£g¢¤��ÀÂ¥|¡h¥��¿�hÉ

M
åq�·Ã#ÄÈ��ÀÈ #ÄÈÀÈ£gÅ�Ç��

(−1)r+λ+1 ç Ël/Á£g¥#Òg£hÜ/ÀÂ¥#¦:��£F¡hÅY�hÉôÃ#¦¤ÀÂ¥#Ô H ó�ÄÂÀÂÒg£®Òg�4Ã#ÄÂÅ
¡hÄÂ¦¤�CÃ#¦¤£Õ� ¹ £·�Y¡_��¢¤ÀéØ

U
ÀÂ¥&�4Ã#¢¼ #¢¤�h���?Òg�4ÄHË�ö ¹ £g¥í£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ¥#Ô

U
¦ ¹ £Õ»��4Ã#ÄÂÅ&£g¥#Òg¢:�? /�ë� ¹ £

» ¹ �4ÄÂ£ÖÃ# # 6£g¢P��¢¤Àê¡h¥#Ô4Ã#Äê¡h¢Y�Y¡_��¢¤ÀéØKÜ®ÀHË�£hËÈÜÁÀÂ¥#ÒgÄÂÃ#Å#ÀÂ¥#Ô � ¹ £ Ä £g¢¤�4¦yÀÂ¥�� ¹ £íÃ# # 6£g¢P��¢¤Àê¡h¥#Ô4Ã#Äê¡_¢
�Y¡_��¢¤ÀéØQ�hÉ

U
Ë ¸º¹ £g¥íÐ��4Ç ¹ ¡h¦Á���CÒg�4�� #Ã/��£·¡h¥&£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥Ö�hÉ

N
ÀÂ¥#¦:��£F¡hÅ&�hÉ

M
¡h¥#Å ¹ ¡h¦

���ÍÒ ¹ ¡h¥#Ô4£D� ¹ £ë¦¤À Ä £g¦®�hÉ7� ¹ £ë�Y¡_��¢¤ÀÂÒg£g¦ S ¡h¥#Å T ¡hÅ#£gÛ�Ã|¡_��£gÄÈ�hË¸º¹ £C¡hÅ/Æh¡h¥���¡hÔ4£��hÉ�Ã#¦¤ÀÂ¥#Ô
U
¡h¥#Å

N
ÀÂ¥#¦:��£F¡hÅp�hÉ

H
¡h¥#Å

M
ÀÂ¦ë� ¹ ¡_��Ð��4Ç�¹:Ã#¦:�ÕÄÂ£F¡h¢¤¥#¦³¡h¥

Ã# # 6£g¢AÇ6�4Ã#¥#Å�Éq�4¢Ê� ¹ £�Ç#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#Ô� #¢¤�4Ô4¢�¡h�*¦¤À Ä £�¡h¥#ÅÕ¥#�h�7� ¹ £�£�Ø#¡hÒ\�f¦¤À Ä £hË i É|Òg�4Ã#¢¤¦¤£hÜ4� ¹ ÀÂ¦7ÀÂ¦¡_��� ¹ £�Òg�4¦:���hÉ7¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÂ�4¥|¡hÄ|Òg�4�� #Ã/��ÀÂ¥#Ô³ 6�R»�£g¢�¦¤ÀÂ¥#Òg£Á� ¹ £¼�Y¡_��¢¤ÀÂÒg£g¦�¡h¢¤£�Äê¡h¢¤Ô4£g¢f� ¹ ¡h¥CÇ6£\Éq�4¢¤£hË
� ()��BK����5�Óú5�Óú5�Ó ¾�¥ � ,�H�� ð�¢�¡h��£g¢f£\��¡hÄHËA #¢¤�4 6�4¦¤£gÅY¡D»�¡R�Õ���³Ô�¡h¢¤Ç#ÄÂ£ºÇ#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#Ôë #¢¤�4Ô4¢�¡h��¦
» ¹ ÀÂÒ ¹ ¡h¢¤£ÕÅ#£\è|¥#£gÅí�RÆ�£g¢D¡h¢¤Ç#ÀÈ��¢�¡h¢:�Q¢¤ÀÂ¥#Ô4¦gË ¸º¹ £gÀÂ¢���£gÒ ¹ ¥#ÀÂÛ�Ã#£·ÒF¡h¥�¡hÄÈ¦��CÇ8£Í¡h # #ÄÂÀÂ£gÅÑ���P�4Ã#¢
 #¢¤�h���?Òg�4ÄHË®ò?ÀÂ¥#Òg£Õ¡�Ô4¡h¢¤Ç#ÄÂ£gÅÑÇ#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#ÔY #¢¤�4Ô4¢�¡h� ¹ ¡h¦¼¡ÍÉqÃ#ÄÂÄ2�Y¡_��¢¤ÀéØyÀÂ¥#¦:��£F¡hÅÑ�hÉ<¡h¥ÑÃ# # 6£g¢
��¢¤Àê¡h¥#Ô4Ã#Äê¡h¢��Y¡_��¢¤ÀéØ ¡h¦Í¡hÅ�¹¤¡hÒg£g¥#Ò\�(�Y¡_��¢¤ÀéØ�� ¹ ÀÂ¦Õ»��4Ã#ÄÂÅ(ÄÂ£F¡hÅ ����¡ÖÄÂ£g¦¤¦·£'¥�ÒgÀÂ£g¥��� #¢¤�h���?Òg�4Ä
»®ÀÈ� ¹ ¡y¦¤ÄÂÀÂÔ ¹ ��Äé�ÖÒ ¹ ¡h¥#Ô4£gÅp¦�£\�Y¡h¥���ÀÂÒhË ¸º¹ £g¢¤£\Éq�4¢¤£�� ¹ ÀÂ¦D��£gÒ ¹ ¥#ÀÂÛ�Ã#£Y¦ ¹ �4Ã#ÄÂÅp¥#�h��Ç6£�Ã#¦¤£gÅ ÀÂ¥



hK�}�S� �I
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�4Ã#¢® #¢¤�h����Òg�4ÄHË

^�()�h�%���;	�$��l"#�����()��	��%()&P&�� <!{ �h��()� ��$ �
¸º¹ £DÒg�4¢¤¢¤£gÒ\��¥#£g¦¤¦gÜ|£'¥�ÒgÀÂ£g¥#Ò\�P¡h¥#ÅP¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ���P¡h¥|¡hÄÈ�?¦¤ÀÂ¦��hÉ2� ¹ ÀÂ¦� #¢¤�h����Òg�4ÄKÀÂ¦�£�Ø#¡hÒ\��ÄÈ��� ¹ £D¦�¡h��£
¡h¦y�hÉ³� ¹ £í�4¥#£íÀÂ¥jò?£gÒ\��ÀÂ�4¥ G Ë , Ë¿/Á£g¥#Òg£_Ü³¡_¦QÇ8£\Éq�4¢¤£í�4Ã#¢y #¢¤�h���?Òg�4Ä¼ÀÂ¦P #¢¤��Æ_¡hÇ#ÄÈ�'¦¤£gÒgÃ#¢¤£hÜ
¥#�4¥?Ó�ÀÂ¥���£g¢�¡hÒ\��ÀÈÆ�£Ñ¡h¥#Å'£'¥�ÒgÀÂ£g¥��CÉq�4¢C 8�4ÄÈ�?¥#�4��Àê¡hÄ�Óì¦¤À Ä £QÇ#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÈ¥#Ô  #¢¤�4Ô4¢�¡h��¦gË ¸º¹ ÀÂ¦YÀÂ¦C¡h¥
ÀÂ�� #¢¤�RÆ�£g��£g¥������Í½�¥#��»®¥Q¢¤£g¦¤Ã#ÄÈ�ÁÀÂ¥P� ¹ £DÄÂÀÈ��£g¢�¡_��Ã#¢¤£hË
� ()��BK���|5�Óú5�Ó�L%Ó

-4Ë®¾ì�YÀÂ¦Í¦¤ÃD¥�ÒgÀÂ£g¥��CÀÈÉÁ� ¹ £Q£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥�¡hÄÂÔ4�4¢¤ÀÈ� ¹ �
E
ÀÂ¦Y¡í¦:�?����£\��¢¤ÀÂÒQ¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ � ¡h¥#Å

¢¤£g�Y¡hÀÂ¥#¦<¦¤£gÒg¢¤£\�FË Ì �4¢<� ¹ £ÁÒg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥#¦�Ð��4ÇY�4¥#ÄÈ�Í¥#£g£gÅ#¦�� ¹ £¼¡hÄÈÔ4�4¢¤ÀÈ� ¹ �Í¦<óºÅ#ÅP¡h¥#Å
áQÀéØ/£gÅ?Ó:áQÃ#ÄÈ�FË3ºÁ�h��£�� ¹ ¡_�<ÀÈÉ

E
ÀÂ¦f¦:�?����£\��¢¤ÀÂÒ�� ¹ £g¥Íó�ÄÂÀÂÒg£ ¹ ¡h¦`���ë¦¤£g¥#ÅY¡h¥Í£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥

E(I)
�hÉ7� ¹ £ëÀÂÅ#£g¥���ÀÈ�.�Y�Y¡_��¢¤ÀéØ

I
Ü#�����#Ë

, Ë®ó�ÄÂÀÂÒg£ÕÒ\�4Ã#ÄÂÅ�¡h¦¤½&Ð��4ÇÖÉq�h¢D #¢¤�RÆ?ÀÂ¥#Ô#Üô£hË¤Ô#Ë�ÀÂ¥ Ä £g¢¤�_Ó�½�¥#�R»®ÄÂ£gÅ#Ô4£ÕÉT¡h¦ ¹ ÀÂ�4¥"åq¦¤£g£Yò?£gÒ\��ÀÂ�h¥
I#Ëd4?Ë.- ç Ü4� ¹ ¡_� ¹ £®½�¥#�R»®¦ ¹ ÀÂ¦fÀÂ¥# #Ã/�

x
Ü4� ¹ ¡_�

x
ÀÂ¦<¡¼Æh¡hÄÂÀÂÅ·ÀÂ¥# #Ã/�FÜ�¡h¥#Å·� ¹ ¡_�f� ¹ £ºÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥

E(f)
£\Æ_¡hÄÂÃ|¡_��£gÅQ�4¥

x
£gÛ�Ã|¡hÄÂ¦

E(f(x))
Ë¿ò?£g£o� ,?,�� Éq�4¢º¦¤Ã#Ò ¹  #¢¤�h����Òg�4ÄÂ¦gË

j<+�� � °]2��Í ± 6Y6 ² «P²

¾�¥Ñ� ¹ ÀÂ¦®¦¤£gÒ\��ÀÂ�4¥Ñ»�£�ÀÂ¥���¢¤�?Å#Ã#Òg£�¡�¥#£\»	 #¢¤�4 8£g¢:�.�y� ¹ ¡_�Á»�£�ÒF¡hÄÂÄ »h�'�k�'¼ � �h�
� �)½ Ë�öp£�¦ ¹ �4¢:��ÄÈ�
Å#£g���4¥#¦:��¢�¡_��£D» ¹ �P� ¹ ÀÂ¦® #¢¤�4 8£g¢:�.�P�hÉ`Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g��¦�ÀÂ¦ºÃ#¦¤£\ÉqÃ#ÄHÜ|£g¦¤ 6£gÒgÀê¡hÄÂÄÈ�CÀÂ¥P� ¹ £ëÒg�4¥���£�Ø?�
�hÉ¿� ¹ ÀÂ¦DÒ ¹ ¡h /��£g¢gË Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜô»�£Í¦ ¹ �R»!� ¹ ¡_�D� ¹ £g¢¤£�¡hÄÂ¢¤£F¡hÅ/�&£�Ø/ÀÂ¦:�ë�ÕÃ#ÄÈ��ÀÂ #ÄÈÀÈÒF¡_��ÀéÆ�£gÄé�&¡h¦
»�£gÄÂÄÊ¡h¦Á¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÈÆ4£gÄÈ� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒhÜ/ #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÂ¦:��ÀÈÒ¼Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g��¦ ¹ ¡FÆ?ÀÂ¥#Ô·� ¹ ÀÂ¦º #¢¤�4 6£g¢:���4Ë
@C(hÑ3���;	���
�Ï5�Ó�L%Ó!�EÓ æ ÀÈÆ4£g¥k¡ Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£F�

(K,E,D,A)
�4¥�� ¹ £í��£g¦¤¦�¡hÔ4£Ö¦¤ |¡hÒg£

M» ¹ £g¢¤£yÉq�4¢�� ¹ £PÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?��¦¤ |¡hÒg£QÀÈ� ¹ �4ÄÂÅ#¦Õ� ¹ ¡_�
C ⊆ M

Ë(÷2£\�
Eke

(m)
Å#£g¥#�h��£Q¡h¥(£g¥?Ó

Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥Ñ�hÉf¡���£g¦¤¦�¡hÔ4£
m ∈ M

£g¥#Òg¢:�? /��£gÅ&»®ÀÈ� ¹ ¡� #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒë½h£\�
ke
Ë®÷2£\�

a
Ç6£ë� ¹ £³ #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ

½h£\� �hÉ®¡Ñ |¡h¢:���
A
¡h¥#Å

b
Ç6£�� ¹ £Y #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ�½h£\�p�hÉÁ¡h¥#�h� ¹ £g¢� |¡h¢:���

B
Ë ¸º¹ £CÒg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g�

ÀÂ¦ºÒF¡hÄÂÄÂ£gÅ »h�'�Y�'¼ � �h�
� �)½ ÀÈÉ7� ¹ £g¢¤£D£�Ø/ÀÂ¦:��¦Á¡h¥y£'¥�ÒgÀÂ£g¥��Á¡hÄÂÔ4�4¢¤ÀÈ� ¹ �©õD£\��Ó:ò�»�¡h y� ¹ ¡_�®Ô4ÀÈÆ4£g¥Q¡h¥
£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥

Ea(Eb(m))
Òg�4�� #Ã/��£g¦Á¡h¥y£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥

Eb(Ea(m))
Ë

ók #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ¦:��ÀÈÒhÜ�¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÈÆ4£gÄÈ�·¡h¥#ÅY¦¤ÒF¡hÄê¡h¢ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒº£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥Y¦¤Ò ¹ £g��£®� ¹ ¡���¦�¡_��ÀÂ¦:è|£g¦
½h£\�y¦:»º¡_ # #ÀÂ¥#Ô�Òg�4Ã#ÄÂÅyÇ6£ëÃ#¦¤£gÅQ���Í¦¤�4ÄÈÆ4£D� ¹ £DÉq�4ÄÂÄÈ�R»®ÀÂ¥#Ô�Þ¿¡h¢¤Àê¡h¥��>-ë�hÉfò?Òg£g¥|¡h¢¤ÀÂ� , �



hK�}�S� �I
�� q %��N�
®ú§ " I ,

ó�ÄÂÀÂÒg£ ¹ ¡h¦¼¡�ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥
f : Rn → R

¡h¥#ÅÖÐ��4Ç ¹ ¡h¦¼¡h¥&ÀÂ¥# #Ã/�
x ∈ R

Éq�4¢
f
� ¹ ¡_� ¹ £�»�¡h¥���¦

���³£\Æh¡hÄÂÃ|¡_��£hËfÐ��4ÇC¡_¥#ÅYó�ÄÂÀÂÒg£®¦ ¹ �4Ã#ÄÂÅ�ÄÂ£F¡h¢¤¥�¥#�h� ¹ ÀÂ¥#Ô�¡hÇ8�4Ã/�¿� ¹ £Á�h� ¹ £g¢¿�4¥#£g¦¿ÀÂ¥# #Ã/��¦gÜ�ÀHË�£hËÈÜ
f¡h¥#Å

x
¦ ¹ �4Ã#ÄÂÅ³¢¤£g�Y¡hÀÂ¥ë¦¤£gÒg¢¤£\�f¡h¥#Å³�4¥#ÄÈ�ëÐ��4Ç³¦ ¹ �4Ã#ÄÂÅ³ÄÂ£F¡h¢¤¥ë� ¹ £<�4Ã/�� #Ã/�

f(x)
Ë Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ

Ð��4ÇQ¦ ¹ �4Ã#ÄÂÅyÅ#�Í���4¦:�® |¡h¢:�Á�hÉ7� ¹ £ëÒg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥P�4¥ ¹ ÀÂ¦º��»®¥ôË
æ ÀÈÆ4£g¥í¡C #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÈÄÂÀÂ¦:��ÀÈÒhÜK¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÈÆ�£gÄÈ�Q¡h¥#ÅÖ¦¤ÒF¡hÄê¡h¢ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ³Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g��� ¹ ¡��D¦�¡_��ÀÂ¦.Ó
è|£g¦<½4£\�·¦:»º¡h # #ÀÂ¥#Ô#Ü�¡D¦¤�4ÄÂÃ/��ÀÂ�4¥·¦¤ÀÂ��ÀÂÄÂ¡h¢7���D� ¹ £®�4¥#£g¦<Å#£g¦¤Òg¢¤ÀÂÇ6£gÅ�ÀÂ¥Yò?£gÒ\��ÀÂ�4¥ G Ë , ¡h¥#ÅCò?£gÒ\��ÀÂ�h¥
G Ë G ÒF¡h¥Q£F¡h¦¤ÀÂÄÈ�CÇ8£³ÔhÀÈÆ�£g¥ôË ¸º¹ £³ÀÂÅ#£F¡ÕÀÂ¦®Å#ÀÂ¦¤ #Äê¡F�4£gÅyÀÂ¥P� ¹ £DÉq�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÈ¥#ÔÕè|Ô4Ã#¢¤£��

Alice Bob

f x

Ea(f)(x) = Ea(f(x))
Eb(Ea(f(x))) = Ea(Eb(f(x)))

Da(Ea(Eb(f(x)))) = Eb(f(x))

Db(Eb(f(x))) = f(x)

Ea(f)

Ea(Eb(f(x)))

Eb(f(x))

Ì ÀÂÔ4Ã#¢¤£ G Ë G �<õD£\�P¦:»�¡h # #ÀÂ¥#Ô

ó�ÄÂÀÂÒg£�£g¥#Ò\¢¤�? /��¦ ¹ £g¢³ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥
f
åqÀHË¤£hËÈÜ7� ¹ £YÒg�4¢¤¢¤£g¦¤ 6�h¥#Å#ÀÂ¥#Ô&Ç#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#ÔÑ #¢��hÔ4¢�¡h� ç Ç�� ¹ £g¢

 #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ¼½h£\�
a
Ë¿ò ¹ £D¦¤£g¥#Å#¦º� ¹ £D£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥

Ea(f)
���ÍÐ��4ÇôÜ/» ¹ �·£\Æh¡hÄÂÃ|¡_��£g¦ºÀÈ���4¥ ¹ ÀÈ¦ºÀÂ¥# #Ã/�

x
���C�4Ç/��¡hÀÂ¥

Ea(f(x))
Ë>/Á£�Ã#¦¤£g¦ ¹ ÀÂ¦� #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ�½h£\�

b
���C£g¥#Òg¢:�? /�¼� ¹ £�¢¤£g¦¤Ã#ÄÈ�

Ea(f(x))
¡h¥#Å

�4Ç/��¡hÀÂ¥#¦
Eb(Ea(f(x))) = Ea(Eb(f(x)))

» ¹ ÀÂÒ ¹y¹ £¼¦¤£g¥#Å#¦®Ç|¡hÒ�½����Õó�ÄÂÀÂÒg£hË`ó�ÄÂÀÂÒg£¼¥#�R»kÃ#¦¤£g¦
¹ £g¢º¦¤£gÒg¢¤£\�®½4£\�Y���·Å#£gÒg¢:�? /�ÁÀÈ�º¡h¥#ÅP�4Ç/��¡hÀÂ¥#¦

Eb(f(x))
» ¹ ÀÂÒ ¹ ¦ ¹ £D¦¤£g¥#Å#¦®Ç|¡hÒ�½����ÍÐ��4ÇP» ¹ �

ÀÂ¦®¡hÇ#ÄÂ£¼���ÍÅ#£gÒg¢:�? /��ÀÈ�Á¡h¥#ÅP�����hÇ/��¡_ÀÂ¥P� ¹ £ëÅ#£g¦¤ÀÂ¢¤£gÅyÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥PÆh¡_ÄÂÃ#£
f(x)

Ë
i Ç�Æ?ÀÂ�4Ã#¦¤ÄÈ�YÞ¿¡h¢¤Àê¡h¥�� G �hÉfò?Òg£g¥|¡h¢¤ÀÂ��-³ÒF¡h¥yÇ6£ë¦¤�4ÄÈÆ4£gÅÑ¡h¥|¡hÄÂ�4Ô4�4Ã#¦¤ÄÈ�4Ë
� ()��BK���Ò5�Ó�L%Óú��Ó ó�¥#�h� ¹ £g¢� 6�4¦¤¦¤ÀÂÇ#ÀÂÄÂÀé���Í���Õ¦¤�4ÄÈÆ4£¼� ¹ £g¦¤£D¦¤Òg£g¥|¡h¢¤ÀÂ�4¦�ÀÂ¦¿� ¹ £¼Éq�4ÄÂÄÈ�R»®ÀÂ¥#ÔK� æ ÀÈÆ4£g¥
¡ÕÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥

f : Rn → R
» ¹ £g¢¤£

R
ÀÂ¦Á¡Õè|¥#ÀÈ��£D¢¤ÀÂ¥#Ô#Ë ¸ � ¹ ÀÂÅ#£¼� ¹ £DÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥PÆh¡hÄÂÃ#£

f(x)
Éq�4¢

x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn »�£³�Y¡F�PÒg�4�� #Ã/��£ f(x) + r
» ¹ £g¢¤£

r ∈ R
ÀÂ¦®Ò ¹ �4¦¤£g¥&¡_�Á¢�¡h¥#Å#�4�QË

¸º¹ £g¥
f(x) + r

ÀÂ¦®¡·¢�¡h¥#Å#�4�©Æ_¡hÄÂÃ#£ëÀÂ¥
R
Ü#���?�#Ë

Ì �4¢·ÀÂ¥#¦:��¡h¥#Òg£hÜ¿ÀÂ¥ Þ¿¡h¢¤Àê¡h¥��C-Q�hÉDò?Òg£g¥|¡h¢¤ÀÂ� , ó�ÄÂÀÂÒg£PÒg�4Ã#ÄÂÅ(£g¥#Òg¢:�? /� ¹ £g¢·ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�h¥
f
»®ÀÈ� ¹

¡ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒPÒg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g� Ã#¦¤ÀÂ¥#Ô ¹ £g¢Í #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒP½4£\�
a
¡h¥#Å"¦¤£g¥#Å

Ea(f)
����Ð��4ÇôË"¾ìÉ

Ea(f)(x) = Ea(f(x))
¹ �4ÄÂÅ#¦gÜÊÐ��4ÇíÒF¡h¥í£\Æh¡hÄÂÃ|¡_��£Õ� ¹ £ÕÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥Ö�4¥ ¹ ÀÂ¦D #¢¤ÀÈÆ_¡_��£·ÀÂ¥# #Ã/�

x
Ë

Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ ¹ £ÁÒF¡h¥�Ò ¹ ���4¦¤£¼¡ë¢�¡h¥#Å#�4�!Æh¡hÄÂÃ#£
r
¡h¥#ÅYÒg�4�� #Ã/��£®ó®Å#Å

(Ea(f(x)), Ea(r)) =



hK�}�S� �I
�� q %��N�
®ú§ " I G

Ea(f(x) + r)
Ë¼¾ìÉ ¹ £Õ¦¤£g¥#Å#¦¼� ¹ ÀÂ¦Á���Có�ÄÂÀÂÒg£�¦ ¹ £ÕÀÂ¦¼¡hÇ#ÄÂ£³���CÅ#£gÒg¢:�? /�ëÀÈ�Á���C�4Ç/��¡hÀÂ¥

f(x) + r» ¹ ÀÂÒ ¹ ÀÂ¦Õ¡Ñ¢�¡h¥#Å#�4� Æ_¡hÄÂÃ#£hË&¾ìÉ®¦ ¹ £P¦¤£g¥#Å#¦·ÀÈ��Ç|¡hÒ�½í���ÖÐ��4Ç ¹ £CÀÂ¦Õ¡hÇ#ÄÂ£����&¦¤Ã#Ç/��¢�¡hÒ\�
r
���

�4Ç/��¡hÀÂ¥C� ¹ £¼ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥PÆh¡hÄÂÃ#£
f(x)

Ë
¾�¥y¡h¥Q¡_¥|¡hÄÂ�4Ô4�4Ã#¦��Y¡h¥#¥#£g¢�Þ¿¡h¢¤Àê¡h¥�� G �hÉAò?Òg£g¥|¡h¢¤ÀÂ�C-DÒF¡h¥PÇ6£D¦¤�4ÄÈÆ4£gÅôË ¸º¹ £g¢¤£ëÐ��4Çy£g¥#Òg¢:�? /��¦
¹ ÀÂ¦ºÀÂ¥# #Ã/�

x
»®ÀÈ� ¹ ¡ ¹ �4���4���h¢�  ¹ ÀÈÒ�Òg¢:�? /���4¦:�?¦¤��£g��Ã#¦¤ÀÂ¥#Ô ¹ ÀÂ¦º #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ¼½h£\�

b
¡h¥#Åy¦¤£g¥#Å#¦®� ¹ £

¢¤£g¦¤Ã#ÄÈ�
Eb(x)

���Ñó�ÄÂÀÂÒg£hËP¾ìÉ
f(Eb(x)) = Eb(f(x))

¹ �4ÄÂÅ#¦gÜAó�ÄÂÀÂÒg£�ÒF¡h¥ £\Æ_¡hÄÂÃ|¡_��£
f(x) + r

Ü
» ¹ £g¢¤£Õ¦ ¹ £ÕÒ ¹ �?�4¦¤£g¦

r
¡_�¼¢�¡h¥#Å#�4�QÜ8�4¥

Eb(x)
���C�4Ç/��¡hÀÂ¥

Eb(f(x) + r)
ËÁ¾ìÉ<¦ ¹ £Õ¦¤£g¥#Å#¦�� ¹ ÀÂ¦

Æh¡hÄÂÃ#£�Ç|¡hÒ�½Í���·Ð��4Ç ¹ £�ÀÂ¦�¡hÇ#ÄÂ£Á����Å#£gÒg¢:�? /�®ÀÈ��ÀÂ¥Y�4¢¤Å#£g¢������4Ç/��¡hÀÂ¥
f(x) + r

» ¹ ÀÂÒ ¹ ÀÂ¦�¡hÔ�¡hÀÂ¥
¡Ö¢�¡h¥#Å#�4� Æ_¡hÄÂÃ#£hË ¾ìÉ ¹ £P¦¤£g¥#Å#¦

f(x) + r
Ç|¡hÒ�½p���íó�ÄÂÀÂÒg£P¦ ¹ £yÒF¡h¥"¦¤Ã#Ç/��¢�¡hÒ\� ¹ £g¢Í¦¤£gÒg¢¤£\�FÜ

¢�¡h¥#Å#�4�©Æ_¡hÄÂÃ#£
r
���Í�4Ç/��¡hÀÂ¥C� ¹ £ë�4Ã/�� #Ã/�

f(x)
Ë

�T�V�R�@� ���T�y�¡ £¢�¤¦¥

¾�¥í� ¹ ÀÂ¦ë¦¤£gÒ\��ÀÂ�4¥í»�£Í #¢¤£g¦¤£g¥��³��»��Q£�Ø#¡h�� #ÄÂ£g¦ë�hÉ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒÕ¦¤Ò ¹ £g��£g¦ë� ¹ ¡_�³¦�¡_��ÀÂ¦:Én�Ö½h£\�
¦:»�¡h # #ÀÂ¥#Ô#Ë

N#�%(X<>QÆÙCBE��BEQì^����%()��(

¸º¹ £ÍÏfÄ æ ¡h�Y¡hÄÊ¦¤Ò ¹ £g��£�� G c � »�¡h¦¼è|¢¤¦:�ë #Ã#Ç#ÄÂÀÂ¦ ¹ £gÅÖÀÂ¥*- e f�I#ËD¾ì�DÀÂ¦¼Ç|¡h¦¤£gÅí�4¥&� ¹ £·Å#À.¥�Ò\Ã#ÄÈ�.�
�hÉf� ¹ £�Òg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥Q�hÉ<Å#ÀÂ¦¤Òg¢¤£\��£�ÄÂ�4Ô�¡h¢¤Àé� ¹ ��¦gË®¾ì�¼ÀÂ¦�¡Y 6�4 #Ã#Äê¡h¢Á£�Ø#¡h�� #ÄÂ£³�hÉ<¡Y #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ¦.Ó
��ÀÂÒhÜ#�ÕÃ#ÄÈ��ÀÂ #ÄÈÀÈÒF¡_��ÀéÆ4£gÄÈ� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ¼ #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ�Ó�½h£\�C¦¤Ò ¹ £g��£hË Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ#ÀÈ�º¦¤Ã# # 6�4¢:��¦®½h£\�
¦:»�¡h # #ÀÂ¥#ÔY¡h¦º»�£D»®ÀÂÄÂÄK¦ ¹ �R» Ç6£gÄÂ�R»ëË
¸º¹ £�ÏfÄ æ ¡h�Y¡_ÄKÒg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g��»��4¢¤½�¦�¡h¦ºÉq�4ÄÂÄÈ�R»®¦��
Ø (h$ÚÙC()�%(T��BD	���a��Û

•
æ £g¥#£g¢�¡_��£®¡¼Äê¡h¢¤Ô4£�¢�¡h¥#Å#�4�! #¢¤ÀÂ��£

p
¡h¥#ÅÍ¡¼Ô4£g¥#£g¢�¡_���4¢

g
�_É6� ¹ £º�ÕÃ#ÄÈ��ÀÈ #ÄÂÀÈÒF¡_��ÀéÆ4£�Ô4¢¤�4Ã# 

(Z� pZ)∗
Ë

•
ò?£gÄÂ£gÒ\��¡·¢�¡h¥#Å#�4� ÀÂ¥���£gÔ4£g¢

x, 1 ≤ x ≤ p− 2
¡h¥#ÅQÒg�4�� #Ã/��£

y = gx mod p.

¸º¹ £³ #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ¼½h£\�y�hÉ
A
ÀÂ¦
a = (p, g, y)

¡h¥#Åy� ¹ £ë¦¤£gÒg¢¤£\�Á½4£\�yÀÂ¦
x
Ë



hK�}�S� �I
�� q %��N�
®ú§ " I?I

<>���?��$��%	���
��Û
¸ �·£g¥#Òg¢:�? /��¡Õ��£g¦¤¦�¡hÔ4£

m ∈ M = (Z� pZ)∗
¦¤£gÄÂ£gÒ\�®¡·¢�¡h¥#Å#�4��ÀÂ¥���£gÔ4£g¢

1 ≤ r ≤ p− 2
¡h¥#Å

Òg�4�� #Ã/��£
c = (γ, δ) = (gr mod p, m · yr mod p) =: Ea(m, r).

@C()�?��$��%	���
��Û
¸ ��Å#£gÒg¢:�? /�

Ea(m, r) = (γ, δ) ∈ C
» ¹ £g¢¤£

C = (Z� pZ)∗ × (Z� pZ)∗
Òg�4�� #Ã/��£

γ−x = γp−1−x = g−xr mod p

� ¹ £g¥
m = (γ−x) · δ mod p.

��
��
������ ���!�0[S����l(T��	�$lÛ
¸º¹ ÀÂ¦®¦¤Ò ¹ £g��£³ÀÂ¦º�ÕÃ#ÄÈ��ÀÈ #ÄÂÀÈÒF¡_��ÀéÆ4£gÄÈ� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ��`¾ìÉ

Ea(m1, r1) = (γ1, δ1) = (gr1 mod p,m1 · y
r1 mod p)

¡h¥#Å
Ea(m2, r2) = (γ2, δ2) = (gr2 mod p,m2 · y

r2 mod p)

� ¹ £g¥

Ea(m1, r1)·Ea(m2, r2) := (gr1+r2 mod p,m1·m2·y
(r1+r2) mod p) = Ea(m1·m2, r1+r2).

/Á£g¥#Òg£Ñ� ¹ £&¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ � áQÃ#ÄÈ�YÒF¡h¥�¦¤ÀÂ�� #ÄÈ� Ç6£ÑÀÂ�� #ÄÂ£\��£g¥���£gÅ�Ç��"�·Ã#ÄÈ��ÀÈ #ÄÈ�?ÀÈ¥#Ôí� ¹ £ÑÒg�4¢¤¢¤£�Ó
¦¤ 6�4¥#Å#ÀÂ¥#ÔÍ #Äê¡hÀÂ¥���£�Ø?��¦®¡h¥#ÅQÃ#¦¤ÀÂ¥#Ô�¡ÍÇ#ÄÈÀÂ¥#Å#ÀÂ¥#ÔÍ¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ � åq¦¤£g£�ã�£\è|¥#ÀÈ��ÀÂ�4¥ , Ë 2/Ëdc ç Ë
Ø (h$Ú^a8YBK��� �!�%7%Û
æ ÀÈÆ4£g¥(� ¹ £y #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒP½h£\�?¦

a = (p, g, y)
�_ÉD¡Ö |¡h¢:�.�

A
¡h¥#Å

b = (p, g′, y′)
�hÉ¼¡í |¡h¢:���

B» ¹ £g¢¤£
y = gx mod p

¡h¥#Å
y′ = g′x

′

mod p
»®ÀÈ� ¹ Òg�4¢¤¢¤£g¦¤ 8�4¥#Å#ÀÂ¥#ÔQ¦¤£gÒg¢¤£\�³½4£��?¦

x
¡h¥#Å

x′
Ü

¢¤£g¦¤ 6£gÒ\��ÀÈÆ4£gÄÈ�4Ë0ºÁ�h��£·� ¹ ¡_�ë� ¹ £Í #¢¤ÀÂ��£
p
¦ ¹ �4Ã#ÄÂÅíÇ6£Í� ¹ £Í¦�¡h��£ÍÀÂ¥íÇ6�h� ¹ ½h£\�?¦gÜAÀHË¤£hËÈÜ2»�£�¡h¢¤£

»��4¢¤½�ÀÂ¥#Ô ÀÂ¥�� ¹ £&¦�¡h��£ÑÔ4¢¤�4Ã# ôÜ®Ç#Ã/�C� ¹ £&Ô4£g¥#£g¢�¡_���4¢
g
�Y¡F�"Ç6£&Ò ¹ �4¦¤£g¥ Å#ÀÈßK£g¢¤£g¥���ÄÈ�4Ëjöp£

è|¢¤¦:� ¹ ¡RÆ4£&���(Å#£\è|¥#£Ö� ¹ £Ö£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥ Ã#¥#Å#£g¢P� ¹ £Ö #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ&½h£\�
b
�hÉ�¡ Ô4ÀÈÆ4£g¥ ÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�

c = (gr mod p,m · yr mod p) = Ea(m, r)
Ü|ÀHË¤£hËÈÜ/»�£ ¹ ¡FÆ4£ë���Í£�Ø?��£g¥#ÅQ� ¹ £ë��£g¦¤¦�¡hÔ4£ë¦¤ |¡hÒg£



hK�}�S� �I
�� q %��N�
®ú§ " IT4

Éq¢¤�4�
(Z� pZ)∗

���
(Z� pZ)∗ × (Z� pZ)∗

�

Eb(c, r
′) = Eb(Ea(m, r), r

′) = Eb((g
r mod p,m · yr mod p), r′)

:= (g′
r′

mod p, gr mod p,m · yry′r
′

mod p)

= (g′r
′

mod p, gr mod p,m · gxrg′
x′r′

mod p).

ºÁ�R»j»�£³ÒF¡h¥QÅ#£\è|¥#£D� ¹ £³¡hÄÂÔ4�4¢¤ÀÈ� ¹ �©õD£\��Ó:ò�»�¡h ��

õD£\��Ó:ò�»�¡h 
(Ea(Eb(m, r

′)), r) =
õD£\��Ó:ò�»�¡h 

(gr mod p, g′
r′

mod p,m · gxrg′
x′r′

mod p)

= (g′
r′

mod p, gr mod p,m · gxrg′
x′r′

mod p)

= Eb(Ea(m, r), r
′).

ò?�#ÜôÔ4ÀÈÆ4£g¥
Ea(Eb(m, r

′), r)
� ¹ £·¡hÄÂÔ4�4¢¤ÀÈ� ¹ ��õD£\��Ó:ò�»�¡h 0¹:Ã#¦:�D¦:»�¡h #¦D� ¹ £�è|¢¤¦:�¼�.»��PÒg�?�h¢�Å#À�Ó

¥|¡_��£g¦®�hÉ7� ¹ ÀÂ¦º��¢¤ÀÂ #ÄÂ£����Í�4Ç/��¡hÀÂ¥
Eb(Ea(m, r), r

′)
Ë ¸º¹ ÀÂ¦®ÒF¡h¥Q�hÇ�Æ?ÀÂ�4Ã#¦¤ÄÈ�CÇ8£³Å#�h¥#£ë£�Ø?��¢¤£g��ÄÈ�

£'¥�ÒgÀÂ£g¥���ÄÈ�4Ë
æ ÀÈÆ4£g¥Õ¡h¥Õ£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥

Eb(Ea(m, r), r
′)
� ¹ £�Òg�4¢¤¢¤£g¦¤ 6�4¥#Å#ÀÂ¥#Ô�¦¤£gÒg¢¤£\�f½h£\�³���Á� ¹ £� #Ã#Ç#ÄÂÀÈÒ¿½h£\�

bÒF¡h¥CÇ6£�Ã#¦¤£gÅC���Õ�4Ç/��¡hÀÂ¥
Ea(m, r)

Ë ¸º¹ ÀÂ¦�ÀÂ¦�¦:��¢�¡hÀÂÔ ¹ �¤Éq�4¢:»�¡h¢¤ÅôË`ó�¥P¡h¥|¡hÄÈ�?¦¤ÀÂ¦¿�hÉ2� ¹ £�¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ���
�hÉ7� ¹ £³ÏfÄ æ ¡h�Y¡hÄ6¦�Ò ¹ £g��£³¡h¥#ÅyÉqÃ#¢:� ¹ £g¢®Å#£\��¡hÀÂÄÂ¦�ÒF¡h¥QÇ6£DÉq�4Ã#¥#ÅyÀÂ¥9� G c � Ë

N#�%(W@CBE��7�§K���=¨C©��%���V�A^����%()��(

ºÁ�R»*»�£�Ô4ÀÈÆ4£Õ¡h¥#�h� ¹ £g¢�£�Ø#¡h�� #ÄÂ£³�hÉ<¡h¥&£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥&¦¤Ò ¹ £g��£�� ¹ ¡_��ÀÂ¦�½h£\�Ñ¦:»�¡h # #ÀÂ¥#Ô#Ë ¸º¹ ÀÂ¦
��ÀÂ��£fÀÈ�7ÀÂ¦7¡® #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ¦:��ÀÂÒhÜ�¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÈÆ�£gÄÈ�D¡h¥#Å³¦¤ÒF¡hÄê¡h¢ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ`Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£F�¡h¥#Å ¹ £g¥#Òg£
ÒF¡h¥ Ç6£PÃ#¦¤£gÅ ���&¦��hÄÈÆ�£Y� ¹ £C¦¤Òg£g¥|¡h¢¤ÀÂ�4¦· #¢¤£g¦¤£g¥���£gÅ"ÀÂ¥p� ¹ £PÄê¡h¦:�Õ¦¤£gÒ\��ÀÂ�4¥#¦gËí¾ì�·»�¡h¦Õ¢�£\Òg£g¥���ÄÈ�
 #Ã#Ç#ÄÂÀÂ¦ ¹ £gÅQÇ��P¾�Ë8ã¼¡h��Ô�îh¢¤Åy¡h¥#Å&á�Ë6ÚhÃ#¢¤ÀÂ½X� G - � Ë ¸º¹ £³¦¤Ò ¹ £g��£ë»��4¢¤½�¦�¡h¦�Éq�4ÄÂÄÂ�R»®¦��
Ø (h$ÚÙC()�%(T��BD	���a��Û

•
ð ¹ �?�h¦�£³¡h¥Ñï�ò?ó*���?Å#Ã#ÄÂÃ#¦

N = pq = (2p′ + 1)(2q′ + 1)
»®ÀÈ� ¹  #¢¤ÀÂ��£g¦

p, p′, q, q′
Ë

•
ò?£gÄÂ£gÒ\�Ñ¡h¥j£gÄÂ£g��£g¥��

g ∈ QN
» ¹ £g¢¤£

QN
Å#£g¥#�h��£g¦Q� ¹ £�Ô4¢¤�4Ã# k�hÉ·¡hÄÂÄ¼¦¤Û�Ã|¡h¢¤£g¦ÑÀÂ¥

(Z� NZ)∗
Ë�ð ¹ ���4¦¤£

α ∈ Z� τZ
Ü#» ¹ £g¢¤£

τ = p′q′ = |QN |
Ë

•
ð��4�� #Ã/��£

h = gα mod N
Ë



hK�}�S� �I
�� q %��N�
®ú§ " I H

¸º¹ £³ #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ¼½h£\�yÀÂ¦
a := (N, g, h)

¡h¥#ÅP� ¹ £ë¦¤£gÒg¢¤£\��½h£\�yÀÂ¦
α
Ë

<>���?��$��%	���
��Û
¸ ��£g¥#Òg¢:�? /�¼¡·��£g¦¤¦�¡hÔ4£

m
Ü|Ò ¹ �?�4¦¤£³¡h¥QÀÂ¥���£gÔ4£g¢

s > 0
¦¤�Í� ¹ ¡_�

m ∈ Z� NsZ
Ü8¡h¥#ÅyÒ ¹ �?�4¦¤£�¡

¢�¡h¥#Å#�4�
r ∈ Z� nZ

» ¹ £g¢¤£
n = 4log2 N Ë ¸º¹ £ëÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?��ÀÂ¦

Ea(m, r) = (gr mod N, (hr mod N)Ns

(N + 1)m mod N s+1) =: (G,H).

÷2£\�
Ls
Å#£g¥#�h��£�¡ÕÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥P»®ÀÈ� ¹

Ls((N + 1)m mod N s+1) = m mod N s.

ó�¥�¡hÄÂÔ4�4¢¤ÀÈ� ¹ � � ¹ ¡_�7Òg�4�� #Ã/��£g¦Ê� ¹ ÀÂ¦2ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥ôÜ�ÀHË¤£hËÈÜ�� ¹ ¡_�7ÒF¡hÄÂÒgÃ#Äê¡_��£g¦ô� ¹ £¿Å#ÀÂ¦¤Òg¢¤£\��£¿ÄÂ�4Ô�¡_¢�Àé� ¹ �
»®ÀÈ� ¹ ¢¤£g¦¤ 6£gÒ\�Á���·� ¹ £ë£gÄÂ£g��£g¥��

(N + 1)
ÀÂ¦ºÅ#£g¦¤Òg¢¤ÀÂÇ6£gÅQÀÂ¥9� G 2 � Ë

@C()�?��$��%	���
��Û
æ ÀÈÆ4£g¥P¡³ÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�

c = (G,H) = Ea(m, r)
Ü
s
ÒF¡h¥CÇ6£�Å#£gÅ#Ã#Òg£gÅPÉq¢¤�4�)� ¹ £�ÄÂ£g¥#Ôh� ¹ �hÉ

c
�4¢

ÀÈ�®ÀÂ¦®¡_�¤��¡hÒ ¹ £gÅy���·� ¹ £ë£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥ôË ¸º¹ £g¥Q� ¹ £ë��£g¦¤¦�¡hÔ4£
m
ÒF¡h¥QÇ6£DÉq�4Ã#¥#ÅQ¡h¦

m = Ls(H(Gα mod N)−Ns

)

= Ls((g
αr mod N)Ns

(N + 1)m(grα mod N)−Ns

)

= Ls((N + 1)m mod N s+1).

��
��
������ ���!�0[S����l(T��	�$lÛ
¸º¹ ÀÂ¦Õ¦¤Ò ¹ £g��£PÀÂ¦Õ¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÈÆ4£gÄÈ� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ�¦¤ÀÂ¥#Òg£CÔ4ÀÈÆ4£g¥

Ea(m1, r1)
¡h¥#Å

Ea(m2, r2)
»�£

ÒF¡h¥QÒg�4�� #Ã/��£

Ea(m1 +m2, r1 + r2) = (gr1+r2 mod N, (hr1+r2 mod N)Ns

(N + 1)m1+m2 mod N s+1)

= Ea(m1, r1) · Ea(m2, r2).

/Á£g¥#Òg£Í� ¹ £Í¡hÄÂÔ4�4¢¤ÀÈ� ¹ ��óºÅ#Å�ÒF¡h¥�£'¥�ÒgÀÂ£g¥���ÄÈ�&Ç6£ÍÀÂ�� #ÄÈ£g��£g¥���£gÅÖÇ��&�·Ã#ÄÈ��ÀÈ #Äé�?ÀÂ¥#ÔY� ¹ £ÍÀÂ¥# #Ã/�
ÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?��¦�¡h¥#ÅQ¡h # #ÄÈ�?ÀÂ¥#Ô�¡·Ç#ÄÂÀÂ¥#Å#ÀÂ¥#Ô·¡hÄÂÔ4�4¢¤ÀÈ� ¹ �yË
Ø (h$Ú^a8YBK��� �!�%7%Û
æ ÀÈÆ4£g¥Í� ¹ £Á #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ®½h£\�?¦

a := (N, g, h)
» ¹ £g¢¤£

h = gα ¡h¥#Å b := (N, g′, h′)
» ¹ £g¢¤£

h′ = g′β»®ÀÈ� ¹ Òg�4¢¤¢¤£g¦¤ 6�4¥#Å#ÀÂ¥#Ô� #¢¤ÀÈÆh¡_��£y½h£\�?¦
α
¡h¥#Å

β
Ü�¢¤£g¦¤ 6£gÒ\��ÀÈÆ4£gÄÈ�4ËÚºÁ�h��£y� ¹ ¡_�

N = pq
�ÕÃ#¦:�



hK�}�S� �I
�� q %��N�
®ú§ " ITc

Ç6£C� ¹ £y¦�¡h��£CÉq�4¢·Ç8�h� ¹  #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒC½h£\�?¦gË ¸º¹ £g¥(� ¹ £Qã¼¡h��Ô�îh¢¤Å?Ó:ÚhÃ#¢¤ÀÂ½�¦¤Ò ¹ £g��£y¦�¡_��ÀÂ¦:è|£g¦Í½h£\�
¦:»�¡h # #ÀÂ¥#ÔK�
öp£Íè|¢¤¦:� ¹ ¡FÆ4£����QÅ#£\è|¥#£Y¡h¥p£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥p�hÉº¡yÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�FÜAÀHË¤£hË�»�£ ¹ ¡FÆ�£Í���Q£g¥#Äê¡h¢¤Ô4£·� ¹ £
��£g¦¤¦�¡hÔ4£ë¦¤ |¡hÒg£��

Ea(Eb(m, r
′), r) = Ea(g

′r
′

mod N, (h′
r′

mod N)Ns

(N + 1)m mod N s+1)

:= (gr mod N, g′
r′

mod N, (hrh′
r′

mod N)Ns

(N + 1)m mod N s+1).

¸º¹ £g¥

Eb(Ea(m, r), r
′) = (g′r

′

mod N, gr mod N, (hrh′
r′

mod N)Ns

(N + 1)m mod N s+1).

/Á£g¥#Òg£hÜ�Ô4ÀÈÆ4£g¥
Ea(Eb(m, r

′), r)
� ¹ £Q¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ ��õD£\��Ó:ò�»º¡h (ÒF¡h¥"¦:»�¡h (� ¹ £Cè|¢¤¦:�Í��»��íÒg�_Ó

�4¢¤Å#ÀÂ¥|¡_��£g¦Õ�hÉº� ¹ ÀÂ¦���¢¤ÀÂ #ÄÂ£Í���ÖÒg�4�� #Ã/��£
Eb(Ea(m, r), r

′)
Ë ¸ �Ö�4Ç/��¡hÀÂ¥

Ea(m, r)
Ô4ÀÈÆ4£g¥(¡h¥

£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥

Eb(Ea(m, r), r
′) = (g′r

′

mod N, gr mod N, (hrh′
r′

mod N)Ns

(N + 1)m mod N s+1)

=: (F,G, I)

»�£³Òg�4�� #Ã/��£

I(Gα mod N)−Ns

= (hrh′
r′

mod N)Ns

(N + 1)m mod N s+1(gαr mod N)−Ns

= (gαrh′
r′

mod N)Ns

(N + 1)m mod N s+1(gαr mod N)−Ns

= (h′
r′

mod N)Ns

(N + 1)m mod N s+1

= (g′
βr′

mod N)Ns

(N + 1)m mod N s+1

=: H.

/Á£g¥#Òg£
(F,H) = Ea(m, r)

ÀÂ¦�� ¹ £ëÅ#£g¦¤ÀÂ¢¤£gÅQÅ#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥ôË
Ì Ã#¢:� ¹ £g¢� #¢¤�4 8£g¢:��ÀÂ£g¦��hÉ�� ¹ ÀÂ¦³¦¤Ò ¹ £g��£P¡h¥#Å ¡Q #¢¤�?�hÉ�Éq�4¢³ÀÈ��¦³¦¤£g�Y¡h¥���ÀÂÒ�¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ����Ã#¥#Å#£g¢���»��
¢¤£F¡h¦¤�4¥|¡hÇ#ÄÂ£ë¡h¦¤¦¤Ã#�� /��ÀÂ�4¥#¦Á¡h¢¤£DÔ4ÀÈÆ�£\¥QÀÂ¥9� G - � Ë



û vxwzy�ÿ��|{ ª

« ¬ v {��A�Cv ü®�� ¯6�|{ �C�ôü)þ ü¡°�ÿ�v � e±¦���y�ÿ����

û � {(²g� ³ wË�¦¦����|{ ´��Wv �AÊ � w!þx� �6ÿ��

« yxyµ����Òw*ÿ��ôü)þx�

¸º¹ £�ÎA¡hÀÂÄÂÄÈÀÈ£g¢2¦¤Ò ¹ £g��£]� H c � ÀÂ¦7¡h¥³£�Ø#¡h�� #ÄÂ£<�hÉ|¡ºÆ�£g¢:�ë£'¥�ÒgÀÂ£g¥��FÜ_ #¢��hÇ|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÂ¦:��ÀÈÒhÜ_¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÈÆ4£gÄÈ�D¡h¥#Å
¦¤ÒF¡hÄê¡h¢ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ¼£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥y¦¤Ò ¹ £g��£ëÇ|¡h¦¤£gÅQ�4¥Q¡h¢¤ÀÈ� ¹ ��£\��ÀÂÒg¦�ÀÂ¥C� ¹ £ë¢¤ÀÂ¥#Ô·�hÉAÀÂ¥���£gÔ4£g¢¤¦
���?Å#Ã#ÄÂ�

N2 » ¹ £g¢¤£ N ÀÂ¦¼� ¹ £· #¢¤�?Å#Ã#Ò\�ë�hÉ<��»��PÄê¡h¢¤Ô4£Õ #¢¤ÀÂ��£g¦gË³¾ì�D»�¡h¦ë #Ã#Ç#ÄÂÀÂ¦ ¹ £gÅÖÀÂ¥ - e?e?e
¡h¥#Å ¡h¥|¡hÄÈ�?¦¤£gÅ ¡h¥#Åp£�Ø?��£g¥#Å#£gÅ Ç��í¦¤£\Æ�£g¢�¡hÄ�¡hÃ/� ¹ �4¢¤¦Cåq¦¤Ã#Ò ¹ ¡h¦:� G -4Ü�- e Ü G 2?Ü�-�f/Ü , 2 � ç Ë i ¥#£�hÉ`� ¹ £g¦¤£�£�Ø?��£g¥#¦¤ÀÂ�4¥#¦¼ÀÂ¦º� ¹ £�£gÄÂÄÂÀÈ /��ÀÂÒDÒgÃ#¢:Æ4£·ÎA¡hÀÂÄÂÄÈÀÂ£\¢®¦¤Ò ¹ £g��£hÜôÏ¿ð�Î¿òyÉq�4¢Á¦ ¹ �4¢:�FÜ8» ¹ ÀÂÒ ¹ »º¡h¦
¢¤£gÒg£g¥���ÄÈ�& #Ã#Ç#ÄÂÀÂ¦ ¹ £gÅÖÇ��íò6Ë æ ¡hÄÂÇ#¢�¡hÀÈ� ¹ � I ,�� Ë ¸º¹ £�Ï¿ð�Î¿ò&ÀÂ¦D¡CÔ4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦�¡_��ÀÂ�4¥Ñ�hÉ�ÎA¡hÀÂÄÂÄÈÀÂ£\¢ Å ¦
£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥í¦¤Ò ¹ £g��£·Éq¢¤�4��� ¹ £·ÀÂ¥���£gÔ4£g¢¤¦D���?Å#Ã#ÄÂ�P¡C¦¤Û�Ã|¡h¢¤£·���P£gÄÂÄÂÀÂ /��ÀÈÒ�ÒgÃ#¢:Æ4£g¦ë��Æ4£g¢D¢¤ÀÂ¥#Ô4¦gË
ÎA¡hÀÂÄÂÄÂÀÈ£g¢ ¹ ÀÂ��¦¤£gÄÈÉf��¢¤ÀÂ£gÅÑ���PÔ4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦¤£ ¹ ÀÂ¦¼¦¤Ò ¹ £g�Í£·���Y� ¹ £·£gÄÂÄÂÀÈ /��ÀÈÒ³ÒgÃ#¢:Æ�£·¦¤£\�¤��ÀÂ¥#ÔPÇ��&Ã#¦¤ÀÂ¥#Ô
¡h¥#�4�Y¡hÄÂ�4Ã#¦º£gÄÂÄÂÀÈ /��ÀÈÒDÒgÃ#¢:Æ4£g¦���Æ4£g¢Á¢¤ÀÂ¥#Ô4¦³� H f � Ü8Ç#Ã/� æ ¡hÄÂÇ#¢�¡hÀÈ� ¹ Éq�4Ã#¥#ÅQ¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ�.�CÃ8¡F»®¦ÁÀÂ¥y� ¹ ÀÂ¦
Ô4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦�¡_��ÀÂ�4¥W� I ,�� » ¹ £g¢¤£F¡h¦®� ¹ £³Ï¿ð�Î¿òPÒF¡h¥QÇ6£ë #¢¤�RÆ�£g¥Q¦¤£g�Y¡h¥���ÀÂÒF¡hÄÂÄÈ�Y¦¤£gÒgÃ#¢¤£³¢¤£gÄê¡_��ÀÈÆ4£¼���
¡Y¥#£\»Å#£\è|¥#£gÅí #¢¤�4Ç#ÄÂ£g�QËÁ¾�¥Ñ� ¹ £Õ¦�¡h��£³»�¡R�Ñ¡h¦¼¾�ËKã¼¡h��Ô�îh¢¤Å&¡h¥#Å�á�ËôÚhÃ#¢¤ÀÂ½y�Y¡h¥|¡hÔ4£gÅÑ���
Ô4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦¤£¼� ¹ £³�4¢¤ÀÂÔ4ÀÈ¥|¡hÄôÎ`¡hÀÂÄÂÄÈÀÈ£g¢�¦¤Ò ¹ £g��£D��� ¹ ÀÂÔ ¹ £g¢º���?Å#Ã#ÄÂ£g¦�����£g¥|¡hÇ#ÄÂ£³¡·»®ÀÈÅ#£g¢Á¡h # #ÄÂÀÂÒF¡�Ó
��ÀÂ�4¥C¦¤Òg�4 6£ æ ¡hÄÂÇ#¢�¡hÀé� ¹ Å#£\Æ4£gÄÂ�4 8£gÅÑ¡ÕÔ4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦�¡_��ÀÂ�4¥Y�hÉÊ� ¹ £D£gÄÂÄÂÀÂ /��ÀÈÒ�ÒgÃ#¢:Æ4£³ÎA¡hÀÂÄÂÄÈÀÈ£g¢�¦¤Ò ¹ £g��£
åq¦¤£g£:� I ,�� ç Ë
¸º¹ £ÍÎA¡hÀÂÄÂÄÈÀÈ£g¢Á¦¤Ò ¹ £g��£hÜK� ¹ £Õ¥#£\»!£gÄÂÄÂÀÈ /��ÀÈÒ³ÒgÃ#¢:Æ�£�Æ�£g¢¤¦¤ÀÂ�4¥ÖÇ�� æ ¡hÄÂÇ#¢�¡hÀé� ¹ ¡h¦�»�£gÄÂÄ`¡h¦ ¹ ÀÂ¦ÁÉqÃ#¢.Ó
� ¹ £g¢PÔ4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦�¡_��ÀÂ�4¥'¡h¢¤£&£�Ø#¡h�� #ÄÂ£g¦CÉq�4¢C #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÂ¦:��ÀÈÒhÜÁ¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÈÆ4£gÄÈ� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒÑÒg¢:�? ?Ó
���4¦:�?¦:��£g��¦gÜ7» ¹ ÀÂÒ ¹ ¡h¢¤£�¡hÄÂ¦¤�y¦¤ÒF¡hÄê¡h¢ ¹ �4���4�Í�4¢¤  ¹ ÀÂÒhÜ2ÀHË¤£hËÈÜ2� ¹ £\� ¹ ¡FÆ�£·� ¹ £� #¢¤�4 8£g¢:��ÀÂ£g¦ë� ¹ ¡_�
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¡h¢¤£ë¥#£gÒg£g¦¤¦�¡h¢:�PÉq�4¢�� ¹ £ë¦¤�4ÄÂÃ/��ÀÂ�4¥#¦����·� ¹ £ë¦¤Òg£g¥|¡h¢¤ÀÂ�4¦® #¢¤£g¦¤£g¥���£gÅ&ÀÂ¥C� ¹ £ëÄê¡h¦:�®Ò ¹ ¡h /��£g¢gË
¸º¹ £Í 8£g¢:Éq�4¢¤�Y¡h¥#Òg£·�hÉ<� ¹ £ÍÏ¿ð�Î¿òí¡h¥#Åí�hÉ¿ÀÈ��¦¼Ô4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦�¡_��ÀÂ�4¥Ö¡h¢¤£ÕÇ��ÑÉT¡h¢¼¦¤ÄÂ�R»�£g¢�� ¹ ¡h¥Ö� ¹ £
�4¢¤ÀÂÔ4ÀÂ¥|¡hÄ/ÎA¡hÀÂÄÂÄÂÀÈ£g¢A¦¤Ò ¹ £g��£º���4Ô4£\� ¹ £g¢`»®ÀÈ� ¹ � ¹ £®Ô4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦�¡_��ÀÂ�4¥Õ�hÉôã¼¡h��Ô�îh¢¤ÅÍ¡h¥#ÅCÚhÃ#¢¤ÀÂ½�¦¤ÀÂ¥#Òg£
� ¹ £\�Y�4 6£g¢�¡_��£��4¥P£gÄÈÄÂÀÂ /��ÀÈÒÁÒgÃ#¢:Æ4£g¦º���?Å#Ã#ÄÂ�³Äê¡h¢¤Ô4£Á¥?Ã#�ÕÇ6£g¢¤¦gË�/Á£g¥#Òg£hÜ/� ¹ £¼£gÄÂÄÂÀÈ /��ÀÈÒÁÒgÃ#¢:Æ4£¼Æ4£g¢.Ó
¦¤ÀÂ�4¥CÀÂ¦��Y¡hÀÂ¥#ÄÈ�Í�hÉ2� ¹ £g�4¢¤£\��ÀÂÒF¡hÄ6ÀÂ¥���£g¢¤£g¦:�FË i ¥#£¼ÀÂ¥���£g¢¤£g¦:��ÀÂ¥#ÔÕ 6�4ÀÂ¥���ÀÂ¦¿� ¹ ¡_��� ¹ £¼£gÄÂÄÂÀÂ /��ÀÈÒÁÒgÃ#¢:Æ4£Æ4£g¢¤¦¤ÀÂ�4¥ ÀÂ¦³Ç|¡h¦¤£gÅ �4¥ ¡Q¦¤ÄÂÀÂÔ ¹ ��ÄÈ�ÖÅ#ÀÈßK£g¢¤£g¥��·¡h¦¤¦¤Ã#�� /��ÀÂ�4¥�� ¹ ¡h¥ Î`¡hÀÂÄÈÄÂÀÈ£g¢ Å ¦³�h¢�ÀÈÔ4ÀÂ¥|¡hÄ`Æ4£g¢¤¦¤ÀÂ�4¥ôË
¸º¹ ÀÂ¦�¡h¦¤¦�Ã#�Í /��ÀÈ�4¥Y�Y¡F��¡hÄÂ¦¤� ¹ �4ÄÂÅY£\Æ4£g¥CÀÈÉK� ¹ £��4¢¤ÀÂÔ4ÀÂ¥|¡hÄ|ÎA¡hÀÂÄÂÄÂÀÈ£g¢<¡h¦¤¦¤Ã#�� /��ÀÂ�4¥�»�£g¢¤£�Ç#¢¤�4½h£g¥ôË
¾�¥�� ¹ ÀÂ¦YÒ ¹ ¡h /��£g¢Y»�£&Ç8£gÔ4ÀÂ¥�»®ÀÈ� ¹ Ô4ÀÈÆ?ÀÂ¥#Ô ¡�¦ ¹ �4¢:�CÀÂ¥���¢¤��Å#Ã#Ò\��ÀÂ�4¥"���p£gÄÂÄÂÀÂ /��ÀÈÒyÒgÃ#¢:Æ�£g¦C��Æ4£g¢
¢¤ÀÂ¥#Ô4¦���� ¢¤£gÒF¡hÄÂÄ®� ¹ £&Ç|¡h¦¤ÀÂÒÑÉT¡hÒ\��¦�� ¹ ¡_�y¡h¢¤£Ñ¥#£g£gÅ#£gÅ'Éq�4¢�� ¹ £ÑÉq�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÂ¥#Ô�¦¤Ò ¹ £g��£g¦gË ¸º¹ £g¥ôÜ
¡_Én��£g¢·¦¤Ã#���Y¡h¢¤ÀÂ¦¤ÀÈ¥#ÔÑ� ¹ £QÏ¿ð�Î¿ò(¡h¥#Å æ ¡hÄÂÇ#¢�¡hÀé� ¹�Å ¦ÕÔ4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦�¡_��ÀÂ�4¥p»�£yÅ#£\Æ4£gÄÂ�4 "¡&ÉqÃ#¢:� ¹ £g¢
Ô4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦�¡_��ÀÂ�4¥P�hÉ7� ¹ £�Ï¿ð�Î¿ò
�|öp£ë»®ÀÂÄÂÄKÒg�4¥#¦:��¢¤Ã#Ò\�¼¡·� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅQÅ#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥QÆ4£g¢¤¦¤ÀÂ�4¥QÀÂ¥Q¡h¥
¡h¥|¡hÄÂ�4Ô4�4Ã#¦º�Y¡h¥#¥#£g¢®¡h¦�ã¼¡h��Ô�îh¢¤ÅQ¡h¥#Å&ÚhÃ#¢¤ÀÂ½YÅ#ÀÂÅQÇ|¡h¦¤£gÅÑ�4¥ÑÎA¡hÀÂÄÂÄÈÀÈ£g¢ Å ¦º¦¤Ò ¹ £\��£:� G 2 � Ë ¸º¹ Ã#¦
�4Ã#¢·¥#£\»©� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅ"Ï¿ð�Î¿ò ÀÂ¦·¡&� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅ Æ4£g¢¤¦¤ÀÂ�4¥(�hÉÁ� ¹ £yÏ¿ð�Î¿ò �4¥(�4¥#£P¦�ÀÈÅ#£y¡h¥#Å"¡h¥
£gÄÂÄÂÀÂ /��ÀÈÒÁÒgÃ#¢:Æ�£¼Æ4£g¢¤¦¤ÀÂ�4¥P�hÉÊ� ¹ £�� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÈÅQÎA¡hÀÂÄÂÄÈÀÈ£g¢�¦¤Ò ¹ £g��£DÇ��Pã¼¡h��Ô�îh¢¤ÅP¡h¥#ÅQÚhÃ#¢¤ÀÂ½��4¥C� ¹ £
�h� ¹ £g¢®¦¤ÀÂÅ#£hË

ÎA¡hÀÂÄÂÄÂÀÈ£g¢
→

Ï¿ð�Î¿ò
↓ ↓¸º¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅÑÎA¡hÀÂÄÂÄÈÀÈ£g¢

→
N#�%��()&P�%
Q!�A<S"#[¡^

i Ã#¢<� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅÍÆ4£g¢¤¦¤ÀÂ�4¥C¡hÄÂÄÂ�R»®¦<¡h¥��Í¦¤Ã#Ç#¦¤£\���hÉ k �4Ã/���hÉ `  #Äê¡F��£g¢¤¦f���³Å#£gÒg¢:�? /�º¡³ÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�Òg�4¢¤¢¤£gÒ\��ÄÈ��¡h¥#Å�£'¥�ÒgÀÂ£g¥���ÄÈ�·» ¹ ÀÂÄÂ£ºÀÈ�¿Å#ÀÂ¦�¡hÄÂÄÈ�R»®¦¿¡h¥��Í¦¤Ã#Ç#¦¤£\���hÉôÄÂ£g¦¤¦f� ¹ ¡h¥
k
 #Äê¡F��£g¢¤¦f���³�4Ç/��¡hÀÂ¥

¡h¥��QÀÈ¥/Éq�4¢¤�Y¡_��ÀÈ�4¥Q¡hÇ6�4Ã/�®� ¹ £³��£g¦¤¦�¡hÔ4£hË®Ð�¡h¦¤£gÅÑ�4¥Ñ�4Ã#¢º� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅQÆ4£g¢¤¦¤ÀÂ�4¥Q»�£�¡h¢¤£�¡hÇ#ÄÂ£D���
Å#£g¦¤Òg¢¤ÀÂÇ6£�Æh¡h¢¤ÀÂ�4Ã#¦�¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÂ�4¥#¦¿ÀÂ¥C¡�¦¤ÀÂ��ÀÂÄÂ¡h¢f»�¡R�C¡h¦�ÀÈ�¿»º¡h¦�Å#�h¥#£¼Ç|¡h¦¤£gÅP�4¥C� ¹ £Á� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅ
Æ4£g¢¤¦¤ÀÂ�4¥Q�hÉ`Î`¡hÀÈÄÂÄÂÀÈ£g¢ Å ¦�¦¤Ò ¹ £g��£Yåq¦¤£g£:� G -hÜ , I/Ü Gh, Ü G?G�� ç Ë
Ì ÀÂ¢¤¦:�®»�£�£�Ø/ #Äê¡hÀÂ¥ ¹ ��»	¡�ÄÂ£g¥#Ôh� ¹ ÓÆÃ|£�Ø/ÀÂÇ#ÄÂ£¼Æh¡h¢¤Àê¡h¥��Á�hÉ`� ¹ £³Ô4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦¤£gÅ&Ï¿ð�Î¿òQÒF¡h¥ÑÇ6£�Òg�4¥?Ó
¦:��¢¤Ã#Ò\��£gÅôÜAÀHË¤£hËÈÜA¡PÆ_¡h¢¤Àê¡h¥��ë� ¹ ¡_��¡hÄÂÄÂ�R»®¦¼���QÅ#£\��£g¢¤��ÀÂ¥#£·� ¹ £Í¦¤À Ä £��hÉ�� ¹ £ÍÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?��Å#Ã#¢¤ÀÂ¥#Ô
£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥ôË ¸º¹ ÀÂ¦fÀÈ¦<¡¼Ã#¦¤£\ÉqÃ#Ä/���?�4Ä?Éq�4¢`Å#ÀÈßK£g¢¤£g¥��<¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÂ�4¥#¦A¦¤Ã#Ò ¹ ¡h¦`��ÀéØ�Ó�¥#£\��¦gË Ì Ã#¢:� ¹ £g¢.Ó
���4¢¤£hÜô»�£�¦ ¹ �R» ¹ ��»� ¹ £·� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅpÏ¿ð�Î¿òíÒF¡h¥íÇ6£ÍÃ#¦¤£gÅ����yÅ#£\Æ?ÀÂ¦¤£ÍÔ4£g¥#£g¢�¡hÄf�ÕÃ#ÄÈ��ÀÂ |¡h¢:���
Òg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥' #¢¤�h���?Òg�hÄÂ¦gÜ�ÀHË¤£hËÈÜ�Ã#¦¤ÀÂ¥#Ô � ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅkÅ#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥'»�£í #¢¤£g¦¤£g¥��&¡ �ÕÃ#ÄÈ��ÀÂ |¡h¢:���
Òg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥Y #¢¤�h���?Òg�4Ä6» ¹ ÀÂÒ ¹ ¡hÄÂÄÂ�R»®¦¿���ÕÒg�4�� #Ã/��£D¡h¥P£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥P�hÉÊ� ¹ £¼ #¢¤�?Å#Ã#Ò\�º�hÉÊ��»��
��£g¦¤¦�¡hÔ4£g¦ÁÔ4ÀÈÆ4£g¥y� ¹ £³Òg�4¢¤¢¤£g¦¤ 6�4¥#Å#ÀÂ¥#Ô�ÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?��¦ÁÇ#Ã/��¥#�h�®� ¹ £ë��£g¦¤¦�¡hÔ4£g¦®� ¹ £g��¦¤£gÄÈÆ�£g¦gË�ó�¦
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ÉqÃ#¢:� ¹ £g¢<¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÂ�h¥�»�£ºÅ#£g¦¤Òg¢¤ÀÂÇ6£ ¹ �R»�¡D #¢¤�h����Òg�4Ä/Éq�4¢`£gÄÂ£gÒ\��¢¤�4¥#ÀÂÒ�Æ��h��ÀÂ¥#ÔDÒF¡h¥ÍÇ6£º�4Ç/��¡hÀÂ¥#£gÅôÜ
ÀÂ¥Ñ» ¹ ÀÂÒ ¹ £F¡hÒ ¹ Æ��h��£g¢�¦¤ÀÂ�� #ÄÈ�y 6�4¦:��¦ ¹ ÀÂ¦�Ç|¡hÄÂÄÂ�h�Á�4¥Ö¡YÇ#Ã#ÄÂÄÂ£\��ÀÂ¥QÇ6��¡h¢¤Å&ÀÂ¥Ñ¦¤Ã#Ò ¹ ¡�»�¡R�Q� ¹ ¡_�
� ¹ £¼è|¥|¡hÄ6��¡hÄÂÄÈ�ÍÒF¡h¥PÇ6£DÒg�h�� #Ã/��£gÅQ¡h¦�¦¤Ã#�©�hÉ7¡hÄÂÄ8Æ��h��£g¦�» ¹ ÀÈÄÂ£¼ÀÈ��¦�Òg�4¢¤¢¤£gÒ\��¥#£g¦¤¦®ÀÂ¦�Æ4£g¢¤ÀÈè8¡hÇ#ÄÂ£
���Ñ¡h¥��Ö�4Ç#¦¤£g¢:Æ4£g¢Õ¡h¥#Åí» ¹ ÀÂÄÂ£Õ� ¹ £� #¢¤ÀÈÆ_¡hÒ\�Ö�hÉ�� ¹ £ÍÀÂ¥#Å#ÀÈÆ?ÀÂÅ#Ã|¡hÄ7Æ4�h��£g¦³ÀÂ¦DÔ4Ã|¡h¢�¡h¥���£g£gÅôËÍó�¦�¡
Äê¡h¦:�ë¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÈ�4¥Ñ»�£· #¢¤£g¦¤£g¥���¡Y»º¡F�Ñ���PÇ#Ã#ÀÂÄÂÅí¡C¦¤ 6£\ÒgÀê¡hÄ`Òg�4����ÀÈ���Í£g¥��¼¦¤Ò ¹ £g��£·Ç|¡h¦¤£gÅí�4¥
� ¹ £�£gÄÂÄÂÀÈ /��ÀÂÒÕÒgÃ#¢:Æ�£YÎA¡hÀÂÄÂÄÂÀÈ£g¢D¦¤Ò ¹ £g��£Í� ¹ ¡_� ¹ ¡h¦³¦¤�4��£ÍÀÂ¥���£g¢¤£g¦:��ÀÂ¥#ÔQ #¢¤�4 6£g¢:��ÀÂ£g¦gÜ7£hË¤Ô#ËYÀÈ�ëÒF¡h¥
Ç6£PÀÂ¥#¦:��¡h¥���Àê¡_��£gÅ ÀÂ¥ £gÀÈ� ¹ £g¢Õ 6£g¢:Éq£gÒ\��ÄÈ� ¹ ÀÂÅ#ÀÂ¥#Ô&�h¢· 8£g¢:Éq£gÒ\��ÄÈ� Ç#ÀÂ¥#Å#ÀÂ¥#Ô#Ë Ì �4¢����4¦:�·�hÉ®� ¹ £g¦¤£
¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÈ�4¥#¦¼¦¤�4��£ÕÉqÃ#¢:� ¹ £g¢D¦¤Ã#Ç?Ó� #¢¤�h���?Òg�4ÄÂ¦ë¡h¢¤£·¥#£g£gÅ#£gÅ�» ¹ ÀÂÒ ¹ ¡h¢¤£·Å#£g¦¤Òg¢¤ÀÂÇ6£gÅ�ÀÂ¥pò?£gÒ\��ÀÂ�h¥
I#Ëd4?Ë ¸º¹ £g¦¤£Í #¢¤�h����Òg�4ÄÂ¦¼¡h¢¤£�� ¹ £�è|¢¤¦:�ë£gÄÂÄÂÀÈ /��ÀÈÒ�ÒgÃ#¢:Æ4£ÕÆh¡_¢�ÀÂ¡h¥���¦��hÉ<� ¹ £Õ #¢¤�h����Òg�4ÄÂ¦�Å#£\Æ�£gÄÂ�4 8£gÅ
Ã#¦¤ÀÂ¥#Ô�Î`¡hÀÂÄÈÄÂÀÈ£g¢ Å ¦�ÀÂÅ#£F¡/Ë

�(+.- Á «Õ¶¦1A¬Y±�¸y¨¿¶ ² ¬�« ¶Ê¬·w ¯\¯ ² 6P¶ ² ¨Â8Ë¸�1;ÃÕ°·¶ ¬RÃÕ°]1Ú´ ² «P²#¶
Z/NsZ

öp£C¦ ¹ �4¢:��ÄÈ�íÀÂ¥���¢¤��Å#Ã#Òg£Y£gÄÂÄÂÀÂ /��ÀÈÒÍÒgÃ#¢:Æ�£g¦Õ��Æ4£g¢Õ¢¤ÀÂ¥#Ô4¦ë���& #¢¤�RÆ?ÀÂÅ#£�� ¹ £YÇ|¡h¦¤ÀÂÒ�ÉT¡hÒ\��¦�� ¹ ¡_�Õ¡h¢¤£
¥#£g£gÅ#£gÅy���ÕÃ#¥#Å#£g¢¤¦:��¡h¥#Å æ ¡hÄÂÇ#¢�¡hÀÈ� ¹�Å ¦¿£gÄÂÄÂÀÂ /��ÀÈÒÁÒgÃ#¢:Æ�£ëÎA¡hÀÂÄÂÄÂÀÈ£g¢¿¦¤Ò ¹ £g��£ë¡h¦�»�£gÄÂÄô¡_¦ ¹ ÀÂ¦�Ô4£g¥#£g¢.Ó
¡hÄÂÀÂ¦�¡_��ÀÈ�4¥Q¡h¥#ÅÑ�4Ã#¢®ÉqÃ#¢:� ¹ £g¢ÁÔ4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦�¡_��ÀÂ�4¥ôË ¸º¹ ÀÂ¦ÁÀÂ¥���¢¤�?Å#Ã#Ò\��ÀÂ�4¥yÀÂ¦Á�Y¡hÀÂ¥#Äé�PÇ|¡h¦¤£gÅ&�4¥*� I ,�� Ë
Ì �4¢�ÉqÃ#¢:� ¹ £g¢®Å#£\��¡hÀÂÄÂ¦º¡h¥#ÅÑ¡·Ô4£g¥#£g¢�¡hÄ2ÀÂ¥���¢¤�?Å#Ã#Ò\��ÀÂ�4¥C���Í£gÄÂÄÂÀÂ /��ÀÈÒ¼ÒgÃ#¢:Æ4£g¦®»�£ë¢¤£\Éq£g¢º����� f?2 � Ë
÷2£\�

R
Ç8£ë¡ÕÒg�4���ÕÃ/��¡_��ÀéÆ�£�¢¤ÀÂ¥#Ô�»®ÀÈ� ¹ -ë¡h¥#Å

R∗ � ¹ £D¦¤£\�º�hÉ7ÀÂ¥�Æ�£g¢:��ÀÂÇ#ÄÂ£Á£gÄÂ£g��£g¥���¦�ÀÂ¥ R Ëfó�¥�'Õ;ÕÖ� �
�!� �Y�'� �����
y2z = x3 + axz2 + bz3

�RÆ�£g¢
R
ÀÂ¦®Å#£\è|¥#£gÅ&Ç��Q¡� |¡hÀÈ¢

a, b ∈ R
¦¤Ã#Ò ¹ � ¹ ¡_�

6(4a3 + 27b2) ∈ R∗ Ë�ó�¦ÁÃ#¦¤Ã|¡hÄ2� ¹ £³¦¤£\�
�hÉ
R
ÓìÆh¡hÄÂÃ#£gÅí 8�4ÀÂ¥���¦DÀÈ¦DÅ#£g¥#�h��£gÅpÇ��

E(R)
¡h¥#Å�ÀÂ¦DÅ#£\è|¥#£gÅí���yÇ6£·� ¹ £Í¦¤£\�³�hÉ�£gÛ�Ã#ÀÈÆ_¡hÄÂ£g¥#Òg£

ÒgÄê¡h¦¤¦¤£g¦ë�hÉ¿ 6�4ÀÂ¥���¦
(x : y : z)

»®ÀÈ� ¹
x, y, z ∈ R, y2z = x3 + axz2 + bz3 ¡h¥#ÅÖ¦¤Ã#Ò ¹ � ¹ ¡_�

� ¹ £³ÀÂÅ#£F¡hÄÊÔ4£\¥#£g¢�¡_��£gÅ&Ç��
x, y, z

ÀÂ¦
R
Ü6¡h¥#ÅQÉq�4¢®» ¹ ÀÂÒ ¹ � ¹ £ëÉq�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÈ¥#ÔÍ£gÛ�Ã#ÀÈÆh¡hÄÂ£g¥#Òg£³¢¤£gÄê¡_��ÀÂ�4¥

¹ �4ÄÂÅ#¦��

(x : y : z) ∼ (x′ : y′ : z′) ⇔ ∃ λ ∈ R∗ : λx = x′, λy = y′, λz = z′.

Ì �4¢ë� ¹ £�Å#£g¦¤Òg¢¤ÀÂ /��ÀÂ�4¥p�hÉ�� ¹ £Y£gÄÂÄÂÀÈ /��ÀÈÒÍÒgÃ#¢:Æ4£PÎA¡hÀÂÄÂÄÂÀÈ£g¢D¦¤Ò ¹ £g�Í£P¡h¥#ÅpÀÈ��¦³Ô4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦�¡_��ÀÂ�h¥#¦D»�£
¥#£g£gÅí���yÒg�4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢D¢¤ÀÂ¥#Ô4¦

R = Z� NsZ
»®ÀÈ� ¹

N
Ç6£gÀÂ¥#ÔP� ¹ £· #¢¤�?Å#Ã#Ò\�ë�hÉ¿��»��y #¢¤ÀÂ��£g¦

p
¡h¥#Å

q
Ü�¡h¥#Å

s ∈ N
Ë Ì �h¢Í¦¤Ã#Ò ¹ ¢¤ÀÂ¥#Ô4¦·� ¹ £QÃ#¦¤Ã|¡hÄºÒ ¹ �4¢¤Å�¡h¥#Å(��¡h¥#Ô4£g¥����4 6£\¢�¡���ÀÈ�4¥" #¢¤�RÆ?ÀÂÅ#£g¦�¡

Ô4¢¤�4Ã# íÄê¡R»�4¥
E(Z� NsZ)

»®ÀÈ� ¹
O = (0 : 1 : 0)

¡h¦DÀÂÅ#£g¥���ÀÈ�.�Ñ£gÄÂ£g��£g¥��RË·Ð¿�&� ¹ £Yð ¹ ÀÂ¥#£g¦¤£



�K��� ¦¢§a¨!©�ªT«
¬T�¨!®�ª�§9¨¢ª¾t  � ®}� ¨!®;	�ì¬�©�¼��&>ª¿¼���©RÀ·®ú§ " 
Z/NsZ

4)-

ï®£g�Y¡hÀÂ¥#Å#£g¢ ¸º¹ £g�4¢¤£g� ÀÈ��Éq�4ÄÂÄÈ�R»®¦�� ¹ ¡_�
E(Z� NsZ) ' E(Z� psZ) ×E(Z� qsZ)

Ë ¸ ��¡hÅ#ÅP��»��
 6�4ÀÂ¥���¦

(x1 : y1 : z1)
¡h¥#Å

(x2 : y2 : z2)
�4¥Q¡h¥P£gÄÂÄÂÀÂ /��ÀÈÒ�ÒgÃ#¢:Æ�£ë�RÆ4£g¢ Z� NsZ

»�£ëÒF¡h¥yÃ#¦¤£D� ¹ £
Ã#¦¤Ã|¡hÄ�Éq�4¢¤�ÕÃ#Äê¡h£`Éq�4¢

z1, z2 ∈ (Z� NsZ)∗
Ë ¸ �¼¡FÆ4�4ÀÂÅ³ #¢¤�4Ç#ÄÂ£g��¦ÊÀÈÉ

z1
�4¢
z2
¡h¢¤£¿¥#�h�AÀÂ¥�Æ4£g¢:��ÀÂÇ#ÄÂ£`Ó

¡h¦AÀÈ�A»®ÀÂÄÂÄ��hÉn��£g¥Õ��ÒgÒgÃ#¢`ÀÂ¥Õ�hÃ#¢`¦¤£\�¤��ÀÂ¥#Ô®Óô»�£��Y¡h½4£¿� ¹ £�ÒgÃ#¢:Æ�£g¦f¡�¥�¥#£�Ã#¦¤ÀÂ¥#Ô�� ¹ £
(x, z)−

 #Äê¡h¥#£
Ç��P¢¤£gÛ�Ã#ÀÂ¢¤ÀÂ¥#ÔÕ� ¹ ¡_�

y = 1
Ë�ºÁ�h��£¼� ¹ ¡��ºÉq¢¤�4�

z
¥#�h�®Ç6£gÀÂ¥#ÔÍ¡·Ã#¥#ÀÈ�®ÀÈ¥

R
ÀÈ��Éq�4ÄÂÄÂ�R»®¦�Éq¢¤�4��� ¹ £

ÒgÃ#¢:Æ4£Í£gÛ�Ã|¡_��ÀÂ�4¥&� ¹ ¡_�
x
ÀÂ¦¼¥#�h�ë¡CÃ#¥#ÀÈ�FÜ6�����#Ë ¸º¹ Ã#¦DÀÂ¥&� ¹ ÀÂ¦¼ÒF¡h¦¤£

y
¹ ¡h¦¼���PÇ6£·¡PÃ#¥#ÀÈ�D¡h¥#Å

»�£�ÒF¡h¥�¦¤£\�
y = 1

Ëo/Á£g¥#Òg£hÜÊ»�£�Òg�4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢ëÒgÃ#¢:Æ4£g¦³�hÉ�� ¹ £·Éq�4¢¤�
z = x3 + axz2 + bz3 ËÍó

 6�4ÀÂ¥��
(x : y : z)

¥#�R»*Ç8£gÒg�4��£g¦
(x/y, z/y)

¡h¥#Åy� ¹ £³ÀÂÅ#£g¥���ÀÈ���P£gÄÂ£g��£g¥��ÁÀÂ¦®¢¤£g #¢¤£g¦¤£g¥���£gÅ&Ç��
(0, 0)

Ë ¸º¹ £ëÀÂ¥�Æ4£g¢¤¦¤£ë�hÉA¡Õ 6�4ÀÂ¥��
(x, z)

ÀÂ¦��4Ç/��¡hÀÂ¥#£gÅy¡h¦
(−x,−z)

Ëfó�¦®ÄÂ�h¥#ÔÍ¡h¦�� ¹ £DÅ#ÀÈÆ?ÀÂ¦¤ÀÂ�4¥
�4 6£g¢�¡_��ÀÂ�4¥#¦¿¡h¢¤£®Å#£\è|¥#£gÅCÀÂ¥Í� ¹ £Á¢¤ÀÂ¥#Ô#Ü�� ¹ £Á¦¤Ã#�

(x3, z3)
�hÉK��»��³ 6�4ÀÂ¥���¦

(x1, z1)
¡h¥#Å

(x2, z2)Éq�4¢
x1 6= x2

ÒF¡_¥QÇ6£ëÒg�4�� #Ã/��£gÅQÇ��C� ¹ £DÉq�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÈ¥#Ô·Ô4¢¤�4Ã# PÉq�4¢¤�·Ã#Äê¡_£��

x3 = x1 + x2 +
(z1 − λx1)(2aλ+ 3bλ2)

1 + aλ2 + bλ3
,

z3 = λ(x3 + x1) − z1,
» ¹ £g¢¤£

λ =
z1 − z2

x1 − x2

.

¾ìÉ
x1 = x2

¦¤Ã#Ò ¹ � ¹ ¡_�º»�£ëÅ#�4Ã#Ç#ÄÂ£ë¡· 6�4ÀÂ¥��
(x1, z1)

»�£ë�4Ç/��¡hÀÂ¥P� ¹ £ë 8�4ÀÂ¥��
(x3, z3)

¡h¦

x3 = 2x1 +
(z1 − λz1)(2aλ+ 3bλ2)

1 + aλ2 + bλ3
,

z3 = λ(x3 + x1) − z1,
» ¹ £g¢¤£

λ =
3x1

2 + az1
2

1 − 3bz1
2 − 2ax1z1

.

¾ìÉë� ¹ £ÖÅ#ÀÈÆ?ÀÂ¦¤ÀÂ�4¥#¦C¡h¢¤£&¥#�h�PÅ#£\è|¥#£gÅ »�£Ö¥#£g£gÅ ��� Ã#¦¤£Ö�h� ¹ £g¢YÉq�4¢¤�·Ã#Äê¡_£hË ¸ �(�4Ç/��¡hÀÂ¥�¦¤Ã#Ò ¹
Éq�4¢¤�ÕÃ#Äê¡h£�»�£ ¹ ¡RÆ4£D���Í¢¤£gÒF¡hÄÂÄô¦¤�4��£¼ÉT¡hÒ\��¦Á¡hÇ8�4Ã/�®� ¹ £

p
Ó.¡hÅ#ÀÂÒ�� ¹ £g�4¢:�P�hÉA£gÄÂÄÂÀÂ /��ÀÈÒ¼ÒgÃ#¢:Æ4£g¦gÜ8¦¤£g£

� f?2 � Éq�4¢�ÉqÃ#¢:� ¹ £g¢®Å#£\��¡hÀÂÄÂ¦gËf÷2£\�

E1(Z� NsZ) := {P ∈ E(Z� NsZ) : P
¢¤£gÅ#Ã#Òg£g¦®���

(0 : 1 : 0)
ÀÂ¥
E(Z� NZ)}.

¸º¹ Ã#¦gÜ|Éq�4¢®¡h¥Q£gÄÂ£g��£g¥��
(x : y : z) ∈ E1(Z� NsZ)

ÀÈ� ¹ �4ÄÂÅ#¦�� ¹ ¡_�
N | x,N | z

¡h¥#Å
N - y

ËÖÝ
ð��4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢�� ¹ £¼£gÄÂÄÈÀÂ /��ÀÈÒÁÒgÃ#¢:Æ4£

z = x3 + axz2 + bz3 �RÆ�£g¢ Z� NsZ
Ë æ ÀÈÆ�£g¥P¡h¥��

x
»®ÀÈ� ¹

N | x
Þ�Ä î�è@�'èïí]ò�õ'äÖñ�á�î�ò�ã�î

N3 | z
ù



�K��� ¦¢§a¨!©�ªT«
¬T�¨!®�ª�§9¨¢ª¾t  � ®}� ¨!®;	�ì¬�©�¼��&>ª¿¼���©RÀ·®ú§ " 
Z/NsZ

4 ,

»�£ëè|¥#ÅÑ¡·Ã#¥#ÀÂÛ�Ã#£ë¦¤�4ÄÂÃ/��ÀÂ�4¥C» ¹ £g¢¤£
N | z

Ëf¾ì� ¹ ¡h¦º� ¹ £DÉq�4¢¤���

w(x) = x3 + ax7 + bx9 + 2a2x11 + 5abx13 + (5a3 + 3b2)x15 + 21a2bx17 + · · ·

ånÉq�4¢Á£�Ø#¡h�� #ÄÂ£³¦¤�4ÄÈÆ?ÀÂ¥#ÔÍ� ¹ £³£gÛ�Ã|¡_��ÀÂ�4¥ÑÇ��QÀÈ��£g¢�¡_��ÀÂ�4¥ ç Ëºò?ÀÂ¥#Òg£
N | x

� ¹ £�Ô4ÀÈÆ4£g¥Ñ¦¤Ã#�
w(x)

ÀÂ¦
è|¥#ÀÈ��£DÀÂ¥ Z� NsZ

¡h¥#Å
N3 | w(x)

Ë
÷2£\�

ψ : N(Z� NsZ) → E1(Z� NsZ)
»®ÀÈ� ¹

x 7→ (x : 1 : w(x))
Ë ¸º¹ £¿ÀÂ�Y¡hÔ4£f�hÉ/� ¹ £¿¦¤Ã#Ç#Ô4¢¤�4Ã# 

N j(Z� NsZ)
Ã#¥#Å#£g¢

ψ
ÀÂ¦�� ¹ £ë¦¤Ã#Ç#Ô4¢¤�4Ã# 

Ej(Z� NsZ) = {(x : 1 : z) ∈ E1(Z� NsZ) : N j|x
¡h¥#Å

N 3j|z}

�hÉ
E1(Z� NsZ)

Ë i Ç�Æ?ÀÂ�4Ã#¦¤ÄÈ�4Ü Es(Z� NsZ) = (0 : 1 : 0).
¸º¹ £Õ�Y¡h 

ψ
ÀÂ¦�Ç#À ¹:£gÒ\��ÀÈÆ4£Õ¡h¥#Å ¹ ¡h¦

Òg£g¢:��¡hÀÂ¥ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ� #¢¤�4 6£g¢:��ÀÂ£g¦gËÍó�ÄÈ� ¹ �4Ã#Ô ¹ ÀÈ�ëÀÂ¦D¥#�h�³¡yÔ4¢¤�4Ã#  ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈ¦¤��ÀÈ��¦¤£gÄÈÉ
Éq�4¢³¡hÄÂÄ

s
Ü7ÀÈ�³ÀÂ¥#Å#Ã#Òg£g¦�¡yÔ4¢¤�4Ã#  ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂ¦¤�×Éq¢¤�4�

N j(Z� NsZ)/N j+1(Z� NsZ)
���y� ¹ £

Ô4¢¤�4Ã# 
Ej(Z� NsZ)/Ej+1(Z� NsZ)

Ë<¾�¥Q |¡h¢:��ÀÂÒgÃ#Äê¡h¢gÜ�»�£ëÔ4£\�

|Ej(Z� NsZ)| = N · |Ej+1(Z� NsZ)|

Éq�4¢º¡hÄÂÄ
1 ≤ j ≤ s− 1

Ë�/Á£g¥#Òg£
|E1(Z� NsZ)| = N s−1 Ë�ºÁ�h��£¼� ¹ ¡_��Éq�4¢ s = 2

»�£D�4Ç/��¡hÀÂ¥P¡h¥
ÀÂ¦¤�4���4¢¤  ¹ ÀÂ¦¤��Ç6£\��»�£g£g¥ Z� NZ

¡h¥#Å
E1(Z� N2Z)

Ë
ºÁ�R»	»�£�ÒF¡h¥ÖÔ4ÀÈÆ4£�¡h¥&£�Ø/ #ÄÂÀÂÒgÀÈ�ÁÉq�h¢��ÕÃ#Äê¡·Éq�h¢Á� ¹ £�¦¤Ã#�×�hÉ`� ¹ £Õ 8�4ÀÂ¥���¦

(x1 : 1 : w(x1))
¡h¥#Å

(x2 : 1 : w(x2))
Ë ¸º¹ £ë¦¤Ã#��ÀÂ¦�� ¹ £ë 6�4ÀÂ¥��

(x3 : 1 : w(x3))
» ¹ £g¢¤£

x3 = (x1 + x2) + a(−2x1x2
4 − 4x1

2x2
3 − 4x1

3x2
2 − 2x1

4x2)

+b(−3x1x2
6 − 9x1

2x2
5 − 15x1

3x2
4 − 15x1

4x2
3 − 9x1

5x2
2 − 3x1

6x2)
å�I#Ë.- ç

+a2(−2x1x2
8 + 8x1

3x2
6 + 16x1

4x2
5 + 16x1

5x2
4 + 8x1

6x2
3 − 2x1

8x2) + · · · .

ó�¦Õ¡hÄÂ¢¤£F¡hÅ/�Ö��£g¥���ÀÂ�4¥#£gÅôÜ
E(Z� NsZ)

ÀÂ¦³¡yè|¥#ÀÈ��£ÍÔ4¢¤�4Ã# �»®ÀÈ� ¹ ÀÂÅ#£g¥���ÀÈ���
(0 : 1 : 0)

ËQò?ÀÂ¥#Òg£
E1(Z� NsZ)

ÀÂ¦º� ¹ £D½4£g¢¤¥#£gÄÊ�hÉ7� ¹ £ë¢¤£gÅ#Ã#Ò\��ÀÂ�4¥y�Y¡h PÉq¢¤�4�
E(Z� NsZ)

���
E(Z� NZ)

Ü#»�£ëÔ4£\�

|E(Z� NsZ)| = |E1(Z� NsZ)| · |E(Z� NZ)|

= N s−1 · |E(Z� NZ)|.

Ì �4¢2� ¹ £�Å#£g¦¤Òg¢¤ÀÂ /��ÀÂ�4¥��hÉ#� ¹ £¿Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£F��¦AÀÂ¥³� ¹ £<Éq�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÂ¥#Ô®¦¤£gÒ\��ÀÂ�4¥#¦7»�£�¥#£g£gÅ�����Òg�4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢



�K� �r¶ ����t  � ®}� ¨!®;	�ì¬�©�¼���U½%�®  � ®���©T�E@���&�(� 4 G

� ¹ £� 6�4ÀÂ¥���¦
Pi = (Ni : 1 : 0)

�4¥
E(Z� N2Z)

Ë ¸º¹ £\�·¡h¢¤£�¡h¥ÕÀÂ�� 6�4¢:��¡h¥��7ÉT¡h��ÀÂÄé�ë�_É8 6�4ÀÂ¥���¦A�4¥
E(Z� N2Z)

Ë ¸ ��Òg�4�� #Ã/��£
m ·Pi

»�£ ¹ ¡FÆ�£®����Ã#¦¤£Á� ¹ £�¡hÇ6�RÆ�£�ÏfÛ�Ã|¡_��ÀÂ�4¥:I#Ë.-Á¦¤ÀÂ¥#Òg£�Å#ÀÈÆ?ÀÂ¦¤ÀÂ�4¥#¦
¡h¢¤£C¥#�h�ÍÅ#£\è|¥#£gÅôË�öp£PÔ4£\�Õ� ¹ ¡_�

mPi = Pmi
Ë ò?ÀÂ��ÀÂÄÂ¡h¢¤Äé�4ÜA» ¹ £g¥ »��4¢¤½�ÀÂ¥#ÔÖÀÂ¥

E(Z� NsZ)»�£YÃ#¦¤£Í� ¹ £� 6�4ÀÂ¥��
P1 = (N : 1 : w(N))

ÜA¡h¥#ÅpÒg�h�� #Ã/��£
mP1

¡h # #ÄÈ�?ÀÂ¥#ÔQÏfÛ�Ã|¡_��ÀÂ�4¥�I#Ë.-4Ë
Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ#ÀÈ�®Òg¡h¥QÇ6£ë¦ ¹ �R»®¥Q� ¹ ¡_�

N s−1P1 = (0 : 1 : 0).

�(+C* ÂzÁP°Åw ¯\¯ ² 6P¶ ² ¨^8Ë¸�1;ÃÕ°ÆZ ±³² ¯\¯ ² °]1µ�C¨3ÁP°®´µ°

¾�¥�� ¹ ÀÂ¦<¦¤£gÒ\��ÀÂ�4¥Í� ¹ £Á£gÄÂÄÂÀÂ /��ÀÈÒºÒgÃ#¢:Æ4£¼ÎA¡hÀÂÄÂÄÈÀÈ£g¢f¦¤Ò ¹ £g��£�Ç��Yò6Ë æ ¡hÄÂÇ#¢�¡hÀé� ¹ »®ÀÂÄÂÄ#Ç8£Á¦¤Ã#���Y¡h¢¤ÀÂ¦¤£gÅôË
¾ì�AÀÂ¦7¡®¥|¡_��Ã#¢�¡hÄ�Ô4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦�¡_��ÀÂ�h¥ë�hÉ|ÎA¡hÀÂÄÂÄÂÀÈ£g¢ Å ¦2 #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ¦:��ÀÂÒhÜ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒf #Ã#Ç#ÄÈÀÂÒ<½h£\�³Òg¢:�? ?Ó
���4¦:�?¦:��£g�1� H c � ���¼£gÄÂÄÂÀÈ /��ÀÂÒ<ÒgÃ#¢:Æ�£g¦f�RÆ�£g¢`¢¤ÀÂ¥#Ô4¦gË ¸º¹ ÀÂ¦`¦¤Ò ¹ £g��£�ÓÊ¡h¦A»�£gÄÂÄ/¡h¦`ÀÈ��¦AÔ4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦�¡_��ÀÂ�4¥#¦
� ¹ ¡_�®»�£³»®ÀÂÄÂÄô #¢¤£g¦¤£g¥��¼ÀÂ¥Ñò?£gÒ\��ÀÂ�4¥�I#Ë G ¡h¥#Å I#Ë I·Ó ¹ ¡FÆ4£³£�Ø#¡hÒ\��ÄÈ�P� ¹ £³ #¢¤�4 6£g¢:��ÀÂ£g¦®¥#£g£gÅ#£gÅÑÉq�4¢
�4Ã#¢® #¢¤�h����Òg�4ÄÂ¦ºÒg�4¥#¦:��¢¤Ã#Ò\��£gÅÑÀÂ¥P� ¹ £ëÄê¡h¦:�®Ò ¹ ¡h /��£g¢gË
ò?£g£X� I ,�� Éq�4¢ëÅ#£\��¡hÀÂÄÂ¦ë¡h¥#Åp¦¤£g£Pò?£gÒ\��ÀÂ�4¥9I#Ë.-ÍÉq�4¢³¦¤�4�Í£��Y¡_� ¹ £g�Y¡_��ÀÈÒF¡hÄAÉT¡hÒ\��¦�¡hÇ6�4Ã/�³£gÄÂÄÂÀÂ /��ÀÈÒ
ÒgÃ#¢:Æ4£g¦��RÆ4£g¢®¢¤ÀÂ¥#Ô4¦®¡h¥#ÅÑ¡hÇ8�4Ã/�®� ¹ £

p
Ó.¡hÅ#ÀÂÒ�� ¹ £g�4¢:�P�hÉA£gÄÂÄÂÀÂ /��ÀÈÒ¼ÒgÃ#¢:Æ4£g¦gË

Ø (h$=7�()��(T��BD	���
��Û
¸ ��Ô4£g¥#£g¢�¡_��£³¡·½h£\�

•
Òg�4�� #Ã/��£ë¡Í����Å#Ã#ÄÂÃ#¦

N = pq
¡h¦Á¡· #¢¤�?Å#Ã#Ò\�Á�hÉ7��»��� #¢¤ÀÂ��£g¦

p, q > 3
Ë

•
ð ¹ �?�h¦�£Í¡C¢�¡h¥#Å#�4��£gÄÂÄÂÀÈ /��ÀÂÒ³ÒgÃ#¢:Æ�£

E : y2z = x3 + axz2 + bz3 ��Æ4£g¢ Z� NZ
ÜôÀHË�£hËÈÜ

gcd(N, 6(4a3 + 27b2)) = 1
Ë

÷2£\�
M = |E(Fp)| · |E(Fq)|

Ç6£D� ¹ £D�4¢¤Å#£g¢®�hÉ
E(Z� NZ)

Ë ¸º¹ £g¥Ñ½�¥#�R»®ÄÂ£gÅ#Ô4£ë�hÉ
M
ÀÂ¦

 6�4ÄÈ�?¥#�4��ÀÂ¡hÄ�Óì��ÀÈ�Í£·£gÛ�Ã#ÀÈÆh¡hÄÂ£g¥��³���Q½�¥#��»®ÄÂ£gÅ#Ô4£��hÉ�� ¹ £ÍÉT¡hÒ\���4¢¤ÀÂ¦�¡_��ÀÂ�h¥��hÉ
N = pq

åq¦¤£g£
� I ,�� ç Ë Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ|ÀÈÉ

p, q
¡h¢¤£ë½�¥#��»º¥Ñ� ¹ £g¥

M
ÒF¡h¥ÑÇ8£³Òg�4�� #Ã/��£gÅQÀÂ¥Q 6�4ÄÈ�?¥#�h��Àê¡hÄ

��ÀÂ��£¼Ã#¦¤ÀÂ¥#Ô·� ¹ £�ò?Ò ¹ ���hÉêÓ�óº��½�ÀÂ¥?Ó.ÏfÄÈ½�ÀÂ£g¦®¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ � åq¦¤£g£³£hË¤Ô#Ë÷��-�- � ç Ë

•
ð ¹ �?�h¦�£�¡P 8�4ÀÂ¥��

Q = (x : y : z)
»ºÀÈ� ¹

ord(Q)|M
ÀÈ¥
E(Z� N2Z)

ËÍò?ÀÂ¥#Òg£·»�£ ¹ ¡FÆ�£
|E(Z� N2Z)| = MN

åq¦¤£g£íò?£gÒ\��ÀÂ�4¥AI#Ë.- ç Ü�� ¹ ÀÂ¦Y 6�4ÀÂ¥��CÒF¡h¥�Ç6£QÉq�4Ã#¥#Å'Ç��"��¡h½�ÀÂ¥#Ô ¡
¢�¡h¥#Å#�4�  8�4ÀÂ¥��

Q′ = (x′ : y′ : z′) ∈ E(Z� N2Z)
¡h¥#ÅQ¦¤£\�¤��ÀÂ¥#Ô

Q = NQ′ Ë
÷2£\�

P1 := (N : 1 : 0) ∈ E(Z� N2Z)
Ë



�K� �r¶ ����t  � ®}� ¨!®;	�ì¬�©�¼���U½%�®  � ®���©T�E@���&�(� 4�I

¸º¹ £¼ #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ�½h£\�CÒg�4¥#¦¤ÀÂ¦:��¦��hÉ2� ¹ £¼���?Å#Ã#ÄÂÃ#¦
N
åT¡h¥#Å ¹ £g¥#Òg£¼� ¹ £¼ 8�4ÀÂ¥��

P1
ç Ü�� ¹ £¼Òg�?£'¥�ÒgÀÂ£g¥���¦

(a, b)
�hÉ7� ¹ £ë£gÄÂÄÂÀÈ /��ÀÈÒ¼ÒgÃ#¢:Æ�£hÜ8¡h¥#Åy� ¹ £ë 6�4ÀÂ¥��

Q
Ë

¸º¹ £³¦¤£gÒg¢¤£\�Á½4£\�yÀÈ¦º� ¹ £ë�4¢¤Å#£g¢
M
�hÉA� ¹ £ëÔ4¢¤�4Ã# 

E(Z� NZ)
Ë

ó�¦Õ¡hÄÂ¢¤£F¡hÅ/�í��£g¥���ÀÂ�4¥#£gÅpÀÂ¥ ò?£gÒ\��ÀÂ�4¥�I#Ë.-YÀÈ� ¹ �4ÄÂÅ#¦ë� ¹ ¡_�
mP1 = Pm = (mN : 1 : 0)

Éq�4¢
0 ≤ m < N

Ë¿ò?ÀÂ¥#Òg£

(m+N)P1 = ((m+N)N : 1 : 0) = (mN : 1 : 0) ∈ E(Z� N2Z)

»�£�ÒF¡h¥·¡hÄÂ¦¤��Å#£\è|¥#£
mP1 = Pm

Éq�4¢
m ∈ Z� NZ

Ë ¸º¹ ÀÂ¦`ÀÂ¦A¡hÄÂ¦¤�ÁÆh¡hÄÂÀÂÅëÉq�4¢7� ¹ £�Ô4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦�¡_��ÀÂ�4¥#¦
Ô4ÀÈÆ4£g¥QÀÂ¥P� ¹ £DÉq�hÄÂÄÂ�R»®ÀÂ¥#ÔÕ¦¤£gÒ\��ÀÂ�4¥#¦gË
<>���?��$��%	���
��Û
¸ ��£g¥#Òg¢:�? /�¼¡Í��£g¦¤¦�¡hÔ4£

m ∈ Z� NZ
Ò ¹ �?�4¦¤£�¡Í¢�¡h¥#Å#�4� ÀÈ¥���£gÔ4£g¢

1 ≤ r < N
¡h¥#ÅQÒg�4�� #Ã/��£

� ¹ £ë 6�4ÀÂ¥��
C = rQ+mP1 = rQ+ Pm.

¸º¹ £³ÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�ÁÀÂ¦�� ¹ £ë 6�4ÀÂ¥��
C ∈ E(Z� N2Z)

Ë
@C()�?��$��%	���
��Û
¸ ��Å#£gÒg¢:�? /�Á� ¹ £ëÒgÀÂ  ¹ £\¢¤��£�Ø?�

C
Ã#¦¤£ë� ¹ £ë¦¤£gÒg¢¤£\��½h£\�

M
���ÍÒg�4�� #Ã/��£

MC = r (MQ)︸ ︷︷ ︸
O

+MPm = PmM = (mMN : 1 : 0).

æ ÀÈÆ4£g¥ � ¹ £
x
Ó�Òg�?�4¢¤Å#ÀÂ¥|¡_��£

mMN
ÀÂ¥���£g¢¤ #¢¤£\��£gÅ*ÀÂ¥

Z
»�£ ÒF¡h¥*Å#ÀÈÆ?ÀÂÅ#£ Ç��

N
���'�4Ç/��¡hÀÂ¥

mM ∈ Z� NZ
¡h¥#Å"� ¹ £g¥��ÕÃ#ÄÈ��ÀÂ #Äé� Ç��(� ¹ £QÀÂ¥�Æ4£g¢¤¦¤£Ñ�hÉ

M mod N
���p¢¤£gÒg�RÆ�£g¢�� ¹ £Ñ��£g¦.Ó

¦�¡hÔ4£
m ∈ Z� NZ

Ëyå!ºÁ�h��£·� ¹ ¡_�¼»�£ ¹ ¡FÆ4£ Z� NZ ' E1(Z� N2Z)
¡h¦D��£g¥���ÀÂ�4¥#£gÅÖÀÂ¥�ò?£gÒ\��ÀÂ�4¥

I#Ë.-4Ë ç
��
��
������ ���!�0[S����l(T��	�$lÛ
¸º¹ ÀÂ¦¿¦¤Ò ¹ £g��£�ÀÂ¦¿¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÈÆ4£gÄÈ� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒº¦¤ÀÂ¥#Òg£ÁÔ4ÀÈÆ�£g¥�£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥#¦

C1 = r1Q+m1P1
�hÉ

m1
¡h¥#Å

C2 = r2Q+m2P1
�hÉ
m2

¡h¥�£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥
(C1+C2) = (r1+r2)Q+(m1+m2)P1

�hÉ
(m1+m2)

ÒF¡h¥ÕÇ6£�Òg�4�� #Ã/��£gÅV¹:Ã#¦:�`Ç��Õ¡hÅ#Å#ÀÂ¥#ÔÁ� ¹ £�ÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?��¦
C1
¡h¥#Å

C2
Ë3/Á£g¥#Òg£hÜ4»�£�ÒF¡h¥

Å#£\è|¥#£¼� ¹ £D¡hÄÈÔ4�4¢¤ÀÈ� ¹ ��óºÅ#Åy¡h¦�ó®Å#Å
(E(m1), E(m2)) := E(m1) +E(m2) = E(m1 +m2)�4¢®¡h¦

óºÅ#Å
(E(m1), E(m2)) := E(m1) + E(m2) + r′Q = E(m1 +m2)



�K� �r¶ ����t  � ®}� ¨!®;	�ì¬�©�¼���U½%�®  � ®���©T�E@���&�(� 4?4

»®ÀÈ� ¹
1 ≤ r′ < N

ÀÂ¥Í�4¢¤Å#£g¢<���³Ç#ÄÂÀÂ¥#ÅÕ� ¹ £Á¢¤£g¦¤Ã#ÄÈ�FË<ò?ÀÂ¥#Òg£º� ¹ £Á��£g¦¤¦�¡hÔ4£®¦¤£\�
M

£gÛ�Ã|¡hÄÂ¦ Z� NZ� ¹ £¼Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g� ÀÂ¦�¡hÄÈ¦���¦¤ÒF¡hÄê¡h¢ ¹ �4�Í�4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ�¡h¥#ÅY� ¹ £D¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ ��áQÀéØ/£gÅ?Ó:áQÃ#ÄÈ��ÒF¡h¥CÇ6£
ÀÂ�� #ÄÂ£g�Í£g¥���£gÅ�Ã#¦¤ÀÂ¥#ÔÑ¢¤£g 8£F¡_��£gÅ#ÄÈ�í� ¹ £Y¡hÄÂÔ4�4¢¤ÀÈ� ¹ ��ó®Å#Å ¡h¥#Åp¦¤�4��£�Ç#ÄÂÀÂ¥#Å#ÀÂ¥#ÔQ¡hÄÂÔ4�4¢¤ÀÈ� ¹ � ¡h¦
¡hÄÂ¢¤£F¡hÅ/�C��£g¥���ÀÂ�4¥#£gÅyÀÂ¥Ñð ¹ ¡h /��£g¢ , Ë
� ()��BK���CL%Óú��Ó!�EÓ Ì �4¢2£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥³»�£¿�ÕÃ#¦:�7Ô4Ã|¡h¢�¡h¥���£g£f� ¹ ¡_�Ê� ¹ £¿¢�¡h¥#Å#�4�jÆh¡hÄÈÃ#£

r
ÀÂ¦ÊÒ ¹ �4¦¤£g¥

Éq¢¤�4�!¡�¦¤£\�f� ¹ ¡_�fÀÂ¦AÄê¡h¢¤Ô4£�£g¥#�4Ã#Ô ¹ Ü�ÀHË¤£hËÈÜh»�£ºÒ ¹ �?�4¦¤£
r ∈ {1, . . . , N−1}

Ë7ö ¹ £g¥�¡hÅ#Å#ÀÂ¥#Ô���»��
ÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?��¦

C1 = r1Q+m1P1
¡h¥#Å

C2 = r2Q+m2P1
»�£¼��ÀÂÔ ¹ �¿�4Ç/��¡hÀÂ¥C¡³Æ_¡hÄÂÃ#£

r1 + r2» ¹ ÀÂÒ ¹ ÀÂ¦ÁÄê¡h¢¤Ô4£g¢®� ¹ ¡h¥
N − 1

ËÁöp£�ÒF¡h¥&ÀÂÔ4¥#�4¢¤£ë� ¹ ÀÂ¦¼¡h¦�ÄÂ�4¥#ÔC¡h¦ÁÉq�4¢®� ¹ £Õ¦¤�C�4Ç/��¡hÀÂ¥#£gÅÑ¥#£\»
ÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�

C
ÀÈ� ¹ �4ÄÂÅ#¦f� ¹ ¡��

C 6= (mN : 1 : 0)
Ü�» ¹ ÀÂÒ ¹ ÒF¡h¥Y£F¡h¦¤ÀÂÄÈ�ÕÇ6£®Æ4£g¢¤ÀÈè|£gÅôË i � ¹ £g¢:»®ÀÂ¦¤£»�£ ¹ ¡FÆ�£Á���ÕÇ#ÄÂÀÂ¥#ÅÍ� ¹ £���£g¦¤¦�¡hÔ4£g¦�Ç��C¡hÅ#Å#ÀÂ¥#Ô

r′Q
» ¹ £g¢¤£

r′ ∈ {1, . . . , N − 1}
ÀÂ¦¿¢�¡h¥#Å#�4��ÄÈ�

Ò ¹ �4¦¤£g¥ôËQö ¹ £g¥ Ã#¦¤ÀÂ¥#ÔQ� ¹ £ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ· #¢¤�4 6£g¢:����ÀÂ¥�� ¹ £�Éq�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÈ¥#Ô åqÀHË¤£hËÈÜ`¡hÄÂ¦¤�QÀÂ¥�� ¹ £
Ô4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦�¡_��ÀÂ�4¥#¦ ç � ¹ ÀÂ¦ºÒ ¹ £gÒ�½yÀÂ¦®¡hÄÈ»�¡F�?¦®ÀÂ�� #ÄÈÀÈÒgÀÈ��Äé�YÀÂ¥#ÒgÄÂÃ#Å#£gÅôË

¸º¹ £³¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ���y¡h¥|¡hÄÈ�?¦¤ÀÂ¦ºÀÂ¦�Æ4£g¢:�y¦¤ÀÂ��ÀÂÄÂ¡h¢¿���Í� ¹ ¡_�®�hÉ`ÎA¡hÀÂÄÂÄÂÀÈ£g¢ Å ¦��4¢¤ÀÂÔ4ÀÂ¥|¡hÄ6¦¤Ò ¹ £g��£hË�ºÁ�h��£D� ¹ ¡_�
� ¹ £Ñ£gÄÂÄÂÀÈ /��ÀÈÒPÒgÃ#¢:Æ�£

E
ÀÂ¥(� ¹ ÀÂ¦�¦¤Ò ¹ £g��£ÑÀÂ¦�Ò ¹ �4¦¤£g¥'¢�¡h¥#Å#�4��ÄÈ�4ËÚ/Á£g¥#Òg£hÜ®ÀÈ�YÅ#��£g¦Y¥#�h�CÄÂ£F¡h½

¡h¥��Ñ£�Ø?��¢�¡PÀÂ¥/Éq�4¢¤�Y¡���ÀÈ�4¥Q���P¡h¥í¡hÅ/Æ4£g¢¤¦�¡h¢:�Ñ» ¹ ÀÂÒ ¹ »��4Ã#ÄÂÅ ¹ £gÄÂ &���YÉT¡hÒ\���4¢¤ÀÂ¦¤£
N
Ë³/Á£g¢¤£hÜK� ¹ £

¦¤£g�Y¡h¥���ÀÂÒÖ¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ���	åT¡h¦PÅ#£\è|¥#£gÅkÀÂ¥ � I?I � ç ÀÂ¥�� ¹ £ÖÒF¡h¦¤£í�hÉ³ |¡h¦¤¦¤ÀÈÆ4£�¡hÅ/Æ4£g¢¤¦�¡h¢¤ÀÂ£g¦yÅ#£g 8£g¥#Å#¦
�4¥p� ¹ £ ¹ ¡h¢¤Å#¥#£g¦¤¦·�_Éº� ¹ £YÉq�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÈ¥#ÔQ #¢¤�4Ç#ÄÂ£g� » ¹ ÀÂÒ ¹ »�£CÒF¡hÄÂÄ<� ¹ £\�'Õ;ÕÖ� �
�!� ���'� ����� L � �;Õ;ÕÖ���'�
� ��� � £V�
�!��� � � æ ÀÈÆ4£g¥&¡Í 6�4ÀÂ¥�� Q ∈ E(Z� N2Z)

�hÉf�4¢¤Å#£g¢ÁÅ#ÀÈÆ?ÀÂÅ#ÀÂ¥#Ô
|E(Z� NZ)|

» ¹ £g¢¤£
N
ÀÂ¦

� ¹ £� #¢¤�?Å#Ã#Ò\�`�hÉ|�.»��¼Äê¡h¢¤Ô4£� #¢¤ÀÂ��£g¦gÜ4¡h¥#ÅÕÔ4ÀÈÆ4£g¥Í¡�¢�¡h¥#Å#�4�	 6�4ÀÂ¥��
C ∈ E(Z� N2Z)

Å#£\��£g¢¤��ÀÂ¥#£
» ¹ £\� ¹ £g¢

C
ÄÂÀÂ£g¦ºÀÂ¥P� ¹ £ë¦¤Ã#Ç#Ô4¢¤�4Ã# QÔ4£g¥#£g¢�¡_��£gÅQÇ��

Q
Ë

ºÁ�h��£�� ¹ ¡���� ¹ ÀÈ¦ ¹ ¡h¢¤Å#¥#£g¦¤¦Í¡h¦¤¦¤Ã#�� /��ÀÂ�4¥ ¦¤ÄÂÀÂÔ ¹ ��ÄÈ�ÖÅ#ÀÈßK£g¢¤¦³Éq¢¤�4� L � �;Õ;ÕÖ���'�NÇ � � ��� � £V�
�!��� � ÜAÀÂ¥
» ¹ ÀÂÒ ¹'¹ £Ö¡h¦¤¦¤Ã#��£g¦Y� ¹ £ ¹ ¡h¢¤Å#¥#£g¦¤¦P�hÉD� ¹ £ÑÉq�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÈ¥#Ôp #¢¤�4Ç#ÄÂ£g��� æ ÀÈÆ4£g¥

N = pq
¡h¥#Å'¡

¥�Ã#�·Ç8£g¢
c
� ¹ ¡_�DÀÂ¦�£gÀÈ� ¹ £g¢¼¢�¡h¥#Å#�4��ÀÂ¥

(Z� N2Z)∗
�4¢¼¡C¢�¡h¥#Å#�4�

N
Å � ¹  6�R»�£g¢DÀÈ¥

(Z� N2Z)∗Å#£gÒgÀÂÅ#£D» ¹ £\� ¹ £g¢
c
ÄÂÀÂ£g¦ºÀÂ¥P� ¹ £ë¦¤Ã#Ç#Ô4¢¤�4Ã# Q�hÉ

N
Å � ¹  6�R»�£g¢¤¦gË

¾ì�¼ÀÂ¦Á 6�4¦¤¦¤ÀÂÇ#ÄÂ£ë���C¡h # #ÄÈ�Q¦:��¡h¥#Å|¡h¢¤Å&��£\� ¹ ��Å#¦Á���Y�4Ç/��¡hÀÂ¥Ñ���4¢¤£³¢¤�4Ç#Ã#¦:�¼¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ���Ñ #¢¤�4 8£g¢:��ÀÂ£g¦
Éq¢¤�4� ¡p¦¤£g�Y¡h¥���ÀÂÒF¡hÄÂÄé� ¦�£\ÒgÃ#¢¤£ÖÒg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g�QË Ì �4¢�ÀÂ¥#¦:��¡h¥#Òg£hÜºÀÂ¥Ô� H?e�� ¡�Òg�4¥#¦:��¢¤Ã#Ò\��ÀÂ�4¥�ÀÂ¦
Å#£g¦¤Òg¢¤ÀÂÇ6£gÅÖ» ¹ ÀÂÒ ¹ Òg�4¥�Æ4£g¢:��¦ëÎ`¡hÀÂÄÂÄÈÀÈ£g¢ Å ¦�¦¤Ò ¹ £g��£Õ¦¤�C� ¹ ¡_�DÀÈ��ÀÂ¦¼¦¤£g��¡h¥���ÀÂÒF¡hÄÂÄé�y¦¤£gÒgÃ#¢¤£Í¡hÔ�¡hÀÂ¥#¦:�
¡h¥Ñ¡hÅ|¡h /��ÀÈÆ4£DÒ ¹ �4¦¤£g¥ÑÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?��¡_�¤��¡hÒ�½YÀÂ¥P� ¹ £ë¢�¡h¥#Å#�4� �4¢�¡hÒgÄÂ£D�Í�?Å#£gÄHË
ò?£g£:� I ,�� Éq�4¢�ÉqÃ#¢:� ¹ £g¢º¦�£\ÒgÃ#¢¤ÀÈ�.�PÅ#ÀÂ¦¤ÒgÃ#¦¤¦¤ÀÂ�4¥#¦®�4¢�Éq�4¢º£�Ø#¡h�� #ÄÂ£g¦gË



�K�}h	�ÉÈ ��§���©&%  ®�&%D¨!®;ª�§ ª�W�¨s���£t  � ®}� ¨!®�	�ì¬�©�¼���U½%�®  � ®���©T�EI���C�(� 4 H

�(+@j § Ê×°®«P°]1 ± ¯ ² ¶ ± ¶ ² ¬Õ« ¬SÀ)¶�ÁP°Ëw ¯\¯ ² 6P¶ ² ¨48Ë¸�1;ÃÕ°ÌZ ±³² ¯\¯ ² °]1
�Y¨3ÁP°®´µ°

¾�¥Õ¡Á¦¤ÀÂ��ÀÂÄÂ¡h¢ô»�¡F��¡h¦Aã¼¡h��Ô�îh¢¤Å�¡h¥#Å·ÚhÃ#¢¤ÀÂ½k� G 2 � ¹ ¡RÆ4£�Ô4ÀÈÆ4£g¥Õ¡®Ô4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦�¡_��ÀÂ�4¥ë�hÉ/� ¹ £��4¢¤ÀÂÔ4ÀÈ¥|¡hÄ
ÎA¡hÀÂÄÂÄÂÀÈ£g¢ë¦¤Ò ¹ £g��£Y���&�Y¡h½h£YÀÈ�����4¢¤£YÀÂ¥���£g¢¤£g¦:��ÀÂ¥#ÔQÉq�4¢Õ¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÂ�h¥#¦ æ ¡hÄÂÇ#¢�¡hÀÈ� ¹ Ô4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦¤£gÅ
� ¹ £�Ï¿ð�Î¿ò � I ,�� Ë�/ÁÀÈ¦¿Ô4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦�¡_��ÀÈ�4¥·Éq�4¢f� ¹ £Á£gÄÂÄÂÀÈ /��ÀÈÒºÒgÃ#¢:Æ4£�ÒF¡h¦¤£Á»®ÀÂÄÂÄ#Ç8£Á #¢¤£g¦¤£g¥���£gÅCÀÂ¥Í� ¹ ÀÂ¦
¦¤£gÒ\��ÀÂ�4¥·¡h¥#Å·Äê¡_��£g¢7�4¥�»�£�»®ÀÂÄÂÄ�Ô4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦¤£�ÀÈ�7ÉqÃ#¢:� ¹ £g¢7���D¡Á� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅ�Æ�£g¢¤¦¤ÀÂ�4¥ôË Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ
»�£Á»®ÀÂÄÂÄ#Ô4ÀÈÆ4£Á¡ëÄÂ£g¥#Ôh� ¹ ÓÆÃ|£�Ø/ÀÂÇ#ÄÂ£ºÆ_¡h¢¤Àê¡h¥��¿�hÉK� ¹ £ÁÔ4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦¤£gÅ�£gÄÂÄÂÀÈ /��ÀÈÒºÒgÃ#¢:Æ4£¼ÎA¡hÀÂÄÂÄÈÀÈ£g¢f¦¤Ò ¹ £g��£hË
¸º¹ £g¦¤£CÔ4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦�¡_��ÀÂ�h¥#¦ëÃ#¦¤£ ¹ ÀÂÔ ¹ £g¢³ 8��»�£g¢¤¦��hÉ

N
¡h¥#Å ¹ ¡RÆ4£YÒg£g¢:��¡hÀÂ¥p¡hÅ/Æh¡h¥���¡hÔ4£g¦Õ¡h¦³ÒF¡h¥

Ç6£·¦¤£g£g¥�ÀÂ¥Ò� G 2 � Ë·ò?�#ÜôÀÂ¥#¦:��£F¡hÅí�hÉ¿Òg�4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢¤ÀÂ¥#ÔC� ¹ £·ÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�ëÔ4¢¤�4Ã# 
E(Z� N2Z)

»�£Í¥#�R»
Òg�4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢�£gÄÂÄÂÀÈ /��ÀÈÒëÒgÃ#¢:Æ4£g¦¼��Æ4£g¢

E(Z� Ns+1Z)
Éq�4¢

s > 0
Ë®¾�¥Q� ¹ ÀÂ¦Á #¢¤�?Òg£g¦¤¦�»�£ ¹ ¡FÆ4£³������¡h½4£

ÒF¡h¢¤£ë�hÉA¦¤Ã#Ç/��ÄÂ£\��ÀÂ£g¦®¢¤£gÄê¡_��ÀÂ¥#Ô����·� ¹ £DÉq�4¢¤�Y¡hÄKÔ4¢¤�4Ã# ôÜ|¦¤£g£Õò?£gÒ\��ÀÂ�h¥�I#Ë.-4Ü�� f?2 � ¡h¥#Å�� I ,�� Ë
Ø (h$=7�()��(T��BD	���
��Û
¸ ��Ô4£g¥#£g¢�¡_��£³¡·½h£\�

•
Ò ¹ �?�4¦¤£&¡����?Å#Ã#ÄÂÃ#¦

N = pq
¡h¦C¡� #¢¤�?Å#Ã#Ò\�C�hÉ��.»��  #¢¤ÀÂ�Í£g¦�Ô4¢¤£F¡_��£g¢�� ¹ ¡h¥ G ¡h¥#Å

Ò ¹ �?�4¦¤£
s > 0

Ë�å ¸º¹ Ã#¦®� ¹ £ë��£g¦¤¦�¡hÔ4£D¦�£��Á»®ÀÂÄÂÄKÇ6£D� ¹ £ëÔ4¢¤�4Ã#  Z� NsZ
Ë ç

•
ð ¹ �?�h¦�£P¡Ñ¢�¡h¥#Å#�4��£gÄÂÄÂÀÂ /��ÀÈÒ�ÒgÃ#¢:Æ4£

E : y2z = x3 + axz2 + bz3 �RÆ�£g¢ Z� NZ
Ü`ÀHË�£hËÈÜ

gcd(N, 6(4a3 + 27b2)) = 1
Ë¿÷2£\�

M = |E(Fp)| · |E(Fq)|
Ë

•
ð ¹ �?�h¦�£·¡� 6�4ÀÂ¥��

Q = (x : y : z)
»®ÀÈ� ¹

ord(Q)|M
ÀÂ¥
E(Z� Ns+1Z)

Ë ¸º¹ ÀÂ¦� 6�4ÀÈ¥��
QÒF¡h¥ÖÇ8£�Éq�4Ã#¥#ÅÖÇ��Q��¡h½�ÀÂ¥#ÔP¡Y¢�¡h¥#Å#�4�� 6�4ÀÂ¥��

Q′ = (x′ : y′ : z′) ∈ E(Z� Ns+1Z)
¡h¥#Å

¦¤£\�¤��ÀÂ¥#Ô
Q = N sQ′ ËÁånöp£ ¹ ¡FÆ4£ |E(Z� Ns+1Z)| = MN s åq¦¤£g£Õò?£gÒ\��ÀÂ�4¥�I#Ë.- ç Ë ç

ºÁ�R»�ÄÈ£\�
P1 := (N : 1 : w(N)) = (N : 1 : N 3 + aN 7 + · · · ) ∈ E(Z� Ns+1Z)

Ë
öp£³��¡_½4£³��£g¢¤��¦�ÀÂ¥Ñ� ¹ £

z
Ó�Òg�?�4¢¤Å#ÀÂ¥|¡_��£³Ã#¥���ÀÂÄ2� ¹ £ÕÅ#£gÔ4¢¤£g£ÕÀÂ¦�Ô4¢¤£F¡���£\¢�� ¹ ¡h¥

s + 1
åq¦¤£g£

ò?£gÒ\��ÀÂ�4¥�I#Ë.- ç Ë i ¥#£ëÒF¡h¥Q¦ ¹ �R» � ¹ ¡_� P1
¹ ¡h¦®�4¢¤Å#£g¢

N s Ü#ÀHË¤£hËÈÜ N sP1 = O
Ë

¸º¹ £· #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒÕ½h£\�&Òg�4¥#¦¤ÀÂ¦:��¦D�hÉ
N, s

ÜK� ¹ £·Òg��£'¥�ÒgÀÂ£g¥���¦
(a, b)

�hÉ<� ¹ £·£gÄÂÄÂÀÈ /��ÀÂÒ³ÒgÃ#¢:Æ�£hÜÊ¡h¥#Å&� ¹ £
 6�4ÀÂ¥��

Q
Ë

¸º¹ £³Òg�4¢¤¢¤£g¦¤ 8�4¥#Å#ÀÂ¥#Ô�¦¤£gÒg¢¤£\��½h£\�yÀÂ¦�� ¹ £ë�4¢¤Å#£g¢
M
�hÉ7� ¹ £ëÔ4¢¤�4Ã# 

E(Z� NZ)
Ë

<>���?��$��%	���
��Û
¸ �ë£g¥#Òg¢:�? /��¡D��£g¦¤¦�¡hÔ4£

m ∈ Z� NsZ
Ò ¹ �?�4¦¤£Á¡¼¢�¡h¥#Å#�4�!ÀÂ¥���£\Ô4£g¢

1 ≤ r < N s ¡_¥#ÅÍÒg�4�� #Ã/��£



�K�}�	�·¶ �K©��&I�
ª  «¹¸º��©Ið®�ª�§Xª�W�¨s���£t  � ®»� ¨!®;	�ì¬�©�¼���U½%�®  � ®���©T�E@���&�(� 4?c

� ¹ £� 8�4ÀÂ¥��
C = rQ +mP1

Ã#¦¤ÀÂ¥#ÔCÏfÛ�Ã|¡_��ÀÂ�4¥�I#Ë.-��hÉ¿ò?£gÒ\��ÀÂ�4¥ I#Ë.-Cåq¦¤ÀÂ¥#Òg£�Å#ÀÈÆ?ÀÂ¦¤ÀÂ�4¥#¦®¡h¢¤£�¥#�h�
Å#£\è|¥#£gÅ ¹ £g¢¤£ ç Ë ¸º¹ £³ÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�ÁÀÂ¦�� ¹ £ë 6�4ÀÂ¥��

C ∈ E(Z� Ns+1Z)
Ë

@C()�?��$��%	���
��Û
¸ ��¢¤£gÒg�RÆ4£g¢®� ¹ £ë��£g¦¤¦�¡hÔ4£

m ∈ Z� NsZ
Òg�4�� #Ã/��£

MC = r(MQ) +mMP1 = mMP1 := m′P1 = (m′N + · · · : 1 : (m′N)3 + · · · ).

¸º¹ £g¥
m′ ∈ Z� NsZ

ÒF¡h¥ÖÇ6£ÕÒg�4�� #Ã/��£gÅÖÀÈ��£g¢�¡_��ÀÈÆ4£gÄÈ�Ñ¡h¥#ÅÖ¡_Én��£g¢¼�ÕÃ#ÄÈ��ÀÂ #Äé�?ÀÂ¥#ÔÍ� ¹ £Õ¢¤£g¦¤Ã#ÄÈ�¼Ç��
M−1 mod N s »�£Í�4Ç/��¡hÀÂ¥Ñ� ¹ £·��£g¦¤¦�¡hÔ4£·¡h¦ m = m′M−1 mod N s Ë#ºÁ�h��£Õ� ¹ ¡_�D�R»®ÀÂ¥#ÔC���
� ¹ £CÉT¡hÒ\�·� ¹ ¡_�·Éq�4¢

s > 2
� ¹ £y�Y¡h 

ψ
ÀÂ¦Õ¥#�h��¡ÖÔh¢��hÃ# (ÀÂ¦¤�4���4¢¤  ¹ ÀÂ¦¤��Ç#Ã/�ÍÀÂ¥#Å#Ã#Òg£g¦Í�4¥#ÄÈ�

� ¹ £DÔ4¢¤�4Ã# CÀÂ¦¤�4���4¢¤  ¹ ÀÂ¦¤��Éq¢¤�4�
N j(Z� NsZ)/N j+1(Z� NsZ)

���
Ej(Z� NsZ)/Ej+1(Z� NsZ)

Ü
Å#ÀÈÆ?ÀÂ¦¤ÀÂ�4¥#¦º¡h¢¤£ë¥#�h�®Å#£\è|¥#£gÅ ¹ £g¢¤£hÜ8¦¤£g£�ò?£gÒ\��ÀÂ�4¥�I#Ë.-4Ë
¸º¹ £ÍÀÈ��£g¢�¡_��ÀÂ�4¥ÖÀÈ¦ë¡h¦DÉq�4ÄÂÄÈ�R»®¦���öp£·»®¢¤ÀÈ��£

m′ =
∑

im
′
iN

i ÀÂ¥Ö��£g¢¤��¦D�hÉ¿ÀÈ��¦DÇ|¡h¦¤£�Ó N ¢¤£g #¢¤£�Ó
¦¤£g¥���¡_��ÀÂ�4¥ôË<÷2£\�®� ¹ £ë 6�4ÀÂ¥��

m′P1 = (x : y : z)
Ç8£ëÔ4ÀÈÆ�£g¥ôË ¸º¹ £

x
Ó�Òg���4¢¤Å#ÀÂ¥|¡_��£D�hÉ7� ¹ ÀÂ¦º 8�4ÀÂ¥��

£gÛ�Ã|¡hÄÂ¦ ∑
im

′
iN

i ·N + · · · = m′
0N +m′

1N
2 + · · · + · · ·

Ëfö�£³ÒF¡h¥QÅ#£\��£g¢¤��ÀÂ¥#£¼� ¹ £DÆh¡hÄÂÃ#£
�hÉ
m′

0

¡h¦
m′

0 = x
N

mod N
Ë`öp£ëÒF¡h¥y� ¹ £g¥Q¦�Ã#Ç/��¢�¡hÒ\�

m′
0P1

Éq¢¤�4�
m′P1

åqÃ#¦¤ÀÂ¥#ÔYÏfÛ�Ã|¡_��ÀÂ�4¥
I#Ë.- ç ���&�4Ç/��¡hÀÂ¥ ¡Q¥#£\»© 8�4ÀÂ¥��

(x : y : z)
Ë Ì ¢¤�4� � ¹ ÀÂ¦� 8�4ÀÂ¥��³»�£CÒF¡h¥ ¢¤£gÒg�RÆ4£g¢

m′
1 = x

N2

mod N
¡h¥#Åy� ¹ £ë #¢¤��Òg£g¦¤¦�ÀÂ¦ºÀÈ��£g¢�¡_��£gÅôË

ºÁ�h��£D� ¹ ¡_�ºÉq�4¢
s = 1

»�£ë�4Ç/��¡hÀÂ¥C� ¹ £ëÇ|¡h¦¤ÀÂÒë£gÄÂÄÂÀÈ /��ÀÈÒ¼ÒgÃ#¢:Æ�£³Î`¡hÀÂÄÂÄÈÀÈ£g¢�¦¤Ò ¹ £g��£hË

i Ç�Æ?ÀÂ�4Ã#¦¤ÄÈ�(� ¹ ÀÂ¦�Ô4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦�¡_��ÀÈ�4¥ ¹ ¡h¦�� ¹ £Ñ¦�¡h��£ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒy #¢¤�4 6£g¢:��ÀÂ£g¦C¡h¦�� ¹ £ÑÇ|¡h¦¤ÀÂÒ¦¤Ò ¹ £g��£hË ¸º¹ ÀÂ¦³��ÀÂ��£ÍÀÈ��¦�¦¤£g�Y¡h¥���ÀÂÒ�¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ�.��ÀÂ¦�Ç|¡h¦¤£gÅ �4¥p� ¹ £P¡h¦¤¦¤Ã#��£gÅ ¹ ¡h¢¤Å#¥#£g¦¤¦·�hÉ�� ¹ £
Éq�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÈ¥#Ôy¡h¦¤¦¤Ã#�� /��ÀÂ�4¥ôÜô» ¹ ÀÂÒ ¹ »�£ÍÒF¡hÄÂÄ ½ � � �'� � ÕÖ�ú���   �'Õ;ÕÖ� �
�!� �0�'� ����� L � �;Õ;ÕÖ���'� � ��� � £V�
�!��� � �
æ ÀÈÆ4£g¥C¡³ 6�4ÀÂ¥��

Q ∈ E(Z� Ns+1Z)
�hÉ2�h¢�Å#£\¢�Å#ÀÈÆ?ÀÂÅ#ÀÂ¥#Ô

|E(Z� NZ)|
» ¹ £g¢¤£

N
ÀÂ¦<� ¹ £� #¢¤�?Å#Ã#Ò\�

�hÉ`��»��YÄê¡h¢¤Ô4£ë #¢¤ÀÂ��£g¦Á¡h¥#ÅÑÔ4ÀÈÆ4£g¥&¡�¢�¡h¥#Å#�4�� 6�hÀÂ¥��
C ∈ E(Z� Ns+1Z)

Å#£\��£g¢¤��ÀÂ¥#£ë» ¹ £\� ¹ £g¢
C
ÄÂÀÂ£g¦ºÀÂ¥P� ¹ £ë¦¤Ã#Ç#Ô4¢¤�4Ã# QÔ4£g¥#£g¢�¡_��£gÅQÇ��

Q
Ë

�(+�� § ÂzÁ�1A°·¶%ÁP¬³¯g±ÌÍ*°]13¶ ² ¬�«d¬SÀ ¶�ÁP°Îw ¯\¯ ² 6P¶ ² ¨Æ8Ë¸�1;ÃÕ°cZ ±³² ¯&Ï
¯ ² °]1µ�Y¨lÁP°®´µ°

¾�¥ � G 2 � ã¼¡h��Ô�îh¢¤ÅÑ¡h¥#ÅíÚhÃ#¢¤ÀÂ½P #¢¤�4 6�4¦¤£gÅÖ¡Í� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅ&Å#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥ÑÆ4£g¢¤¦¤ÀÂ�4¥&�hÉA� ¹ £\ÀÂ¢ÁÔ4£g¥#£g¢.Ó
¡hÄÂÀÂ¦¤£gÅ�ÎA¡hÀÂÄÂÄÈÀÈ£g¢¼¦¤Ò ¹ £g�Í£�Ç|¡h¦¤£gÅp�4¥�¡h¥�ÀÂÅ#£F¡PÇ���ò ¹ �4Ã# |� c e�� Ë ¸º¹ ÀÂ¦D� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅíÆ4£g¢¤¦¤ÀÂ�4¥ ¹ ¡h¦



�K�}�	�·¶ �K©��&I�
ª  «¹¸º��©Ið®�ª�§Xª�W�¨s���£t  � ®»� ¨!®;	�ì¬�©�¼���U½%�®  � ®���©T�E@���&�(� 4�f

�Y¡h¥��íÀÂ¥���£g¢¤£g¦:��ÀÂ¥#ÔQ #¢¤�4 6£g¢:��ÀÂ£g¦�¡h¥#Å�ÀÂ¦³Ã#¦¤£\ÉqÃ#ÄfÉq�4¢³¥�Ã#��£g¢¤�4Ã#¦�¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÈ�4¥#¦³¡_¦ë»º¡h¦³¦ ¹ �R»®¥
ÀÂ¥�£hË�Ô/ËJ� G 2/Ü , I/Ü G?G Ü Gh,�� Ëk¾�¥�� ¹ ÀÂ¦�¦¤£gÒ\��ÀÂ�4¥�»�£Ö¡hÅ#�4 /�Y� ¹ £gÀÂ¢Y¡h # #¢¤��¡hÒ ¹ ��� ¡h # #ÄÈ�"ÀÈ�����
� ¹ £ÍÔ4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦¤£gÅí£gÄÂÄÂÀÂ /��ÀÈÒÕÒgÃ#¢:Æ4£YÎ`¡hÀÂÄÂÄÈÀÈ£g¢¼¦¤Ò ¹ £g��£hË ¸º¹ ÀÂ¦ëÄÂ£F¡hÅ#¦D���Q¡

k
�4Ã/�ë�hÉ

`
� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅ

Å#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥ÑÆ4£g¢¤¦¤ÀÂ�4¥Ñ�hÉ`� ¹ £³Ô4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦¤£gÅ&Ï¿ð�Î¿ò6Ü8» ¹ ÀÂÒ ¹ ÒF¡h¥ÑÇ6£�¡h # #ÄÂÀÂ£gÅQÀÂ¥&¡Í¦¤ÀÂ��ÀÂÄÂ¡h¢�»�¡R�
����Æ_¡h¢¤ÀÂ�4Ã#¦Y¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÈ�4¥#¦gÜ¿¦¤£g£Öò?£gÒ\��ÀÂ�4¥#¦:I#Ë H ¡h¥#Å|I#Ëdc?Ë i Ã#¢Y¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÈ�4¥#¦�¡h¢¤£QÇ|¡h¦¤£gÅ��4¥¦¤£\Æ4£g¢�¡hÄ` #¢¤�h���?Òg�4ÄÂ¦®» ¹ ÀÂÒ ¹ »�£ÕÅ#£\Æ4£gÄÂ�4 ÖÀÂ¥íò?£gÒ���ÀÈ�4¥WI#Ëd4?Ë ¸º¹ £g¦¤£· #¢¤�h����Òg�4ÄÂ¦¼¡h¢¤£³� ¹ £�è|¢¤¦:�¼£gÄéÓ
ÄÂÀÂ /��ÀÈÒDÒgÃ#¢:Æ4£ëÆ�£g¢¤¦¤ÀÂ�4¥#¦®�hÉA� ¹ ÀÂ¦º½�ÀÂ¥#ÅôË Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ|ÀÂ¥Ñò?Ã#Ç#¦¤£gÒ\��ÀÂ�4¥ I#Ë I#Ë.-D»�£ë»®ÀÂÄÂÄôÅ#£g¦¤Òg¢¤ÀÂÇ8£
¡íÄÂ£g¥#Ôh� ¹ ÓÆÃ|£�Ø/ÀÂÇ#ÄÂ£CÆ4£g¢¤¦¤ÀÂ�4¥"�hÉ�� ¹ £P� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅ�Ï¿ð�Î¿ò(� ¹ ¡_�Í�Y¡R� Ç6£yÃ#¦¤£\ÉqÃ#Äº����Ç#Ã#ÀÂÄÂÅ(£hË¤Ô#Ë
��ÀéØ�Ó�¥#£\��¦gË
¸º¹ £ëÀÂÅ#£g¡ÕÇ6£ ¹ ÀÂ¥#ÅP� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅPÒg¢:�? /���4Ô4¢�¡h  ¹ �CÀÂ¦����·Å#ÀÂ¦:��¢¤ÀÂÇ#Ã/��£�� ¹ £D 8��»�£g¢º�hÉ7�4¥#£ë¡hÃ/� ¹ �4¢¤ÀÈ���
���Í¡�Ô4¢¤�4Ã# P�hÉÊ #Äê¡F�4£g¢¤¦gË Ì �4¢�ÀÂ¥#¦:��¡h¥#Òg£¼ÀÂ¥P¡³� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅPÅ#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥P¦¤Ò ¹ £g��£hÜ/� ¹ £¼¦¤£gÒg¢¤£\�®½h£\�
ÀÂ¦®¦ ¹ ¡h¢¤£gÅÑÀÂ¥y¦¤Ã#Ò ¹ ¡·»�¡F�P� ¹ ¡_�Á�4¥#ÄÈ�y¡ÍÔ4¢¤�4Ã# Q�hÉA #Äê¡F��£g¢¤¦®ÀÂ¦Á¡hÇ#ÄÂ£¼����Å#£gÒg¢:�? /�D¡ÍÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�
¡h¥#ÅY¥#�h�%¹:Ã#¦:���4¥#£Á 6£g¢¤¦¤�4¥ôË�/Á£g¢¤£hÜ�»�£�¦¤Ã#Ô4Ô4£g¦:�º¡

k
�4Ã/���hÉ

`
� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅYÅ#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥Y¦¤Ò ¹ £g��£hÜ

» ¹ ÀÂÒ ¹ ÀÂ¦®¡· #¢¤�h���?Òg�4ÄK� ¹ ¡_�ÁÅ#ÀÂ¦:��¢¤ÀÂÇ#Ã/��£g¦�� ¹ £ë¦¤£gÒg¢¤£\��½h£\�y�hÉ7� ¹ £ëÔ4£\¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦¤£gÅÑÏ¿ð�Î¿òP����¡Í¦¤£\�
�hÉ
`
 #Äê¡F�4£g¢¤¦·¦¤�&� ¹ ¡_�·ÀÈ�·¡hÄÂÄÂ�R»®¦Õ¡h¥��p¦¤Ã#Ç#¦¤£\���hÉ�¡_�ÕÄÂ£F¡h¦:�

k
�4Ã/�·�hÉ

`
 #Äê¡F��£g¢¤¦����ÖÅ#£gÒg¢:�? /�

¡ÖÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?��Òg�4¢¤¢¤£gÒ\��ÄÈ�(¡h¥#Å(£'¥�ÒgÀÂ£g¥���ÄÈ�4Ü<» ¹ ÀÂÄÂ£CÀÈ�ÍÅ#ÀÂ¦�¡hÄÂÄÈ�R»®¦Í¡h¥�� ¦¤Ã#Ç#¦¤£\�Y�hÉÁÄÂ£g¦¤¦·� ¹ ¡h¥
k #Äê¡F��£g¢¤¦¿���ÕÒg�4�� #Ã/��£¼¡�Å#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥P�4¢¿���Õ�4Ç/��¡hÀÂ¥C¡h¥��YÃ#¦¤£\ÉqÃ#ÄKÀÂ¥/Éq�4¢¤�Y¡_��ÀÈ�h¥ôË ¸º¹ ÀÂ¦� #¢¤�4 8£g¢:�.�

¦ ¹ �4Ã#ÄÂÅC¡hÄÂ¦¤� ¹ �4ÄÂÅ�ÀÈÉÊ¡h¥C¡hÅ/Æ4£g¢¤¦�¡h¢:�YÒg�4¢¤¢¤Ã# /��¦�¦¤�4��£�¦¤Ã#Ç#¦¤£\�º�hÉôÄÂ£g¦¤¦¿� ¹ ¡h¥
k
 #Äê¡F��£g¢¤¦<»��4¢¤½�ÀÂ¥#Ô

���4Ô4£\� ¹ £g¢gË i Ç�Æ?ÀÂ�4Ã#¦¤ÄÈ�Q� ¹ ÀÂ¦¼¦ ¹ �4Ã#ÄÂÅÖÇ8£·Å#�4¥#£Õ» ¹ ÀÂÄÂ£�½h£g£g #ÀÂ¥#ÔP� ¹ £ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ� #¢¤�4 8£g¢:�.�¡h¥#Åy»®ÀÈ� ¹ �4Ã/�®Å#£gÔ4¢�¡hÅ#ÀÂ¥#ÔÕ� ¹ £D¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ�.�P�hÉ7� ¹ £ë¦:�?¦:��£g�QË
¸º¹ £CÀÂÅ#£F¡Q�hÉº� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅp¦�Ò ¹ £g��£g¦ÕÔ4�?£g¦�Ç|¡hÒ�½í���Öò ¹ ¡h��ÀÂ¢ë» ¹ �&Å#£g¦¤Òg¢¤ÀÂÇ6£gÅ ÀÈ¥Ú� c�f � ¹ �R»Ù���
¦ ¹ ¡h¢¤£Á¡D¦¤£gÒg¢¤£\�<Æ?Àê¡ë÷Ê¡hÔ4¢�¡h¥#Ô4£ Å ¦fÀÂ¥���£g¢¤ 6�4Äê¡_��ÀÈ�4¥ôË7¾ì�<ÀÂ¦fÇ|¡h¦¤£gÅ��4¥·� ¹ £�ÉT¡hÒ\�f� ¹ ¡_�¿¡D 6�4ÄÈ�?¥#�4��ÀÂ¡hÄ
�hÉAÅ#£gÔ4¢¤£g£

k − 1
ÀÂ¦�Ã#¥#ÀÂÛ�Ã#£gÄÈ�PÅ#£\��£g¢¤��ÀÈ¥#£gÅyÇ��

k
 8�4ÀÂ¥���¦gË ¸º¹ Ã#¦®Ô4ÀÈÆ4£g¥

k
�4¢����4¢¤£D 8�4ÀÂ¥���¦��hÉ

¡· 8�4ÄÈ�?¥#�4��Àê¡hÄ6�hÉ7Å#£gÔ4¢¤£g£
k − 1

ÀÈ�ºÀÂ¦� 6�4¦¤¦¤ÀÂÇ#ÄÂ£¼���·¢¤£gÒg�4¥#¦:��¢¤Ã#Ò\�ÁÀÈ��» ¹ ÀÂÄÂ£¼ÄÂ£g¦¤¦º� ¹ ¡h¥
k
 8�4ÀÂ¥���¦

Å#��¥#�h�®ÄÂ£F¡h½C¡h¥��PÀÂ¥/Éq�4¢¤�Y¡_��ÀÈ�4¥y¡hÇ8�4Ã/�®� ¹ £ë 8�4ÄÈ�?¥#�4��Àê¡hÄTË
¾�¥|� c e�� ò ¹ �4Ã# í #¢��h 6�4¦¤£gÅp¡h¥�£'¥�ÒgÀÂ£\¥��ë� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅÖÆh¡h¢¤Àê¡h¥��D�hÉ�ï�ò?ó�¦�ÀÈÔ4¥|¡_��Ã#¢¤£g¦gËk/Á£Í��£g¥?Ó
��ÀÂ�4¥#£gÅy��»����Y¡hÀÂ¥y #¢¤�4 6£g¢:��ÀÂ£g¦Á�hÉ`¦¤Ã#Ò ¹ ¡Í¦¤Ò ¹ £g��£³» ¹ ÀÂÒ ¹ ¡hÄÂ¦¤� ¹ �4ÄÂÅPÉq�4¢®�4Ã#¢Á¦¤Ò ¹ £g��£��RÐS� �E×
� ��� ½ � � ���;ÕÖ�;�!�&��£F¡h¥#¦D� ¹ ¡_�³ÄÂ£g¦¤¦ë� ¹ ¡h¥ k  #Äê¡F�4£g¢¤¦�¡h¢¤£Í¥#�h��¡hÇ#ÄÂ£·���yÉq�4¢¤Ô4£�¡y¦¤ÀÂÔ4¥|¡_��Ã#¢¤£·» ¹ ÀÂÄÂ£���?� � �'� � �����®��£F¡h¥#¦A� ¹ ¡_�`Òg�4¢¤¢¤Ã# /��£gÅÍ #Äê¡F�4£g¢¤¦f¡h¢¤£�¥#�h�<¡hÇ#ÄÂ£¿���D #¢¤£\Æ4£g¥��¿Ã#¥#Òg�4¢¤¢¤Ã# /��£gÅÍ #Äê¡F�4£g¢¤¦
Éq¢¤�4�©Ô4£g¥#£g¢�¡_��ÀÂ¥#Ô·¦¤ÀÂÔ4¥|¡_��Ã#¢¤£g¦gË i Ã#¢º¦¤Ò ¹ £g��£ëÒF¡h¥yÇ6£D #¢¤�RÆ�£g¥y¦¤£gÒgÃ#¢¤£³ÀÂ¥C� ¹ £D¢�¡h¥#Å#�4�©�4¢�¡hÒgÄÂ£
���?Å#£gÄ<¡h¦¤¦¤Ã#��ÀÂ¥#ÔP� ¹ £ ¹ ¡h¢¤Å#¥#£g¦¤¦³�hÉ�� ¹ £�Ô4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦¤£gÅ�£gÄÂÄÂÀÈ /��ÀÈÒ·ÒgÃ#¢:Æ4£CÎA¡hÀÂÄÂÄÈÀÂ£\¢ë¡h¦¤¦¤Ã#�� /��ÀÂ�4¥ôË
Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜÊ�4Ã#¢D� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅpÏ¿ð�Î¿ò� #¢¤�RÆ?ÀÂÅ#£g¦ë� ¹ £Í #¢¤�4 6£g¢:���í�hÉ®ò ¹ �4Ã#  Å ¦ë� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅp¦¤ÀÂÔ_Ó
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¥|¡_��Ã#¢¤£P¦¤Ò ¹ £g��£PÀÂ¥ � ¹ £P¦¤£g¥#¦¤£y� ¹ ¡_�·¦ ¹ ¡h¢¤£yÅ#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥"¡h¥#Å Æ�£g¢¤ÀÈè|ÒF¡_��ÀÂ�4¥(¡h¢¤£PÒg�h�� #ÄÂ£\��£gÄÈ�
¥#�4¥?Ó�ÀÂ¥���£g¢�¡hÒ\��ÀÈÆ�£hÜ<¡h¥#Å(� ¹ ¡_�Õ� ¹ £y¦¤À Ä £P�hÉ¼¡h¥(ÀÂ¥#Å#ÀÈÆ?ÀÂÅ#Ã|¡hÄ¿¦ ¹ ¡h¢¤£yÀÂ¦·ÀÂ¥#Å#£g 8£g¥#Å#£g¥��ÍÉq¢¤�4��� ¹ £
¥�Ã#�·Ç8£g¢·�hÉ® #Äê¡F��£g¢¤¦gË ¸º¹ £g¦¤£y #¢¤�4 6£g¢:��ÀÂ£g¦ ¹ �4ÄÂÅ ÀÂ¥ ¡9�'� � �!� � � ����� � �
�!��� � £:�   �'Õ�ÜA» ¹ £g¢¤£y¡h¥
¡hÅ/Æ4£g¢¤¦�¡h¢:�yÒ ¹ �?�4¦¤£g¦®» ¹ ÀÂÒ ¹  #Äê¡F�4£g¢¤¦º���ÍÒg�4¢¤¢¤Ã# /�Á¡_�º� ¹ £DÆ4£g¢:�yÇ6£gÔ4ÀÂ¥#¥#ÀÂ¥#Ô·�hÉ7� ¹ £ë¡_�¤��¡hÒ�½C¡h¥#Å
ÀÂ¦º¥#�h��¡hÇ#ÄÈ£¼����Ò ¹ ¡h¥#Ô4£ ¹ ÀÂ¦º��ÀÂ¥#ÅPÅ#Ã#¢�ÀÈ¥#Ô·� ¹ £ë£�Ø/£gÒgÃ/��ÀÂ�4¥Q�hÉA� ¹ £ë #¢¤�h����Òg�4ÄHË
¸º¹ £º�Y¡hÀÂ¥� |¡h¢:�f�hÉKò ¹ �4Ã#  Å ¦`� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅÍï�ò?ó�¦¤ÀÂÔ4¥|¡_��Ã#¢¤£�¦¤Ò ¹ £g��£ºÀÂ¦`¡¼ #¢¤�h���?Òg�4Ä�� ¹ ¡_�f£g¥|¡hÇ#ÄÂ£g¦
¡C¦¤£\�D�hÉ¿ #Äê¡F�4£g¢¤¦����P£'¥�ÒgÀÂ£g¥���ÄÈ�&¡h¥#ÅÖÒg�4ÄÂÄÂ£gÒ\��ÀÈÆ4£gÄÈ�Q¢�¡hÀÂ¦¤£Õ¡h¥ÖÀÂ¥# #Ã/�����y¡Y¦¤£gÒg¢¤£\�ë£�Ø/ 6�4¥#£g¥��

d���?Å#Ã#ÄÂ�P¡h¥pï�ò?ó����?Å#Ã#ÄÂÃ#¦
N
Ü2ÀHË�£hËÈÜ2�4¥íÀÂ¥# #Ã/�

x
£F¡hÒ ¹  #Äê¡F��£g¢DÒg�4�� #Ã/��£g¦³¡P¦ ¹ ¡h¢¤£Í�hÉ¿� ¹ £

¢¤£g¦¤Ã#ÄÈ�FË"ó�ÄÂ�4¥#Ôí»®ÀÈ� ¹ � ¹ ÀÂ¦ÍÔ4�?£g¦�¡í #¢¤�?�hÉ¼�hÉ�Òg�4¢¤¢¤£gÒ\��¥#£g¦¤¦FÜ�ÀHË�£hËÈÜ�¡í #¢¤�?�hÉÁ� ¹ ¡_�Í� ¹ £Q #Äê¡F��£g¢
¹ �4¥#£g¦:��ÄÈ�CÃ#¦¤£gÅ ¹ ÀÂ¦�¦ ¹ ¡h¢¤£DÀÂ¥y¡ÕÒg�4¢¤¢¤£gÒ\�º»�¡F�4Ë ¸º¹ ÀÂ¦ºÀÂ¥#¦¤Ã#¢¤£g¦�� ¹ ¡_�ºÅ#ÀÂ¦ ¹ �4¥#£g¦:�Á¡h¥#ÅyÒg�4¢¤¢¤Ã# /��£gÅ
 #Äê¡F��£g¢¤¦�ÒF¡h¥ Ç6£YÀÂÅ#£g¥���ÀÈè|£gÅ Ç�� ¡h¥��p #Äê¡F�4£g¢Õ¡h¥#Å �4Ç#¦¤£g¢:Æ4£g¢Í¡h¥#Åp� ¹ £g¥ Å#ÀÂ¦¤Û�Ã|¡hÄÂÀÈè|£gÅôËÖò?ÃD¥·Ó
ÒgÀÂ£g¥���ÄÈ� �Y¡h¥�� Òg�4¢¤¢¤£gÒ\��¦ ¹ ¡h¢¤£g¦��hÉ�� ¹ £y¢¤£g¦¤Ã#ÄÈ��ÒF¡h¥�Ç8£Q£'¥�ÒgÀÂ£g¥���ÄÈ� Òg�4�ÕÇ#ÀÂ¥#£gÅ(���íÒg�4�� #Ã/��£
xd mod N

Ë ¸º¹ ÀÂ¦¿��£\� ¹ �?Å�Ç��Cò ¹ �4Ã# �»�¡h¦�¡hÄÂ¦¤�³Ã#¦¤£gÅCÀÂ¥ � G 2 � ¡h¥#ÅYÒF¡h¥YÇ6£�¡h # #ÄÂÀÂ£gÅÍ����¦ ¹ ¡h¢¤£
Òg�4�ÕÇ#ÀÂ¥#ÀÂ¥#ÔÖÀÂ¥(�4Ã#¢ÍÒF¡h¦¤£hË|/Á£g¢¤£y� ¹ £y #Äê¡R�4£g¢¤¦Í�ÕÃ#ÄÈ��ÀÂ #Äé� ¡h¥(ÀÂ¥# #Ã/��ÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�Í»®ÀÈ� ¹ � ¹ £gÀÂ¢
¦¤£gÒg¢¤£\�º¦ ¹ ¡h¢¤£�ÀÂ¥Y¦¤Ã#Ò ¹ ¡³»�¡F�Í� ¹ ¡_��� ¹ £g¦¤£¼¢¤£g¦¤Ã#ÄÈ��¦�Òg¡h¥CÇ6£�Òg�4�ÕÇ#ÀÂ¥#£gÅ����Õ�4Ç/��¡hÀÂ¥Í� ¹ £� #¢¤�?Å#Ã#Ò\�
MC

�hÉ7� ¹ £ëÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�
C
¡h¥#Åy� ¹ £ë¦¤£gÒg¢¤£\�ÁÆh¡hÄÈÃ#£

M
Ë¿ò?Ã#Ç#¦¤£gÛ�Ã#£F¥���ÄÈ�4Ü|� ¹ £ë¢¤£g�Y¡hÀÂ¥#ÀÂ¥#ÔÕ |¡h¢:�

�hÉ6� ¹ £®Å#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥� #¢¤�?Òg£\Å#Ã#¢�£®ÒF¡h¥�Ç6£®Å#�4¥#£º£F¡h¦¤ÀÂÄÈ��»®ÀÈ� ¹ �4Ã/�<½�¥#�R»®ÄÂ£gÅ#Ô4£®�hÉ
M
Ë`ó�¦¿¡hÄÂ¢¤£F¡hÅ/�

��£g¥���ÀÂ�4¥#£gÅÍ� ¹ ÀÂ¦<��£\� ¹ ��Å�¥#£g£gÅ#¦�¡h¦�¡ë¦¤Ã#Ç#¢¤�4Ã/��ÀÂ¥#£Á¡ë #¢¤�?�hÉô�hÉKÒg�4¢¤¢¤£gÒ\��¥#£g¦¤¦gËÇ/Á£g¢¤£®� ¹ ÀÂ¦< #¢¤�?�hÉ
ÀÂ¦º¡� #¢¤�?�hÉ7�hÉ2� ¹ £¼£gÛ�Ã|¡hÄÂÀÈ�.���hÉ7Å#ÀÂ¦¤Òg¢¤£\��£¼ÄÂ�4Ô�¡h¢¤ÀÈ� ¹ �Í¦¿� ¹ ¡_�� #¢¤��Æ4£g¦�� ¹ ¡_��� ¹ £¼ #Äê¡R�4£g¢�Ç8£ ¹ ¡RÆ4£gÅ
¹ �4¥#£g¦:��ÄÈ�y¡h¥#ÅQÒg�4�� #Ã/��£gÅP� ¹ £ëÒg�4¢¤¢¤£gÒ\�®Æh¡hÄÂÃ#£hËf¾ì�®»®ÀÂÄÂÄKÇ6£ëÔ4ÀÈÆ4£g¥QÀÂ¥Qò?£gÒ\��ÀÂ�4¥�I#Ëd4?Ë

i Ã#¢®� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅ&¦¤Ò ¹ £g��£�¥#£g£gÅ#¦D¡Í��¢¤Ã#¦:��£gÅ&Å#£F¡hÄÂ£g¢ÁÀÂ¥y� ¹ £�½h£\�ÑÔ4£g¥#£g¢�¡_��ÀÂ�h¥Ñ  ¹ ¡h¦¤£³���Y¦¤£\�¼Ã# � ¹ £�½4£\�?¦gË ¸º¹ ÀÂ¦`ÀÂ¦f¡��4¥#Òg£º¡h¥#ÅÕÉq�4¢f¡hÄÈÄ?�4 6£g¢�¡_��ÀÂ�4¥ôÜhÀHË¤£hËÈÜh� ¹ £���¢¤Ã#¦:��£gÅÍÅ#£F¡hÄÂ£g¢AÀÂ¦`¥#�h�`¥#£gÒg£g¦¤¦�¡h¢:�
Éq�4¢Á� ¹ £�£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥ôÜK¦ ¹ ¡h¢¤£ÕÅ#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥Ö�4¢Á¦ ¹ ¡h¢¤£ÕÒg�4�ÕÇ#ÀÂ¥#ÀÂ¥#Ô�  ¹ ¡h¦¤£hË Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜô¡_Én��£g¢
Å#ÀÂ¦:��¢¤ÀÂÇ#Ã/��ÀÂ¥#Ô�� ¹ £�½4£\�?¦¼� ¹ £���¢¤Ã#¦:��£gÅÖ |¡h¢:�.�QÒF¡h¥ÖÅ#£gÄÂ£\��£·¡hÄÂÄÊ¦¤£gÒg¢¤£\�ëÀÂ¥/Éq�4¢¤�Y¡_��ÀÈ�4¥ôËV/Á�R»�£\Æ4£g¢gÜ
»�£¼ÒF¡h¥CÔ4£\�º¡hÄÂ�4¥#Ô�Ã#¦¤ÀÂ¥#Ô��ÕÃ#ÄÈ��ÀÂ |¡h¢:���·Òg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥���£gÒ ¹ ¥#ÀÂÛ�Ã#£g¦�» ¹ ÀÂÒ ¹ ¡hÄÂÄÂ�R»�Ã#¦�����Å#��� ¹ £
½h£\�yÔ4£g¥#£g¢�¡_��ÀÂ�4¥P»®ÀÈ� ¹ �4Ã/�Á¡Õ��¢¤Ã#¦:��£gÅÑ |¡h¢:���4Ë
ó�¥|¡hÄÂ�4Ô4�4Ã#¦¤ÄÈ�Ö���íò ¹ �4Ã# p»�£CÒF¡h¥ ¦¤Ã#���Y¡h¢¤ÀÂ¦¤£��4Ã#¢�����Å#£gÄ�¡h¥#Å ¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ���p¢¤£gÛ�Ã#ÀÂ¢¤£g��£g¥���¦Õ¡h¦
Éq�4ÄÂÄÂ�R»®¦��
ó�¦]� � ���!� � � � ��� �;��ÀÂ¥Ö�4Ã#¢D¦¤Ò ¹ £g��£·»�£ ¹ ¡FÆ4£�¡P¦¤£\�³�hÉ `  #Äê¡F�4£g¢¤¦gÜ7¡C��¢¤Ã#¦:��£gÅ�Å#£F¡hÄÂ£g¢gÜÊ¡h¥#Å�¡h¥¡hÅ/Æ4£g¢¤¦�¡h¢:�4Ë ¸º¹ £·¥�Ã#�·Ç8£g¢¼�hÉ¿��£g¦¤¦�¡hÔ4£Õ¦ ¹ ¡h¢¤£g¦D¥#£g£gÅ#£gÅí���CÅ#£gÒg¢:�? /��¡YÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�ëÀÂ¦

k
¡h¥#Å

� ¹ £&¥?Ã#�ÕÇ6£g¢C�hÉëÒg�4¢¤¢¤Ã# /��£gÅ  #Äê¡F�4£g¢¤¦PÀÂ¦
t
Ë*öp£&¢¤£gÛ�Ã#ÀÂ¢¤£Ñ� ¹ ¡_�

t ≤ k − 1
¡h¥#Å�� ¹ ¡_�C� ¹ £

¡hÅ/Æ4£g¢¤¦�¡h¢:�Ö¦¤£gÄÂ£gÒ\��¦ë¡P¦¤Ã#Ç#¦¤£\�³�hÉ
t
 #Äê¡F��£g¢¤¦����PÒg�4¢¤¢¤Ã# /�DÉq¢¤�4��� ¹ £·Ç6£gÔ4ÀÂ¥#¥#ÀÂ¥#Ô#Ë i Ã#¢¼¦¤Ò ¹ £g��£
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ÒF¡h¥�Ç6£ÍÅ#ÀÈÆ?ÀÂÅ#£gÅ�ÀÂ¥����P� ¹ £·Éq�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÈ¥#Ô:�E� � �����h�D¾�¥í� ¹ £C»h�'� ½ � � �'� � �!��� � �E� � ���·� ¹ £·��¢¤Ã#¦¤��£gÅ
Å#£F¡hÄÂ£g¢�Ô4£g¥#£g¢�¡_��£g¦P¡p #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒy½4£\�

ke
¡hÄÂ�4¥#Ôí»®ÀÈ� ¹ ¦¤£gÒg¢¤£\�P½4£\��¦ ¹ ¡h¢¤£g¦

s1, . . . , s`
Ü®¡h¥#Å�� ¹ £

Æ4£g¢¤ÀÈè|ÒF¡_��ÀÂ�4¥(½h£\�?¦
V
¡h¥#Å

V1, . . . , V`
Ë óÁÉn��£g¢Õ� ¹ ¡_�·»�£yÒF¡h¥�¡h¦¤¦¤Ã#��£C� ¹ ¡_�·� ¹ £Q¡hÅ/Æ4£g¢¤¦�¡h¢:�

½�¥#�R»®¦¿� ¹ £Á¦¤£gÒg¢¤£\��¦ ¹ ¡h¢¤£g¦¿�hÉK� ¹ £ÁÒg�4¢¤¢¤Ã# /��£gÅY #Äê¡R�4£g¢¤¦gÜ�� ¹ £® #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ®½h£\�4Ü#¡h¥#ÅÍ� ¹ £®Æ4£g¢¤ÀÈè|ÒF¡_��ÀÂ�4¥
½h£\�?¦gË(ã�Ã#¢�ÀÈ¥#ÔÖ� ¹ £�� �a� �����
�!��� � �E� � ���y¡Ö��£g¦¤¦�¡hÔ4£PÀÂ¦Õ£g¥#Òg¢:�? /��£gÅ�Ã#¥#Å#£g¢·� ¹ £P #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒC½h£\�4Ë
¸º¹ £g¥PÀÈ¥�� ¹ £³��� � ���   � � �����
�!��� � �E� � �P��£F¡hÒ ¹  #Äê¡R�4£g¢¿Òg�4�� #Ã/��£g¦�¡³��£g¦¤¦�¡hÔ4£�¦ ¹ ¡h¢¤£�Ô4ÀÈÆ4£g¥�� ¹ £
ÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�FË ¸º¹ ÀÂ¦���£g¦¤¦�¡hÔ4£Á¦ ¹ ¡h¢¤£�ÀÂ¦¿ #Ã#Ç#ÄÂÀÂ¦ ¹ £gÅ����4Ô4£\� ¹ £g¢¿»®ÀÈ� ¹ ¡³ #¢¤�?�hÉ2�hÉô� ¹ £ÁÒg�4¢¤¢¤£gÒ\��¥#£g¦¤¦
�hÉ2� ¹ £¼Òg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥ôËA¾�¥C� ¹ £S��� � ��� � ��£o��� � � �)½ �E� � ��� k ��£g¦¤¦�¡hÔ4£¼¦ ¹ ¡h¢¤£g¦�Éq�4¢¿» ¹ ÀÂÒ ¹ � ¹ £g¢¤££�Ø/ÀÂ¦:��¦³¡P #¢¤���hÉ��hÉ¿Òg�4¢¤¢¤£gÒ\��¥#£g¦¤¦�¡h¢¤£·Òg�4�ÕÇ#ÀÂ¥#£gÅíÃ#¦¤ÀÂ¥#ÔC� ¹ £Í #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒÕ½h£\�ÖÀÂ¥í�h¢�Å#£\¢D���P¢¤£gÒg£gÀÈÆ4£
� ¹ £ëÅ#£g¦¤ÀÂ¢¤£gÅQÅ#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥pån� ¹ £ë��£g¦¤¦�¡hÔ4£ ç �hÉ7� ¹ £DÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�FË¿¾�¥y�4Ã#¢º���?Å#£gÄK� ¹ £³¡hÅ/Æ4£g¢¤¦�¡h¢:�
ÀÂ¦Á¡hÄÂÄÂ�R»�£gÅP���Í¦¤Ã#Ç#��ÀÈ�®Å#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥Ñ¢¤£gÛ�Ã#£g¦:��¦Á���Í� ¹ £ëÃ#¥#Òg�4¢¤¢¤Ã# /��£gÅÑ #Äê¡F��£g¢¤¦ºÉq�4¢ºÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?��¦
�hÉ ¹ ÀÂ¦¿Ò ¹ �4ÀÂÒg£hËfÝÁ 6�4¥C¦¤Ã#Ò ¹ ¡³¢¤£gÛ�Ã#£g¦:�FÜ/� ¹ £Á #Äê¡R�4£g¢¤¦¿�4Ã/�� #Ã/�º¡³�Í£g¦¤¦�¡_Ô4£�¦ ¹ ¡h¢¤£ÁÉq�4¢<� ¹ £ÁÔ4ÀÈÆ�£\¥
ÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�FËÑö�£C¦�¡F��� ¹ ¡_��� ¹ £C¡hÅ/Æ4£g¢¤¦�¡h¢:� � ��� ½ ��� � £:����� ��½ �YÀÈÉ ¹ £YÀÂ¦Õ¡hÇ#ÄÂ£Í���&�4Ã/�� #Ã/�·¡
Æh¡hÄÂÀÂÅÍ��£g¦¤¦�¡hÔ4£ÁÒg�4¢¤¢¤£g¦¤ 6�4¥#Å#ÀÂ¥#Ô³���Õ¡ëÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?��� ¹ ¡_�<»º¡h¦¿¥#�h��¦¤Ã#Ç#��ÀÈ�¤��£gÅY¡h¦�¡³Å#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥
¢¤£gÛ�Ã#£g¦:�����Ñ¡_�ëÄÂ£F¡h¦:�

k − t
Ã#¥#Òg�4¢¤¢¤Ã# /��£gÅp #Äê¡F�4£g¢¤¦gË ¸º¹ £�¦¤Ò ¹ £g��£�ÀÂ¦ � � �E×Ö� ��� ½ � � ��Õú�ÍÀÈÉ�Àé�³ÀÂ¦

Òg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥|¡hÄÈÄé� ÀÂ¥/Éq£F¡h¦¤ÀÂÇ#ÄÂ£CÉq�4¢·� ¹ £Ñ¡hÅ/Æ�£g¢¤¦�¡h¢:�(���íÉq�4¢¤Ô4£Ñ¡í��£g¦¤¦�¡hÔ4£hÜ�ÀHË�£hËÈÜ�ÀÈÉ�� ¹ £yÆ?ÀÂ£\»
�hÉë� ¹ £í¡hÅ/Æ4£g¢¤¦�¡h¢:��� ¹ ¡_�PÒg�4¢¤¢¤Ã# /��¦yÃ# ����

t
 #Äê¡F��£g¢¤¦PÅ#��£g¦P¥#�h�y£g¥|¡hÇ#ÄÂ£ ¹ ÀÂ� ��� Òg�4�� #Ã/��£

Å#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥#¦Í�4¥ ¹ ÀÂ¦·�R»®¥ôË i Ã#¢Õ� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅ ¦¤Ò ¹ £g��£PÀÂ¦Õ¦�¡hÀÂÅ ���íÇ8£\���?� � �'��ÀÈÉº� ¹ £ ¹ �h¥#£g¦:� #Äê¡F��£g¢¤¦·¡h¢¤£P¡hÇ#ÄÂ£����ÖÒg�4�� #Ã/��£P¡ÑÆ_¡hÄÂÀÂÅ Å#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥pÓë¥#�Ö�Y¡_�¤��£g¢³» ¹ ¡_�Õ� ¹ £CÒg�4¢¤¢¤Ã# /��£gÅ
t #Äê¡F��£g¢¤¦ºÅ#�&åq¦¤£g£³£_Ë�Ô#Ë·� 4 H�� ç Ë

öp£�¥#��» Òg�4��£Á���³� ¹ £¼Å#£g¦¤Òg¢¤ÀÂ /��ÀÂ�4¥Y�hÉÊ�4Ã#¢¿� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅPÏ¿ð�Î¿ò6Ü ¸ Ï¿ð�Î¿òYÉq�4¢¿¦ ¹ �4¢:�FË ¸º¹ £¼½h£\�
Ô4£g¥#£g¢�¡_��ÀÂ�4¥y�hÉ7� ¹ £ëÔ4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦¤£gÅQÏ¿ð�Î¿ò ¹ ¡h¦º���ÍÇ6£ë£�Ø?��£g¥#Å#£gÅ&¡h¦ºÉq�4ÄÂÄÂ�R»®¦��
Ø (h$=7�()��(T��BD	���
��Û

•
ð ¹ �?�h¦�£

N = pq
Ü#» ¹ £g¢¤£

p, q > 3
¡h¢¤£ë #¢¤ÀÂ��£g¦gÜ|¡h¥#ÅQ¦¤�4�Í£

s > 0
Ë

•
ð ¹ �?�h¦�£P¡Ñ¢�¡h¥#Å#�4��£gÄÂÄÂÀÂ /��ÀÈÒ�ÒgÃ#¢:Æ4£

E : y2z = x3 + axz2 + bz3 �RÆ�£g¢ Z� NZ
Ü`ÀHË�£hËÈÜ

gcd(N, 6(4a3 + 27b2) = 1
Ë¿÷2£\�

M = |E(Fp)| · |E(Fq)|
Ë

•
ð ¹ �?�h¦�£D¡³ 6�4ÀÂ¥��

Q
»®ÀÈ� ¹ �4¢¤ÅÊå

Q
ç�Ñ
M
ÀÂ¥
E(Z� Ns+1Z)

Ëf÷2£\�
P1 := (N : 1 : w(N))

ÀÂ¥
E(Z� Ns+1Z)

Ë�å Ì �4¢�� ¹ £ëÅ#£\è|¥#ÀÈ��ÀÂ�4¥y�hÉ
w(N)

¦¤£g£Õò?£gÒ\��ÀÂ�4¥�I#Ë.-³¡h¥#Å�� f?2 � Ë ç

•
ÎfÀÂÒ�½

M ′ ���í¦�¡_��ÀÂ¦:Én� M ′ = 0 mod M
¡h¥#Å

M ′ = 1 mod N s Ëkånöp£y�Y¡F� ¡hÄÈ»�¡F�?¦
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¡h¦¤¦¤Ã#��£D� ¹ ¡_�
gcd(M,N s) = 1.

ç ð��4¥#¦:��¢¤Ã#Ò\�Á� ¹ £ë 8�4ÄÈ�?¥#�4��Àê¡hÄ

f(x) =
k−1∑

i=0

aix
i ∈ Z[x]

Ç��P #ÀÂÒ�½�ÀÂ¥#Ô·¢�¡h¥#Å#�4�
ai ∈ Z

Éq�4¢
0 < i < k

� ¹ ¡_�Á¡h¢¤£DÄê¡h¢¤Ô4£D£g¥#�4Ã#Ô ¹ )¼¡h¥#Å
a0 = M ′ Ë

¸º¹ £P¦¤£gÒg¢¤£\�·½4£\� ¦ ¹ ¡h¢¤£C�hÉ® #Äê¡F�4£g¢
i
ÀÂ¦
si = f(i)

Éq�4¢
1 ≤ i ≤ `

¡h¥#Å � ¹ £C #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ�½4£�� ÀÂ¦
(N, s, (a, b), Q)

Ë
Ì �4¢ÕÆ�£g¢¤ÀÈè|ÒF¡_��ÀÂ�h¥"�hÉÁ� ¹ £Q¡hÒ\��ÀÂ�4¥#¦Í�hÉÁ� ¹ £Q #Äê¡F�4£g¢¤¦gÜ¿»�£PÉqÃ#¢:� ¹ £g¢�¥#£g£gÅ"� ¹ £PÉq�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÈ¥#Ô&è/Ø/£gÅ
 #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒÍÆ_¡hÄÂÃ#£g¦��

V ∈ E(Z� Ns+1Z)
ÜA¦¤�Ñ� ¹ ¡_�

〈V 〉 = G
¡h¥#Åp� ¹ £YÒ\�?ÒgÄÂÀÂÒ�Ô4¢¤�4Ã# 

G
¦ ¹ �4Ã#ÄÂÅ

¹ ¡FÆ�£ÁÄê¡h¢¤Ô4£º�4¢¤Å#£g¢gÜ?£hË¤Ô#Ë
|G| = N s Ë Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ�Éq�4¢<£F¡hÒ ¹  #Äê¡F�4£g¢<»�£Á¥#£g£gÅP¡DÆ4£g¢¤ÀÈè|ÒF¡_��ÀÂ�4¥

½h£\�
Vi := (∆si)V

ÀÂ¥
E(Z� Ns+1Z)

Ü7» ¹ £g¢¤£
∆ = `!

Ë�/Á£g¥#Òg£hÜf¡_Én��£g¢ë� ¹ £Y½h£\�pÔ4£g¥#£g¢�¡_��ÀÂ�4¥
  ¹ ¡h¦¤£hÜ/� ¹ £¼ #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ�½h£\�PÒg�4¥#¦¤ÀÂ¦:��¦��hÉ

(N, s, (a, b), Q)
¡h¥#ÅC� ¹ £D¦¤£gÒ\¢�£��Á½h£\�P¦ ¹ ¡h¢¤£¼�hÉ7 #Äê¡F�4£g¢

iÀÂ¦
si
Ë Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ

V
¡h¥#Å&¡hÄÂÄ

Vi
ÒF¡h¥&Ç6£³¦¤£g£g¥í¡h¦Á |¡h¢:���hÉ`� ¹ £³ #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ³½h£\�Ñ¡h¦Á»�£gÄÂÄHËºÐ�Ã/�

¥#�h��£º� ¹ ¡_�f� ¹ £® #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ�Æ_¡hÄÂÃ#£g¦
V
¡h¥#Å�¡hÄÂÄ

Vi
¡h¢¤£º�4¥#ÄÈ�Õ¥#£g£gÅ#£gÅYÅ#Ã#¢¤ÀÂ¥#ÔD� ¹ £®¦ ¹ ¡h¢¤£®Å#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥

  ¹ ¡h¦¤£Íåq¦¤£g£�Ç6£gÄÂ�R» ç ¡h¥#ÅY¥#�h������Òg�4�� #Ã/��£¼¡h¥Y£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥ôË�/Á£g¥#Òg£�� ¹ £\��ÒF¡h¥CÇ6£��4��ÀÈ�¤��£gÅ�ÀÂ¥
���4¦:�®�hÉ7� ¹ £ëÒF¡h¦¤£g¦�¡h¥#ÅQ���4¦:�®�hÉ7� ¹ £ë #¢¤�h����Òg�4ÄÂ¦º #¢¤£g¦¤£g¥���£gÅ&ÀÂ¥Ñò?£\Ò\��ÀÂ�4¥�I#Ëd4?Ë
� ()��BK��� L%Ó�L%Ó!�EÓ ºÁ�h��£Õ� ¹ ¡_�DÉq�4¢D¡h¥��&¦¤Ã#Ç#¦¤£\���hÉ

k
 6�4ÀÂ¥���¦DÀÈ¥

{1, . . . , `}
� ¹ £ÕÆh¡_ÄÂÃ#£g¦ë�hÉ

f¡_�¿� ¹ £g¦¤£
k
 6�4ÀÂ¥���¦¿Ã#¥#ÀÂÛ�Ã#£gÄÈ��Å#£\��£g¢¤��ÀÂ¥#£®� ¹ £�Òg�?£'¥�ÒgÀÂ£g¥���¦

ai
Éq�4¢

0 < i < k
�hÉ
f
¡h¥#Å ¹ £g¥#Òg£

� ¹ £�Æ_¡hÄÂÃ#£��hÉ
f
¡_�º¡_¥����h� ¹ £g¢� 8�4ÀÂ¥���ÀÂ¥

{1, . . . , `}
Ë Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ�Éq�4¢�¡h¥��Y¦¤Ã#Ç#¦¤£\�º�hÉ

k− 1 6�4ÀÂ¥���¦ÁÀÂ¥
{1, . . . , `}

� ¹ £�Å#ÀÂ¦:��¢¤ÀÂÇ#Ã/��ÀÂ�4¥#¦®�hÉ`� ¹ £³Æh¡hÄÂÃ#£g¦Á�hÉ
f
¡_�Á� ¹ £g¦¤£Õ 8�4ÀÂ¥���¦�¡h¢¤£�Ã#¥#ÀÈÉq�h¢��

¡h¥#ÅQ�ÕÃ/��Ã|¡hÄÂÄé�CÀÂ¥#Å#£\ 6£g¥#Å#£g¥��FË

¸º¹ £�£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥�  ¹ ¡h¦¤£��hÉ|�4Ã#¢Ê� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅÕ¦¤Ò ¹ £g��£�¢¤£g�Y¡hÀÂ¥#¦2� ¹ £�¦�¡h��£�¡h¦AÀÂ¥³� ¹ £�Ô4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦¤£gÅ
Ï¿ð�Î¿ò
�
<>���?��$��%	���
��Û
¸ ��£g¥#Òg¢:�? /�<¡Á��£g¦¤¦�¡hÔ4£

m ∈ Z� NsZ
ÜhÒ ¹ �?�4¦¤£�¡Á¢�¡h¥#Å#�4�*ÀÂ¥���£gÔ4£g¢

1 ≤ r < N s ¡h¥#Å�Òg�4�� #Ã/��£
� ¹ £ëÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?��¡h¦

C = rQ+mP1 ∈ E(Z� Ns+1Z)
Ë

¸º¹ £yÅ#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥(  ¹ ¡h¦¤£PÀÂ¦ÕÅ#ÀÈÆ?ÀÂÅ#£gÅ(ÀÂ¥����Ñ�.»��í¦:��£g #¦�� Ì ÀÂ¢¤¦:�o��� � ���   � � �����
�!��� � ÜfÀÂ¥ » ¹ ÀÂÒ ¹
£F¡hÒ ¹  #Äê¡F�4£g¢¼Òg�4�� #Ã/��£g¦ ¹ ÀÂ¦�¦ ¹ ¡h¢¤£·�hÉf� ¹ £·Å#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥ÖÃ#¦¤ÀÂ¥#Ô ¹ ÀÂ¦�¦ ¹ ¡h¢¤£·�hÉf� ¹ £·¦¤£gÒg¢¤£\�ë½h£\�4Ë
>@Ä ö

s, ai ∈ Z, f(0) = M ′
ã�í�ñ

|M ′| := K
î�ò�èïíÇë î�øïã�í�ÿ?è�á!ò�õ�ç�í�î�ò�ã�î

ai

ç�ë î�ò
|ai| = log `!+K+k+σ

æç�ò�èïê�è
σ
ñ�èïí�õ�î�èðáaî�ò�è�á!èðøàâ�ê�ë î�å·ü�ã�êÆã�ôìèàî�èïêðæ�ã�ê�èlá!â�ë îÆã�ÿ�ä è'ù



�K�}�	�·¶ �K©��&I�
ª  «¹¸º��©Ið®�ª�§Xª�W�¨s���£t  � ®»� ¨!®;	�ì¬�©�¼���U½%�®  � ®���©T�E@���&�(� Hh,

¸º¹ £g¥CÅ#Ã#¢¤ÀÂ¥#Ôk��� � ��� � ��£o��� � � �)½ � ¹ £�Å#ÀÈßK£g¢¤£g¥���¦ ¹ ¡h¢¤£g¦��hÉô� ¹ £ÁÅ#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥P¡h¢¤£ÁÒg�4�ÕÇ#ÀÂ¥#£gÅ����
�4Ç/��¡hÀÂ¥C� ¹ £D��£g¦¤¦�¡hÔ4£hË
^��%BK��(W�%()�?��$��%	���
��Û
æ ÀÈÆ4£g¥(� ¹ £yÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�

C
Ü¿ #Äê¡F��£g¢

i
Òg�4�� #Ã/��£g¦Y¡h¥#Å" #Ã#Ç#ÄÂÀÂ¦ ¹ £g¦

Ci := (∆si)C
���4Ô4£\� ¹ £g¢

»®ÀÈ� ¹ ¡� #¢¤�h���?Òg�4Ä6¢¤Ã#¥Y» ¹ ÀÂÒ ¹  #¢¤��Æ4£g¦�� ¹ ¡_�
logC(Ci) = logV (Vi)

¡h¥#ÅY� ¹ ¡_��Å#�?£g¦�¥#�h��¢¤£\Æ4£F¡hÄ
¡h¥��Y¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÂ�4¥|¡hÄ#ÀÂ¥/Éq�4¢¤�Y¡���ÀÈ�4¥ôË ¸º¹ ÀÂ¦¿Òg�4¥�Æ?ÀÂ¥#Òg£g¦¿� ¹ £Á�h� ¹ £g¢� #Äê¡F�4£g¢¤¦�¡h¦<»�£gÄÂÄ6¡h¦�¡h¥��Í£�Ø?��£g¢¤¥|¡hÄ
�4Ç#¦¤£g¢:Æ4£g¢³� ¹ ¡_�³ #Äê¡R�4£g¢

i
¹ ¡h¦ëÀÂ¥#Å#£g£gÅp�ÕÃ#ÄÈ��ÀÂ #ÄÈÀÈ£gÅíÇ�� ¹ ÀÂ¦ë¦¤£gÒg¢¤£\�Õ¦ ¹ ¡h¢¤£

si
ËY¾�¥ ò?£gÒ\��ÀÂ�4¥9I#Ëd4

¡ ¥#�4¥?Ó�ÀÂ¥���£g¢�¡hÒ\��ÀÈÆ4£Ö #¢¤�h����Òg�4Ä�Éq�4¢C� ¹ ÀÂ¦C��¡h¦¤½"»®ÀÂÄÂÄ�Ç6£Ö #¢¤£g¦¤£g¥���£gÅk» ¹ ÀÂÒ ¹ ÀÂ¦PÇ|¡h¦¤£gÅk�4¥'� ¹ £
Òg�4¢¤¢¤£g¦¤ 6�4¥#Å#ÀÂ¥#ÔÍ�4¥#£ëÀÂ¥9� c e�� Ë
Ì �4¢®¡h¥��P¦¤Ã#Ç#¦¤£\�

S
�hÉ
k
 6�4ÀÂ¥���¦ºÀÂ¥

{1, . . . , `}
¡h¥#ÅPÉq�4¢

i ∈ S
»�£ëÅ#£\è|¥#£

λS
0,i = ∆

∏

i′∈ S\{i}

−i′

i− i′
∈ Z.

¸º¹ £g¦¤£ÕÆ_¡hÄÂÃ#£g¦¼¡h¢¤£�Å#ÀÂ¢¤£gÒ\��ÄÈ�yÅ#£g¢¤ÀÈÆ4£gÅ&Éq¢¤�4��÷Ê¡hÔ4¢�¡h¥#Ô4£ Å ¦�ÀÂ¥���£g¢¤ 6�4Äê¡_��ÀÈ�4¥yÉq�4¢¤�ÕÃ#Äê¡/ËÁò?ÀÂ¥#Òg£³� ¹ £
Å#£g¥#�4��ÀÂ¥|¡_���4¢ëÅ#ÀÈÆ?ÀÂÅ#£g¦

i!(` − i)!
» ¹ ÀÂÒ ¹ ÀÂ¥í��Ã#¢¤¥ Å#ÀÈÆ?ÀÂÅ#£g¦

`! = ∆
� ¹ £g¦¤£YÆ_¡hÄÂÃ#£g¦Õ¡h¢¤£�ÀÂ¥���£�Ó

Ô4£g¢¤¦gË Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ4� ¹ £\��ÒF¡h¥YÇ8£�Òg�h�� #Ã/��£gÅY£'¥�ÒgÀÂ£g¥���ÄÈ�4Ë Ì ¢¤�4�Ù÷Ê¡hÔ4¢�¡h¥#Ô4£ Å ¦<ÀÂ¥���£g¢¤ 6�4Äê¡_��ÀÈ�4¥
Éq�4¢¤�ÕÃ#Äê¡ÕÀÈ��Éq�4ÄÂÄÂ�R»®¦�� ¹ ¡_�

∆f(0) =
∑

i∈S

λS
0,if(i) =

∑

i∈S

λS
0,isi.

^��%BK��(W�?
�Wr �!���!�%7%Û
ó�¦¤¦¤Ã#��£y� ¹ ¡_�Í»�£ ¹ ¡FÆ4£y� ¹ £Q¢¤£gÛ�Ã#ÀÂ¢¤£gÅ

k
�4¢Í���4¢¤£P¦ ¹ ¡h¢¤£g¦

Ci
���4Ô4£\� ¹ £g¢·»®ÀÈ� ¹ ¡í #¢¤���hÉ¼�hÉ

Òg�4¢¤¢¤£gÒ\��¥#£g¦¤¦gË�öp£³ÒF¡h¥y� ¹ £g¥Ñ�4Ç/��¡hÀÂ¥P� ¹ £ëÒg�4¢¤¢¤£g¦¤ 6�4¥#Å#ÀÂ¥#Ô�Å#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥QÇ��PÒg�4�·Ç#ÀÂ¥#ÀÂ¥#ÔÕ� ¹ £g�QÜ
ÀHË¤£hËÈÜ#»�£D��¡h½h£³¡Í¦¤Ã#Ç#¦¤£\�

S
�hÉ
k
¦ ¹ ¡h¢¤£g¦Á¡h¥#ÅQÒg�4�ÕÇ#ÀÂ¥#£¼� ¹ £g�©���

C ′ :=
∑

i∈S

λS
0,iCi = ∆

∑

i

λS
0,isiC = ∆2f(0)C = ∆2M ′C.

ò?ÀÂ¥#Òg£
ord(Q)|M ⇒ ord(Q)|M ′ ¡h¥#Å N sP1 = (0 : 1 : 0)

¡h¥#Å
M ′ = 1 mod N s »�£ ¹ ¡FÆ�£

C ′ = ∆2M ′rQ︸ ︷︷ ︸
O

+∆2M ′mP1 = ∆2M ′mP1 = ∆2mP1,



�K�}�	�·¶ �K©��&I�
ª  «¹¸º��©Ið®�ª�§Xª�W�¨s���£t  � ®»� ¨!®;	�ì¬�©�¼���U½%�®  � ®���©T�E@���&�(� H?G

» ¹ £g¢¤£
m
ÀÂ¦`� ¹ £ºÅ#£g¦¤ÀÂ¢¤£gÅ� #Äê¡hÀÂ¥���£�Ø?�FË /Á£g¥#Òg£®»�£®ÒF¡h¥�Òg�4�Í #Ã/��£

m
ÀÈ��£g¢�¡_��ÀÈÆ4£gÄÈ�Õ¡h¦<Ç8£\Éq�4¢¤£�åq¦¤£g£

ò?£gÒ\��ÀÂ�4¥�I#Ë I#Ë.- ç ¡h¥#ÅQ�·Ã#ÄÈ��ÀÈ #Äé�Y� ¹ £³¢¤£g¦¤Ã#ÄÈ�ÁÇ��
(∆2)−1 mod N s.

ºÁ�h��£ë� ¹ ¡_�®»�£³ÒF¡h¥&¡hÄÈ»�¡F�?¦
¡h¦¤¦¤Ã#��£D� ¹ ¡_�

p, q � `
Ë

ò?ÀÂ¥#Òg£Í� ¹ £�£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥  #¢¤��Òg£gÅ#Ã#¢¤£Y¢¤£g�Y¡hÀÂ¥#¦ëÃ#¥#Ò ¹ ¡h¥#Ô4£gÅ ÀÈ�³ÒF¡_¥ £F¡h¦¤ÀÂÄÈ�ÖÇ6£�¦¤£g£g¥p� ¹ ¡_�³� ¹ ÀÂ¦
� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅ·Æ4£g¢¤¦�ÀÈ�4¥ ¹ ¡h¦`� ¹ £®¦�¡h��£ ¹ �4�Í�4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ� #¢¤�4 6£g¢:��ÀÂ£g¦<¡h¦f� ¹ £º�4¢¤ÀÂÔ4ÀÂ¥|¡_Ä/£gÄÂÄÂÀÈ /��ÀÈÒ�ÒgÃ#¢:Æ4£
ÎA¡hÀÂÄÂÄÂÀÈ£g¢�¦¤Ò ¹ £g��£hË
ó�¦�¡hÄÂ¢¤£F¡hÅ/����£g¥���ÀÂ�4¥#£gÅôÜ�� ¹ £� #¢¤���hÉ2�hÉÊÒg�4¢¤¢¤£gÒ\��¥#£g¦¤¦º�_É

logC(Ci) = logV (Vi)
£g¥|¡hÇ#ÄÂ£g¦�£\Æ�£g¢:�

 #Äê¡F��£g¢Õ¡h¥#Å �4Ç#¦¤£g¢:Æ4£g¢·�hÉ�� ¹ £C¦¤Ò ¹ £g��£Y���ÑÆ4£g¢¤ÀÈÉn��� ¹ £YÒg�4¢¤¢¤£gÒ\�·Ç8£ ¹ ¡RÆ?ÀÂ�4Ã#¢��hÉº #Äê¡R�4£g¢
i
¡h¥#Å

¹ £g¥#Òg£Á���ëÅ#ÀÂ¦¤Û�Ã|¡hÄÂÀÈÉn� ¹ ÀÂ�!ÀÈÉ6� ¹ £Á #¢¤���hÉôÅ#�?£\¦¿¥#�h�¿¦¤Ã#ÒgÒg£g£gÅôË ¸º¹ £Á #¢¤�?�hÉ6»®ÀÂÄÂÄ#Ç6£®Å#£g¦¤Òg¢¤ÀÂÇ6£gÅYÀÂ¥
ò?£gÒ\��ÀÂ�4¥YI#Ëd4?ËA¾ì�`Ã#¦¤£g¦<¡�Òg¢:�? /���4Ô4¢�¡h  ¹ ÀÂÒ ¹ ¡h¦ ¹ ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥³���¼�Y¡h½4£�ÀÈ�A¥#�4¥?Ó�ÀÂ¥���£g¢�¡hÒ\��ÀÈÆ�£hË ¸º¹ £g¢¤£�Ó
Éq�4¢¤£º�4Ã#¢< #¢¤���hÉK�hÉK¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ�.�Õ»®ÀÂÄÂÄ/Ç6£®Ô4ÀÈÆ4£g¥ÍÀÂ¥·� ¹ £®¢�¡h¥#Å#�4�)�4¢�¡hÒgÄÂ£����?Å#£gÄHË ¸º¹ ÀÂ¦<��£F¡h¥#¦f� ¹ ¡_�
Òg¢:�? /���4Ô4¢�¡h  ¹ ÀÂÒ ¹ ¡h¦ ¹ ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦Á¡h¢¤£ë¢¤£g #Äê¡hÒg£gÅQÇ��y¡Í¢�¡h¥#Å#�4� �4¢�¡hÒgÄÂ£hË ¸º¹ ÀÂ¦®¢�¡h¥#Å#�4� �4¢�¡hÒgÄÂ£
���?Å#£gÄf»�¡h¦ÕÀÈ¥/Éq�4¢¤�Y¡hÄÈÄÈ�ÖÀÂ¥���¢¤�?Å#Ã#Òg£\Å Ç�� Ì Àê¡_��¡h¥#Å ò ¹ ¡h��ÀÂ¢o� Ih2 � ¡h¥#ÅpÄê¡_��£g¢ëÉq�4¢¤�Y¡hÄÂÀ Ä £gÅ�ÀÂ¥
Ð�£gÄÂÄê¡h¢¤£·¡h¥#Å�ï®�4Ô�¡F»�¡R� � H�� Ë ¸º¹ £g¢¤£F¡_Én��£g¢ëÀÈ�¼»�¡h¦³¡hÅ|¡h /��£gÅíÀÂ¥í�Y¡_¥��& |¡h 8£g¢¤¦gË·¾ìÉ¿»�£Õ»��4Ã#ÄÂÅ
Å#�Õ� ¹ £¼ #¢¤�?�hÉq¦��hÉÊÒg�4¢¤¢¤£gÒ\��¥#£g¦¤¦®ÀÂ¥���£g¢�¡hÒ\��ÀÈÆ4£gÄÈ��ÀÂ¥#¦:��£F¡hÅôÜ?»�£DÒg�4Ã#ÄÂÅP�4��ÀÈ�¿� ¹ £¼¢�¡h¥#Å#�4���4¢�¡hÒgÄÂ£hË
öp£·¥#�R»! #¢¤�RÆ4£Õ� ¹ ¡_�ë¡h¦¤¦¤Ã#��ÀÂ¥#ÔC� ¹ £ ¹ ¡h¢¤Å#¥#£g¦¤¦ë�hÉ<� ¹ £ÕÔ4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦¤£gÅÖ£gÄÂÄÂÀÂ /��ÀÈÒ�ÒgÃ#¢:Æ4£ÍÎ`¡hÀÂÄÂÄÈÀÈ£g¢
¡h¦¤¦¤Ã#�� /��ÀÂ�4¥(� ¹ ÀÂ¦Õ� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅ�Å#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥(Æ�£g¢¤¦¤ÀÂ�4¥"�hÉ�� ¹ £QÏ¿ð�Î¿ò"ÀÂ¦�¡h¦Í¦¤£gÒgÃ#¢¤£&¡h¦�¡íÒg£g¥?Ó
��¢�¡hÄÂÀÂ¦¤£gÅ�¦¤Ò ¹ £g��£�»ºÀÈ� ¹ �4¥#£Á��¢¤Ã#¦:��£gÅC #Äê¡F�4£g¢<» ¹ �Õ 6£g¢:Éq�4¢¤��¦<� ¹ £ÁÅ#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥ôÜ/ÀHË¤£hËÈÜ?¡h¦�¦¤£gÒgÃ#¢¤£
¡h¦f� ¹ £ÁÔ4£g¥#£g¢�¡hÄÈÀÂ¦¤£gÅYÏ¿ð�Î¿ò6Ë ¸º¹ ÀÂ¦< #¢¤�?�hÉ6»®ÀÂÄÂÄ#Ç6£®Å#�4¥#£®ÀÂ¥Y¡D¦:��¡_��ÀÂÒ®Òg�4¢¤¢¤Ã# /��ÀÂ�4¥Í���?Å#£gÄ/» ¹ £g¢¤£
¡h¥í¡hÅ/Æ�£\¢�¦�¡h¢:�&Òg�4¢¤¢¤Ã# /��¦DÃ# &���

k − 1
 #Äê¡F�4£g¢¤¦¼Éq¢¤�4��� ¹ £ÕÇ6£gÔ4ÀÂ¥#¥#ÀÂ¥#Ô#Ë¼öp£·Ã#¦¤£Í¡C¦:��¡h¥#Å|¡h¢¤Å

��£gÒ ¹ ¥#ÀÂÛ�Ã#£®���ë¢¤£gÅ#Ã#Òg£®� ¹ £®¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ�.�·�hÉK�4Ã#¢f� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅ·Æ�£g¢¤¦¤ÀÂ�4¥Í���D� ¹ £®¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ���Í�hÉKÀÈ��¦f¦¤ÀÂ¥#Ô4ÄÂ£�Ó
Å#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥?Ó�¦¤£g¢:Æ4£g¢ÕÒg�4Ã#¥���£g¢¤ |¡h¢:�FÜAÀHË¤£hËÈÜÊ� ¹ £�Ô4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦¤£gÅpÏ¿ð�Î¿ò
�Êöp£Y£�Ø ¹ ÀÂÇ#ÀÈ��¡Q¦¤ÀÂ�ÕÃ#Äê¡_���h¢
» ¹ ÀÂÒ ¹P¹ ¡h¦�¥#�·¡hÒgÒg£g¦¤¦����·¡h¥��Y¦¤£gÒg¢¤£\�ºÀÂ¥/Éq�4¢¤�Y¡_��ÀÈ�4¥�Ç#Ã/��» ¹ ÀÂÒ ¹P¹ ¡h¦�¡h¥P�4¢�¡hÒ\ÄÂ£¼¡hÒgÒg£g¦¤¦������ ¹ £
¦¤ÀÂ¥#Ô4ÄÂ£�Ó�Å#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥?Ó�¦¤£g¢:Æ4£g¢ë¢¤£F¡hÄÂÀÂ¦�¡_��ÀÂ�h¥Ö�hÉ�� ¹ £ÍÃ#¥#Å#£g¢¤ÄÈ�?ÀÂ¥#ÔyÒg¢:�? /���4¦:�?¦:��£F��åq¦¤£g£�£hË¤Ô#Ë � 4 H�� ç Ë
¾ìÉ7� ¹ £³¡hÅ/Æ4£g¢¤¦�¡h¢:�yÀÂ¦�¥#�h�Á¡hÇ#ÄÂ£¼���ÍÅ#ÀÂ¦:��ÀÂ¥#Ô4Ã#ÀÂ¦ ¹ � ¹ £DÆ?ÀÂ£\»j�hÉ`¡h¥y£�Ø/£gÒgÃ/��ÀÂ�4¥Q�hÉ7� ¹ £¼� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅ
 #¢¤�h���?Òg�4Ä7¡h¥#Å&¡�¦¤ÀÂ�·Ã#Äê¡_�¤£gÅQ£�Ø/£gÒgÃ/��ÀÂ�4¥Ñ� ¹ ¡_�¼Ã#¦¤£g¦¼¡h¦��4¢�¡hÒgÄÂ£D� ¹ £³¦¤ÀÂ¥#Ô4ÄÂ£�Ó�Å#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥?Ó�¦¤£g¢:Æ4£g¢
¢¤£F¡hÄÂÀÂ¦�¡_��ÀÂ�h¥ôÜ/�4Ã#¢�� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÈÅQ¦¤Ò ¹ £g��£³ÀÂ¦®¡h¦®¦¤£gÒgÃ#¢¤£�¡h¦º� ¹ £DÔ4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦¤£gÅÑÏ¿ð�Î¿ò6Ë
N#�%(T���()� L%Ó�L%Óú��Ó � ��� � £:�]�;�E�>� ���
  ��£���� �T� Õú�]£:�   �'Õ ���
 o� �'� � �!� �³�T  ���'��� � ���Y�;� � � � ��� ×
� � �
�;� � ���¢� k − 1

�
Õ � �h�'��� � ����£��;�E�¡��� ½ � �E� � �)½ GTÒ � �����E�'��£:�����&� � ��� � £:�S�;�E�>� � �  �� �����¡� �
�;�E� ½ � � �'� � ÕÖ�ú���   �'Õ;ÕÖ� �
�!� �Y�'� ����� L � �;Õ;ÕÖ���'� � ��� � £V�
�!��� � G
A �E� � �;�E� � ���$���÷� � �E�'£:�V�ú� � ������� � ���l� G � G � ½ ����� �X��� � � � �E�E�'���¢�IH?���l�;�E�   � � �����
�!��� � �
�����¢� � ��Õ
� � �Ö� � �;�#�;�E� � ������� � ���
Õ � � � �¢�IH?���é�IH � �¢�
��¼l�;�;� � � ½ ÕÖ� ½ �!��Õú���
���?� � ���;ÕÖ�;�!� G
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Ó ����� � ��� ��� �T� Õú�Y�;� � �V� � �:½ ����� � � � �E�E�'���¢�IH?�ì���'� � � � �¡�;�E� � ���������¢�E� �
  � �)½ �
Õ � � � �¢�IH?���é�;�E�
�h  ���'��� � ���¦Ç �!�����'¼Ú� � �;�E�   � � �����
�!��� � �
�����¢� � ��Õ ����� ���S�sÔ � ��� � �!ÕÖ�³�'�;£ � Õ � �¢�   ¼l�;�;� � �'� � �!�ú� ×
�!� ��� Õ;ÕÖ�o� �
  �ú�'�!� �)½�� �ú��� � ��Õú�   �ú�'�!���!� � �!��� � GTÕ � �a� �S�;�E� � �'�$���³�;�)�������E��Õ   � � �E�'£:�>�ú� � �>��� �'� ���
� �S�;�E� ½ � � �'� � ÕÖ�ú�P�  SÖ � Ly× �����?� � �'� ���
 o� � �E×Ö� ��� ½ � � ��Õú� G
¸º¹ £³ #¢¤���hÉ7Éq�4ÄÂÄÂ�R»®¦�Æ�£g¢:�PÒgÄÂ�4¦¤£gÄÈ�C� ¹ £ëÒ\�4¢¤¢�£\¦� 8�4¥#Å#ÀÂ¥#Ô� #¢¤�?�hÉq¦ºÀÂ¥9� 4?c � ¡h¥#Å�� c e�� Ë

L ����� � G ¾ìÉf»�£Õ¡h¦¤¦¤Ã#��£�� ¹ ¡_�¼¡h¥Ö¡hÅ/Æ4£g¢¤¦�¡h¢:�&ÒF¡h¥&�4¥#ÄÈ�yÒg�4¥���¢¤ÀÂÇ#Ã/��£�ÀÂ¥#Òg�4¢¤¢¤£gÒ\��Æ_¡hÄÂÃ#£g¦�Éq�4¢®� ¹ £
Ci
Å ¦A»®ÀÈ� ¹ ¥#£gÔ4ÄÂÀÂÔ4ÀÈÇ#ÄÂ£¿ #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀé���4ÜhÒg�4¢¤¢¤£gÒ\��¥#£g¦¤¦<�hÉ|� ¹ £º¦¤Ò ¹ £g��£�Éq�4ÄÂÄÈ�R»®¦AÀÂ����£gÅ#ÀÂ¡_��£gÄé�4Ë ¸º¹ ÀÂ¦gÜ

ÀÂ¥Q��Ã#¢¤¥ôÜKÀÂ¦�£g¥#¦¤Ã#¢¤£gÅíÇ��Q� ¹ £�¦¤ 6£gÒgÀê¡hÄA¦¤�4Ã#¥#Å#¥#£g¦¤¦D�hÉf� ¹ £� #¢¤�h���?Òg�4ÄÊÉq�4¢®� ¹ £Õ£gÛ�Ã|¡hÄÂÀÈ���Q�hÉfÅ#ÀÂ¦.Ó
Òg¢¤£\��£¿ÄÂ�4Ô�¡h¢¤ÀÈ� ¹ �Í¦2Ô4ÀÈÆ4£g¥ëÉq�4¢Ê£F¡hÒ ¹

Ci
Ü�» ¹ ÀÂÒ ¹ »®ÀÂÄÂÄ4Ç6£¿ÀÂ¥���¢¤�?Å#Ã#Òg£gÅ�¡h¥#Å³ #¢¤��Æ4£g¥�ÀÂ¥Õò?Ã#Ç#¦¤£gÒ\��ÀÂ�4¥

I#Ëd4?Ë , Ë
ó�¦¤¦¤Ã#��£Q¡h¥"�4¢�¡hÒgÄÂ£CÀÂ¦·Ô4ÀÈÆ4£g¥(� ¹ ¡_�Í�4¥"¡ÖÔ4ÀÈÆ�£\¥"ÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�Y¡h¦·ÀÂ¥# #Ã/�Í¢¤£\��Ã#¢¤¥#¦Í� ¹ £yÒg�4¢¤¢¤£�Ó
¦¤ 6�4¥#Å#ÀÂ¥#Ô· #Äê¡hÀÂ¥���£�Ø?�FË ¸ �Í¦¤ÀÂ�ÕÃ#Äê¡_��£Á� ¹ £ë¡hÅ/Æ4£g¢¤¦�¡h¢:� Å ¦®Æ?ÀÂ£\»k�hÉÊ� ¹ £¼Å#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥y #¢¤�h���?Òg�4Ä6»�£
¦:��¡h¢:�ÁÉq¢¤�4�©� ¹ £� #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒë½h£\�

(N, s, (a, b), Q)
Ëº÷2£\�

i1, . . . , ik−1 ∈ {1, . . . , `}
Ç6£ë� ¹ £�¦¤£\���hÉ

� ¹ £·Òg�4¢¤¢¤Ã# /��£gÅ� #Äê¡F�4£g¢¤¦gË�öp£·ÒF¡h¥í¥#�R»)¦¤ÀÂ�ÕÃ#Äê¡_��£³� ¹ £Í¡hÅ/Æ4£g¢¤¦�¡h¢:� Å ¦ëÆ?ÀÂ£\»!Ç��ÖÒ ¹ �?�4¦¤ÀÂ¥#ÔC� ¹ £
¦ ¹ ¡h¢¤£g¦

si1 , . . . , sik−1

�hÉ�� ¹ £ÍÒg�4¢¤¢¤Ã# /��£gÅ� #Äê¡R�4£g¢¤¦³¡h¦ë¢�¡h¥#Å#�4��ÀÂ¥���£gÔ4£g¢¤¦gË·öp£ ¹ ¡FÆ4£Y¡hÄÂ¢¤£F¡hÅ/�
¡h¢¤Ô4Ã#£gÅkåq¦¤£g£yï®£g�Y¡h¢¤½\I#Ë I#Ë.- ç � ¹ ¡_��� ¹ £g¦¤£CÆh¡hÄÂÃ#£g¦�»®ÀÂÄÂÄ<Ç6£C¦:��¡_��ÀÂ¦:��ÀÂÒF¡hÄÂÄé�íÀÂ¥#Å#ÀÂ¦:��ÀÂ¥#Ô4Ã#ÀÈ¦ ¹ ¡hÇ#ÄÂ£
Éq¢¤�4��� ¹ £�¢¤£F¡hÄfÆh¡hÄÂÃ#£g¦gËPï®£gÒg¡hÄÂÄ`� ¹ ¡_�

M ′ = f(0)
¡h¥#Å

si = f(i)
¡h¥#Å

M ′ ÀÂ¦DÉqÃ#ÄÂÄÈ�&Å#£\��£g¢.Ó
��ÀÂ¥#£gÅ�Ç��Ö� ¹ £YÒ ¹ �4ÀÂÒg£��hÉ�� ¹ £Y #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ·Æh¡hÄÈÃ#£g¦

N, s,
¡h¥#Å

(a, b)
Ë i ¥#Òg£ M ′ ÀÂ¦³Å#£\��£g¢¤��ÀÂ¥#£gÅ

¡h¥#ÅC� ¹ £�Æh¡hÄÂÃ#£g¦
si1 , . . . , sik−1

¡h¢¤£¼Ò ¹ �4¦¤£g¥P� ¹ £¼¦ ¹ ¡h¢¤£g¦
si
Éq�4¢

i ∈ {1, . . . , `}\{i1, . . . , ik−1}Éq�4¢Ñ� ¹ £ Ã#¥#Òg�4¢¤¢¤Ã# /��£gÅ	 #Äê¡R�4£g¢¤¦Ö¡h¥#Å*� ¹ £  6�4ÄÈ�?¥#�4��Àê¡_Ä
f
¡h¢¤£pè/Ø/£gÅ!¡h¦Ñ»�£gÄÂÄHË ö�£ ¹ ¡FÆ�£

f(i1) = si1 , . . . , f(ik−1) = sik−1

Ü�Ç#Ã/�
M ′ ¡h¥#Å f ÒF¡h¥#¥#�h�YÇ8£QÒg�4�� #Ã/��£gÅ�Ç�� � ¹ £Q¦¤ÀÂ�·ÓÃ#Äê¡_���4¢gË_/Á£g¥#Òg£hÜº� ¹ £Ñ¦ ¹ ¡h¢¤£g¦

si1 , . . . , sik−1

�hÉ¼� ¹ £ÑÒg�4¢¤¢¤Ã# /��£gÅ' #Äê¡F�4£g¢¤¦YÅ#� ¥#�h�YÄÂ£F¡h½"¡h¥��
ÀÂ¥/Éq�4¢¤�Y¡_��ÀÈ�4¥Y¡hÇ6�4Ã/��� ¹ £¼¦ ¹ ¡h¢¤£g¦��hÉ2� ¹ £¼Ã#¥#Òg�4¢¤¢¤Ã# /��£\Åy #Äê¡F��£g¢¤¦gÜ?� ¹ £¼¦¤£gÒg¢¤£\�ºÆh¡hÄÂÃ#£

M ′ �4¢¿� ¹ £
 6�4ÄÈ�?¥#�4��Àê¡_Ä

f
Ë ¸º¹ £¼¢¤£F¡h¦¤�4¥PÀÂ¦¿� ¹ ¡_��� ¹ £D¡hÅ/Æ4£g¢¤¦�¡h¢:�YÀÂ¦�¥#�h�º¡hÇ#ÄÂ£Á���ÕÅ#ÀÂ¦:��ÀÂ¥#Ô4Ã#ÀÂ¦ ¹ � ¹ £ÁÆh¡hÄÂÃ#£g¦

Òg�4���ÕÃ#¥#ÀÂÒF¡_��£gÅyÅ#Ã#¢¤ÀÂ¥#ÔÕ� ¹ £ë #¢¤�h���?Òg�4ÄKÉq¢¤�4� ¢�¡h¥#Å#�4��Æh¡hÄÂÃ#£g¦gË
ºÁ�R»*»�£Õ¡h¢¤Ô4Ã#£ë� ¹ ¡_�Á� ¹ £ëÆh¡hÄÂÃ#£g¦

Vj
�hÉ`� ¹ £�Ã#¥#Òg�4¢¤¢¤Ã# /��£gÅ& #Äê¡F�4£g¢¤¦¼¡h¥#ÅQ� ¹ £gÀÂ¢®¦ ¹ ¡h¢¤£g¦

Cj
�hÉ

¡ÍÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�
C
� ¹ ¡_�ÁÒF¡h¥QÇ6£ë¦¤£g£g¥ÑÅ#Ã#¢¤ÀÂ¥#Ô·� ¹ £³¦ ¹ ¡h¢¤£ëÅ#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥Q  ¹ ¡h¦¤£³Å#��¥#�h�ÁÔ4ÀÈÆ4£³¡h¥��

£�Ø?��¢�¡ÑÀÂ¥/Éq�4¢¤�Y¡_��ÀÈ�h¥í���&¡h¥ ¡hÅ/Æ4£g¢¤¦�¡h¢:�4ËQó�¦�Å#£g¦¤Òg¢¤ÀÂÇ6£gÅ Ç8£gÄÂ�R»�� ¹ £g¦¤£�Æh¡hÄÂÃ#£g¦�ÒF¡h¥ £g¡h¦¤ÀÂÄÈ�íÇ6£
¦¤ÀÂ�ÕÃ#Äê¡_��£gÅÑ¦¤�Y� ¹ ¡_��� ¹ £\�Qè#�����Y� ¹ £Õ¡hÇ6�RÆ�£�¦ ¹ ¡h¢¤£g¦D�hÉ`� ¹ £ÕÃ#¥#Òg�4¢¤¢¤Ã# /��£gÅÖ #Äê¡F��£g¢¤¦�� Ì �4¢Á� ¹ ÀÂ¦
 |¡h¢:�³�hÉ�� ¹ £� #¢¤�?�hÉ�»�£Y¡h¦¤¦¤Ã#��£Í� ¹ ¡_�³� ¹ £�¦¤ÀÂ�ÕÃ#Äê¡_���h¢ ¹ ¡h¦�¡hÒgÒg£g¦¤¦³���Ñ¡yÅ#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥p�4¢�¡hÒgÄÂ£hÜ
ÀHË¤£hËÈÜ#����¡·Òg£g¥���¢�¡hÄÂÀÂ¦¤£gÅQÅ#£gÒ\¢¤�? /��ÀÂ�h¥yÆ�£g¢¤¦¤ÀÂ�4¥CÓ<� ¹ £DÔ4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦¤£gÅQÏ¿ð�Î¿ò6Ë
öp£<¥#�R»pÒg�4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢2� ¹ £`Æ�£g¢¤ÀÈè|ÒF¡_��ÀÂ�4¥D½h£\�

V
¡h¦Ê¡ºÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�

V = rQ+m0P1
ÀÂ¥
E(Z� Ns+1Z)
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Éq�4¢A» ¹ ÀÂÒ ¹ � ¹ £º¦¤ÀÂ�ÕÃ#Äê¡_���h¢`¡_¦�½�¦`� ¹ £��4¢�¡hÒgÄÂ£�Éq�4¢7� ¹ £ºÒg�4¢¤¢¤£g¦¤ 8�4¥#Å#ÀÂ¥#ÔD #Äê¡hÀÂ¥���£�Ø?�
m0
Ë`Ð¿��Å#�4ÀÂ¥#Ô

¦¤�Í»�£ëÒF¡h¥QÒg�4�� #Ã/��£

f(0)V = M ′V = M ′rQ+m0M
′P1 = m0M

′P1 = m0P1.

÷2£\�
S
Ç6£D� ¹ £ë¦¤£\�

{0, i1, . . . , ik−1}
Ü8¡h¥#ÅQÄÂ£\�

λS
j,i = ∆

∏

i′∈ S\{i}

j − i′

i− i′

Ç6£³� ¹ £Õ÷Ê¡hÔ4¢�¡h¥#Ô4£³Òg�?£'¥�ÒgÀÂ£g¥���¦�Éq�4¢ÁÀÂ¥���£g¢¤ 6�4Äê¡_��ÀÈ¥#ÔÍ� ¹ £³Æ_¡hÄÂÃ#£g¦��hÉ<¡Y 6�hÄÈ�?¥#�4��Àê¡hÄ2ÀÂ¥Ñ 8�4ÀÂ¥��
jån��ÀÂ��£g¦

∆
ç Éq¢¤�4��Àé��¦®Æ_¡hÄÂÃ#£g¦�ÀÂ¥Ñ 8�4ÀÂ¥���¦ÁÀÂ¥

S
Ü6ÀHË�£hËÈÜ

∆f(j) =
∑

i∈S λ
S
j,if(i)

Ë ¸º¹ £g¥Ñ»�£�ÒF¡h¥
£F¡h¦¤ÀÂÄÈ�&Òg�4�� #Ã/��£ÕÆh¡hÄÂÃ#£g¦

Vj
»®ÀÈ� ¹

Vj = ∆sjV = ∆f(j)V
Éq�4¢¼� ¹ £ÍÃ#¥#Òg�h¢�¢¤Ã# /��£gÅ� #Äê¡F��£g¢¤¦gÜ

ÀHË¤£hËÈÜ
j ∈ {1, . . . , `}\{i1, . . . , ik−1}

Ü|¡h¦

Vj =
∑

i∈S

λS
j,i · (f(i)V ).

ö ¹ £g¥³¢¤£gÒg£gÀÈÆ?ÀÂ¥#ÔÁ¡ºÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�7 6�4ÀÂ¥��
C
¡h¦2ÀÂ¥# #Ã/�FÜR»�£¿¡h¦¤½�� ¹ £f�4¢�¡hÒgÄÂ£`Éq�4¢ô� ¹ £fÒg�4¢¤¢¤£g¦¤ 6�4¥#Å#ÀÂ¥#Ô

 #Äê¡hÀÂ¥���£�Ø?�
m
Ë ¸º¹ ÀÂ¦ºÔ4ÀÈÆ�£\¦®Ã#¦º� ¹ £ë 6�4¦¤¦¤ÀÂÇ#ÀÂÄÂÀé�.�����ÍÒg�4�� #Ã/��£¼� ¹ £ë 6�4ÀÂ¥���¦

f(0)C = M ′C = mP1

» ¹ ÀÂÒ ¹ ��£F¡h¥#¦�� ¹ ¡_��»�£DÒF¡h¥PÀÂ¥���£g¢¤ 6�4Äê¡_��£�¡h¥#ÅPÒg�4�� #Ã/��£�� ¹ £¼Òg�4¥���¢¤ÀÂÇ#Ã/��ÀÂ�4¥#¦
Ci = ∆siC

Éq�4¢
� ¹ £ÍÃ#¥#Òg�4¢¤¢¤Ã# /��£gÅp #Äê¡R�4£g¢¤¦ëÀÂ¥Ö� ¹ £�¦�¡h��£Õ»º¡F��¡h¦³¡hÇ8��Æ4£hË ¸º¹ ÀÂ¦³¡h¢¤Ô4Ã#��£g¥��³¦ ¹ �R»®¦ë» ¹ �Ö»�£
Å#£\è|¥#£gÅQ� ¹ £ë¦ ¹ ¡h¢¤£g¦

Ci
���ÍÇ6£

∆siC
ÀÂ¥#¦:��£F¡hÅy�hÉ.Ü|¦�¡F�4Ü

siC
Ë

i Ç�Æ?ÀÂ�4Ã#¦¤ÄÈ�Y� ¹ £ë¦¤���4Ç/��¡hÀÂ¥#£gÅPÆh¡hÄÂÃ#£g¦Á¡h¢¤£DÒg�4¢¤¢¤£gÒ\��ÄÈ�PÅ#ÀÂ¦:��¢¤ÀÂÇ#Ã/��£gÅôË

�R�V�R�@� Ø±ÙS¤¦Ú!Û½Ü�Ý0Þ$ß<¢�¤º�Tà�á£¢�¤[âã�åäNà��æÚçÜ

¾�¥\� G 2 � ã¼¡h�ÍÔ�îh¢¤ÅP¡h¥#ÅQÚhÃ#¢¤ÀÂ½� #¢¤�4 8�4¦¤£gÅQ¡�ÄÂ£g¥#Ôh� ¹ ÓÆÃ|£�Ø/ÀÂÇ#ÄÂ£ÁÆ_¡h¢¤Àê¡h¥����hÉÊ� ¹ £gÀÂ¢�Ô4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦�¡_��ÀÈ�4¥
�hÉôÎA¡hÀÂÄÂÄÂÀÈ£g¢ Å ¦`£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥�¦¤Ò ¹ £g��£hËf¾�¥Y¡D¦¤ÀÂ��ÀÂÄÂ¡_¢A»�¡F�Õ»�£®¦ ¹ �R»�ÀÂ¥·� ¹ ÀÂ¦f¦¤Ã#Ç#¦¤£gÒ\��ÀÂ�4¥ ¹ ��»�ÀÈ�<ÀÂ¦
 6�4¦¤¦¤ÀÂÇ#ÄÂ£f����¡hÅ�¹:Ã#¦:�A� ¹ £¿Ç#ÄÂ��Ò�½¼ÄÂ£g¥#Ôh� ¹ �hÉ|�4Ã#¢2� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅ�¦¤Ò ¹ £g��£hÜ4ÀHË¤£hËÈÜ�»�£� #¢¤�4 6�4¦¤£�¡ºÆh¡h¢¤Àê¡h¥��
�hÉ<�hÃ#¢ ¸ Ï¿ð�Î¿òÑ� ¹ ¡_�¼ÒF¡_¥Ö£'¥�ÒgÀÂ£g¥���ÄÈ� ¹ ¡h¥#Å#ÄÂ£���£\¦�¦�¡hÔh£g¦

m
�hÉ¿¡h¢¤Ç#ÀÈ��¢�¡h¢:�yÄÂ£g¥#Ôh� ¹

m < N s′

» ¹ £g¢¤£
s′ ≤ s

Ü�» ¹ £g¢¤£F¡h¦�� ¹ £� #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ®½h£\�C¡h¥#Å�� ¹ £�¦¤£gÒg¢¤£\��½4£\��¦ ¹ ¡h¢¤£g¦�¢¤£g�Y¡hÀÈ¥��hÉôè/Ø/£gÅP¦¤À Ä £g¦gË
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áQ�4¢¤£Y #¢¤£gÒgÀÂ¦¤£gÄÈ�4ÜAÀÈ�³ÀÂ¦³ 6�4¦¤¦¤ÀÂÇ#ÄÂ£Í���QÅ#£gÒgÀÂÅ#£Y�4¥ ¡yÆh¡hÄÂÃ#£ÍÉq�4¢
s′ ≤ s

ÜA¦¤�Q� ¹ ¡_�³� ¹ £Y��£g¦¤¦�¡hÔ4£
¦¤ |¡hÒg£

M
»®ÀÂÄÂÄ`Ç8£ Z� Ns

′

Z
»®ÀÈ� ¹ Òg�4¢¤¢¤£g¦¤ 8�4¥#Å#ÀÂ¥#ÔÑÒ\ÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?��¦¤ |¡hÒg£

C = E(Z� Ns
′
+1Z)

¡_�
¡h¥��� 6�4ÀÂ¥���¡_Én��£g¢<� ¹ £�½h£\�?¦ ¹ ¡FÆ4£�Ç6£g£g¥CÔ4£g¥#£g¢�¡_��£gÅôË<Ï`Æ�£\¥C� ¹ £�¦¤£g¥#Å#£g¢�ÒF¡h¥CÅ#£\ÒgÀÂÅ#£��4¥�� ¹ £÷Ã#�
�4¥C¡ëÆh¡hÄÂÃ#£®Éq�h¢

s′
» ¹ £g¥P£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ¥#ÔÕ¡³��£g¦¤¦�¡hÔ4£hË¿ò?Ã#Ò ¹ ¡³ÄÂ£g¥#Ôh� ¹ ÓÆÃ|£�Ø/ÀÂÇ#ÄÂ£®¦:�?¦:��£g�Ù»��4¢¤½�¦�¡h¦

Éq�4ÄÂÄÂ�R»®¦��
¸º¹ £·½h£\�&Ô4£\¥#£g¢�¡_��ÀÂ�4¥&ÒF¡h¥ÖÇ6£ÕÅ#�4¥#£ÕÀÂ¥Q� ¹ £Õ¦�¡h��£�»�¡F�&¡h¦D¡hÇ6�RÆ4£�» ¹ £g¢¤£

s
¦ ¹ �4Ã#ÄÂÅÖÇ8£ÕÒ ¹ �_Ó

¦¤£g¥'Äê¡h¢¤Ô4£Q£g¥#�4Ã#Ô ¹ Ë ÷2£\�
s′ ≤ s

ËÔºÁ�h��£Q� ¹ ¡_��� ¹ £&�4¢¤Å#£g¢
M

ÀÂ¦YÀÂ¥#Å#£g 6£\¥#Å#£g¥��P�hÉ
s
¡h¥#Å

� ¹ ¡_��Éq�4¢�¡Q 6�4ÀÂ¥��
Q
»®ÀÈ� ¹ �4¢¤Å

(Q)|M
ÀÂ¥
E(Z� Ns+1Z)

Àé�Õ¡hÄÂ¦¤� ¹ �4ÄÂÅ#¦ë� ¹ ¡_�Õ�4¢¤Å
(Q)|M

ÀÂ¥
E(Z� Ns

′
+1Z)

Ë Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ2Éq�4¢
P1 = (N : 1 : w(N)) ∈ E(Z� Ns

′
+1Z)

Àé� ¹ �4ÄÂÅ#¦ë� ¹ ¡_�
N s′P1 = (0 : 1 : 0)

åq¦¤£g£ ò?£gÒ\��ÀÂ�4¥ I#Ë.- ç ÜD¡h¥#Å Éq�4¢
M ′ = 1 mod N s ÀÈ�Q¡hÄÂ¦¤� ¹ �4ÄÂÅ#¦P� ¹ ¡_�

M ′ = 1 mod N s′ Ë
<>���?��$��%	���
��Û
¸ �³£g¥#Òg¢:�? /��¡ë��£g¦¤¦�¡hÔ4£

m
¢¤£g #¢¤£g¦¤£g¥���£gÅP¡h¦¿¡ë¥#�4¥?Ó�¥#£gÔ�¡_��ÀÈÆ4£ºÀÂ¥���£gÔ4£g¢gÜ�Ò ¹ �?�4¦¤£

s′ ≤ s
¦¤�³� ¹ ¡_�

m < N s′ Ü`Ò ¹ �?�4¦¤£C¡Q¢�¡h¥#Å#�4� ÀÂ¥���£gÔ4£g¢
1 ≤ r < N s′ ¡h¥#Å Òg�4�� #Ã/��£ C = rQ + mP1

ÀÂ¥
E(Z� Ns

′
+1Z)

Ëfó�ÄÂ�4¥#Ô·»®ÀÈ� ¹ � ¹ £ëÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�®� ¹ £DÆh¡hÄÂÃ#£D�hÉ
s′
ÀÂ¦���¢�¡h¥#¦¤��ÀÈ�¤��£gÅôË

ò ¹ ¡h¢¤£ÍÅ#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥�¡h¥#Åí¦ ¹ ¡h¢¤£ÍÒg�4�ÕÇ#ÀÂ¥#ÀÂ¥#ÔY»��4¢¤½&£�Ø#¡hÒ\��ÄÈ�&� ¹ £·¦�¡h��£Õ»�¡R�Ö¡h¦ëÇ8£\Éq�4¢¤£ÍÃ#¦¤ÀÂ¥#Ô
s′
ÀÂ¥#¦:��£F¡hÅy�hÉ

s
Ë

¾ì�ëÀÂ���Í£gÅ#Àê¡_��£gÄé�yÉq�4ÄÂÄÂ�R»®¦�� ¹ ¡_�¼� ¹ £Í¡hÇ6�RÆ4£ÕÆh¡h¢¤Àê¡h¥��DÀÂ¦¼¦¤£g�Y¡h¥���ÀÈÒF¡hÄÂÄÈ�Q¦¤£gÒgÃ#¢¤£ÍÀÈÉ<� ¹ £·�4¢¤ÀÂÔ4ÀÈ¥|¡hÄ
¦¤Ò ¹ £g��£³ÀÂ¦º¦¤£g�Y¡h¥���ÀÂÒF¡hÄÂÄÈ�Y¦¤£gÒgÃ#¢¤£hË
Ì �4¢7ÀÂ¥#¦:��¡h¥#Òg£_Üh� ¹ ÀÂ¦7 #¢¤�4 8£g¢:�.�³�hÉ#ÄÂ£g¥#Ôh� ¹ ÓÆÃ|£�Ø/ÀÂÇ#ÀÂÄÂÀé���¼���4Ô4£\� ¹ £g¢Ê»®ÀÈ� ¹ � ¹ £ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ< #¢¤�4 ?Ó
£g¢:���p�hÉ�� ¹ £Y¦¤Ò ¹ £g��£CÀÂ¦³Ã#¦¤£\ÉqÃ#Ä<Éq�4¢³£gÄÂ£gÒ\��ÀÂ�4¥p¦¤Ò ¹ £g��£g¦·¡h¦³»�£\ÄÂÄ�¡h¦³���ÑÇ#Ã#ÀÂÄÂÅ���ÀéØ�Ó�¥#£\��¦Cåq¦¤£g£
ò?£gÒ\��ÀÂ�4¥ , Ë , ç ËÑáQÀéØ�Ó�¥#£\��¦Õ¡h¢¤£Y #¢¤�h����Òg�4ÄÂ¦ë» ¹ ÀÂÒ ¹  #¢¤��Æ?ÀÂÅ#£Y¡h¥#�4¥��?��ÀÈ�.�&Éq�4¢�¦¤£g¥#Å#£g¢¤¦ÕÇ��pÒg�4ÄéÓ
ÄÂ£gÒ\��ÀÂ¥#ÔD£\¥#Òg¢:�? /��£\ÅY��£g¦¤¦�¡hÔ4£g¦fÉq¢¤�4�¦¤£\Æ4£g¢�¡hÄ|Ã#¦�£\¢�¦gË ¸º¹ £g¥Y¡DÒg�4ÄÂÄÈ£gÒ\��ÀÂ�4¥Õ�hÉ6¦¤£g¢:Æ�£g¢¤¦< #¢¤�?Òg£g¦¤¦¤£g¦
� ¹ £g¦¤£hÜô¦¤�Y� ¹ ¡_�D¡_��� ¹ £�£g¥#Å&� ¹ £� #Äê¡hÀÂ¥���£�Ø?����£g¦¤¦�¡hÔ4£g¦D¡h¢¤£��4Ã/�� #Ã/�¼ÀÂ¥Ñ¢�¡h¥#Å#�4��ÄÈ�y 6£g¢¤�ÕÃ/��£gÅ
�4¢¤Å#£g¢Á¡h¥#Åy¦¤£g¥��Á���·� ¹ £DÀÂ¥���£g¥#Å#£\ÅQ¢¤£gÒg£gÀÈÆ4£g¢¤¦FËÇ/Á£g¥#Òg£hÜ8ÀÈ�ºÀÂ¦º¥#�h�® 6�4¦¤¦¤ÀÂÇ#ÄÂ£¼���·��¢�¡hÒg£ëÇ|¡hÒ�½Y� ¹ £
��£g¦¤¦�¡hÔ4£g¦fÉq¢¤�4�� ¹ £º¢¤£gÒg£gÀÈÆ4£g¢f���D� ¹ £ºÒg�4¢¤¢¤£g¦¤ 6�4¥#Å#ÀÂ¥#Ôë¦¤£g¥#Å#£g¢gË ¸º¹ £®ÄÂ£g¥#Ôh� ¹ ÓÆÃ|£�Ø/ÀÂÇ#ÀÂÄÂÀé���³�hÉ6� ¹ £
Ã#¥#Å#£g¢¤ÄÈ�?ÀÂ¥#ÔP£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥Ö¦¤Ò ¹ £g��£·£g¥#¦¤Ã#¢¤£g¦D� ¹ ¡_�¼� ¹ £·��ÀéØ�Ó�¥#£\�¼ÀÂ¦¼¡hÇ#ÄÂ£���� ¹ ¡h¥#Å#ÄÂ£���£g¦¤¦�¡hÔ4£g¦
�hÉ2¡h¢¤Ç#ÀÈ��¢�¡h¢:��¦¤À Ä £hÜ?ÀHË¤£hËÈÜ�¡hÄÈ� ¹ �4Ã#Ô ¹ ¡hÄÂÄ#��£g¦¤¦�¡hÔ4£g¦¿¦¤Ã#Ç#��ÀÈ�¤��£gÅÍÀÂ¥�¡ë¦¤ÀÂ¥#Ô4ÄÂ£º¢¤Ã#¥��hÉ6� ¹ £Á��ÀéØ�Ó�¥#£\�
�ÕÃ#¦:� ¹ ¡FÆ�£ë� ¹ £ë¦�¡h��£ëÄÂ£g¥#Ôh� ¹ ÀÂ¥Q�4¢¤Å#£g¢º���Í #¢¤��Æ?ÀÂÅ#£³¡h¥#�4¥��?��ÀÈ���4Ü/� ¹ ÀÂ¦®Òg�4�����4¥yÄÂ£g¥#Ôh� ¹ ÒF¡h¥
Ç6£CÒ ¹ �4¦¤£g¥ Éq¢¤£g£gÄÈ��Éq�4¢�£F¡hÒ ¹ ¢¤Ã#¥(�hÉº� ¹ £P��ÀéØ�Ó�¥#£\�FÜA»®ÀÈ� ¹ �4Ã/� ¹ ¡RÆ?ÀÂ¥#ÔÑ���ÖÒ ¹ ¡h¥#Ô4£y¡h¥��p #Ã#Ç?Ó
ÄÂÀÂÒÕÀÂ¥/Éq�4¢¤�Y¡_��ÀÈ�4¥ôË ¸º¹ ÀÂ¦ëÀÂ¦D£g¦¤ 6£gÒgÀê¡_ÄÂÄÈ�&Ã#¦¤£\ÉqÃ#ÄfÉq�4¢D #¢¤�RÆ?ÀÂÅ#ÀÂ¥#Ôy¡h¥#�4¥��?��ÀÈ�.�4Ü2£hË¤Ô#ËÕÉq�4¢D£g�Y¡hÀÂÄÂ¦gË



�K�»è\� ¬�éD®  ®�%�©�
(Ul©�ª)¨¢ª)�ª   H c

ò?£g£0� G - � Éq�4¢ÁÅ#£\��¡hÀÂÄÂ¦®�hÉf��ÀéØ�Ó�¥#£\��¦Á¡h¥#ÅÑÉqÃ#¢:� ¹ £g¢�¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÂ�4¥#¦®�hÉ`ÄÂ£g¥#Ôh� ¹ ÓÆÃ|£�Ø/ÀÂÇ#ÄÂ£D� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅ
Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g��¦Á���Í£gÄÂ£gÒ\��¢¤�4¥#ÀÂÒ¼Æ4�h��ÀÂ¥#Ô#Ë

�(+Cê §Ð¸<ë ² ¯ ²�± 1;24Zm1A¬ë¶Ê¬Y¨�¬³¯�¶

ó�¦7��£g¥���ÀÂ�4¥#£gÅ�¡hÇ8��Æ4£<»�£¿¥#£g£gÅÕ¡h¦A¡®¦¤Ã#Ç#¢¤�4Ã/��ÀÂ¥#£<ÀÂ¥ë� ¹ £<¦ ¹ ¡h¢¤£¿Å#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥�  ¹ ¡h¦¤£�¡® #¢¤�h���?Òg�4Ä
Éq�4¢�� ¹ £Õ£gÛ�Ã|¡hÄÂÀÈ�.�Q�hÉ¿Å#ÀÂ¦¤Òg¢¤£\��£·ÄÂ�4Ô�¡h¢¤Àé� ¹ �Í¦gÜKÀHË¤£hËÈÜ2¡C #¢¤�?�hÉf� ¹ ¡_�DÔ4ÀÈÆ4£g¥ÖÆ_¡hÄÂÃ#£g¦

C, C̃, V, Ṽ
ÀÂ¥

E(Z� Ns+1Z)
» ¹ £g¢¤£

〈V 〉 = G
¡h¥#Å

|G|
Äê¡h¢¤Ô4£hÜ?ÀÈ� ¹ �4ÄÂÅ#¦<� ¹ ¡_�

logC(C̃) = logV (Ṽ )
Ë<ò?Ã#Ò ¹ ¡

 #¢¤�h���?Òg�4ÄK»®ÀÂÄÂÄKÇ6£ë #¢¤£g¦¤£g¥���£gÅ&ÀÂ¥Ñò?Ã#Ç#¦¤£gÒ\��ÀÂ�h¥ I#Ëd4?Ë , Ë
¾�¥0� , I � ð�¢�¡h��£g¢Ê£\�`¡hÄHËÊÀÂ¥���¢���Å#Ã#Òg£gÅÕ¡®¥#£\»(¡h # #¢¤��¡hÒ ¹ ���Á�·Ã#ÄÈ��ÀÈ |¡h¢:���¼Òg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥ëÇ|¡h¦¤£gÅ��4¥
¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒf� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅ³Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£F��¦gË ¸º¹ £�ÀÂÅ#£g¡Á�hÉ/� ¹ ÀÂ¦7¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÂ�h¥ë�hÉ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ
Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g��¦·»®ÀÂÄÂÄ¿Ç6£PÅ#£g¦¤Òg¢¤ÀÂÇ8£gÅ"ÀÂ¥(ò?£gÒ\��ÀÂ�4¥ I#Ë H Ë�Ð�£g¦¤ÀÂÅ#£g¦Õ� ¹ £PÃ#¦¤Ã|¡hÄ� #¢¤�4 6£g¢:��ÀÂ£g¦Õ�hÉ�¡
� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒÕÒg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g� ¦¤�4��£Í¡hÃ?Ø/ÀÂÄÂÀê¡h¢.�Ñ #¢¤�h���?Òg�4ÄÂ¦D¡h¢¤£·¥#£g£gÅ#£gÅíÉq�4¢¼� ¹ ÀÂ¦
¡h # #¢¤��¡hÒ ¹ Ë�áQ�4¢¤£ë #¢¤£gÒgÀÂ¦¤£gÄÈ�4Ü#»�£ë¥#£g£gÅ

•
¡· #¢¤�h���?Òg�4ÄKÉq�4¢ºÒ ¹ £gÒ�½�ÀÂ¥#Ô�ÀÈÉA¡·Æ_¡hÄÂÃ#£ëÀÂ¦®¡ÕÆ_¡hÄÂÀÂÅyÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�FÜ

•
¡& #¢¤�h���?Òg�4Ä¿Éq�4¢� #¢¤��Æ?ÀÂ¥#ÔÑ� ¹ £PÒg�4¢¤¢¤£gÒ\��¥#£g¦¤¦Í�hÉ®� ¹ £P�ÕÃ#ÄÈ��ÀÂ #ÄÈÀÈÒF¡_��ÀÈ�4¥p�hÉ�¡h¥ £g¥#Òg¢:�? /��£gÅ
Æh¡hÄÈÃ#£ëÇ��y¡ÍÒg�4¥#¦:��¡h¥��FÜ

•
¡· #¢¤�h���?Òg�4ÄKÉq�4¢º #¢¤�RÆ?ÀÂ¥#Ô·� ¹ £ë½�¥#��»®ÄÂ£\Å#Ô4£³�hÉ`¡· #Äê¡hÀÂ¥���£�Ø?�FË

Ì �4¢`� ¹ £Á¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÈ�4¥·�hÉK�4Ã#¢f� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ�Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g�����ë£gÄÂ£gÒ\��¢¤�4¥#ÀÂÒ�Æ4�h��ÀÂ¥#Ô
» ¹ ÀÂÒ ¹ »®ÀÂÄÂÄhÇ6£fÅ#£g¦¤Òg¢¤ÀÂÇ6£gÅëÀÂ¥�ò?£gÒ���ÀÈ�4¥³I#Ëdcº¡h¥#�h� ¹ £g¢2¡hÃ?Ø/ÀÂÄÂÀê¡h¢:�Á #¢¤�h���?Òg�4ÄhÀÂ¦2¥#£g£gÅ#£gÅ��7¡º #¢¤�h���?Òg�4Ä
Éq�4¢2 #¢¤�RÆ?ÀÂ¥#Ô�� ¹ ¡_�7¡h¥ë£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥³Òg�4¥���¡hÀÂ¥#¦2�4¥#£f�4Ã/�Ê�hÉ?��»��®Ô4ÀÈÆ�£g¥¼Æh¡hÄÂÃ#£g¦gÜ�»®ÀÈ� ¹ �4Ã/�2¢¤£\Æ4£F¡hÄÂÀÂ¥#Ô
» ¹ ÀÂÒ ¹ �4¥#£ÑÀÈ�CÀÂ¦gËj¾�¥�� ¹ ÀÂ¦�¦¤£gÒ\��ÀÂ�4¥�»�£Ö¡h¢¤£ÑÔ4�4ÀÂ¥#Ô���� Å#£\Æ4£gÄÂ�4 �� ¹ £g¦¤£Ö #¢¤�h����Òg�4ÄÂ¦�Éq�4¢Y�4Ã#¢
¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ�� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅ(Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g� ÀÂ¥(¡h¥(¡h¥|¡hÄÂ�4Ô4�4Ã#¦Õ�Y¡h¥#¥#£g¢·¡h¦·ÀÈ��»º¡h¦·Å#�4¥#£CÉq�4¢
� ¹ £³Ô4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦¤£gÅ&ÎA¡hÀÂÄÂÄÈÀÈ£g¢º¦�Ò ¹ £g��£�ÀÂ¥�� G 2?Ü , I#Üa4?c�Ü Gh,�� Ë ¸º¹ £�¦¤ 8£gÒgÀê¡hÄ2�.�? 8£��hÉf #¢¤�h����Òg�4ÄÂ¦º»�£
¥#£g£gÅÍ¡h¢¤£¿ÒF¡hÄÂÄÂ£gÅ

Σ
Ó.Îf¢¤�h���?Òg�4ÄÂ¦gË ¸º¹ £\�³»®ÀÂÄÂÄ�Ç8£�¦ ¹ �4¢:��ÄÈ�³Å#£\è|¥#£gÅ·ÀÂ¥ë� ¹ £�Én�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÂ¥#Ô®¦¤Ã#Ç#¦¤£gÒ\��ÀÂ�4¥ôË

�R�íì0�@�
Σ
Þ$îãäNï½Ü�ï0ðºïæ¢�¥

Σ
Ó� #¢¤�h���?Òg�4ÄÂ¦Á¡h¢¤£ë�.»��_Ó� |¡h¢:��� Ä £g¢¤�_Ó�½�¥#��»®ÄÂ£gÅ#Ô4£� #¢¤�h����Òg�4ÄÂ¦Á�hÉf¡Y |¡_¢¤��ÀÂÒ\Ã#Äê¡h¢ºÉq�4¢¤�QËº÷2£\� R Ç6£
¡�¢¤£gÄê¡_��ÀÂ�4¥yÒg�4¥#¦¤ÀÂ¦:��ÀÂ¥#Ô��hÉ` |¡hÀÂ¢¤¦

(x,w)
Ü8» ¹ £g¢¤£³»�£³� ¹ ÀÂ¥#½C�hÉ

x
Ç6£gÀÈ¥#ÔC¡Í #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒëÀÂ¥#¦:��¡h¥#Òg£³�hÉ
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¦¤�4��£<Òg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥|¡hÄh #¢¤�4Ç#ÄÂ£g�QÜ�¡h¥#Å
w
Ç6£gÀÂ¥#Ô�¡>¼l�;� � ������Ü�ÀHË�£hËÈÜ_¡®¦¤�4ÄÂÃ/��ÀÂ�4¥¼���º� ¹ ¡_�7ÀÂ¥#¦:��¡h¥#Òg£hË

öp£ë»®ÀÂÄÂÄ2Ç6£³Òg�4¥#Òg£g¢¤¥#£gÅ&»®ÀÈ� ¹  #¢¤�h���?Òg�4ÄÂ¦®�hÉ`� ¹ £ëÉq�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÈ¥#Ô·Éq�4¢¤��� ¸º¹ ÀÂ¦Á #¢¤�h���?Òg�4Ä2Ô4£\��¦
x
¡h¦

¡ÑÒg�4�����4¥pÀÂ¥# #Ã/�³Éq�4¢³� ¹ £Y #¢¤��Æ4£g¢
P
¡h¥#Åp� ¹ £YÆ4£g¢¤ÀÈè|£g¢

V
Üf¡h¥#Åp� ¹ £Y #¢¤��Æ4£g¢·¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÂ�4¥|¡hÄÈÄé�

½�¥#�R»®¦�¡·»ºÀÈ��¥#£g¦¤¦
w
¡h¦Á¡· #¢¤ÀÈÆ_¡_��£ëÀÂ¥# #Ã/�®¦¤Ã#Ò ¹ � ¹ ¡_�

(x,w) ∈ R
Ë

-4Ë
P
¦¤£g¥#Å#¦�¡·��£g¦¤¦�¡hÔ4£

a
���

V
Ë

, Ë
V
¦¤£g¥#Å#¦�¡·¢�¡h¥#Å#�4�

t
Ó�Ç#ÀÈ�ºÒ ¹ ¡hÄÂÄÂ£g¥#Ô4£

e
���

P
Ë

G Ë
P
¦¤£g¥#Å#¦�¡·¢¤£g #ÄÈ�

z
Ë

I#Ë
V
Å#£gÒgÀÂÅ#£g¦º����¡hÒgÒg£g /���4¢º¢¤£à¹:£gÒ\�ÁÇ|¡h¦¤£gÅÑ�4¥P� ¹ £ëÅ|¡_��¡ ¹ £ ¹ ¡h¦®¦¤£g£g¥ôÜ8ÀHË¤£hËÈÜ

x, a, e, z
Ë

ñ7ò�ó¿ôNõIö�÷Nø�ù¿ú
Σû�ü õIý�þCýKÿ.ý��

��ö��Tò������	�
�Iô���ö(þ���$þ���ý�þ�
P
�	���

V
��õIö��NõIý����	�Nò���ò��@þCò�ÿ	����ý������Ný���ò��	�æþCò���ö�����ÿ�Nò��Nö��.ø

�Rö��Nÿ.ö	�
P  �Rý	�����!�	�#"$�	��þ���ó¿ö5ý%"�ö.õ V ò��]þ�Nö'&(�Ný)�*��ö��Nó¿ö5ý	+;þ�Nö,�Tò�þ��Nö��
� w ø

-�.0/214365)38791;:=<�>?<A@�<CBD�NõIý�þCý ÿ.ý��åò��'����ò��pþ&ý!��ö��
Σ E�F9G�H$IJH%K�H$L +Vý¿õ�õIö����$þCò�ý�� R ò�+M�çöN��O"¿ö

þ�Nö,+Vý�����ý%�Tò��NóNú

• P Nö'�NõIý�þCýKÿ.ý��=ò��0ý	+;þ�Nö'�	��ý%"�ö,+Vý¿õ
�rø
• QMH$RSF9L�TUIJTUVWT�X�X ú2YZ+ P �	���

V
+Vý�����ý%� þ�Nö'�NõIý�þCýKÿ.ý��[�Kþ�Nö,"�ö'õCò]\ ö.õ^�	���C�O���*��ÿ.ÿ.ö���þ��.ø

• P Nö.õIö�ö`_�ò��@þ����a��ý������Ný���ò��	� û þCò��,ö��Iò��¾ô����$þIý¿õ��b�*Nò�ÿ� ý�� ò����Nô�þ x �	���c� õ��	���Ný��ÿ���	����ö��Nó¿ö
e
ý¿ô�þ��Nô�þ����	�d��ÿ.ÿ.ö���þCò��Nó ÿ.ý��0"�ö.õ
���$þCò�ý�� ý	+Rþ�Nö�+Vý¿õ
�

(a, e, z)
�Tò�þ�¹þ�Nö

���	��öe�NõIý����	�Nò���ò þJ�f�Nò��@þCõIò��Nô�þCò�ý��d�	��ÿ.ý��0"�ö.õ
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•
× �E� � � � Õé��� �)�
 �� �����h�pó Ò ¹ £F¡_��ÀÂ¥#Ô  #¢¤�RÆ�£g¢PÒF¡h¥k¡h¥#¦:»�£g¢y�4¥#ÄÈ���h¥#£Ö�hÉ³� ¹ £Ö 6�4¦¤¦¤ÀÂÇ#ÄÂ£
Ò ¹ ¡hÄÂÄÂ£g¥#Ô4£g¦gË`áQ�4¢¤£¿ #¢¤£gÒgÀÈ¦�£\ÄÈ�4Ü_Éq¢¤�4�*¡_¥��DÒg�4�����4¥ëÀÂ¥# #Ã/�

x
¡h¥#Å�¡h¥��ë |¡hÀÂ¢2�hÉ#¡hÒgÒg£g /��ÀÂ¥#Ô

Òg�4¥�Æ4£g¢¤¦�¡���ÀÈ�4¥#¦
(a, e, z)

¡h¥#Å
(a, e′, z′)

» ¹ £g¢¤£
e 6= e′

Ü�»�£�ÒF¡h¥Y£'¥�ÒgÀÂ£g¥���ÄÈ�ÍÒg�4�� #Ã/��£
w¦¤�Í� ¹ ¡_�

(x,w) ∈ R
Ë

ºÁ�h��£³� ¹ ¡_��� ¹ £�¥#�h��ÀÂ�4¥ ¹ �4¥#£g¦:�:ÓìÆ4£g¢¤ÀÈè|£g¢ Ä £g¢¤�_Ó�½�¥#�R»®ÄÂ£gÅ#Ô4£� #¢����hÉ<Òg¡h¥í¡hÄÂ¦¤�YÇ8£�Éq�4Ã#¥#Å&ÀÂ¥Q� ¹ £
ÄÂÀÈ��£g¢�¡_��Ã#¢¤£¼ÀÂ¥#¦:��£F¡hÅQ�hÉ

Σ
Ó� #¢¤�h���?Òg�4ÄÂ¦gË

¾ì�ÕÀÂ¦�£F¡h¦:�p���ÑÆ4£g¢¤ÀÈÉn�í� ¹ ¡_��� ¹ £C #¢¤�4 6£g¢:��ÀÂ£g¦��hÉ
Σ
Ó� #¢¤�h���?Òg�4ÄÂ¦�¡h¢¤£YÀÂ¥�Æh¡h¢¤Àê¡h¥���Ã#¥#Å#£g¢Õ |¡h¢�¡hÄÂÄÂ£gÄ

Òg�4�� 6�4¦¤ÀÈ��ÀÂ�h¥ôË Ì �4¢º���4¢¤£DÅ#£\��¡hÀÂÄÂ¦º¡h¥#ÅQ #¢¤�4 8£g¢:��ÀÂ£g¦®�hÉ
Σ
Ó� #¢¤�h���?Òg�4ÄÂ¦�¦¤£g£:� ,�e�� ¡h¥#Å�� , I � Ë

�R�íì0�[t îãäNï½Ü�ï0ð�ïæ¢�u&ïåä Ü�Ý!¤m�!v�w!�æ¢�àEÜ	xXïbu�y à�¥Kð�äN¤ºÜ�¤mÙSïæÛæ�åäNàEÜ�Ý£�®¥
Ì �4¢C� ¹ £Ö¦ ¹ ¡h¢¤£íÅ#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥k  ¹ ¡h¦¤£Ö»�£í¥#£g£gÅj¡ ¦¤Ã#Ç#¢¤�4Ã/��ÀÂ¥#£í #¢¤�RÆ?ÀÂ¥#Ô � ¹ ¡_�yÔ4ÀÈÆ4£g¥'Æh¡hÄÂÃ#£g¦
C, C̃, V, Ṽ

ÀÂ¥
E(Z� Ns+1Z)

» ¹ £g¢¤£
〈V 〉 = G

¡h¥#Å
|G|

ÀÂ¦ºÄê¡h¢¤Ô4£hÜ#ÀÈ� ¹ �4ÄÂÅ#¦�� ¹ ¡_�

logC(C̃) = logV (Ṽ ).

ö ÀÈ� ¹ ¦¤Ã#Ò ¹ ¡� #¢¤�h���?Òg�4Ä4¢¤Ã#¥ëÒg�4��ÀÂ¥#Ô����4Ô4£\� ¹ £g¢ô»®ÀÈ� ¹ � ¹ £f #Ã#Ç#ÄÂÀÂ¦ ¹ £gÅë¢¤£g¦¤Ã#ÄÈ�
C̃
ån� ¹ £<ÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�

¦ ¹ ¡h¢¤£
Ci
ç �hÉÕ¡( #Äê¡F�4£g¢

Pi
Ü�� ¹ £��h� ¹ £g¢y #Äê¡F�4£g¢¤¦ åT¡h¥#Åj¡h¥��'�4Ç#¦¤£g¢:Æ�£g¢ ç �hÉ��4Ã#¢P� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅ

Å#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥ ¦¤Ò ¹ £g��£�»®ÀÂÄÂÄ<Ç6£YÒg�4¥�Æ?ÀÂ¥#Òg£gÅ �hÉ�� ¹ £YÒg�4¢¤¢¤£gÒ\��¥#£g¦¤¦·�hÉ ¹ ÀÂ¦³Òg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥ôË ¸º¹ Ã#¦
¹ £g¢¤£D� ¹ £ë #Äê¡F��£g¢

Pi
ÀÂ¦�� ¹ £ë #¢¤�RÆ�£g¢gË ¸º¹ £DÆh¡hÄÂÃ#£g¦

C, C̃, V, Ṽ
¡h¦º»�£gÄÂÄ2¡h¦º� ¹ £ë #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ¼½4£\�y¡h¢¤£

 #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒÕÆh¡hÄÂÃ#£g¦³ÀÂ¥í�4Ã#¢³ #¢¤�h����Òg�4ÄHËYÎfÄê¡F�4£g¢
Pi
½�¥#�R»®¦Õ¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÂ�4¥|¡hÄÈÄé�

∆si =: y
» ¹ ÀÂÒ ¹ ÀÂ¦ ¹ ÀÂ¦

¦¤£gÒg¢¤£\��ÀÂ¥# #Ã/�FË
öp£ë¥#£g£gÅ&¡

Σ
Ó� #¢¤�h���?Òg�4ÄKÉq�4¢�� ¹ £ë¢¤£gÄê¡_��ÀÂ�4¥

R = {((C, C̃, V, Ṽ ), y) | C, C̃, V, Ṽ ∈ E(Z� Ns+1Z), y = logC(C̃) = logV (Ṽ )}.

¾ì�®»��4¢¤½�¦�¡h¦�Éq�4ÄÂÄÂ�R»®¦��
[S��E	���?
Q�UÆ��:	��%( (�z��%BEQ!�;	�$Ò�UV���!&P�?��(h	�( Q��7�BK���;	����*&
���%� ��	hÛ

ke = (N, s, (a, b), Q), C, C̃, V, Ṽ ∈ (E(Z� Ns+1Z),+)
ÜA» ¹ £g¢¤£

〈V 〉 = G
¡h¥#Å

|G|
ÀÂ¦ºÄê¡h¢¤Ô4£

[S���;ZKBD	�( �!�%� ��	oUÆ��o	��%( � ��)Z
(T�TÛ
y
¦¤Ã#Ò ¹ � ¹ ¡_�

y = logC(C̃) = logV (Ṽ )
Ë

ºÁ�h��£�� ¹ ¡_�DÀÂ¥Ö�4Ã#¢¼¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÂ�4¥Q� ¹ £ÕÄÂ£g¥#Ôh� ¹ �hÉ
y
»®ÀÂÄÂÄ7Ç8£·Ç6�4Ã#¥#Å#£gÅíÇ��

s|N ||M |
Ç#ÀÈ�D¦¤ÀÂ¥/Òg£
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V ∈ E(Z� Ns+1Z).
/Á£g¢¤£hÜ

|N |
¡h¥#Å

|M |
Å#£g¥#�h��£�� ¹ £ºÇ#ÀÈ�fÄÂ£\¥#Ôh� ¹ �hÉ

N
¡h¥#Å

M
Ü�¢¤£g¦¤ 6£gÒ\��ÀÈÆ4£gÄÈ�4Ë

ö	Ë ÄHË �#Ë Ô#Ë`� ¹ £g¦¤£ëÇ#ÀÈ�®ÄÂ£g¥#Ôh� ¹ ¦Á¡h¢¤£D½�¥#�R»®¥&¡h¦º»�£gÄÂÄHË

-4Ë ¸º¹ £· #¢¤�RÆ4£g¢
P
Ò ¹ �?�4¦¤£g¦ë¡Y¢�¡h¥#Å#�4�×¥�Ã#�·Ç8£g¢

r
�hÉ<Ç#ÀÈ�¼ÄÂ£g¥#Ôh� ¹

s|N ||M | + 2t
ÜK» ¹ £g¢¤£

t
ÀÂ¦Õ¡Ñ¦¤£gÒg�4¥#Å|¡h¢:�p¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ���p |¡h¢�¡h��£\��£g¢gËX/Á£YÒg�4�� #Ã/��£g¦

A = rC
¡h¥#Å

B = rV
ÀÈ¥

E(Z� Ns+1Z)
¡h¥#Åy¦¤£g¥#Å#¦

(A,B)
���Í� ¹ £DÆ4£g¢¤ÀÈè|£g¢

V
Ë

, Ë ¸º¹ £DÆ�£g¢¤ÀÈè|£g¢®Ò ¹ ���4¦¤£g¦�¡Í¢�¡h¥#Å#�4�
t
Ó�Ç#ÀÈ�®Ò ¹ ¡hÄÂÄÂ£g¥#Ô4£

e
» ¹ ÀÂÒ ¹Q¹ £ë¦¤£g¥#Å#¦®���Í� ¹ £ë #¢¤�RÆ4£g¢gË

G Ë
P
Òg�4�� #Ã/��£g¦º� ¹ £ë¥�Ã#�ÕÇ6£g¢

z = r + ey
¡h¥#ÅQ¦¤£g¥#Å#¦ÁÀÈ�����

V
Ë

I#Ë ¸º¹ £�Æ4£g¢¤ÀÈè|£g¢¼¡hÒgÒg£g /��¦¼� ¹ £� #¢¤�?�hÉfÀÈÉ<¡h¥#Å&�4¥#ÄÈ�yÀÈÉ
zC = A + eC̃

¡h¥#Å
zV = B + eṼÀÂ¥

E(Z� Ns+1Z)
Ë

| ()�*��B=L%Óú+�Óú��Ó ¸º¹ £Y¡hÇ8��Æ4£Í #¢¤�h���?Òg�4ÄAÉq�4¢¼� ¹ £Í£gÛ�Ã|¡hÄÈÀÈ�.�&�hÉ�Å#ÀÂ¦¤Òg¢¤£\��£ÍÄÂ�4Ô�¡h¢¤Àé� ¹ �Í¦¼ÀÂ¦ë¡
Σ
Ó

 #¢¤�h���?Òg�4ÄHË

L ����� � G ¸º¹ £�Òg�4�� #ÄÂ£\��£g¥#£g¦¤¦¿�hÉK� ¹ ÀÂ¦< #¢¤�h����Òg�4Ä|Ã#¥#Å#£g¢�¡h¥ ¹ �4¥#£g¦:�� #¢¤�RÆ�£g¢¿ÀÂ¦f�4Ç�Æ?ÀÂ�4Ã#¦gË<ò? 8£gÒgÀê¡hÄ
¹ �4¥#£g¦:�:ÓìÆ4£g¢¤ÀÈè|£g¢ Ä £g¢¤�_Ó�½�¥#��»®ÄÂ£gÅ#Ôh£ ¹ �4ÄÂÅ#¦·Ç6£gÒF¡hÃ#¦¤£hÜ�Éq�4¢·¡Ö¢�¡h¥#Å#�4� t

Ó�Ç#ÀÈ�·¥�Ã#�·Ç8£g¢
e
¡h¥#Å"¡

¢�¡h¥#Å#�4�
s|N ||M | + 2t

Ó�Ç#ÀÈ�ë¥�Ã#�ÕÇ6£g¢
z
»�£ ¹ ¡RÆ4£Í� ¹ ¡_�

((zC − eC̃, zV − eṼ ), e, z)
ÀÂ¦³¡h¥

¡hÒgÒg£g /��ÀÂ¥#Ô�Òg�4¥�Æ�£g¢¤¦�¡_��ÀÂ�4¥³»®ÀÈ� ¹ � ¹ £¿¦�¡h��£¿ #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀé�.�¼Å#ÀÂ¦:��¢¤ÀÂÇ#Ã/��ÀÂ�4¥ôË Ì �4¢Ê¦¤ 6£gÒgÀê¡hÄ�¦¤�4Ã#¥#Å#¥#£g¦¤¦
»�£�¡h¦¤¦¤Ã#��£ë� ¹ ¡_�

P
Å#��£g¦Á¥#�h�Á½�¥#�R»

y
Ë¿¾ìÉ7� ¹ £³ #¢¤�RÆ4£g¢ÁÒF¡h¥Q¦¤£g¥#ÅÑÒg�4¢¤¢¤£gÒ\��¢¤£g¦¤ 8�4¥#¦¤£g¦

z
¡h¥#Å

z′
���·��»��ÍÅ#ÀÈßK£g¢¤£g¥��ÁÒ ¹ ¡hÄÂÄÂ£g¥#Ô4£g¦

e
¡h¥#Å

e′
� ¹ ¡_�®¦�¡_��ÀÂ¦:Én�C� ¹ £DÆ4£g¢¤ÀÈè|£g¢ Å ¦®Ò ¹ £gÒ�½C» ¹ £g¢¤£ë»ëË ÄHË �#Ë Ô#Ë

e > e′
Ü|ÀHË¤£hËÈÜ

zC = A+ eC̃
¡_¥#Å

zV = B + eṼ ,

z′C = A+ e′C̃
¡_¥#Å

z′V = B + e′Ṽ

� ¹ £g¥
(z − z′)C = (A+ eC̃) − (A+ e′C̃) = (e− e′)C̃

¡h¥#Å
(z − z′)V = (B + eṼ ) − (B + e′Ṽ ) = (e− e′)Ṽ ,

¡h¥#Å ¹ £g¥#Òg£
logC(C̃) = logV (Ṽ ) = (z − z′)(e− e′)−1
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� ¹ £DÅ#ÀÂ¦¤Òg¢¤£\��£DÄÂ�4Ô�¡h¢¤ÀÈ� ¹ �Í¦�ÀÂ¦�£'¥�ÒgÀÂ£g¥���ÄÈ�CÒg�4�� #Ã/��¡hÇ#ÄÂ£hË ¸º¹ ÀÂ¦ºÒg�4¥���¢�¡hÅ#ÀÂÒ\��ÀÂ�4¥C¦ ¹ ��»®¦º� ¹ ¡_��� ¹ £
 #¢¤�RÆ�£g¢¿ÀÂ¦¿¡hÇ#ÄÂ£º���Õ¡h¥#¦:»�£g¢�¡_�¿���4¦:�¿�4¥#£ÁÒ ¹ ¡hÄÂÄÂ£g¥#Ô4£

e
Òg�4¢¤¢¤£gÒ\��ÄÈ�4Ë ¸º¹ £g¢¤£\Éq�4¢¤£Á� ¹ £Á #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ���

�hÉ`¡hÒgÒg£g /��¡h¥#Òg£³�hÉ`¡ÍÅ#ÀÂ¦ ¹ �4¥#£\¦¤�Á #¢¤�RÆ4£g¢®ÀÂ¦
2−t » ¹ ÀÂÒ ¹ ÀÂ¦º¥#£gÔ4ÄÂÀÂÔ4ÀÂÇ#ÄÈ£¼ÀÂ¥ t Ë

Ì ÀÂÔ4Ã#¢¤£>I/Ë , �¿Îf¢¤�h����Òg�4ÄôÉq�4¢�� ¹ £³ÏfÛ�Ã|¡hÄÂÀÈ���C�hÉ`ã�ÀÂ¦¤Òg¢¤£\��£³÷2�4Ô�¡h¢¤ÀÈ� ¹ ��¦

ÝÁ¦¤ÀÂ¥#Ô¼� ¹ £ Ì Àê¡_�:Ó:ò ¹ ¡h�ÍÀÈ¢ ¹ £gÃ#¢¤ÀÂ¦:��ÀÂÒ]� Ih2 � » ¹ ÀÂÒ ¹ ¢¤£gÛ�Ã#ÀÂ¢¤£g¦<¡ ¹ ¡h¦ ¹ ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥�� ¹ ÀÂ¦` #¢¤�h����Òg�4Ä/ÒF¡h¥
Ç6£¼�Y¡hÅ#£�¥#�4¥?Ó�ÀÂ¥���£g¢�¡hÒ\��ÀÈÆ4£hÜ�» ¹ £g¢¤£D¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ���YÒF¡h¥PÇ6£¼ #¢¤�RÆ4£g¥PÀÂ¥Y� ¹ £¼¢�¡h¥#Å#�4�Ù�4¢�¡hÒgÄÂ£����?Å#£gÄ��
÷2£\�

H
Ç6£³¡ ¹ ¡h¦ ¹ ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥ôÜ#» ¹ �4¦¤£ë�4Ã/�� #Ã/�ÁÀÂ¦®¡

t
Ó�Ç#ÀÈ�®ÀÂ¥���£gÔ4£g¢³å

t = 128
Ü|¦�¡F� ç Ë

-4Ë ¸º¹ £Q #¢¤��Æ4£g¢
P
Ò ¹ ���4¦¤£g¦C¡í¢�¡h¥#Å#�4� ¥�Ã#�ÕÇ6£g¢

r
�hÉ¼Ç#ÀÈ��ÄÂ£\¥#Ôh� ¹

s|N ||M | + 2t
Ë|/Á£

Òg�4�� #Ã/��£g¦
A = rC

¡h¥#Å
B = rV

ÀÂ¥
E(Z� Ns+1Z)

Ü7¦¤£\��¦
e = H(A,B,C, C̃)

¡h¥#Å
Òg�4�� #Ã/��£g¦

z = r+ey
Ël/Á£®Å#£\è|¥#£g¦¿� ¹ £Á #¢¤���hÉô�hÉKÒg�4¢¤¢¤£gÒ\��¥#£g¦¤¦����ëÇ6£

(e, z)
¡h¥#Å�¦¤£g¥#Å#¦

� ¹ ÀÂ¦����·� ¹ £DÆ�£g¢¤ÀÈè|£g¢
V
Ë

, Ë ¸ �ÍÆ4£g¢¤ÀÈÉn�Y� ¹ ÀÂ¦® #¢¤���hÉ
V
Ò ¹ £gÒ�½�¦®� ¹ ¡_�

e = H(zC − eC̃, zV − eṼ , C, C̃)
Ë

¾�¥�� ¹ ÀÂ¦f¥#�4¥?Ó�ÀÂ¥���£g¢�¡hÒ\��ÀÈÆ4£�Æ�£g¢¤¦¤ÀÂ�4¥��hÉK� ¹ £® #¢¤�h���?Òg�4Ä#»�£ÁÒF¡h¥Y£�Ø/ÒgÄÂÃ#Å#£
V, Ṽ

ÀÂ¥·� ¹ £ÁÀÂ¥# #Ã/�f���
H¦¤ÀÂ¥#Òg£�ÀÂ¥Ñ�4Ã#¢¼¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÂ�h¥ôÜ|� ¹ £\�&¡h¢¤£³è/Ø/£gÅí¡h¥#Å&Ò ¹ �4¦¤£g¥ÖÇ��&¡ ¹ �4¥#£\¦¤�¼Å#£F¡hÄÂ£g¢¼¡h¦�Ç6£gÀÈ¥#ÔY� ¹ £

Æ4£g¢¤ÀÈè|ÒF¡_��ÀÂ�4¥�½h£\�?¦gË<¾ìÉô»�£�¡h¦¤¦¤Ã#��£®� ¹ £Á #¢¤�RÆ�£\¢ Å ¦¿ÒgÄê¡hÀÂ����³Ç6£®��¢¤Ã#£hÜ?ÀHË¤£hËÈÜ�� ¹ £Á£gÛ�Ã|¡hÄÂÀÈ���·�hÉK� ¹ £
Å#ÀÂ¦¤Òg¢¤£\��£³ÄÂ�4Ô�¡h¢¤ÀÈ� ¹ �Í¦ ¹ �4ÄÂÅ#¦®� ¹ £g¥Q� ¹ £³Òg�4¢¤¢¤£gÒ\��¥#£g¦¤¦¼�hÉ`� ¹ ÀÂ¦® #¢¤�h���?Òg�4ÄôÉq�4ÄÂÄÂ�R»®¦®ÀÂ���Í£gÅ#Àê¡_��£\ÄÈ�4Ë
ó�¦¤¦¤Ã#��ÀÂ¥#Ô³� ¹ £�¢�¡h¥#Å#�4�Ù�4¢�¡hÒgÄÂ£®���?Å#£gÄHÜ�ÀHË¤£hËÈÜ?¢¤£g #Äê¡hÒgÀÂ¥#Ô

H
Ç��Y¡³¢�¡h¥#Å#�4��ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥ôÜ�»�£�ÒF¡h¥

¦ ¹ �R»*¦¤�4Ã#¥#Å#¥#£g¦¤¦¼¡_¥#ÅQ¦¤ 6£gÒgÀê¡hÄ ¹ �4¥#£g¦:�:ÓìÆ4£g¢¤ÀÈè|£g¢ Ä £g¢¤�_Ó�½�¥#�R»®ÄÂ£gÅ#Ô4£³¡h¦Á¡hÇ6�RÆ4£hË
¸º¹ £ Ì Àê¡��¤Ó.ò ¹ ¡h��ÀÈ¢ ¹ £gÃ#¢¤ÀÂ¦:��ÀÂÒ¼Òg¡h¥y¡hÄÂ¦¤�ÕÇ6£¼Ã#¦¤£gÅC���Õ�Y¡h½4£¼¡hÄÂÄ6�hÉ2� ¹ £�Éq�4ÄÂÄÈ�R»®ÀÂ¥#Ô³ #¢¤�h���?Òg�4ÄÂ¦��hÉ
� ¹ ÀÂ¦º¦¤£gÒ\��ÀÂ�4¥Q¥#�4¥?Ó�ÀÂ¥���£g¢�¡hÒ\��ÀÈÆ4£hË



�K�»è\� ¬�éD®  ®�%�©�
(Ul©�ª)¨¢ª)�ª   c ,

�R�íì0�s� { Ý!¤¦ð#| ïbu!{ à� £Ý!¤=äKÜ�¤º�]Ü�Ú!¤¦¥K¥
ºÁ�R»*»�£³»®ÀÂÄÂÄ2Å#£g¦¤Òg¢¤ÀÂÇ6£Õ¡Y #¢¤�h����Òg�4Ä2� ¹ ¡_��Ô4ÀÈÆ�£g¥&¡ÍÆh¡hÄÂÃ#£

C
¡h¥#ÅÑ� ¹ £³ #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ³½h£\�

ke
Ò ¹ £gÒ�½�¦

» ¹ £\� ¹ £g¢
C
ÀÂ¦ë¡CÆ_¡hÄÂÀÂÅÖÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�FË Ì �4¢¼� ¹ £Í |¡h¢�¡h��£\��£g¢¤¦D�hÉ��4Ã#¢¼� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅí¦¤Ò ¹ £g��£Í� ¹ ¡_�

��£F¡h¥#¦®� ¹ ¡_��Ô4ÀÈÆ�£g¥&¡� 8�4ÀÂ¥��
C
¡h¥#ÅQ� ¹ £� #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒë½4£\�

ke = (N, s, (a, b), Q)
Ò ¹ £gÒ�½y» ¹ £\� ¹ £g¢

� ¹ £g¢¤£C£�Ø/ÀÈ¦¤��¦Õ¡Q��£g¦¤¦�¡hÔ4£
m ∈ Z� NsZ

¡h¥#Å ¡Ñ¢�¡h¥#Å#�4� £gÄÂ£g��£g¥��
0 ≤ r < N s ¦¤Ã#Ò ¹ � ¹ ¡_�

C = Eke,r(m) = rQ + mP1 ∈ E(Z� Ns+1Z)
Ë:ºÁ�h��£·� ¹ ¡_�D� ¹ £ÍÆ_¡hÄÂÃ#£g¦

V
¡h¥#Åp¡hÄÂÄ

Vi
¡h¢¤£

�4¥#ÄÈ�Ñ¥#£g£gÅ#£gÅíÉq�4¢�� ¹ £Õ¦ ¹ ¡h¢¤£·Å#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥í  ¹ ¡h¦¤£·ÀÂ¥Ö�4Ã#¢�� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅí¦¤Ò ¹ £g��£hË ¸º¹ £\�ÖÒF¡h¥ÖÇ6£
�4��ÀÈ�¤��£gÅy¡h¦® #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ¼ÀÂ¥# #Ã/��¦®ÀÂ¥Q¡hÄÂÄK�4Ã#¢ºÉq�4ÄÂÄÈ�R»®ÀÂ¥#ÔÕ #¢¤�h���?Òg�4ÄÂ¦gË
¸º¹ £y #¢¤�4 8£g¢:�.�

C = rQ + mP1
ÀÂ¦·�4Ç�Æ?ÀÂ�4Ã#¦¤ÄÈ�p£gÛ�Ã#ÀÈÆ_¡hÄÂ£g¥��Õ���

C − mP1 = rQ
Ü<ÀHË¤£hËÈÜf���

C −mP1
Ç8£gÀÂ¥#Ôy¡h¥í£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥

Eke,r(0)
�hÉ

0
Ã#¥#Å#£\¢D� ¹ £· #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒÕ½h£\�

ke
¡h¥#Å�¡C¢�¡h¥#Å#�4�

¥�Ã#�·Ç8£g¢
r
Ë

/Á£g¥#Òg£hÜ|»�£ë»��4Ã#ÄÂÅyÄÂÀÂ½h£¼���ÍÒg�4¥#¦:��¢¤Ã#Ò\�¼¡
Σ
Ó� #¢¤�h���?Òg�4ÄKÉq�4¢�� ¹ £ë¢¤£gÄê¡_��ÀÂ�4¥

R = {((ke, C), r) | C = Eke,r(0)
» ¹ £g¢¤£

ke
ÀÂ¦�� ¹ £ë #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒD½h£\�

}.

ó	 #¢¤�h����Òg�4ÄôÉq�4¢�� ¹ ÀÂ¦ºÒF¡h¥Q£F¡h¦¤ÀÂÄÈ�YÇ6£ë�4Ç/��¡hÀÂ¥#£gÅPÉq¢¤�4��� ¹ £ëÒg�4¢¤¢¤£g¦¤ 6�4¥#Å#ÀÂ¥#Ô��4¥#£ëÀÈ¥9� 4?c � �
[S��E	���?
Q�UÆ��C���%()�����!�%7\8:�%(h	��%(T�:BE�A()Q�()��()�
	o�!&¡BE�A()���?��$��%	���
�=�U

0���%� ��	hÛ
ke = (N,S, (a, b), Q), C[S���;ZKBD	�( �!�%� ��	oUÆ��o	��%( � ��)Z
(T�TÛ

r
»®ÀÈ� ¹

0 ≤ r < N s ¦¤�Í� ¹ ¡_� C = rQ = Eke,r(0)
Ë

-4Ë ¸º¹ £ë #¢¤��Æ4£g¢
P
Ò ¹ �?�4¦¤£g¦

r′
»®ÀÈ� ¹

0 ≤ r′ < N s ¡_�®¢�¡h¥#Å#�4�QË�/Á£ëÒg�4�� #Ã/��£g¦

A = r′Q = Eke,r′(0)

¡h¥#ÅQ¦¤£g¥#Å#¦
A
���Í� ¹ £¼Æ�£g¢¤ÀÈè|£g¢

V
Ë

, Ë
V
Ò ¹ ¡hÄÂÄÂ£g¥#Ô4£g¦

P
»®ÀÈ� ¹ ¡·¢�¡h¥#Å#�4�

t
Ó�Ç#ÀÈ�º¦:��¢¤ÀÂ¥#Ô

e
Ë

G Ë
P
Òg�4�� #Ã/��£g¦

z = r′ + er
¡h¥#ÅQ¦¤£g¥#Å#¦

z
���

V
Ë

I#Ë
V
Ò ¹ £gÒ�½�¦�» ¹ £\� ¹ £g¢

A,C ∈ E(Z� Ns+1Z)
¡h¥#Å�� ¹ ¡_�

Eke,z(0) = A+ eC
Ë�/Á£�¡hÒgÒg£g /��¦

ÀÈÉA¡h¥#ÅQ�4¥#ÄÈ�CÀÈÉÊ� ¹ ÀÂ¦®ÀÂ¦�� ¹ £ëÒF¡h¦¤£hË
| ()�*��B¡L%Óú+�Óú5�Ó ¸º¹ £�¡hÇ6�RÆ4£¿ #¢¤�h���?Ò\�4Ä4Éq�4¢ÊÒ ¹ £gÒ�½�ÀÂ¥#ÔÁ» ¹ £\� ¹ £g¢`¡h¥³£gÄÂ£g�Í£g¥��ÊÀÂ¦7¡h¥³£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥
�hÉ

0
ÀÂ¦®¡

Σ
Ó� #¢¤�h���?Òg�4ÄHË
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L ����� � G Ì �4¢CÒg�4�� #ÄÂ£\��£g¥#£g¦¤¦C»�£ ¹ ¡FÆ�£&��� ¦ ¹ �R»×� ¹ ¡_�C� ¹ £&Æ4£g¢¤ÀÈè|£g¢P¡hÄÈ»º¡F�?¦P¡hÒgÒg£g /��¦yÀÈÉD� ¹ £
 #¢¤�RÆ�£g¢Á¡h¥#ÅP� ¹ £DÆ�£g¢¤ÀÈè|£g¢ºÉq�hÄÂÄÂ�R» � ¹ £ë #¢¤�h���?Òg�4ÄHË ¸º¹ ÀÂ¦ ¹ �4ÄÂÅ#¦®¡h¦ºÉq�4ÄÂÄÈ�R»®¦��

A+ eC = r′Q+ eC = r′Q+ erQ = (r′ + er)Q = zQ = Eke,z(0).

Ì �4¢2¦¤ 6£gÒ\Àê¡hÄ ¹ �4¥#£g¦:�7Æ4£g¢¤ÀÈè|£g¢ Ä £g¢¤�_Ó�½�¥#�R»®ÄÂ£gÅ#Ô4£f»�£ ¹ ¡FÆ4£f���Á¦¤ÀÂ�ÕÃ#Äê¡_��£`¡®Òg�4¥�Æ4£g¢¤¦�¡_��ÀÂ�4¥ (A, e, z)»®ÀÈ� ¹ � ¹ £y¦�¡h��£y #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀé��� Å#ÀÂ¦:��¢¤ÀÂÇ#Ã/��ÀÂ�h¥ôË ¸º¹ £g¢¤£\Éq�4¢¤£y� ¹ £Q¦¤ÀÂ�ÕÃ#Äê¡_���h¢ÕÒ ¹ ���4¦¤£g¦
z
¡h¥#Å

e¢�¡h¥#Å#�4��ÄÈ�"ÀÂ¥�� ¹ £gÀÂ¢C¢¤£g¦¤ 6£gÒ\��ÀÈÆ4£íÅ#�4�Y¡hÀÂ¥#¦gËË/Á£Ö¦¤£\��¦
A = Eke,z(0) − eC

¡h¥#Å'�4Ã/�� #Ã/��¦
(A, e, z)

Ü/» ¹ ÀÂÒ ¹ ÀÂ¦®�4Ç�Æ?ÀÂ�4Ã#¦¤ÄÈ�P¡·Òg�4¥�Æ�£g¢¤¦�¡_��ÀÂ�4¥P»®ÀÈ� ¹ � ¹ £ë¦�¡h��£D #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀé���YÅ#ÀÂ¦:��¢¤ÀÂÇ#Ã/��ÀÂ�4¥ôË
Ì �4¢f¦¤ 8£gÒgÀê¡hÄ|¦¤�4Ã#¥#Å#¥#£g¦¤¦<»�£Á¡h¦¤¦�Ã#�Í£º� ¹ ¡_�f� ¹ £g¢¤£Á¡h¢¤£��.»��³¡hÒgÒg£g /��ÀÂ¥#Ô³Òg�h¥�Æ4£g¢¤¦�¡_��ÀÂ�4¥#¦

(A, e, z)¡h¥#Å
(A, e′, z′)

» ¹ £g¢¤£
e 6= e′

¡h¥#Åy»ëË ÄHË �#Ë Ô#Ë
e > e′

Ë�/Á£g¥#Òg£hÜ|»�£³�4Ç/��¡hÀÂ¥

Eke,z(0) = A+ eC
¡h¥#Å

Eke,z′(0) = A+ e′C.

¸º¹ £g¢¤£\Éq�4¢¤£
(e− e′)C = Eke,(z−z′)(0) = (z − z′)Q.

ò?ÀÂ¥#Òg£
e 6= e′

»�£³ÒF¡h¥Q¦¤£\�
v := (z − z′)(e− e′)−1 Ë¿ò?�#Ü

C = (z − z′)(e− e′)−1Q = vQ = Eke,v(0),

ÀHË¤£hËÈÜ/� ¹ £D¥#£gÒg£g¦¤¦�¡h¢:�PÆ_¡hÄÂÃ#£g¦�Éq�4¢º¡h¥P£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥y�hÉ
0
ÒF¡h¥yÀÂ¥#Å#£g£gÅPÇ6£D£'¥�ÒgÀÂ£g¥���ÄÈ�CÒg�4�� #Ã/��£gÅôË

¾�¥&�4Ã#¢¼¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÂ�4¥Q�hÉ`� ¹ ÀÂ¦¼¡h¥#ÅÑ� ¹ £�Éq�hÄÂÄÂ�R»®ÀÂ¥#Ô� #¢¤�h���?Ò\�4ÄÂ¦Á»�£·¡h¦¤¦¤Ã#��£³� ¹ ¡_��� ¹ £Õ����Å#Ã#ÄÂÃ#¦
N = pq

¹ ¡h¦Õ��»��Ö #¢¤ÀÂ��£�ÉT¡hÒ\���4¢¤¦Õ�hÉ®¢¤�4Ã#Ô ¹ ÄÈ��� ¹ £C¦�¡h��£C¦¤À Ä £hË9/Á£g¥#Òg£hÜ<ÀÈÉ |N |
ÀÂ¦³� ¹ £PÇ#ÀÈ�

ÄÂ£g¥#Ôh� ¹ �hÉ
N
Ü�»�£®ÒF¡h¥Í¦¤£\�

t = |N |/2
���ë£g¥#¦¤Ã#¢¤£®� ¹ ¡_�f� ¹ £® #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÈÄÂÀÈ�����hÉô¡DÒ ¹ £F¡_��ÀÂ¥#Ôë #¢¤�RÆ4£g¢

���Í�Y¡h½4£¼� ¹ £DÆ4£g¢¤ÀÈè|£g¢Á¡hÒgÒg£g /�ÁÀÂ¦
≤ 2−t Ë

�R�íì0�V� îãäNï0ïbu<ïbue{ ïåä�äN¤¦ð�Üd}~w!¢EÜ�à� £¢�à�ð=�½Ü�à�ïæÚ
öp£¼¥#��»kÅ#£g¦¤Òg¢¤ÀÂÇ8£ë¡Õ #¢¤�h����Òg�4Ä6Éq�4¢� #¢¤��Æ?ÀÂ¥#Ô�� ¹ ¡_�º¡ÕÔ4ÀÈÆ4£g¥PÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�ºÀÂ¦�� ¹ £¼ #¢¤�?Å#Ã#Ò\�º�hÉ7¡h¥
£g¥#Òg¢:�? /��£gÅÑÆ_¡hÄÂÃ#£DÇ��y¡· #Äê¡hÀÂ¥���£�Ø?�FË�/Á£g¥#Òg£hÜ|»�£ëÅ#£\è|¥#£ë� ¹ £ë¢¤£gÄê¡_��ÀÂ�4¥

R = {((Cm1
, Cm2

, D), (m2, r2, r3)) | Cm1
= E(m1), Cm2

= Er2
(m2), D = m2Cm1

+r3Q},



�K�»è\� ¬�éD®  ®�%�©�
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» ¹ £g¢¤£í¡hÄÂÄÁ£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥#¦y¡h¢¤£ÑÅ#�4¥#£ÖÃ#¥#Å#£g¢Y� ¹ £Ö¦�¡h��£Ñ #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒÑ½4£\�
ke = (N, s, (a, b), Q)

Ë
ÝÁ¦¤ÀÂ¥#Ô·� ¹ £³¡hÄÂÔ4�4¢¤ÀÈ� ¹ � áQÀéØ/£gÅ?Ó:áQÃ#ÄÈ�º���Í£�Ø/ #¢¤£g¦¤¦®� ¹ £ë¢¤£gÄê¡_��ÀÂ�4¥C� ¹ ÀÂ¦º��£F¡h¥#¦º� ¹ ¡_�

D =
áQÀéØ/£gÅ?Ó:áQÃ#ÄÈ�

(m2, Cm1
),

ÀHË¤£hËÈÜ
D
ÀÂ¦�¡h¥&£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥&�hÉ

m2m1
ËÁó! #¢¤�h���?Òg�4Ä2Éq�4¢®� ¹ ÀÂ¦�¢¤£gÄê¡_��ÀÂ�4¥QÀÂ¦Á¦¤ÀÂ��ÀÂÄÂ¡h¢������ ¹ £��4¥#£

 #¢¤�4 6�4¦¤£gÅQÀÂ¥9� , I � Éq�4¢�� ¹ £D� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅÑÎA¡hÀÂÄÂÄÈÀÈ£g¢�¦¤Ò ¹ £\��£��
[S��E	���?
Q�UÆ��0����)Z%�!�%7*�?�����()��	o�\��Q;	��;� Q!����BD	���
�
���%� ��	hÛ

ke = (N, s, (a, b), Q)
¡h¥#Å

Cm1
, Cm2

, D
Ü|¦¤�·� ¹ ¡_�

Cm1
= r1Q+m1P1, Cm2

= r2Q+m2P1, D = m2Cm1
+ r3Q

[S���;ZKBD	�( �!�%� ��	oUÆ��o	��%( � ��)Z
(T�TÛ
m2

¡h¥#Å
r2, r3

-4Ë ¸º¹ £Á #¢¤�RÆ4£g¢
P
Ò ¹ ���4¦¤£g¦

m ∈ Z� NsZ
¡h¥#Å

0 ≤ v, u < N s ¡_�<¢�¡h¥#Å#�4�QË3/Á£®Òg�4�� #Ã/��£g¦

A = mCm1
+ vQ

¡h¥#Å
B = mP1 + uQ.

P
¦¤£g¥#Å#¦

(A,B)
���·� ¹ £DÆ4£g¢¤ÀÈè|£g¢

V
Ë

, Ë
V
¦¤£g¥#Å#¦�¡·¢�¡h¥#Å#�4�

t
Ó�Ç#ÀÈ�ºÒ ¹ ¡hÄÂÄÂ£g¥#Ô4£

e
���

P
Ë

G Ë ¸º¹ £ë #¢¤��Æ4£g¢
P
Òg�4�� #Ã/��£g¦

w = m+ em2, y = v + er3, z = u+ er2

¡h¥#ÅQ¦¤£g¥#Å#¦
(w, y, z)

���
V
Ë

I#Ë ¸º¹ £DÆ�£g¢¤ÀÈè|£g¢®Ò ¹ £gÒ�½�¦Á� ¹ ¡_�

wP1 + zQ = B + eCm2
, wCm1

+ yQ = A+ eD.

/Á£³¡hÒgÒg£g /��¦ÁÀÈÉA¡h¥#ÅQ�4¥#ÄÈ�CÀÈÉÊ� ¹ ÀÂ¦ºÀÂ¦�� ¹ £DÒF¡h¦¤£hË
| ()�*��BkL%Óú+�Ó�L%Ó ¸º¹ £�¡hÇ6�RÆ4£¿ #¢¤�h���?Òg�4Ä4Éq�4¢Ê #¢¤�RÆ?ÀÂ¥#ÔÁÒg�4¢¤¢¤£gÒ\�A�ÕÃ#ÄÈ��ÀÂ #ÄÈÀÈÒF¡_��ÀÈ�4¥ëÀÂ¦7¡

Σ
Ó� #¢¤�h���?Òg�4Ä

 #¢¤�RÆ?ÀÂ¥#Ôë½�¥#�R»®ÄÂ£gÅ#Ô4£®�hÉ
m2, r2, r3

¦¤Ã#Ò ¹ � ¹ ¡_�
Cm2

= r2Q+m2P1
¡h¥#Å

D = m2Cm1
+r3Q

Ü
ÀHË¤£hËÈÜ| #¢¤�RÆ?ÀÂ¥#Ô·� ¹ ¡_�

D
£g¥#Òg¢:�? /��¦

m2m1
Ë
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L ����� � G ò ¹ ��»®ÀÂ¥#ÔÍÒg�4�� #ÄÂ£\��£g¥#£g¦¤¦®ÀÂ¦º¦:��¢�¡hÀÂÔ ¹ ��Éq�h¢¤»�¡h¢¤ÅP¦¤ÀÂ¥#Òg£

wP1 + zQ = (m+ em2)P1 + (u+ er2)Q = mP1 + uQ+ e(r2Q+m2P1) = B + eCm2

¡h¥#Å

wCm1
+yQ = (m+em2)Cm1

+(v+er3)Q = mCm1
+vQ+e(m2Cm1

+r3Q) = A+eD.

Ì �4¢�¦¤ 6£gÒgÀê¡hÄ ¹ �4¥#£g¦:�CÆ4£g¢¤ÀÈè|£g¢ Ä £g¢¤�_Ó�½�¥#�R»®ÄÂ£gÅ#Ô4£hÜ®Ô4ÀÈÆ4£g¥'¡h¥��"Ò ¹ ¡hÄÂÄÂ£\¥#Ô4£ e ¡�Òg�4¢¤¢¤£gÒ\��ÄÈ�"Å#ÀÂ¦.Ó��¢¤ÀÂÇ#Ã/��£gÅyÒg�4¥�Æ�£g¢¤¦�¡_��ÀÂ�4¥yÒF¡h¥QÇ6£ë¦¤ÀÂ�ÕÃ#Äê¡_��£gÅy¡h¦�Éq�4ÄÂÄÂ�R»®¦��A� ¹ £ë¦¤ÀÂ�ÕÃ#Äê¡_���4¢�Ò ¹ �?�4¦¤£g¦®� ¹ £¼Æh¡hÄÂÃ#£g¦
w, y, z

¡_�ë¢�¡h¥#Å#�4��ÀÂ¥Ö� ¹ £gÀÂ¢D¢¤£g¦¤ 8£gÒ\��ÀÈÆ�£ÍÅ#�4�Y¡hÀÂ¥#¦gË¡/Á£Õ� ¹ £\¥�Òg�4�� #Ã/��£g¦ë�Y¡_��Ò ¹ ÀÂ¥#ÔCÆh¡hÄÂÃ#£g¦
A,B

Ã#¦¤ÀÂ¥#ÔÍ� ¹ £D£gÛ�Ã|¡_��ÀÂ�4¥#¦
wP1 + zQ = B + eCm2

¡h¥#Å
wCm1

+ yQ = A+ eD
Ë

Ì �4¢Á¦¤�4Ã#¥#Å#¥#£g¦¤¦¼»�£·¡h¦¤¦¤Ã#��£³� ¹ ¡_�ÁÉq�4¢�¦¤�4��£ëÆh¡hÄÂÃ#£³�hÉ
(A,B)

� ¹ £� #¢¤�RÆ4£g¢
P
ÒF¡h¥&Òg�4¢¤¢¤£gÒ\��ÄÈ�

¡h¥#¦:»�£g¢C�.»�� Å#ÀÈßK£g¢¤£g¥��CÒ ¹ ¡hÄÂÄÂ£g¥#Ô4£g¦
e, e′

» ¹ £g¢¤£&»ëË ÄHË �#Ë Ô#Ë
e > e′

Ë /Á£g¥#Òg£hÜ®� ¹ £ÑÉq�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÈ¥#Ô
£gÛ�Ã|¡_��ÀÂ�4¥#¦Á¡h¢¤£D¦�¡_��ÀÂ¦:è|£gÅ

wP1 + zQ = B + eCm2
, wCm1

+ yQ = A+ eD

¡h¥#Å
w′P1 + z′Q = B + e′Cm2

, w′Cm1
+ y′Q = A+ e′D.

¸º¹ ÀÂ¦®ÀÂ�� #ÄÈÀÈ£g¦�� ¹ ¡_�
(w − w′)P1 + (z − z′)Q = (e− e′)Cm2

¡h¥#Å
(w − w′)Cm1

+ (y − y′)Q = (e− e′)D.

/Á£g¥#Òg£
Cm2

= (w − w′)(e− e′)−1P1 + (z − z′)(e− e′)−1Q

¡h¥#Å
D = (w − w′)(e− e′)−1Cm1

+ (y − y′)(e− e′)−1Q.

öp£PÒF¡h¥"Òg�4¥#ÒgÄÈÃ#Å#£P� ¹ ¡_�
m2 = (w − w′)(e − e′)−1, r2 = (z − z′)(e − e′)−1 ¡h¥#Å � ¹ ¡_�

r3 = (y − y′)(e− e′)−1 Ë ¸º¹ Ã#¦ D ÀÂ¦ºÀÂ¥#Å#£g£gÅÑ¡h¥Q£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥Q�hÉ
m2m1

Ë



�K�»è\� ¬�éD®  ®�%�©�
(Ul©�ª)¨¢ª)�ª   c H

�R�íì0�íì îãäNï0ïbu<ïbu�îp¢��æà�ÚyÜ�¤º�]Ü��[Ú!ï=� ¢�¤��!Ûæ¤
öp£ë»�¡h¥��®�����4Ç/��¡hÀÂ¥Ñ¡

Σ
Ó� #¢¤�h���?Òg�4Äô� ¹ ¡_�ÁÔ4ÀÈÆ4£g¥&¡h¥Q£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥

C = Eke
(m)

�hÉ
m
 #¢¤��Æ4£g¦

� ¹ ¡_�
P
½�¥#�R»®¦¿� ¹ £�Òg�4¢¤¢¤£g¦¤ 6�4¥#Å#ÀÂ¥#Ô���£g¦¤¦�¡hÔ4£

m
Ë<ò?Ã#Ò ¹ ¡³ #¢¤�h���?Òg�4Ä8ÀÂ¦<Òg�4¥���¡hÀÂ¥#£gÅYÀÂ�� #ÄÈÀÈÒgÀÈ��Äé�

ÀÂ¥(� ¹ £Ñ¡hÇ6�RÆ4£Q #¢¤�h���?Òg�4Ä�Éq�4¢Í #¢¤��Æ?ÀÂ¥#Ô�Òg�h¢�¢¤£gÒ��C�ÕÃ#ÄÈ��ÀÈ #ÄÂÀÈÒF¡_��ÀÈ�4¥ôË|/®£g¢¤£hÜ�� ¹ £Q¢¤£gÄê¡_��ÀÂ�h¥
R
ÀÂ¦

�4Ç�Æ?ÀÂ�4Ã#¦¤ÄÈ�

R = {(ke, Cm2
), (m2, r2)) | m2 ∈ M, Cm2

= Eke,r2
(m2)}.

[S��E	���?
Q�UÆ��0����)Z%�!�%7�� Q�BE�!�
	�(ht�	,���%T8:Q�()�%7
(
���%� ��	hÛ

ke = (N,S, (a, b), Q)
¡h¥#Å

Cm2
= r2Q+m2P1[S���;ZKBD	�( �!�%� ��	oUÆ��o	��%( � ��)Z
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¸º¹ £� #¢��h 6�4¦�¡hÄ?Ç��Õð�¢�¡h��£g¢7£\�f¡hÄHËÊÇ|¡h¦¤ÀÂ¥#Ô��·Ã#ÄÈ��ÀÈ |¡h¢:���DÒg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥³ #¢¤�h���?Òg�4ÄÂ¦Ê�4¥·¡®� ¹ ¢¤£g¦ ¹ Ó
�4ÄÂÅ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒëÒg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g�×ÀÂ¥#¦:��£F¡hÅ&�hÉf¦¤£gÒg¢¤£\�¼¦ ¹ ¡h¢¤ÀÂ¥#ÔY¦¤Ò ¹ £g��£g¦¼ÄÂ£F¡hÅ#¦®���Y���4¢¤£³£\ÉêÓ
è|ÒgÀÂ£g¥��· #¢¤�h����Òg�4ÄÂ¦�¦¤ÀÂ¥#Òg£YÀÈ��¢¤£gÅ#Ã#Òg£g¦Õ� ¹ £Y���h��¡hÄ<¥�Ã#�·Ç8£g¢Õ�hÉºÇ#ÀÈ��¦³� ¹ ¡_� ¹ ¡FÆ4£Y���&Ç6£Y¦¤£g¥��Õ���
O(nσ|C|)

Ü�» ¹ £g¢¤£
n
ÀÂ¦f� ¹ £Á¥�Ã#�·Ç8£g¢¿�hÉô #Äê¡R�4£g¢¤¦gÜ

σ
ÀÂ¦<� ¹ £Á¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ���Í |¡h¢�¡h��£\��£g¢�¡h¥#Å

|C|
� ¹ £

¦¤À Ä £·�_É<� ¹ £·ÒgÀÂ¢¤ÒgÃ#ÀÈ� C Òg�4�� #Ã/��ÀÂ¥#ÔY� ¹ £ÕÅ#£g¦¤ÀÂ¢¤£gÅÖÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥ôËëó�ÄÂÄ7 #¢¤£\Æ?ÀÂ�4Ã#¦D #¢¤�h����Òg�4ÄÂ¦�» ¹ ÀÂÒ ¹
»�£g¢¤£³¦¤£gÒgÃ#¢¤£�¡hÔ�¡hÀÂ¥#¦:�Á¡_Ò\��ÀÈÆ�£ë¡hÅ/Æ�£g¢¤¦�¡h¢¤ÀÂ£g¦®¢¤£gÛ�Ã#ÀÂ¢¤£gÅ

Ω(n2σ|C|)
Ç#ÀÈ��¦�����Ç#¢¤��¡hÅ#ÒF¡h¦:�FË

¸º¹ £�ÀÂÅ#£F¡³�hÉ7ð�¢�¡h��£g¢¿£\��¡hÄHË`ÀÂ¦<Ç|¡h¦¤ÀÂÒF¡hÄÂÄÈ�Í¡h¦<Éq�4ÄÂÄÂ�R»®¦��AÔ4ÀÈÆ4£g¥P¡³¦¤£g��¡h¥���ÀÂÒF¡hÄÂÄé�·¦¤£gÒgÃ#¢¤£¼ #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ�Ó



�K�]�5� �N�  ®�'%D¨!®�ª�§W¨¢ª���¬  ¨!®»�=%�©P¨�
 ��ª��S� ¬K¨E%D¨!®�ª�§ c e

½h£\�ÍÒg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g�)»®ÀÈ� ¹ � ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅÍÅ#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥Í» ¹ £g¢¤£º� ¹ £®��£g¦¤¦�¡hÔ4£º¦¤ |¡hÒg£
M

ÀÂ¦<¡h¦¤¦¤Ã#��£gÅ
��� Ç8£Ö¡p¢¤ÀÂ¥#Ô#Ë!åq¾�¥��4Ã#¢YÒF¡h¦¤£Ñ»�£ ¹ ¡FÆ�£

M = Z� NsZ
ç Ë ¸º¹ £QÉq�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÂ¥#Ô ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒ

 #¢¤�4 6£g¢:��ÀÂ£g¦y¡h¢¤£&¢¤£gÛ�Ã#ÀÂ¢¤£gÅ�� Ô4ÀÈÆ4£g¥ £g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥#¦
E(a)

¡h¥#Å
E(b)

�hÉ
a
¡h¥#Å

b
Ã#¥#Å#£g¢C� ¹ £

¦�¡h��£Ñ #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒÑ½h£\��»�£ÖÒF¡h¥'£�¥�ÒgÀÂ£g¥���ÄÈ�"Òg�4�� #Ã/��£Ö¡h¥�£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥'�hÉD� ¹ £&¦¤Ã#�
E(a + b)

Ë
Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ`Éq¢��h� ¡h¥ £g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥

E(b)
¡h¥#Å"¡Ö #Äê¡hÀÈ¥���£�Ø?�

a ∈ M
ÀÈ�Õ¦ ¹ �4Ã#ÄÂÅ(Ç6£P£F¡h¦:�

���YÒg�4�� #Ã/��£�¡Í¢�¡h¥#Å#�4��£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥&�_É
E(ab)

Ë i Ç�Æ?ÀÂ�4Ã#¦¤ÄÈ�P� ¹ £g¦¤£� #¢¤�4 8£g¢:��ÀÂ£g¦�¡h¢¤£é¹:Ã#¦:��� ¹ £¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÈÆ4£gÄÈ� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ® #¢¤�4 8£g¢:�.�Y¡h¥#Å�� ¹ £�¦¤ÒF¡hÄê¡h¢.Ó��ÕÃ#ÄÈ��ÀÈ #ÄÈÀÈÒF¡_��ÀéÆ?ÀÈ���Õ» ¹ ÀÂÒ ¹C¹ �4ÄÂÅ�Éq�4¢¿�4Ã#¢
� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅQÅ#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥ÑÏ¿ð�Î¿ò6Ë
Ì ÀÂ¥|¡hÄÂÄé�4Ü7¦¤�4��£Y¦¤£gÒgÃ#¢¤£P¦¤Ã#Ç?Ó� #¢¤�h����Òg�4ÄÂ¦��ÕÃ#¦:�ÕÇ6£C¡FÆh¡hÀÂÄê¡hÇ#ÄÈ£��·¡Ñ #¢¤�h����Òg�4Ä<Éq�4¢³Ò ¹ £gÒ�½�ÀÂ¥#ÔÖÀÈÉ®¡
Æh¡hÄÂÃ#£<ÀÂ¦7¡ºÆ_¡hÄÂÀÂÅëÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�FÜ4¡® #¢¤�h���?Òg�4Ä4Éq�4¢Ê #¢¤�RÆ?ÀÂ¥#Ô®� ¹ £<Òg�4¢¤¢¤£gÒ\��¥#£g¦¤¦`�hÉ?� ¹ £¿�ÕÃ#ÄÈ��ÀÂ #ÄÈÀÈÒF¡_��ÀÈ�4¥
�hÉ`¡h¥Q£g¥#Òg¢:�? /��£gÅQÆh¡hÄÂÃ#£DÇ��y¡·Òg�4¥#¦:��¡h¥��FÜ8¡h¥#ÅÑ¡· #¢¤�h���?Òg�4ÄKÉq�4¢º #¢��RÆ?ÀÂ¥#Ô·� ¹ £ë½�¥#�R»®ÄÂ£gÅ#Ô4£ë�hÉf¡
 #Äê¡hÀÂ¥���£�Ø?�FË<Ð�¡h¦¤£gÅQ�4¥Q�4Ã#¢º¦¤Ò ¹ £g��£ë� ¹ £g¦¤£³ #¢¤�h����Òg�4ÄÂ¦�»�£g¢¤£³Å#£g¦¤Òg¢¤ÀÂÇ8£gÅÑÀÂ¥Ñò?£gÒ\��ÀÂ�4¥�I#Ëd4?Ë
¸ �&¦¤£gÒgÃ#¢¤£gÄÈ� Òg�4�� #Ã/��£C¡h¥

n
Ó�ÀÂ¥# #Ã/��ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥�»�£CÒg�4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢·¡ÑÒgÀÂ¢¤ÒgÃ#ÀÈ�³»®ÀÈ� ¹ ¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÂ�4¥p¡h¥#Å

�ÕÃ#ÄÈ��ÀÂ #ÄÈÀÈÒF¡_��ÀÈ�4¥PÔ�¡_��£g¦®Òg�4�� #Ã/��ÀÂ¥#ÔÕ� ¹ £DÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥Q¡h¥#Åy£\Æh¡hÄÂÃ|¡_��£¼� ¹ £ëÒgÀÂ¢¤ÒgÃ#ÀÈ�®Ô�¡_��£DÇ��yÔ�¡_��£hË
¸ �®¦:��¡h¢:�Ê� ¹ £f�ÕÃ#ÄÈ��ÀÂ |¡h¢:����Òg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥¼ #¢¤�h���?Òg�4Ä4£F¡hÒ ¹  #Äê¡F�4£g¢

Pi
ÜRÉq�4¢

1 ≤ i ≤ n
Ü� #Ã#Ç#ÄÂÀÂ¦ ¹ £g¦

¡h¥j£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥
E(xi)

�hÉ ¹ ÀÂ¦y #¢¤ÀÈÆh¡_��£íÀÂ¥# #Ã/�
xi
���4Ô4£\� ¹ £g¢y»®ÀÈ� ¹ ¡

Σ
Ó� #¢¤�h���?Òg�4ÄD #¢¤�RÆ?ÀÂ¥#Ô

¹ ÀÂ¦Q½�¥#�R»®ÄÂ£gÅ#Ô4£��hÉ
xi
ÜD¦¤£g£ ò?Ã#Ç#¦¤£gÒ\��ÀÂ�4¥nI#Ëd4?Ë G Ë ó�¥��k�4 6£g¢�¡_��ÀÂ�4¥ ÀÂ¥�Æ4�4ÄÈÆ?ÀÂ¥#Ô"¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÂ�4¥ �4¢

�ÕÃ#ÄÈ��ÀÂ #ÄÈÀÈÒF¡_��ÀÈ�4¥ Ç��k¡(Òg�4¥#¦:��¡h¥��ÑÒF¡h¥ � ¹ £g¥jÇ6£� 6£g¢:Éq�4¢¤��£gÅ »®ÀÈ� ¹ �4Ã/�yÉqÃ#¢:� ¹ £g¢QÀÂ¥���£g¢�¡hÒ\��ÀÂ�4¥
Ã#¦¤ÀÂ¥#ÔD� ¹ £Á¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ �Í¦`óºÅ#ÅY¡h¥#ÅYáQÀéØ/£gÅ?Ó:áQÃ#ÄÈ�<�hÉ6� ¹ £®£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥Í¦¤Ò ¹ £g��£hË�/Á£g¥#Òg£hÜ�»�£3¹:Ã#¦:�
¥#£g£gÅP¡ë #¢¤�h����Òg�4Ä|Éq�4¢<¦¤£gÒgÃ#¢¤£gÄÈ�ÍÒg�4�� #Ã/��ÀÂ¥#Ô³¡h¥Y£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥Y�hÉK� ¹ £Á #¢¤��Å#Ã#Ò\�

E(c) = E(a · b)Ô4ÀÈÆ4£g¥Q£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥#¦Á�hÉ
E(a)

¡h¥#Å
E(b)

Ç#Ã/�Á¥#�h�®� ¹ £ëÆ_¡hÄÂÃ#£g¦
a
¡h¥#Å

b
� ¹ £g��¦¤£gÄÈÆ4£g¦gË ¸º¹ ÀÂ¦®ÀÂ¥

��Ã#¢¤¥QÒF¡h¥QÇ8£ëÅ#�4¥#£ëÇ��C� ¹ £DÉq�4ÄÂÄÈ�R»®ÀÂ¥#Ô· #¢¤�h����Òg�4Ä��

� ��Q;	�����BK��	�$=�?
��� ��	�BD	���
�=����E	���?
QÇUÆ��0�\��Q;	���� Q����?BD	��;
�=�U÷�T��� �%(T��	�(ht�	�&

���%� ��	hÛ
E(a), E(b)jo��	�� ��	hÛ
E(c) = E(a · b)

-4ËÁÏ<¡hÒ ¹  #Äê¡F�4£g¢
Pi
Ò ¹ �?�4¦¤£g¦Á¡·¢�¡h¥#Å#�4�ÙÆh¡hÄÂÃ#£

ri ∈ M
¡h¥#ÅyÇ#¢¤��¡hÅ#ÒF¡h¦:��¦®¡h¥y£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥

E(ri)
�hÉÊÀÈ�FË Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ/¡hÄÂÄ6 #Äê¡F�4£g¢¤¦� #¢¤��Æ4£�� ¹ ¡_��� ¹ £\�C½�¥#�R» � ¹ £gÀÂ¢�Æ_¡hÄÂÃ#£

ri
Ã#¦¤ÀÂ¥#Ô

� ¹ £ëÒg�4¢¤¢¤£g¦¤ 6�4¥#Å#ÀÂ¥#ÔÍ¦¤Ã#Ç?Ó� #¢¤�h���?Òg�4ÄHË
, ËÁ÷2£\�

r = r1 + · · ·+ rn
Ëfó�ÄÂÄ8 #Äê¡R�4£g¢¤¦�ÒF¡h¥P¥#�R»kÒg�4�� #Ã/��£¼¡h¥P£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥

E(a+ r)
Ç��

¡h # #ÄÈ�?ÀÂ¥#ÔÕÀÈ��£g¢�¡_��ÀÈÆ�£gÄÈ�Í� ¹ £ë¡hÄÂÔ4�4¢¤ÀÈ� ¹ ��óºÅ#Åy�4¥
E(a)

¡h¥#Å
E(r1), . . . , E(rn)

Ë ¸º¹ £ë¦¤�
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�4Ç/��¡hÀÂ¥#£gÅÕÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�
E(a+r)

ÀÂ¦7� ¹ £g¥ÍÅ#£gÒg¢:�? /��£gÅ�Ã#¦¤ÀÂ¥#Ô¼� ¹ £� #¢¤�h���?Òg�4Ä�Éq�4¢A� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅ
Å#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥ôËÇºÁ�R»*¡hÄÂÄK #Äê¡R�4£g¢¤¦®½�¥#�R»

a+ r
Ë

G ËÁÎfÄê¡F�4£g¢
P1

¦¤£\��¦
a1 = (a + r) − r1

» ¹ ÀÂÄÂ£·¡hÄÂÄA�h� ¹ £g¢D #Äê¡F�4£g¢¤¦
Pi
Éq�4¢

1 < i ≤ n
¦¤£\�

ai = −ri
Ë·ºÁ�h��£ë� ¹ ¡_�Á£\Æ�£g¢:�Q #Äê¡F��£g¢®ÀÂ¦�¡hÇ#ÄÂ£D���YÒg�4�� #Ã/��£�¡h¥Q£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥&�hÉ`£F¡hÒ ¹

ai¡h¥#Åy� ¹ ¡_�º»�£ ¹ ¡FÆ4£
a = a1 + · · · + an

Ë
I#ËÁÏ<¡hÒ ¹  #Äê¡F�4£g¢

Pi
Òg�4�� #Ã/��£g¦·¡h¥ £g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥

E(aib) =
áQÀéØ/£gÅ?Ó:áQÃ#ÄÈ�

(ai, E(b))
¡h¥#Å

Ç#¢¤��¡hÅ#ÒF¡h¦:��¦fÀÈ�`���4Ô4£\� ¹ £g¢`»®ÀÈ� ¹ ¡¼ #¢¤�?�hÉ8Éq�4¢A� ¹ £ºÒg�4¢¤¢¤£gÒ\��¥#£g¦¤¦¿�hÉ8� ¹ £º�·Ã#ÄÈ��ÀÈ #ÄÈÀÂÒF¡���ÀÈ�h¥ÕÃ#¦.Ó
ÀÂ¥#Ô®� ¹ £¿Òg�4¢¤¢¤£g¦¤ 6�4¥#Å#ÀÂ¥#Ô�¦¤Ã#Ç?Ó� #¢¤�h���?Òg�4Ä�Éq¢¤�4�ò?Ã#Ç#¦¤£gÒ\��ÀÂ�4¥YI/Ëd4?Ë I��4¥�ÀÂ¥# #Ã/��¦

E(b), E(ai)¡h¥#Å
E(aib)

Ë
4?ËÁ÷2£\�

S
Ç8£�� ¹ £º¦¤£\�<�hÉ6 #Äê¡F��£g¢¤¦AÉq�4¢A» ¹ ÀÂÒ ¹ � ¹ £º #¢¤£\Æ?ÀÂ�4Ã#¦`¦:��£\ �¦¤Ã#ÒgÒg£g£gÅ#£gÅ2Ü?¡h¥#ÅÍÄÂ£\�

Sc Ç6£
� ¹ £DÒg�4�� #ÄÂ£g��£g¥��º�hÉ

S
Ë`öp£ë¥#�R»jè|¢¤¦:�®Òg�4�� #Ã/��£

E(
∑

i∈Sc ai)
Ã#¦¤ÀÂ¥#Ô·� ¹ £³¡_ÄÂÔ4�4¢¤ÀÈ� ¹ �

óºÅ#ÅôË ¸º¹ £g¥YÃ#¦¤ÀÂ¥#Ôë� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÈÅYÅ#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥�»�£ÁÅ#£gÒg¢:�? /��� ¹ ÀÂ¦<ÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?�
E(
∑

i∈Sc ai)» ¹ ÀÂÒ ¹ Ô4ÀÈÆ4£g¦ÕÃ#¦�� ¹ £YÆ_¡hÄÂÃ#£
aSc :=

∑
i∈Sc ai

Ë ¸º¹ ÀÂ¦·¡hÄÂÄÂ�R»®¦³£\Æ�£g¢:�4�4¥#£C���&Òg�4�� #Ã/��£
¡h¥Y£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥

E(aScb)
Ç��ÍÃ#¦¤ÀÂ¥#Ô³� ¹ £¼¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ �ÙáQÀéØ/£gÅ?Ó:áQÃ#ÄÈ�FË Ì ¢¤�4�)� ¹ ÀÂ¦¿¡h¥#ÅY� ¹ £

£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥#¦
E(aib)

Éq�4¢
i ∈ S

Ü`¡hÄÂÄ< #Äê¡F��£g¢¤¦�¡h¢¤£C¡hÇ#ÄÂ£Í���ÑÒg�4�� #Ã/��£C¡h¥ £g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥
E(
∑

i∈S aib+ aScb)
Ü#» ¹ ÀÂÒ ¹ ÀÈ¦®ÀÂ¥#Å#£g£gÅQ¡h¥Q£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥Q�hÉ

ab
Ë

ó��Y� ¹ £Qè|¥|¡hÄÁ¦:��¡_��£Q� ¹ £Ñ½�¥#��»®¥�£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥#¦C�hÉ¼� ¹ £Ñ�4Ã/�� #Ã/�YÆh¡hÄÂÃ#£g¦YÒF¡h¥�Ç8£ÑÅ#£gÒg¢:�? /��£gÅ
Ã#¦¤ÀÂ¥#Ô·� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅQÅ#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥y���Í�4Ç/��¡hÀÂ¥C� ¹ £DÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥PÆh¡hÄÂÃ#£hËf¾�¥���Ã#Àé��ÀéÆ�£gÄÈ��� ¹ ÀÂ¦ºÀÂ¦º¦¤£gÒgÃ#¢¤£³ÀÈÉ
� ¹ £¼Ã#¥#Å#£g¢¤ÄÈ�?ÀÂ¥#ÔÕÒg¢:�? /���4¦:�?¦:��£F�©ÀÂ¦�¦¤£gÒ\Ã#¢�£_Ü|¦¤ÀÂ¥#Òg£ÍåT¡h |¡h¢:��Éq¢¤�4�Ù� ¹ £¼�4Ã/�� #Ã/� ç ¡_ÄÂÄ8Æh¡hÄÂÃ#£g¦�� ¹ ¡_�
¡h¢¤£ÍÅ#£gÒg¢:�? /��£gÅ ¡h¢¤£·£gÀÈ� ¹ £g¢ë¢�¡h¥#Å#�4��Æ_¡hÄÂÃ#£g¦³�4¢¼Æh¡hÄÂÃ#£g¦³¡hÄÂ¢¤£F¡hÅ/�&½�¥#�R»®¥����y� ¹ £�¡hÅ/Æ4£g¢¤¦�¡h¢:�4Ë
¸º¹ £Í£'¥�ÒgÀÂ£g¥#Ò\�í�hÉ<� ¹ ÀÂ¦D #¢¤�h���?Òg�4Ä`Å#£g 6£g¥#Å#¦³£g¥���ÀÂ¢¤£gÄÈ�Ñ�4¥í� ¹ £·£'¥�ÒgÀÂ£g¥#Ò\�í�hÉ<� ¹ £ÍÃ#¥#Å#£g¢¤ÄÈ�?ÀÂ¥#Ô
� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅQÅ#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥Q¦¤Ò ¹ £g��£³¡h¥#Åy� ¹ £ëÒg�4¢¤¢¤£g¦¤ 6�4¥#Å#ÀÂ¥#ÔÍ¦¤Ã#Ç?Ó� #¢¤�h���?Òg�4ÄÂ¦gË
Ì �4¢®¡ÕÉq�4¢¤�Y¡hÄKÅ#£g¦¤Òg¢¤ÀÂ /��ÀÂ�4¥ôÜ|¡Í #¢¤���hÉA�hÉA¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ�.�y¡h¥#ÅyÅ#£\��¡hÀÂÄÂ¦º¦¤£g£:� , I � Ë

�(+�� §X6Y6y¯ ² ¨ ± ¶ ² ¬�« ¶Ê¬ w ¯\°®¨¿¶¦1A¬�« ² ¨ÎÍ*¬ë¶ ² «P²

¾�¥Ö� ¹ ÀÂ¦�¦¤£gÒ\��ÀÂ�4¥Ö»�£Õ»®ÀÂÄÂÄ7Å#£g¦¤Òg¢¤ÀÂÇ8£ ¹ �R»�4Ã#¢ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒë� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅÖÒg¢:�? /���4¦:�?¦:��£F� ÒF¡h¥
Ç6£PÃ#¦¤£gÅ ���í�4Ç/��¡hÀÂ¥ ¡&�·Ã#ÄÈ��À�Ó.¡_Ã/� ¹ �4¢¤Àé�.��¦¤£gÒg¢¤£\�:Ó�Ç|¡hÄÂÄÂ�h�Õ£gÄÂ£gÒ\��ÀÂ�4¥ ¦¤Ò ¹ £g��£C� ¹ ¡_�·Ô4Ã|¡h¢�¡h¥���£g£g¦
¢¤�4Ç#Ã#¦:��¥#£g¦¤¦gÜ<Ã#¥#ÀÈÆ�£g¢¤¦�¡hÄ¿Æ4£g¢¤ÀÈè8¡hÇ#ÀÂÄÂÀé����¡h¥#Å Òg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥|¡hÄf #¢¤ÀÈÆh¡hÒ\�4Ë i Ã#¢�Òg�4¥#¦:��¢¤Ã#Ò\��ÀÂ�4¥ ÀÂ¦
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� , -4Ü e Ü�c � » ¹ £g¢¤£�� ¹ £Õ¡hÒ\��ÀÈÆ4£� |¡h¢:��ÀÂ£g¦¼¡h¢¤£�Å#ÀÈÆ?ÀÈÅ#£gÅ&ÀÂ¥����C¡�¦¤£\�D�hÉ`Æ��h��£g¢¤¦

V1, . . . ,Vm
¡h¥#ÅÖ¡

¦¤£\�ë�hÉf��¡hÄÂÄÈ�?ÀÂ¥#ÔY¡hÃ/� ¹ �4¢¤ÀÈ��ÀÂ£g¦
A1, . . . ,An

Ë Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ2¡Y¦¤�_Ó�ÒF¡hÄÂÄÂ£gÅÒ� � Õ Õú�'�!� � ��� � �   B ÀÂ¦
¥#£g£gÅ#£gÅQ» ¹ ÀÂÒ ¹ ÀÂ¦®¡hÒgÒg£g¦¤¦¤ÀÂÇ#ÄÂ£ëÇ��y¡hÄÂÄK |¡h¢:��ÀÂ£g¦�£\Æ�£g¥Q |¡h¦¤¦¤ÀÈÆ4£ë�4Ç#¦¤£g¢:Æ�£g¢¤¦®���Í¡hÒ ¹ ÀÂ£\Æ4£ëÃ#¥#ÀÈÆ4£g¢¤¦�¡hÄ
Æ4£g¢¤ÀÈè8¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ���4Ë�ò?Ã#Ò ¹ ¡ÍÇ#Ã#ÄÂÄÂ£\��ÀÂ¥PÇ6��¡h¢¤ÅQÀÂ¦®ÄÂÀÂ½h£ë¡Í #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒDÇ#¢¤��¡hÅ#ÒF¡h¦:��Ò ¹ ¡h¥#¥#£gÄÊ»®ÀÈ� ¹ ��£g���4¢:�4Ë
¾ì� ¹ ¡h¦`� ¹ £® #¢¤�4 6£g¢:���Õ� ¹ ¡_��¡h¥��Í¡hÒ\��ÀÈÆ4£º�4¢f |¡h¦¤¦¤ÀÈÆ�£® |¡h¢:���·ÀÂ¦<¡hÇ#ÄÂ£����ë¢¤£F¡hÅ·� ¹ £®Òg�4¥���£\¥���¦<�hÉKÀÈ�FË
Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ#� ¹ £g¢¤£ëÀÂ¦Á¡·Å#£g¦¤ÀÂÔ4¥|¡_��£gÅÑ¦¤£gÒ���ÀÈ�4¥QÉq�4¢º£F¡hÒ ¹ ¡hÒ\��ÀÈÆ4£ë |¡h¢:��ÀÂÒgÀÂ |¡h¥��º» ¹ £g¢¤£ ¹ £ëÒF¡h¥
 6�4¦:� ¹ ÀÂ¦ë��£g¦¤¦�¡hÔ4£g¦gËC/Á£g¥#Òg£Í»�£�ÒF¡h¥�ÀÂÅ#£g¥���ÀÈÉn�Ñ» ¹ ÀÂÒ ¹  #Äê¡F��£g¢ë£F¡hÒ ¹ ��£g¦¤¦�¡hÔ4£�Òg�4��£g¦ëÉq¢¤�4�QË
óºÅ#Å#ÀÈ��ÀÂ�4¥|¡hÄÂÄé��Àé�·ÀÂ¦�¥#�h�· 6�4¦¤¦¤ÀÂÇ#ÄÂ£Y���ÖÅ#£gÄÂ£\��£P¡h¥�� ÀÂ¥/Éq�4¢¤�Y¡_��ÀÈ�4¥�Éq¢¤�4� � ¹ £PÇ#Ã#ÄÈÄÂ£\��ÀÂ¥ Ç6�4¡h¢¤ÅôË
Ì �4¢ëÀÂ¥#¦:��¡h¥#Òg£hÜA¦¤Ã#Ò ¹ ¡QÇ#Ã#ÄÂÄÂ£\��ÀÂ¥íÇ6��¡h¢¤ÅpÒF¡h¥pÇ8£YÀÂ�� #ÄÂ£\��£g¥���£gÅ�ÀÂ¥ ¡y¦¤£gÒgÃ#¢¤£Y»�¡F��Ç���Ã#¦¤ÀÂ¥#Ô
¡h¥&¡hÄÂ¢¤£F¡hÅ/�PÅ#£g #ÄÂ���4£gÅÑ #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒë½4£\�QÀÂ¥/Éq¢�¡h¦:��¢¤Ã#Ò\��Ã#¢¤£�¡h¥#Å&¡Í¦¤£g¢:Æ�£g¢�¢¤£g #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÂ�h¥P��£gÒ ¹ ¥#ÀÂÛ�Ã#£³���
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�Y¡h½h£ë�4Ã#¢® #¢¤�?�_Éq¦®¥#�4¥?Ó�ÀÂ¥���£g¢�¡hÒ\��ÀÈÆ4£gÄÈ�4Ë ¸º¹ £ ¹ ¡h¦ ¹ ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥y¥#£g£gÅ#£gÅÑ»®ÀÂÄÂÄôÇ8£³Å#£g¥#�h��£gÅQÇ��

h
Ë

ò?ÀÂ¥#Òg£Y»�£CÇ|¡h¦¤£C� ¹ £CÆ4�h��ÀÂ¥#Ô& #¢¤�h���?Òg�4Ä��4¥ � ¹ £ ¸ Ï¿ð�Î¿ò6Ü`»�£CÉqÃ#¢:� ¹ £g¢·¡h¦¤¦¤Ã#��£C� ¹ ¡_�Í¡h¥ ÀÂ¥?Ó
¦:��¡h¥#Òg£ë�hÉ7� ¹ £¼� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÈÅÑÏ¿ð�Î¿òC»®ÀÈ� ¹  #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ¼½h£\�

(N, s, (a, b), Q)
¹ ¡h¦ºÇ6£g£g¥Q¦¤£\�ÁÃ# ôË ¸º¹ £
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��¡hÄÂÄÈ�?ÀÂ¥#ÔP¡hÃ/� ¹ �4¢¤ÀÈ��ÀÂ£g¦
Ai
Éq�4¢

1 ≤ i ≤ n
»®ÀÂÄÂÄ`¡hÒ\��¡h¦ëÅ#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥�¦¤£g¢:Æ�£g¢¤¦gË ¸ �QÔ4Ã|¡h¢�¡h¥���£g£

� ¹ £ëÒg�4¢¤¢¤£gÒ\��¥#£g¦¤¦��hÉ7� ¹ £ëè|¥|¡hÄô��¡hÄÂÄÈ��»�£�¡hÄÂ¦¤� ¹ ¡FÆ4£ë����¡h¦¤¦¤Ã#��£D� ¹ ¡_�
N s > mL Ü#» ¹ £g¢¤£ m ÀÂ¦

� ¹ £�¥�Ã#�ÕÇ6£g¢¿�hÉôÆ4�h��£g¢¤¦�¡h¥#Å
L
� ¹ £�¥�Ã#�ÕÇ6£g¢¿�hÉ2ÒF¡h¥#Å#ÀÂÅ|¡_��£g¦gËlºÁ�h��£Á� ¹ ¡_�<� ¹ ÀÂ¦¿ÒF¡h¥P¡hÄÈ»�¡F�?¦¿Ç6£

ÉqÃ#ÄÈè|ÄÂÄÂ£\ÅyÇ��PÒ ¹ �?�4¦¤ÀÂ¥#Ô
s
�4¢
N
Äê¡h¢¤Ô4£¼£g¥#�4Ã#Ô ¹ Ë

¾�¥D� ¹ £`Éq�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÂ¥#Ô¿Æ4�h��ÀÂ¥#Ôº #¢¤�h���?Òg�4ÄhÉq�4¢K��»��®ÒF¡h¥#Å#ÀÂÅ|¡_��£g¦ô»�£f»®ÀÂÄÂÄ_Ã#¦¤£f� ¹ £f¥#�h��¡_��ÀÂ�4¥
ProofVi

(S)¡h¦<ÀÂ¥���¢¤�?Å#Ã#Òg£gÅ�ÀÂ¥�� Gh,�� Ël/Á£g¢¤£
S
Å#£g¥#�h��£g¦�¡ëÄÂ�4Ô4ÀÂÒg¡hÄ#¦:��¡_��£g��£g¥��<» ¹ ÀÂÒ ¹ ÀÂ¥#Å#ÀÂÒF¡_��£g¦f» ¹ ÀÂÒ ¹  #¢¤�_Ó

���?Òg�4ÄKÉq¢¤�4��ò?£gÒ\��ÀÂ�4¥�I#Ëd4�»®ÀÂÄÂÄôÇ8£ëÃ#¦¤£gÅôË
ProofVi

(S) = (e, z)
»®ÀÂÄÂÄKÇ6£³¡·Ç#ÀÈ�®¦:��¢¤ÀÂ¥#ÔÍÒg¢¤£F¡_��£gÅ

Ç��·Æ��_��£\¢
Vi
Ë
Vi
Ã#¦¤£g¦<� ¹ £�¡h # #¢¤�4 #¢¤Àê¡_��£º #¢¤�h���?Òg�4Ä#� ¹ ¡_�¿Òg¡h¥YÇ6£®Ã#¦¤£gÅY���ëÀÂ¥���£g¢�¡hÒ\��ÀÈÆ4£gÄÈ�Õ #¢¤�RÆ�£

S
Ë]/Á£�Òg�4�� #Ã/��£g¦�� ¹ £³è|¢�¦:�¼��£g¦¤¦�¡hÔ4£

a
ÀÂ¥Q� ¹ ÀÂ¦� #¢¤�h���?Òg�hÄHÜ6Òg�4�� #Ã/��£g¦

e = h(a, S, ID(Vi))» ¹ £g¢¤£
ID(Vi)

ÀÂ¦�¡�Ã#¥#ÀÂÛ�Ã#£� #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ³¦:��¢¤ÀÂ¥#ÔYÀÂÅ#£g¥���ÀÈÉn�?ÀÂ¥#Ô
Vi
ËV/Á£³��¡h½h£g¦Á� ¹ £�¢¤£g¦¤Ã#ÄÈ�

e
�hÉ`� ¹ ÀÂ¦

¡h¦�� ¹ £·Ò ¹ ¡hÄÂÄÂ£g¥#Ô4£³Éq¢¤�4��� ¹ £�Æ4£g¢¤ÀÈè|£g¢ë¡h¥#ÅÖÒg�4�� #Ã/��£g¦�� ¹ £·Òg�4¢¤¢¤£g¦¤ 8�4¥#Å#ÀÂ¥#Ôy¡h¥#¦:»�£g¢
z
ËSºÁ�h��£

� ¹ ¡_�Á»�£ ¹ ¡RÆ4£³����ÀÂ¥#ÒgÄÂÃ#Å#£
ID(Vi)

ÀÂ¥y� ¹ £�ÀÂ¥# #Ã/�Á�hÉ
h
���Y #¢¤£\Æ4£g¥���Æ4�h��£�Å#Ã# #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÂ�4¥ôË Ì Ã#¢.Ó

� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ�¥#�h��£º� ¹ ¡_�¿ÀÂ¥Y¡hÄÂÄ|¡hÃ?Ø/ÀÂÄÂÀÂ¡h¢:�Õ #¢¤�h����Òg�4ÄÂ¦<ÀÈ�<ÒF¡h¥Y¡hÄÈ»º¡F�?¦<Ç6£®£F¡h¦¤ÀÂÄÈ�·Òg�4�� #Ã/��£gÅÍ» ¹ ¡_�
a
¦ ¹ �4Ã#ÄÂÅ ¹ ¡FÆ4£�Ç8£g£g¥pÔ4ÀÈÆ4£g¥

S, z, e
Ü ¹ ¡hÅí� ¹ £· #¢¤�?�hÉ�Ç8£g£g¥pÒg�4¢¤¢¤£gÒ\�FË ¸º¹ ÀÂ¦ëÀÂ¦DÅ#�4¥#£·Ç��:¹:Ã#¦:�

 #ÄÂÃ#Ô4Ô4ÀÂ¥#Ô
z
¡h¥#Å

e
ÀÂ¥����y� ¹ £�Æ4£g¢¤ÀÈè|£g¢¤¦�Ò ¹ £gÒ�½8Ë ¸º¹ Ã#¦gÜ`¦¤Ã#Ò ¹ ¡y #¢¤�?�hÉºÒF¡h¥pÇ8£YÒ ¹ £gÒ�½h£gÅ £'¥·Ó

ÒgÀÂ£g¥���ÄÈ�CÇ��PÒ ¹ £gÒ�½�ÀÂ¥#Ô�» ¹ £\� ¹ £g¢
e = h(a, S, ID(Vi))

Ë
ºÁ�R»*»�£Õ¡h¢¤£Õ¡hÇ#ÄÂ£D���Y£�Ø/ #Äê¡hÀÂ¥&¡� #¢¤�h����Òg�4Ä2Éq�4¢®� ¹ £�ÒF¡h¦¤£

L = 2
Ü6ÀHË¤£hËÈÜ6¡� #¢¤�h���?Òg�4ÄÊÀÂ¥Q» ¹ ÀÂÒ ¹

� ¹ £ÕÆ4�h��£g¢DÆ4�h��£g¦¼Éq�4¢D�4¥#£·�4Ã/�D�hÉ<�.»��yÒF¡h¥#Å#ÀÂÅ|¡���£\¦FË·ò?ÀÂ¥#Òg£Õ� ¹ ÀÂ¦¼ÀÂ¦¼£gÛ�Ã#ÀÈÆh¡hÄÈ£g¥��¼���Q¡Y�4£g¦�Ü_¥#�
Æ4�h��£hÜ|£F¡hÒ ¹ Æ4�h��£ëÒF¡h¥QÇ6£ëÒg�4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢¤£gÅÑ¡h¦ Å 2 Å Éq�4¢º¥#�Y¡h¥#Å Å - Å Éq�4¢��4£g¦gË
RSE	��!�%79����E	���?
QÇUÆ��o	�8Y*�?BE�����!�%BD	�()&

-4ËÁÏ<¡hÒ ¹ Æ4�h��£g¢
Vi
Å#£gÒgÀÂÅ#£g¦Õ�4¥ ¹ ÀÂ¦³Æ4�h��£

vi
ËW/Á£YÒg�4�� #Ã/��£g¦

Ci = E(vi, ri)
ÜA» ¹ £g¢¤£

riÀÂ¦ºÒ ¹ �4¦¤£g¥&¡_�®¢�¡h¥#Å#�4�QË�/Á£³Òg¢¤£F¡_��£g¦
ProofVi

(Ci
�4¢
Ci − P1

ÀÂ¦®¡h¥Q£g¥#Òg¢:�? /��ÀÂ�4¥Q�hÉ32
)Ç|¡h¦¤£gÅí�4¥Ö� ¹ £C-\Ó��4Ã/�:Ó��hÉêÓ ,  #¢¤�h����Òg�4Ä`�_Éºò?Ã#Ç#¦¤£gÒ\��ÀÂ�4¥\I#Ëd4?Ë H ËS/Á£· 6�4¦:��¦ ¹ ÀÂ¦¼£g¥#Òg¢:�? /��£gÅ

Æ4�h��£D���4Ô4£\� ¹ £g¢º»®ÀÈ� ¹ � ¹ £ë #¢¤�?�hÉ7���·� ¹ £ëÇ#Ã#ÄÂÄÂ£\��ÀÂ¥PÇ8��¡h¢¤Å
B
Ë

, ËÁÏ<¡hÒ ¹ ��¡hÄÂÄÈ�C¡hÃ/� ¹ �4¢¤ÀÈ�.�
Aj
Å#�?£g¦º� ¹ £DÉq�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÂ¥#ÔK�

•
ò?£��

C = O
Ë

•
Ì �4¢�¡hÄÂÄ

i
�QÒ ¹ £gÒ�½ � ¹ £Q #¢¤���hÉ�»®¢¤ÀÈ�¤��£g¥"Ç��

Vi
�4¥

B
Ë"¾ìÉ¼ÀÈ�ÍÀÂ¦·Æ_¡hÄÂÀÂÅôÜ<� ¹ £g¥�¦¤£\�

C := C + Ci ∈ E(Z� Ns+1Z)
Ë

• Aj
Ã#¦¤£g¦

C
¡h¦�� ¹ £DÀÂ¥# #Ã/�®ÒgÀÂ  ¹ £g¢:��£�Ø?��¡h¥#Åy£�Ø/£gÒgÃ/��£g¦ ¹ ÀÂ¦º |¡h¢:�º�hÉ7� ¹ £¼� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅ

Å#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥Q #¢¤�h����Òg�4ÄHËl/Á£ë 6�4¦:��¦ ¹ ÀÂ¦®¢¤£g¦¤Ã#ÄÈ�º���·� ¹ £ëÇ#Ã#ÄÂÄÂ£\��ÀÂ¥PÇ6��¡_¢�Å
B
Ë
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G Ë®óÁÉn��£g¢ÕÅ#ÀÂ¦¤ÒF¡h¢¤Å#ÀÂ¥#Ô&ÀÂ¥�Æ_¡hÄÂÀÂÅp��£g¦¤¦�¡hÔ4£g¦gÜ<� ¹ £CÒg�4�ÕÇ#ÀÂ¥#ÀÂ¥#Ô&�hÉº� ¹ £g¦¤£yÅ#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥ ¦ ¹ ¡h¢¤£g¦
»®¢¤ÀÈ�¤��£g¥YÇ��Í� ¹ £

Aj

Å ¦�ÒF¡h¥Y¥#��»'Ç6£�Å#�4¥#£ÁÇ��Y¡h¥����4¥#£hÜ?ÀHË�£hËÈÜ�� ¹ £�¢¤£gÒg�4¥#¦:��¢¤Ã#Ò\��ÀÂ�4¥Y�hÉô� ¹ £
 #Äê¡hÀÂ¥���£�Ø?��Òg�h¢�¢¤£g¦¤ 8�4¥#Å#ÀÂ¥#Ô����

E
Ë Ì �4¢¿¦¤ÀÂ�� #ÄÈÀÂÒgÀé���Õ»�£D¡h¦¤¦¤Ã#��£Á¥#��»�� ¹ ¡_��¡hÄÂÄ|Æ4�h��£g¦�¡h¢¤£

Æh¡hÄÈÀÂÅôË ¸º¹ £g¥y»�£ë�4Ç/��¡hÀÂ¥

C =
∑

i

E(vi, ri) = E(
∑

i

vi mod N s,
∑

ri mod N s).

/Á£g¥#Òg£hÜ/� ¹ £�¢¤£g¦¤Ã#ÄÈ���hÉ2� ¹ £¼Å#£gÒ\¢¤�? /��ÀÂ�h¥ôÜ#ÀHË¤£hËÈÜ�� ¹ £�è|¥|¡hÄ8��¡hÄÂÄÈ�·ÀÂ¦ ∑
i vi mod N s » ¹ ÀÂÒ ¹

ÀÂ¦ ∑
i vi

¦¤ÀÂ¥#Òg£D»�£ ¹ ¡RÆ4£
N s > m

Ë

ó�¥|¡hÄÂ�4Ô4�4Ã#¦¤ÄÈ������� , c � »�£ëÒF¡h¥Q¥#�R»  #¢¤��Æ4£D� ¹ £DÉq�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÈ¥#ÔK�
| ()�*��B�L%Ó saÓ!�EÓ ó�¦¤¦¤Ã#��ÀÂ¥#ÔÍ� ¹ £ ¹ ¡h¢¤Å#¥#£g¦¤¦��hÉA� ¹ £³Ô4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦¤£gÅÑ£gÄÂÄÂÀÈ /��ÀÈÒëÒgÃ#¢:Æ4£ÕÎA¡hÀÂÄÂÄÂÀÈ£g¢®¡h¦.Ó
¦¤Ã#�� /��ÀÂ�4¥ôÜR�4Ã#¢2£gÄÂ£gÒ\��ÀÂ�4¥D¦¤Ò ¹ £g��£< #¢¤�RÆ?ÀÂÅ#£g¦ÊÃ#¥#ÀÈÆ4£g¢¤¦�¡hÄhÆ�£g¢¤ÀÈè8¡hÇ#ÀÂÄÂÀé���4ÜFÒg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥|¡hÄh #¢¤ÀÈÆ_¡hÒ\�4Ü
¢¤�4Ç#Ã#¦:��¥#£g¦¤¦�¡h¥#Å� #¢¤£\Æ4£g¥���¦<Æ��h��£®Å#Ã# #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÂ�4¥ôË Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ�ÀÂ¥·� ¹ £Á¢�¡h¥#Å#�4�)�4¢�¡hÒgÄÂ£º���?Å#£gÄ
¥#��ÀÂ¥���£g¢�¡hÒ\��ÀÂ�4¥PÇ6£\��»�£g£g¥QÆ��h��£g¢¤¦®ÀÂ¦º¥#£g£gÅ#£gÅôË

L ����� � G ò?ÀÂ¥#Òg£�� ¹ £� #¢¤�?�hÉq¦`�hÉ|Æh¡hÄÂÀÂÅ#Àé�.�DÉq�4¢A� ¹ £�Ç|¡hÄÂÄÂ�h��¦ Ci
¡h¢¤£��Y¡hÅ#£�¥#�4¥?Ó�ÀÂ¥���£g¢�¡hÒ\��ÀÈÆ�£gÄÈ�hÜh� ¹ £\�

¡h¢¤£³Æ�£g¢¤ÀÈè8¡hÇ#ÄÂ£�Ç��&¡h¥��Ñ�4Ç#¦¤£g¢:Æ4£g¢gË Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜK¡h¥��Ñ�4Ç#¦¤£g¢:Æ�£g¢¼ÒF¡h¥ÖÒ ¹ £gÒ�½Q� ¹ £³è|¥|¡hÄ7��¡hÄÂÄÈ�
»®ÀÈ� ¹ ¢¤£g¦¤ 6£gÒ\�Á����¡hÄÂÄKÆ_¡hÄÂÀÂÅPÇ|¡hÄÂÄÂ�h��¦gË ¸º¹ ÀÂ¦®Ô4ÀÈÆ4£g¦®Ã#¦®Ã#¥#ÀÈÆ4£g¢¤¦�¡hÄôÆ4£g¢¤ÀÈè8¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ���4Ë
ó�¦¤¦¤Ã#��ÀÂ¥#Ô&� ¹ £ ¹ ¡h¢¤Å#¥#£g¦¤¦Í�hÉ®� ¹ £CÔ4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦¤£gÅ £gÄÂÄÂÀÂ /��ÀÈÒ�ÒgÃ#¢:Æ�£yÎA¡hÀÂÄÂÄÂÀÈ£g¢�¡h¦¤¦¤Ã#�� /��ÀÂ�4¥ � ¹ £

k�4Ã/�Í�hÉ
`
¸ Ï¿ð�Î¿ò(ÀÂ¦Õ¦�£\�Y¡h¥���ÀÂÒF¡hÄÂÄé�p¦¤£gÒgÃ#¢¤£Ñ¡h¥#Å ¹ £g¥#Òg£y¥#�íÀÂ¥/Éq�4¢¤�Y¡_��ÀÈ�4¥ ¡hÇ6�4Ã/�·� ¹ £PÆ4�h��£

ÀÂ¦ëÄÂ£F¡h½h£gÅpÔ4ÀÈÆ�£g¥
E(vi, ri)

ËC¾ìÉ�»�£Y¡h¦¤¦¤Ã#��£Í� ¹ ¡_��¡_�����4¦:�
k − 1

��¡hÄÂÄÈ�?ÀÈ¥#ÔQ¡hÃ/� ¹ �4¢¤ÀÈ��ÀÂ£g¦ë¡h¢¤£
Òg�4¢¤¢¤Ã# /��£gÅôÜ#»�£ë�4Ç/��¡hÀÂ¥PÒg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥|¡hÄK #¢¤ÀÈÆh¡hÒ\�P�hÉ7� ¹ £ëÀÂ¥#Å#ÀÈÆ?ÀÂÅ#Ã|¡_Ä6Æ��h��£g¦gË
ºÁ�h��£�� ¹ ¡_��� ¹ £¼ #¢¤�?�hÉÊ�hÉ2Æh¡hÄÂÀÂÅ#Àé���ÍÒF¡h¦:�º»ºÀÈ� ¹ £F¡hÒ ¹ Æ��_��£¼ÀÂ¦¿»®ÀÈ��¥#£g¦¤¦�ÀÂ¥#Å#ÀÂ¦:��ÀÂ¥#Ô4Ã#ÀÈ¦ ¹ ¡hÇ#ÄÂ£hÜ�ÀHË�£hËÈÜ
ÀÈ�ëÔ4ÀÈÆ4£g¦³¥#� ¹ ÀÈ¥��ë�4¥í� ¹ £�Òg�4¢¤¢¤£g¦¤ 8�4¥#Å#ÀÂ¥#ÔQ»ºÀÈ��¥#£g¦¤¦³Ã#¦¤£gÅ ÀÂ¥Ö� ¹ £Í #¢¤�?�hÉ.Ë ¸º¹ Ã#¦³ÀÈ�ëÅ#�?£g¦³¥#�h�
¹ £gÄÂ P����Ç#¢¤£F¡h½C #¢¤ÀÈÆ_¡hÒ\�4Ë
ò? 6£gÒgÀê¡hÄ#¦¤�4Ã#¥#Å#¥#£g¦¤¦¿�hÉ8� ¹ £º #¢¤�?�hÉq¦f�hÉ8Æh¡hÄÂÀÂÅ#Àé����Ô4Ã|¡h¢�¡h¥���£g£g¦`� ¹ ¡��¿¡¼Æ4�h��£g¢fÒF¡h¥#¥#�h�<ÒF¡h¦:�<Ç6�4Ô4Ã#¦
Ç|¡hÄÂÄÂ�h��¦gË ¸º¹ ÀÂ¦Á£g¥#¦¤Ã#¢¤£g¦¼¢¤�4Ç#Ã#¦:��¥#£g¦¤¦Á»®ÀÈ� ¹ ¢¤£g¦¤ 6£gÒ\�����Y�Y¡hÄÂÀÈÒgÀÈ�4Ã#¦�Æ��h��£g¢¤¦gËºï®�4Ç#Ã#¦:��¥#£g¦¤¦�»®ÀÈ� ¹
¢¤£g¦¤ 6£gÒ\�����&¡_�³���4¦:�

n − k
��¡hÄÂÀÂÒgÀÈ�4Ã#¦ë¡hÃ/� ¹ �4¢¤ÀÈ��ÀÂ£g¦ëÀÂ¦ëÀÂ¥ ¹ £g¢¤ÀÈ��£gÅíÉq¢¤�4� � ¹ £�¢¤�4Ç#Ã#¦:��¥#£g¦¤¦Õ�hÉ

� ¹ £ë½h£\�yÔ4£g¥#£g¢�¡_��ÀÂ�4¥Q¡h¥#ÅQÅ#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥Q #¢¤�h����Òg�4ÄÂ¦gË
¸º¹ £ ¹ ¡h¦ ¹ ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥

h
¥#£g£gÅ#£gÅYÉq�4¢f� ¹ £® #¢����hÉq¦<�hÉKÆh¡hÄÂÀÂÅ#ÀÈ���ÕÔ4£\��¦<� ¹ £ÁÃ#¦¤£g¢¿ÀÂÅ#£g¥���ÀÈ���Í¡h¦¿ÀÂ¥# #Ã/�FË

¸º¹ ÀÂ¦® #¢¤£\Æ4£g¥���¦ÁÆ4�h��£ëÅ#Ã# #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÂ�4¥ôË
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¾�¥#¦:��£F¡hÅY�hÉK�Y¡h½�ÀÂ¥#Ôë¡DÒ ¹ �4ÀÂÒg£®Ç6£\��»�£g£g¥Y��»��³ÒF¡h¥#Å#ÀÂÅ|¡_��£g¦fÀÈ�<ÀÂ¦f�hÉn��£g¥�¢¤£gÛ�Ã#ÀÂ¢¤£gÅÍ���ëÒ ¹ �?�4¦¤£®�4¥#£
�4¢ë���4¢¤£Í�4Ã/�³�hÉ�¦¤£\Æ�£g¢�¡hÄ¿ÒF¡_¥#Å#ÀÂÅ|¡_��£g¦gË ¸º¹ £g¢¤£C¡h¢¤£Í¦¤£\Æ�£g¢�¡hÄf»º¡F�?¦³���y��¡hÒ�½�ÄÂ£·� ¹ ÀÂ¦³ #¢¤�4Ç#ÄÂ£\�QÜ
ÀHË¤£hËÈÜô���yÔ4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦¤£Õ� ¹ £Í¡hÇ6�RÆ�£Í¡h # #¢¤��¡hÒ ¹ ���

L > 2
ÒF¡h¥#Å#ÀÂÅ|¡_��£g¦gË·ó)Æ�£g¢:�Ö¦¤ÀÂ�� #ÄÂ£�»�¡F�í¡h¦

Å#£g¦¤Òg¢¤ÀÂÇ6£gÅpÀÂ¥=� Gh,�� ÀÂ¦D���y�Y¡h½h£
L
 |¡h¢�¡hÄÂÄÂ£gÄ7��£g¦�Ü_¥#�yÆ��h��£g¦�¡h¦³¡hÇ8��Æ4£hË�ó�Æ4�h��£g¢DÆ��_��£\¦o-ÍÉq�4¢

� ¹ £¼ÒF¡h¥#Å#ÀÂÅ|¡_��£g¦ ¹ £�»�¡h¥���¦º¡h¥#Å�2³Éq�4¢¿� ¹ £¼�h� ¹ £g¢¤¦gË�/Á£g¥#Òg£hÜ#£F¡hÒ ¹ Æ4�h��£g¢
Vi
¦¤£g¥#Å#¦

L
Æ��h��£g¦�ÀÂ¥

 |¡h¢�¡hÄÂÄÂ£gÄ6» ¹ ÀÂÒ ¹ ¡h¢¤£D�hÉA� ¹ £DÉq�hÄÂÄÂ�R»®ÀÂ¥#Ô�Éq�4¢¤���

Cij = E(vij, rij)

» ¹ £g¢¤£
0 ≤ j ≤ L−1.

/Á£g¢¤£hÜ
rij
¡h¢¤£�Ò ¹ �4¦¤£g¥�¡_�`¢�¡h¥#Å#�4�¡h¥#Å

vij
ÀÂ¦
Vi
Å ¦AÆ4�h��£�Éq�4¢AÒF¡h¥#Å#ÀÂÅ|¡���£

¥�Ã#�·Ç8£g¢
j
Ë³/Á£·¡hÄÂ¦¤�CÒg¢¤£F¡_��£g¦

ProofVi
(Cij

�h¢
Cij − P1

ÀÂ¦®¡h¥Q£\¥#Òg¢:�? /��ÀÈ�4¥Q�hÉ32
)
Ç|¡h¦¤£gÅÖ�4¥

� ¹ £>-\Ó��4Ã/�:Ó��hÉêÓ ,  #¢¤�h���?Òg�4Ä/�hÉ2ò?Ã#Ç#¦¤£gÒ\��ÀÂ�4¥kI#Ëd4?Ë H Ë3/Á£�� ¹ £g¥ÍÒg�4�� #Ã/��£g¦ ∑L−1
j=0 rij mod N s ¡h¥#Å

 6�4¦:��¦ëÀÈ�¼���C� ¹ £ÍÇ#Ã#ÄÂÄÂ£\��ÀÂ¥&Ç8��¡h¢¤Å
B
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¥#�h�`½�¥#�R»®¥Õ� ¹ £�¦¤Ò ¹ £g��£�ÀÈ¦AÒg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥|¡hÄÈÄé� ¹ ÀÂÅ#ÀÂ¥#Ô®Éq�4¢A¡hÄÂÄ�½h£\�?¦gË Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜhÀÈ�AÀÂ�� #ÄÈÀÂ£g¦
� ¹ ¡_�ë¡h¦¼ÄÂ�4¥#ÔP¡h¦¼¥#£gÀÈ� ¹ £g¢¼� ¹ £��ÁÓì��¢�¡h 6Å#���4¢¼¥#�4¢�� ¹ £·ÏAÓì��¢�¡h 6Å#�?�h¢¼ÀÂ¦¼½�¥#�R»®¥Ö� ¹ £·¦¤Ò ¹ £g��£·ÀÂ¦
Òg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥|¡hÄÈÄé�YÇ#ÀÂ¥#Å#ÀÂ¥#Ô·Éq�4¢®¡hÄÂÄK½h£\�?¦gË
Ì �4¢ë� ¹ £CÒg�4¥#¦:��¢¤Ã#Ò\��ÀÂ�4¥ Ç|¡h¦¤£gÅ �4¥p� ¹ £CÀÂÅ#£F¡Q�hÉÁã¼¡h��Ô�îh¢¤Å ¡h¥#Å ºÁÀÂ£gÄÂ¦¤£g¥ ¡QÉq£\»�¦¤ 8£gÒgÀê¡hÄ�¢¤£�Ó
Û�Ã#ÀÂ¢¤£g��£g¥���¦®�4¥y� ¹ £ë��À�Ø/£gÅyÒg�4����ÀÈ���Í£g¥��º¦¤Ò ¹ £g��£³¡h¢¤£ë¥#£g£gÅ#£gÅ��
ó �¢�E� � � � Õ £¡� H)�  X� ��£¡£¡�;�!£:� � �Ç� � �E�'£:�ÍÀÂ¦D¡P��ÀéØ/£\ÅíÒg�4����ÀÈ�¤��£g¥��¼¦¤Ò ¹ £g��£Õ»®ÀÈ� ¹ � ¹ £ÕÉq�4ÄéÓ
ÄÂ�R»®ÀÂ¥#Ô·ÉqÃ#¢:� ¹ £g¢® #¢¤�4 6£g¢:��ÀÂ£g¦�� ¸º¹ £³��£g¦¤¦�¡hÔ4£ë¦¤ |¡hÒg£

MN
¡h¥#Åy� ¹ £ë½4£\�y¦¤ |¡hÒg£

KN
¡h¢¤£Dè|¥#ÀÈ��£

Ô4¢¤�4Ã# #¦³ÀÂ¥Ö» ¹ ÀÂÒ ¹ ÀÈ�ëÀÂ¦ë 6�4¦¤¦¤ÀÂÇ#ÄÂ£Õ���QÒg�4�� #Ã/��£�£'¥�ÒgÀÈ£g¥���ÄÈ�4Ë Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ2� ¹ £�¢�¡_��ÀÂ�y�hÉºÏAÓ
½h£\�?¦¿�RÆ4£g¢f� ¹ £����h��¡hÄ/¥?Ã#�ÕÇ6£g¢`�hÉK½h£\�?¦¿ÀÂ¦`¥#£gÔ4ÄÂÀÂÔ4ÀÈÇ#ÄÂ£�¡h¥#Å·� ¹ £º¢�¡_��ÀÂ�¼�hÉ��ÁÓ�½4£\�?¦<�RÆ4£g¢f� ¹ £����h��¡hÄ
¥�Ã#�·Ç8£g¢¼�hÉ<½h£\�?¦ëÀÂ¦�¥#£gÔ4ÄÂÀÂÔhÀÂÇ#ÄÈ£³ÒgÄÂ�4¦¤£����X-4Ë ¸º¹ ÀÂ¦¼ÀÂ�� #ÄÈÀÈ£g¦Á� ¹ ¡_��� ¹ £g¢¤£ÕÀÂ¦��4¥#ÄÈ�Ñ¡Y¥#£gÔ4ÄÂÀÂÔ4ÀÂÇ#ÄÈ£
Éq¢�¡hÒ\��ÀÂ�4¥P�hÉA½4£\�?¦®» ¹ ÀÂÒ ¹ ÀÂ¦º¥#£gÀÈ� ¹ £g¢ÁÏAÓ�½h£\�y¥#�4¢��ÁÓ�½h£\�4Ë
ó�¦¼ÄÂ¡h¦:�¼¢¤£gÛ�Ã#ÀÂ¢¤£g��£\¥���� ¹ £�¦¤Ò ¹ £g��£Õ¦ ¹ �4Ã#ÄÂÅ&Ç8£Õ�hÉ<¡Y |¡h¢:��ÀÂÒgÃ#Äê¡h¢ºÉq�4¢¤�QË ¸º¹ ÀÂ¦�ÀÂ¦Á£g¥#¦¤Ã#¢¤£gÅÖÇ��
¡·��¢�¡h¥#¦:Éq�4¢¤�Y¡_��ÀÂ�4¥ôË ¸º¹ £���£\¦�¦�¡hÔh£³¦¤ |¡hÒg£��hÉA� ¹ £³¦¤�_Ó��4Ç/��¡hÀÂ¥#£gÅP��¢�¡h¥#¦:Éq�4¢¤��£gÅQ¦¤Ò ¹ £g��£³ÀÂ¦º� ¹ £
¦�¡h��£hÜfÇ#Ã/�·� ¹ £C½h£\�?¦�¡h¢¤£C¥#��»��hÉ®� ¹ £YÉq�4¢¤�

(K1, K2)
Ë ¸º¹ £PÒg�4¢¤¢¤£g¦¤ 6�4¥#Å#ÀÂ¥#ÔíÏAÓ�½4£\�?¦Í¡h¢¤£
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 |¡hÀÂ¢¤¦³�hÉÁÏAÓ�½h£\�?¦Í¡h¥#Åp� ¹ £YÒg�4¢¤¢¤£g¦¤ 6�4¥#Å#ÀÂ¥#Ô��ÁÓ�½h£\�?¦·¡h¢¤£Y |¡hÀÂ¢¤¦��hÉ��ÁÓ�½h£\�?¦gË&ó�¦ÕÇ8£\Éq�4¢¤£Y� ¹ ÀÂ¦
Òg�4¥#¦:��¢¤Ã#Ò\��ÀÂ�4¥&ÄÂ£F¡FÆ4£g¦¼�4¥#ÄÈ�Q¡�¥#£gÔ4ÄÂÀÂÔ4ÀÂÇ#ÄÈ£DÉq¢�¡hÒ\��ÀÂ�4¥Ñ�hÉf½h£\�?¦¼» ¹ ÀÂÒ ¹ ÀÂ¦Á¥#£gÀÈ� ¹ £g¢¼ÏAÓ�½h£\�Ñ¥#�4¢^�ÁÓ
½h£\�4Ë ¸ ��Òg�4����ÀÈ�º���Y¡�Ô4ÀÈÆ4£g¥Ñ��£g¦¤¦�¡hÔ4£

m
»�£³Òg�4�� #Ã/��£CåqÒg�4����ÀÈ�

K1
(m̄1)

Ü Òg�4����ÀÈ�
K2

(m̄2))» ¹ £g¢¤£
m̄1

¡h¥#Å
m̄2

¡h¢¤£ºÃ#¥#ÀÈÉq�4¢¤��Äé�³¢�¡h¥#Å#�4�Æh¡hÄÂÃ#£g¦`Éq�4¢A» ¹ ÀÂÒ ¹
m = m̄1 +m̄2

Ë`¾ìÉKÇ8�h� ¹ ½4£\�?¦
¡h¢¤£S�ÁÓ�½h£\�?¦gÜ/� ¹ £g¥

m̄1
¡h¥#Å

m̄2
¡h¥#ÅC� ¹ Ã#¦

m
ÒF¡h¥PÇ6£¼Òg�4�� #Ã/��£gÅPÇ��Y£�Ø?��¢�¡hÒ\��ÀÂ�4¥ôË�ºÁ�h��£�� ¹ ¡_�

¡hÄÂÄ7�h� ¹ £g¢¼ #¢¤�4 6£g¢:��ÀÂ£g¦D�hÉ¿¡C¦¤ 6£gÒgÀê¡hÄA��ÀéØ/£gÅÖÒg�4����Àé����£g¥��¼¦¤Ò ¹ £g��£Í¡h¢¤£·¡hÄÂ¦¤�YÉqÃ#ÄÈè|ÄÂÄÂ£gÅ&Ã#¥#Å#£g¢
� ¹ ÀÂ¦���¢�¡h¥#¦:Éq�4¢¤�Y¡_��ÀÂ�4¥ôË

�R�A�T�[t �] \¤¦ðºà��æ¢�}9àE�T¤���{ ïy�Â�®àEÜN�®¤¦ÚyÜ��0ðNÝ!¤ �®¤¦¥�  �æ¥K¤�� ïæÚ
q ¡ Ú!¤�Þ¢ �=x�£[ïy�®ïy�®ïåä� £Ý!à�¥��®¥

¾�¥Ë� G?G�� � ¹ £í¥#�h��ÀÂ�4¥ �hÉ��IH?�!� �T� � � ��Õú� q � � � × ¼ � ���E��£:��£:���Æ�E�)�ú�'£S�Ö»�¡h¦yÀÂ¥���¢¤��Å#Ã#Òg£gÅôËÙ¾ì�
£�Ø?��£g¥#Å#¦Y� ¹ £QÅ#£\è|¥#ÀÈ��ÀÂ�4¥"�hÉ

q
� � � × ¼ � �X�E��£:��£:���Æ�E�)�ú�'£ ½ � � �'� � �¢�����QÉq¢¤�4� ð�¢�¡h��£g¢�¡h¥#Å

ã¼¡h��Ô�îh¢¤Å|� ,?,�� ËP÷2£\�
G
¡h¥#Å

H
Ç8£�è|¥#ÀÈ��£�¡hÇ6£gÄÂÀê¡h¥íÔ4¢¤�4Ã# #¦�¡h¥#ÅpÄÂ£\�

H/f(G)
Ç8£C¡yÒ\�?ÒgÄÂÀÂÒ

Ô4¢¤�4Ã# Ö»®ÀÈ� ¹ �4¥#ÄÈ�&Äê¡h¢¤Ô4£Õ #¢¤ÀÂ��£�ÉT¡hÒ\���4¢¤¦DÀÂ¥íÀÈ��¦D�4¢¤Å#£g¢gË ¸º¹ £ÍÀÂÅ#£F¡PÀÂ¦����yÒg�4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢³¡h¥í£F¡h¦¤ÀÂÄÈ�
Òg�4�� #Ã/��¡hÇ#ÄÂ£ ¹ �h���4���4¢¤  ¹ ÀÂ¦¤�

f : G → H
Ë Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ|»®ÀÈ� ¹ �4Ã/�¼¡Í��¢�¡h 6Å#���4¢Á¢�¡h¥#Å#�4�

£gÄÂ£g��£g¥���¦¿�hÉ
f(G)

¦ ¹ �4Ã#ÄÂÅ�Ç6£ÁÒg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥|¡hÄÈÄÈ�ÕÀÂ¥#Å#ÀÂ¦:��ÀÂ¥#Ô4Ã#ÀÈ¦ ¹ ¡hÇ#ÄÂ£�Éq¢¤�4��£\ÄÂ£g��£g¥���¦¿Ò ¹ �4¦¤£g¥
¢�¡h¥#Å#�4��ÄÈ�pÉq¢¤�4� ¡hÄÂÄ��RÆ�£g¢

H
Ë=ºÁ�h��£P� ¹ ¡_�Í� ¹ ÀÂ¦·ÀÂ�� #ÄÂÀÈ£g¦Õ� ¹ ¡_�

f
ÀÂ¦ ¹ ¡h¢¤Å(���íÀÂ¥�Æ�£g¢:��ÀÈÉÁ¥#�

��¢�¡h 6Å#�?�h¢ëÀÂ¦D½�¥#�R»®¥ôË æ ÀÈÆ�£g¥í¦¤Ã#Ò ¹ ¡P��¢�¡h 8Å#�?�4¢ë¡h¦¤¦¤�?ÒgÀê¡_��£gÅí»®ÀÈ� ¹
f
ÀÈ�D¦ ¹ �4Ã#ÄÂÅ�Ç6£Í£F¡h¦:�Ö���

Å#£gÒgÀÂÅ#£·¡hÇ6�4Ã/��� ¹ £Õ¦:��¡_��Ã#¦¼�hÉ¿¡h¥Ö£gÄÈ£g��£g¥��¼ÀÂ¥
H
ËëáQ�4¢¤£�Éq�4¢¤�Y¡hÄÂÄé�4Ü8£�Ø?��¢�¡hÒ\��¡hÇ#ÄÂ£

q
�4¥#£�Óì»º¡F�

¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈ¦¤��¦º¡h¢¤£ëÅ#£\è|¥#£gÅ&¡h¦�Éq�4ÄÂÄÂ�R»®¦³� G?G�� �
ó ÉT¡h��ÀÂÄé�Y�hÉ7£�Ø?��¢�¡hÒ\��¡hÇ#ÄÂ£

q
�4¥#£�Óì»º¡F� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂ¦¤�Í¦�ÀÂ¦ºÔ4ÀÈÆ4£g¥yÇ��y¡Õ #¢��hÇ|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÂ¦:��ÀÈÒ¼ 8�4ÄÈ��Ó

¥#�4��Àê¡hÄ/��ÀÂ��£ºÔ4£g¥#£g¢�¡_���4¢
G
» ¹ ÀÂÒ ¹ �4¥�ÀÂ¥# #Ã/�

1σ » ¹ £g¢¤£ σ Å#£g¥#�h��£g¦¿� ¹ £Á¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ���� |¡h¢�¡h��£\��£g¢gÜ�4Ã/�� #Ã/��¦�¡³Å#£g¦¤Òg¢¤ÀÂ /��ÀÂ�4¥Y�hÉ2¡h¥0f�Óì��Ã# #ÄÂ£
(G,H, f, g, q, b, b′, t)

Ü�» ¹ £g¢¤£
G
¡h¥#Å

H
¡h¢¤£�Ô4¢¤�4Ã# #¦gÜ

f : G → H
ÀÂ¦ë¡h¥�£'¥�ÒgÀÂ£g¥���ÄÈ�ÖÒg�4�� #Ã/��¡hÇ#ÄÂ£ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂ¦¤�QÜ

g ∈ H\f(G), q, b, b′ ∈ N,¡h¥#Å
t
ÀÂ¦`¡�¦:��¢¤ÀÂ¥#Ô�ÒF¡hÄÂÄÂ£gÅ³� ¹ £¿��¢�¡h 6Å#���4¢gË`÷2£\�

F := f(G)
ËA¾ì�`ÀÂ¦A¢¤£gÛ�Ã#ÀÂ¢¤£gÅ�� ¹ ¡_�

gF
Ô4£g¥#£g¢�¡_��£g¦

� ¹ £DÉT¡hÒ\���4¢�Ô4¢¤�4Ã# 
H/F

Ë Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ/�4¢¤Å
(g) = |H/F |

¦ ¹ �4Ã#ÄÂÅyÇ6£D¦¤Ã# 6£g¢¤ 6�hÄÈ�?¥#�4��Àê¡hÄKÀÂ¥
� ¹ £¼¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ���C |¡_¢�¡_��£\��£g¢

σ
Ü/£hË�Ô#Ë

2σ Ü/�4¢¤Å (g)|q ¡h¥#Å b ÀÈ¦º¡� #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒÁÄÂ��»�£g¢�Ç6�4Ã#¥#ÅP�4¥C�4¢¤ÅÊå g ç ÜÀHË¤£hËÈÜ
2 ≤ b ≤

�4¢¤Å
(g) ≤ q

Ë¿ó*Ô4£g¥#£g¢�¡_���4¢®ÀÂ¦º¦�¡hÀÂÅy��� ¹ ¡FÆ�£]� � ��ÕÖ� � ���   �'�ÕÀÈÉ b =
�4¢¤Å

(g) = q
Ë

ó�ÄÂ¦¤�
b′
ÀÂ¦�¦¤Ã# 6£\¢� 8�4ÄÈ�?¥#�4��Àê¡hÄ<ÀÂ¥

σ
åq£hË¤Ô#Ë

2σ/2 ç ¡h¥#Å ÀÈ��¦��4¢¤Å#£g¢�ÀÂ¦Õ¡Ñ #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒYÄÂ�R»�£g¢�Ç6�4Ã#¥#Å
�4¥�� ¹ £Y #¢¤ÀÂ��£ÍÉT¡hÒ\���4¢¤¦³ÀÂ¥p�4¢¤Å

(g)
ÜAÀHË¤£hËÈÜ`¡hÄÂÄf #¢¤ÀÂ��£ÍÉT¡hÒ\���4¢¤¦³ÀÂ¥p�4¢¤ÅÊå

g
ç ¡h¢¤£C¡_��ÄÂ£F¡h¦:�

b′
Ëy¾�¥

Òg�4¥���¢�¡h¦:�ë����� G?G�� »�£Í»®¢¤ÀÈ��£·�4 6£g¢�¡_��ÀÂ�4¥#¦DÀÂ¥
G
¡h¥#Å

H
¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÈÆ4£gÄÈ�4Ë Ì ÀÂ¥|¡hÄÈÄÈ�hÜ2ÀÈ�ëÀÂ¦D¢¤£gÛ�Ã#ÀÂ¢¤£gÅ

� ¹ ¡_�ºÀÂ¥CÇ8�h� ¹ Ô4¢¤�4Ã# #¦
G
¡h¥#Å

H
»�£¼ÒF¡h¥y¡hÅ#ÅôÜ#�ÕÃ#ÄÈ��ÀÂ #Äé�ÍÇ��C¡h¥PÀÂ¥���£gÔ4£g¢gÜ?��¡h½h£¼ÀÂ¥�Æ4£g¢¤¦¤£g¦®¡h¥#Å
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¦�¡h�� #ÄÂ£�¢�¡h¥#Å#�4�×£gÄÂ£g��£g¥���¦¼ÀÂ¥& #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ¦:��ÀÂÒ³ 6�4ÄÈ�?¥#�4��ÀÂ¡hÄ2��ÀÂ��£�Ô4ÀÈÆ4£g¥
(G,H, f, g, q, b, b′)

Ë
¸º¹ £ëè|¥|¡hÄôÒg£g¥���¢�¡hÄ2¢¤£gÛ�Ã#ÀÂ¢¤£g��£g¥���¦Á¡h¢¤£ë¡h¦ºÉq�4ÄÂÄÂ�R»®¦��
�������!&'	��!�%7
���!&P�%BKr �!Q�� 	�$lÛ ïÁ¡h¥#Å#�4�	£gÄÂ£g��£g¥���¦7Éq¢¤�4�

F
¡h¢¤£ � ��£V� � � � �!��� �
� Õ;ÕÖ�>� �
  �ú�'�!� �)½�� �ú��� ×

� ��Õú�DÉq¢¤�4� ¢�¡h¥#Å#�4�©£gÄÂ£g��£g¥���¦ºÉq¢¤�4�
H
Ô4ÀÈÆ�£g¥

(G,H, f, g, q, b, b′)
Ë

<Vt�	���BE��	�BKr �!Q!� 	�$lÛ ó*Ô4£g¥#£g¢�¡_���4¢�ÀÂ¦�ÒF¡hÄÂÄÂ£gÅ ��� Õ;ÕÖ�0�IH?�!� �T� � � ��Õú�DÀÈÉÊÔ4ÀÈÆ�£g¥ (G,H, f, g, q, b, b′, t)¡h¥#Å
y = ig + f(r)

»�£ÍÒF¡h¥�Òg�4�� #Ã/��£
i mod

�4¢¤Å
(g)

ÀÂ¥í #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÈÀÂ¦:��ÀÈÒÕ 6�4ÄÈ�?¥#�4��Àê¡_Ä7��ÀÂ��£hË
ºÁ�h��£D� ¹ ¡_�®Ô4ÀÈÆ4£g¥y� ¹ £Sf�Óì��Ã# #ÄÂ£

(G,H, f, g, q, b, b′, t)
ÀÈ�®ÀÂ¦º£F¡h¦:�C����Òg�h�� #Ã/��£ë�4¢¤ÅÊå

g
ç Ë

q
¨��!�
Z
(T��	���r ��Q!� 	�$lÛ æ ÀÈÆ4£g¥

(G,H, f, g, q, b, b′)
¡h¥#Å

y ∈ H
ÜfÀÈ�ÕÀÂ¦�£F¡h¦:�p���ÖÒg�4�� #Ã/��£

x
¦¤�

� ¹ ¡_�
qy = f(x)

ËÇºÁ�h��£¼� ¹ ¡_�º� ¹ ÀÂ¦ºÅ#�?£g¦®¥#�h�ÁÒg�4¥���¢�¡hÅ#ÀÂÒ\�®ÀÂ¥#Å#ÀÂ¦:��ÀÂ¥#Ô4Ã#ÀÈ¦ ¹ ¡hÇ#ÀÂÄÈÀé���
�`¦¤ÀÂ¥#Òg£
q
ÀÂ¦®¡

�ÕÃ#ÄÈ��ÀÂ #ÄÈ£¼�hÉA�4¢¤Å
(g)
Ü|ÀÈ�ºÀÂ¦®¡hÄÈ»�¡R�?¦�� ¹ £ëÒF¡h¦¤£ë� ¹ ¡_�

qy ∈ F
Ë

ÝÁ¦¤ÀÂ¥#ÔÍ¦¤Ã#Ò ¹ ¡h¥y£�Ø?��¢�¡hÒ\��¡hÇ#ÄÂ£
q
�4¥#£�Óì»º¡F� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂ¦¤��ã¼¡h��Ô�îh¢¤Åy¡h¥#Å�ºÁÀÂ£gÄÂ¦¤£g¥9� G?G�� Å#£�Ó

¦¤Òg¢¤ÀÂÇ6£gÅ·¡®»�¡R�ë���Á��¢�¡h¥#¦:Éq�4¢¤�*ÀÈ�AÀÂ¥�����¡�¦¤ 8£gÒgÀê¡hÄ?��ÀéØ/£gÅ�Òg�4����ÀÈ�¤��£g¥��7¦¤Ò ¹ £g��£�� ¸º¹ £���£g¦¤¦�¡hÔ4£
¦¤ |¡hÒg£Á�hÉ6� ¹ £ÁÒg�4����ÀÈ�¤��£g¥��f¦¤Ò ¹ £g��£º»®ÀÂÄÂÄ#Ç6£ Z� bZ ¡h¥#ÅÍ� ¹ £®½h£\�Í¦¤ |¡hÒg£ K »ºÀÂÄÂÄ#Ç6£º� ¹ £ÁÔh¢��hÃ# 
H
Ë:/Á£g¥#Òg£�Ç6�h� ¹ ¡h¢¤£·è|¥#ÀÈ��£ÍÔ4¢¤�4Ã# #¦ëÀÂ¥í» ¹ ÀÂÒ ¹ »�£�ÒF¡_¥pÒg�4�� #Ã/��£Í£'¥�ÒgÀÂ£g¥���ÄÈ�4Ë ¸ �ÑÒg�4����Àé�

���Q¡y��£g¦¤¦�¡hÔ4£
m ∈ Z� bZ Ô4ÀÈÆ4£g¥p¡P½h£\�

K ∈ K
Ò ¹ �?�h¦�£

r ∈ H
¢�¡h¥#Å#�4��ÄÈ�&¡h¥#Å�Òg�4�� #Ã/��£

� ¹ £�Òg�4����ÀÈ���Í£g¥���¡h¦
c = commitK(m, r) := mK + f(r)

Ë ¸º¹ £·ÏAÓ�½h£\�?¦¼»®ÀÂÄÂÄ2Ç6£³� ¹ £Õ¦¤£\�
F = f(G)

»®ÀÈ� ¹ Òg�4¢¤¢¤£g¦¤ 6�4¥#Å#ÀÂ¥#Ô&ÏAÓì��¢�¡h 6Å#���4¢
tK = f−1(K)

Ëyã�Ã#£����Q� ¹ £Y¢¤£gÛ�Ã#ÀÂ¢¤£g��£g¥��
� ¹ ¡_�f�4¢¤Å

(g)
ÀÂ¦`¦¤Ã# 6£g¢¤ 8�4ÄÈ�?¥#�4��Àê¡hÄ?ÀÂ¥Õ� ¹ £�¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ�.�Õ |¡h¢�¡h�Í£\��£g¢

σ
»�£�ÉqÃ#ÄÈè|ÄÂÄ�� ¹ £º¢¤£gÛ�Ã#ÀÂ¢¤£g��£g¥��

� ¹ ¡_��� ¹ £�¥�Ã#�·Ç8£g¢��hÉ¿ÏAÓ�½h£\�?¦¼ÀÂ¦�¥#£gÔ4ÄÂÀÂÔ4ÀÈÇ#ÄÈ£ë��Æ4£g¢Á� ¹ £����h��¡hÄÊ¥�Ã#�·Ç8£g¢��hÉ<½h£\�?¦gË ¸º¹ £��ÁÓ�½h£\�?¦
»®ÀÂÄÂÄôÇ6£³£gÄÂ£g��£g¥���¦®�hÉA� ¹ £ëÉq�4¢¤�

K = ig + f(rK)
» ¹ £g¢¤£

i
ÀÂ¦®ÀÂ¥�Æ4£g¢:��ÀÂÇ#ÄÂ£DÀÂ¥ Z� õ'êÆñ (g)Z

»®ÀÈ� ¹
�ÁÓì��¢�¡h 6Å#���4¢

t
Ë(Ð¿�p� ¹ £y¢¤£gÛ�Ã#ÀÂ¢¤£g��£g¥��·� ¹ ¡��Y¡_ÄÂÄ� #¢¤ÀÂ��£YÉT¡hÒ\���4¢¤¦·�hÉ��4¢¤Å

(g)
¡h¢¤£PÄê¡h¢¤Ô4£hÜf� ¹ £

¢�¡_��ÀÂ�Ö�hÉS�ÁÓ�½h£\�?¦��RÆ�£g¢·� ¹ £P���h��¡hÄº¥�Ã#�ÕÇ6£g¢Í�hÉ�½h£\�?¦YÀÂ¦·¥#£gÔ4ÄÂÀÂÔ4ÀÂÇ#ÄÈ£CÒgÄÂ�4¦¤£P���Ò-Ñ¡h¦Í¢¤£gÛ�Ã#ÀÂ¢¤£gÅ
Éq�4¢�¡Y¦¤ 8£gÒgÀê¡hÄ7��ÀéØ/£gÅÑÒg�4����ÀÈ���Í£g¥��Á¦¤Ò ¹ £g��£hË Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ8� ¹ £o�ÁÓ�½h£\�?¦¼ÒF¡h¥&Ç6£�¦�¡h�� #ÄÂ£gÅ
£'¥�ÒgÀÂ£g¥���ÄÈ�PÔ4ÀÈÆ4£g¥

t
¦¤ÀÂ¥#Òg£ë�4¢¤Å

(g)
ÀÂ¦º½�¥#�R»ëË

õD£\�ÕÀÂ¥#Å#ÀÂ¦:��ÀÂ¥#Ô4Ã#ÀÈ¦ ¹ ¡hÇ#ÀÂÄÈÀé���ëÉq�4ÄÂÄÂ�R»®¦AÅ#ÀÂ¢¤£gÒ\��ÄÈ�³Éq¢¤�4�	� ¹ £�¢¤£gÛ�Ã#ÀÂ¢¤£g��£g¥��f� ¹ ¡_�f¢�¡h¥#Å#�4�£gÄÂ£g��£g¥���¦
ÀÂ¥
f(G)

¡h¥#Å ¢�¡h¥#Å#�4� £gÄÂ£g��£g¥���¦ÕÒ ¹ �4¦¤£g¥ Éq¢¤�4��¡hÄÂÄ<�hÉ
H
¡h¢¤£YÒg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥|¡hÄÂÄé�ÖÀÂ¥#Å#ÀÂ¦:��ÀÂ¥?Ó

Ô4Ã#ÀÂ¦ ¹ ¡hÇ#ÄÂ£hË ¸ �Ö¦ ¹ ��»©£gÛ�Ã#ÀÈÆ4�?ÒF¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ���í»�£y¡h¦¤¦¤Ã#��£C� ¹ ¡_�Õ� ¹ £yÏAÓ�½h£\�
K = f(rK)

¡h¥#Å(ÏAÓ
��¢�¡h 6Å#�?�h¢

tK = rK
ÀÂ¦�Ô4ÀÈÆ4£g¥ôËfókÉT¡h½h£¼Òg�4����Àé����£g¥��¿ÀÂ¦�Ô4£g¥#£g¢�¡_��£gÅy¡h¦

c = f(rc)
Éq�4¢

rc ∈ HÃ#¥#ÀÈÉq�4¢¤��Äé�Õ¢�¡h¥#Å#�4�QËAó�¦¤¦¤Ã#��£Á� ¹ ¡_�<»�£�¡h¢¤£ÁÔ4ÀÈÆ4£g¥
m ∈ Z� bZ Ëf÷2£\� r := −mrK + rc

Ë ¸º¹ £g¥
r
ÀÂ¦<Ã#¥#ÀÈÉq�4¢¤��Äé�·¢�¡h¥#Å#�4�Ù¡h¥#Å

c = f(rc) = f(mrK + r) = mK+ f(r) =
Òg�4����ÀÈ�

K(m, r)
Ë

¸º¹ ÀÂ¦P #¢¤�RÆ�£g¦C� ¹ ¡��
tK = rK

Ô4ÀÈÆ�£g¦C£gÛ�Ã#ÀÈÆ���ÒF¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ�.�hÜ®ÀHË�£_ËÈÜÁÉT¡_½4£ÖÒg�4����ÀÈ���Í£g¥���¦Y� ¹ ¡_�y¡h¢¤£
Å#ÀÂ¦:��¢¤ÀÂÇ#Ã/��£gÅP£�Ø#¡hÒ\��ÄÈ�C¡h¦º¢¤£F¡hÄKÒg�4����ÀÈ���Í£g¥���¦º¡h¥#ÅPÒF¡h¥yÄê¡_��£g¢�Ç6£¼�4 6£g¥#£gÅQ¡h¢¤Ç#ÀÈ��¢�¡h¢¤ÀÂÄé��ÒF¡h¥PÇ6£



�K���	� �N�  ®�'%D¨!®�ª�§W¨¢ªY��ª����o®�¨s�(��§
¨å�E@���&�(�& eh,

Ô4£g¥#£g¢�¡_��£gÅôË ¸ �Á¦ ¹ �R» £�Ø?��¢�¡hÒ\��¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ���Á»�£¿¡h¦¤¦¤Ã#��£f� ¹ ¡_�
K
ÀÂ¦Ê¡h¥'�ÁÓ�½h£\�4ÜhÀTË�£hËÈÜ

K = ig+f(rK)»®ÀÈ� ¹
i
ÀÂ¥�Æ4£g¢:��ÀÂÇ#ÄÂ£¿ÀÂ¥ Z� õ'êÆñ (g)Z

Ü4¡h¥#ÅÍ¡�Òg�4����ÀÈ���Í£g¥��
c = mK+f(r) = img+f(mrK +r)Éq�4¢

m ∈ Z� bZ ÀÂ¦�Ô4ÀÈÆ4£g¥ôË&ÝÁ¦¤ÀÂ¥#ÔQÉqÃ#ÄÂÄÈ�í£�Ø?��¢�¡hÒ\��¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ���4ÜAÀTË�£hËÈÜAÃ#¦¤ÀÂ¥#ÔÑ� ¹ £��ÁÓì��¢�¡h 8Å#�?�4¢
t
»�£

ÒF¡h¥kÒg�4�� #Ã/��£
im mod

�h¢�Å
(g)

Éq¢¤�4�
c
¡h¥#Å ÉqÃ#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ

i mod
�4¢¤Å

(g)
ÒF¡h¥kÇ6£íÒg�4�·Ó

 #Ã/��£gÅÑÉq¢¤�4�
K
Ë�ò?ÀÂ¥#Òg£

i
ÀÂ¦ÁÀÂ¥�Æ�£g¢:��ÀÂÇ#ÄÂ£D»�£�ÒF¡h¥Ñ� ¹ £g¥&Òg�4�� #Ã/��£

m mod
�4¢¤Å

(g) = m
Ë ¸º¹ £

��¢�¡h¥#¦:Éq�4¢¤��£gÅ ¦¤Ò ¹ £g��£ ¹ ¡h¦Õ½h£\�?¦
(K1, K2)

» ¹ ÀÂÒ ¹ ¡h¢¤£Y |¡hÀÂ¢¤¦³�hÉ®½4£\�?¦Í¡h¥#Åp»�£CÒg�4����ÀÈ��¡h¦
Òg�4����ÀÈ�

K1,K2
(m, (r1, r2,m1)) = (m1K1 + f(r1),m2K2 + f(r2))

» ¹ £g¢¤£
r1, r2

¡h¢¤£Õ¢�¡h¥?Ó
Å#�4��£gÄÂ£g��£g¥���¦�ÀÂ¥

H
¡h¥#Å

m2 = m −m1 mod q
ËV/Á£g¥#Ò\£·¡hÄÂÄÊ¢¤£gÛ�Ã#ÀÂ¢¤£g��£g¥���¦ÁÉq�4¢�¡�¦¤ 6£gÒgÀê¡hÄ

��ÀéØ/£gÅyÒg�4����ÀÈ���Í£g¥��º¦¤Ò ¹ £g��£�¡h¢¤£¼ÉqÃ#ÄÈè|ÄÂÄÂ£gÅôË
Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ2ã¼¡h��Ô�îh¢¤Åí¡h¥#Å9ºÁÀÂ£gÄÂ¦¤£g¥ÖÅ#£\Æ4£gÄÂ�4 í£'¥�ÒgÀÂ£g¥��³ #¢¤�h����Òg�4ÄÂ¦�Éq�4¢¼ #¢¤��Æ?ÀÂ¥#ÔPÀÂ¥ Ä £\¢���Ó
½�¥#�R»®ÄÂ£gÅ#Ô4£Ö¢¤£gÄê¡_��ÀÂ�4¥#¦C¡h���4¥#Ô Òg�4����Àé�¤��£gÅ�Æh¡hÄÂÃ#£g¦CÉq�4¢Y� ¹ £&¦¤ 6£gÒgÀê¡hÄ¼��ÀéØ/£gÅ'Òg�4����Àé����£g¥��
¦¤Ò ¹ £g��£hË ò?£g£W� G?G�� Éq�4¢�Å#£\��¡hÀÂÄÂ¦��hÉº� ¹ £g¦¤£P #¢¤�h���?Òg�4ÄÂ¦Õ¡h¥#Å Éq�4¢³ÉqÃ#¢:� ¹ £g¢Õ #¢¤�4 6£g¢:��ÀÂ£g¦·¡h¥#Å � ¹ £
 #¢¤�?�hÉA�hÉA¦¤£gÒgÃ#¢¤ÀÈ���P�hÉ7� ¹ £DÒg�4����ÀÈ���Í£g¥��º¦¤Ò ¹ £g��£hË

�R�A�T�s� ¤pÝ!¤[�¥{ î��É�æ¥ �æÚX���T�y�¡ £¢�¤¦u&ïåä �
q ¡ Ú!¤�Þ ¢ �4xD£[ïy�®ïy�®ïåä Þ

 £Ý!à�¥��

öp£³ÒF¡h¥&¥#�R»*¦ ¹ ��» � ¹ ¡_�¼¡�¦¤ÄÂÀÂÔ ¹ ��ÄÈ�C���?Å#ÀÈè|£gÅyÆ4£g¢¤¦¤ÀÂ�4¥Ñ�hÉ`� ¹ £�Ï¿ð�Î¿ò åq¦¤£g£·ò?£gÒ���ÀÈ�4¥ I#Ë , ç ÀÂ¦
¡h¥ £�Ø#¡h�� #ÄÂ£Y�hÉ�¡

q
�4¥#£�Óì»�¡F� ¹ �4���4���h¢�  ¹ ÀÈ¦¤�QËX/Á£g¥#Òg£PÀÈ�ÕÒF¡h¥ Ç6£CÃ#¦¤£gÅ ���ÖÒg�4¥#¦:��¢¤Ã#Ò\��¡

¦¤ 6£gÒgÀê¡hÄ2��ÀéØ/£gÅPÒg�4����ÀÈ���Í£g¥��º¦¤Ò ¹ £g��£³¡h¦®Å#£g¦¤Òg¢¤ÀÂÇ6£gÅÑ¡hÇ6�RÆ�£hË
¸ �QÅ#£\Æ4£gÄÂ�4 í� ¹ £ÍÒg�4¥#¦:��¢¤Ã#Ò\��ÀÂ�4¥íÀÂ¥�¡h¥�¡h¥|¡hÄÂ�4Ô4�4Ã#¦¼�Y¡h¥#¥#£g¢ë¡h¦ëÀÂ¥=� G?G�� »�£ ¹ ¡RÆ4£·���y���?Å#ÀÈÉn�
� ¹ £Ñ¢�¡h¥#Å#�4� Òg�4¥���¢¤ÀÂÇ#Ã/��ÀÂ�4¥"�hÉ�� ¹ £ÑÏ¿ð�Î¿ò"���pÇ#Ã#ÀÂÄÂÅ�¡

q
�4¥#£�Óì»º¡F� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈ¦¤� ¡h¥#Å

¹ £g¥#Òg£®���³Òg�4¥#¦:��¢¤Ã#Ò\��¡D¦¤ 6£gÒgÀê¡hÄ|��ÀéØ/£gÅÍÒg�4����ÀÈ���Í£g¥��f¦¤Ò ¹ £g��£��f÷2£\�
N
Ç8£�¡h¥Yï�ò?ó ����Å#Ã#ÄÂÃ#¦

åT¡h¥#ÅyÄÂ£\�
s = 1

ÀÈÉ2»�£DÒg�4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢�� ¹ £DÔ4£g¥#£g¢�¡hÄÂÀÂ¦¤£gÅyÏ¿ð�Î¿ò ç Ë Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ/ÄÂ£\�
P1
¡h¥#Å

M
Ç6£

� ¹ £Y¡h # #¢¤�4 #¢¤Àê¡_��£·Æh¡hÄÂÃ#£g¦³Òg�4�� #Ã/��£gÅpÀÂ¥í� ¹ £Y½h£\��Ô4£g¥#£g¢�¡_��ÀÂ�4¥�  ¹ ¡h¦¤£Y�hÉ�� ¹ £YÏ¿ð�Î¿òíÉq�4¢³¡h¥
£gÄÂÄÂÀÂ /��ÀÈÒëÒgÃ#¢:Æ4£�»®ÀÈ� ¹

(a, b)
¡h¦Á |¡h¢�¡h��£\��£g¢¤¦gË®öp£ ¹ ¡FÆ4£�� ¹ ¡_�

E(Z� N2Z) ' G1 × G2
» ¹ £g¢¤£

G1 ' Z� NZ,
� ¹ Ã#¦

|G1| = N
¡h¥#Å

G2
ÀÂ¦�¡ÕÔ4¢¤�4Ã# P�hÉÊ�4¢¤Å#£g¢

M
» ¹ ÀÂÒ ¹ ÀÂ¦ ¹ ¡h¢¤ÅC���ÕÒg�4�� #Ã/��£

Ã#¥#ÄÂ£g¦¤¦�� ¹ £�ÉT¡hÒ\���4¢¤ÀÂ¦�¡_��ÀÂ�4¥Y�hÉ
N
ÀÂ¦�½�¥#��»®¥ôÜ#¦¤£g£k� I ,�� Ë<Ð�£\Éq�4¢¤£¼Å#£\è|¥#ÀÂ¥#ÔÕ� ¹ £ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂ¦¤�

f
»�£ºÒg�4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢A� ¹ £��Y¡h 

Φ : (m,R) 7→ mP1+NR
» ¹ £g¢¤£

m ∈ Z� NZ
¡h¥#Å

R
ÀÂ¦f¡�¢�¡h¥#Å#�4�

 6�4ÀÂ¥��®�4¥
E(Z� N2Z)

Ë
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� ()��BK���ÒL%Óú`�Óú��Ó

-4Ë÷ºÁ�h��£³� ¹ ¡_�Á»�£�ÒF¡h¥#¥#�h�¼Å#ÀÂ¢¤£gÒ\��ÄÈ�yÒ ¹ �?�4¦¤£Õ¡Y¢�¡h¥#Å#�4��£gÄÂ£g��£g¥��¼ÀÂ¥
E(Z� N2Z)

»®ÀÈ� ¹ �4Ã/�
� ¹ £C½�¥#�R»®ÄÂ£gÅ#Ô4£C�hÉº� ¹ £�ÉT¡hÒ\���4¢¤¦��hÉ

N
Ë ¸ �Ö¦¤�4ÄÈÆ4£�� ¹ ÀÂ¦³»�£Yè/Ø ¡Ñ¥?Ã#�ÕÇ6£g¢��hÉ® 8�4ÀÂ¥���¦

Q1, ..., Qt
¡_�<½h£\�ÍÔ4£g¥#£g¢�¡_��ÀÂ�4¥·��ÀÂ��£hÜ�ÀHË¤£hËÈÜ4» ¹ £g¥�� ¹ £® #¢¤ÀÂ��£�ÉT¡hÒ\���4¢¤¦<�hÉ

N
¡h¢¤£®½�¥#�R»®¥ôÜ

¡h¥#ÅQ� ¹ £g¥ÑÄÂ£\�
R = r1Q1 + · · · + rtQt

Ë�Ð¿�P��Ã#¥#ÀÂ¥#Ô
t
¡h¥#ÅQ� ¹ £³¦¤À Ä £ë�hÉA� ¹ £�¥�Ã#�ÕÇ6£g¢¤¦

ri
Éq�4¢

1 ≤ i ≤ t
� ¹ ÀÂ¦®»®ÀÂÄÂÄôÔ4£g¥#£g¢�¡_��£�¡h¥&¡h # #¢¤�4 #¢¤Àê¡_��£³¡h # #¢¤�FØ/ÀÂ�Y¡_��ÀÈ�4¥P���Y¡�Ã#¥#ÀÈÉq�4¢¤�

Ò ¹ �4ÀÂÒg£DÉq¢¤�4�
E(Z� N2Z)

ËæM
, Ë÷ºÁ�h��£P� ¹ ¡_�·� ¹ £y¢�¡h¥#Å#�4� Òg�4¥���¢¤ÀÂÇ#Ã/��ÀÂ�4¥ ÀÂ¥ � ¹ ÀÂ¦Í�Y¡h (ÀÂ¦·Å#£\è|¥#£gÅ�Å#ÀÈßK£g¢¤£g¥��·� ¹ ¡h¥"ÀÂ¥
� ¹ £y�4¢¤ÀÂÔ4ÀÈ¥|¡hÄ�Ï¿ð�Î¿òjåq¦¤£g£Ñò?£gÒ\��ÀÂ�4¥=I#Ë , ç �C¾�¥#¦:��£F¡hÅ��hÉ�Å#£\è|¥#ÀÂ¥#ÔíÀÈ��¡h¦Í¡Öè/Ø/£gÅ" 6�4ÀÂ¥��
Q
�·Ã#ÄÈ��ÀÈ #ÄÈÀÂ£gÅyÇ��Q¡�¢�¡h¥#Å#�4��¥�Ã#�ÕÇ6£g¢gÜ8»�£³��¡h½h£Õ¡�¢�¡h¥#Å#�4�� 6�4ÀÂ¥��

R
�4¥Ñ� ¹ £³£gÄÂÄÂÀÂ /��ÀÈÒ

ÒgÃ#¢:Æ4£
E(Z� N2Z)

�ÕÃ#ÄÈ��ÀÂ #ÄÈÀÈ£gÅ³Ç��
N
» ¹ ÀÂÒ ¹ Ô4ÀÈÆ�£g¦7Ã#¦`¡Á¢�¡h¥#Å#�4�*£gÄÂ£g��£g¥��AÀÂ¥³� ¹ £¿Ô4¢¤�4Ã# 

G2
Ë

i Ç�Æ?ÀÂ�4Ã#¦¤ÄÈ�YÉq�4¢�� ¹ £ë�Y¡h  Φ
ÀÈ� ¹ �4ÄÂÅ#¦�� ¹ ¡_�

kΦ(m1, R1) + Φ(m2, R2) = (km1 +m2)P1 +N(kR1 +R2)

= Φ(km1 +m2, kR1 +R2).

ºÁ�h��£º� ¹ ¡_�¿Ô4ÀÈÆ4£g¥Y¡ë 6�4ÀÂ¥��
mP1 +NR ∈ E(Z� N2Z)

ÀÈ�¿ÀÈ¦< 6�4¦¤¦¤ÀÂÇ#ÄÂ£º���ëÒg�4�� #Ã/��£
m ∈ Z� NZ£'¥�ÒgÀÂ£g¥���ÄÈ��ÀÈÉ

M
åq�4¢Y£gÛ�Ã#ÀÈÆh¡hÄÂ£g¥���ÄÈ�(� ¹ £QÉT¡hÒ\���4¢¤ÀÂ¦�¡_��ÀÂ�4¥"�hÉ

N
Ü®¦¤£g£ � I ,�� ç ÀÂ¦�½�¥#�R»®¥ôÜÁ¦¤ÀÂ¥#Òg£

»�£ÖÒF¡h¥'�ÕÃ#ÄÈ��ÀÂ #Äé�(Ç��
M

��� �4Ç/��¡hÀÂ¥
MmP1

¡h¥#Å�� ¹ £g¥' #¢¤�?Òg£g£gÅk¡h¦CÀÂ¥�� ¹ £&Å#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥
  ¹ ¡h¦¤£®Å#£g¦¤Òg¢¤ÀÂÇ6£gÅ�ÀÂ¥�ò?£gÒ\��ÀÂ�4¥kI#Ë , Ë Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ4ÀÈÉ8� ¹ £®£\ÄÂÄÂÀÂ /��ÀÈÒ�ÒgÃ#¢:Æ4£ÁÎA¡hÀÂÄÂÄÂÀÈ£g¢`¡h¦¤¦¤Ã#�� /��ÀÂ�4¥
¹ �4ÄÂÅ#¦Á£gÄÂ£g��£g¥���¦Á�hÉA� ¹ £³Éq�4¢¤�

Φ(0, R)
¡h¢¤£³ÀÈ¥#Å#ÀÂ¦:��ÀÈ¥#Ô4Ã#ÀÂ¦ ¹ ¡hÇ#ÄÈ£DÉq¢¤�4� £gÄÂ£g��£g¥���¦®�hÉ`� ¹ £ëÉq�4¢¤�

Φ(m,R)
ÜA» ¹ £g¢¤£

R
ÀÂ¦�¡Ñ¢�¡h¥#Å#�4�  6�hÀÂ¥���ÀÂ¥

E(Z� N2Z)
¡h¥#Å

m
ÀÂ¦Õ¡h¥��íè/Ø/£gÅ £gÄÂ£g��£g¥��ÕÀÂ¥

(Z� NZ)∗
Ë

Ð�¡h¦¤£gÅ&�4¥Q� ¹ ÀÂ¦Á�4Ç#¦¤£g¢:Æ_¡_��ÀÂ�4¥Q»�£³ÒF¡h¥&¥#�R»	¦ ¹ �R»*� ¹ ¡_��¢¤£gÄê¡_��ÀÈÆ4£D����� ¹ £³£gÄÂÄÂÀÂ /��ÀÈÒëÒgÃ#¢:Æ4£ÕÎ`¡hÀÂÄéÓ
ÄÂÀÂ£g¢Á¡h¦¤¦¤Ã#�� /��ÀÂ�4¥y� ¹ ÀÂ¦®���?Å#ÀÈè|£gÅyÆ4£g¢¤¦¤ÀÂ�4¥&�hÉA� ¹ £ÕÏ¿ð�Î¿òÑÄÂ£F¡hÅ#¦®���Y¡ÍÉqÃ#ÄÂÄÈ�P£�Ø?��¢�¡hÒ\��¡hÇ#ÄÂ£³Ô4£g¥?Ó
£g¢�¡_���4¢C»®Àé� ¹  #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒ&�4¢¤Å#£g¢�� ÷2£\�

N
Ç6£í¡h¥kï�ò?ó �Í�?Å#Ã#ÄÂÃ#¦Y»®ÀÈ� ¹  #¢¤ÀÂ�Í£ÑÉT¡hÒ\���4¢¤¦P�hÉ³Ç#ÀÈ�

ÄÂ£g¥#Ôh� ¹
σ/2

Ë ÷2£\�ÍÇ6�h� ¹ Ô4¢¤�4Ã# #¦
G
¡h¥#Å

H
Ç6£

E(Z� N2Z)
¡h¥#Å(ÄÂ£\�

f(R) = NR
» ¹ ÀÂÒ ¹

ÀÂ¦·¡h¥(£gÄÂ£g�Í£g¥��·ÀÂ¥
F = G2

¡h¥#Å(�4Ç�Æ?ÀÂ�4Ã#¦¤ÄÈ�p£'¥�ÒgÀÂ£g¥���ÄÈ� Òg�4�� #Ã/��¡hÇ#ÄÂ£hË�÷2£\�
g = P1

Ü¿¡h¥#Å
O@Ä;í÷ü�ã�ê!î�ëdøàâ�ädã�êðæ�ÿPåìîÆò�èM§
ò�ë í�èðá!è2¨�èïôéã�ë í�ñ�èïê�þ�ò�èïõ'ê�èïô ë î�ö�õ'ä ä õ�ç%áaë ôìôìèðñ�ëdã�î�èïä åéî�ò�ã�î

t = 5
ëdáaèïí�õ'â�ó'òî�õéó'èàí�èïêÆã�î�è3êÆã�í�ñ�õ'ô ü?õ'ë í'îÆáïù�©%õ�ç
è@�'èïêðæ�ë î�øïã�í]ã�ädá!õ�ÿ?èlá!ò�õ�ç�í÷î�ò�ã�î

t = 4
ëdá�èïí�õ'â�ó'òTù
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ÄÂ£\�Õ� ¹ £P��¢�¡h 6Å#���4¢
t
Ç8£P� ¹ £PÔ4¢¤�4Ã# (�4¢¤Å#£g¢

M
�4¢·£gÛ�Ã#ÀÈÆ_¡hÄÂ£g¥���Äé�p� ¹ £P #¢¤ÀÂ��£YÉT¡hÒ\���4¢¤¦·�hÉ

N
Ë

öp£íÅ#£\è|¥#£
b = q = N

���(�4Ç/��¡hÀÂ¥ ¡ Ô4£g¥#£g¢�¡_���4¢C»®ÀÈ� ¹  #Ã#Ç#ÄÂÀÂÒÖ�4¢¤Å#£g¢gË!öp£ ¹ ¡FÆ4£Ö� ¹ ¡_�
�4¢¤Å

(g) = N = |E(Z� N2Z)/G2|
ËX/Á£g¥#Òg£C�4¢¤ÅÊå

g
ç ¡h¦³»�£gÄÂÄ�¡_¦

b′ = 2σ/2−1 ÀÂ¦�¦¤Ã# 6£g¢¤ 8�4ÄÈ��Ó
¥#�4��Àê¡hÄ<ÀÂ¥

σ
Ë i Ç�Æ?ÀÈ�4Ã#¦¤ÄÈ�pÔ4ÀÈÆ�£\¥ (G,H, f, g, q, b, b′)

»�£PÒF¡h¥(¡hÅ#Å  6�4ÀÂ¥���¦Õ�4¥
E(Z� N2Z)åq¦¤£g£Qò?£gÒ\��ÀÂ�4¥ I#Ë.- ç Ü`�ÕÃ#ÄÈ��ÀÂ #Äé�í� ¹ £g��Ç�� ÀÂ¥���£gÔ4£g¢¤¦gÜ`��¡h½h£PÀÂ¥�Æ4£g¢¤¦¤£g¦·�hÉÁ 6�4ÀÈ¥���¦�ÀÂ¥
E(Z� N2Z)ÀÂ¥& #¢¤�4Ç|¡hÇ#ÀÂÄÂÀÈ¦¤��ÀÈÒ³ 6�4ÄÈ�?¥#�4��Àê¡_ÄÊ��ÀÂ��£_ËDóºÅ#Å#ÀÈ��ÀÂ�4¥|¡hÄÈÄÈ�hÜ6»�£·ÒF¡h¥Ö¦�¡h�� #ÄÂ£�¢�¡h¥#Å#�4�×£gÄÂ£g��£g¥���¦¼ÀÂ¥

E(Z� N2Z)
¡h¦¿¥#�h��£gÅC¡hÇ6�RÆ�£hË Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ�� ¹ £�£gÄÂÄÂÀÈ /��ÀÈÒ®ÒgÃ#¢:Æ4£¼ÎA¡hÀÂÄÂÄÂÀÈ£g¢<¡h¦¤¦¤Ã#�� /��ÀÂ�4¥�Ô4Ã|¡h¢.Ó

¡h¥���£g£g¦�ÀÂ¥#Å#ÀÈ¦¤��ÀÂ¥#ÔhÃ#ÀÂ¦ ¹ ¡hÇ#ÀÈÄÂÀé���4Ë·¾ìÉ�»�£Y¡h¢¤£ÍÔ4ÀÈÆ4£g¥
(G,H, f, g, q, b, b′)

¡h¥#Åp¡hÅ#Å#ÀÈ��ÀÂ�4¥|¡hÄÈÄé�Ñ� ¹ £
��¢�¡h 6Å#�?�h¢

t = M
»�£·ÒF¡h¥íÒg�4�� #Ã/��£

i mod N
Ô4ÀÈÆ�£g¥

ig + f(R) = iP1 + NR
Ã#¦¤ÀÂ¥#ÔP� ¹ £

Å#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥C¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ �yÜ�ÀHË¤£hËÈÜ��ÕÃ#ÄÈ��ÀÈ #ÄÈ�?ÀÈ¥#ÔDÇ��
M
Ë ¸º¹ ÀÂ¦¿¦ ¹ �R»®¦<� ¹ ¡_�<� ¹ £ÁÔ4£g¥#£g¢�¡_���4¢<ÀÂ¦fÉqÃ#ÄÂÄÈ�

£�Ø?��¢�¡hÒ\��¡hÇ#ÄÂ£hË ¸º¹ £�Äê¡h¦:�� #¢¤�4 8£g¢:�.�Í� ¹ ¡_� ¹ ¡h¦¿����Ç8£ÁÆ�£g¢¤ÀÈè|£\ÅCÀÂ¦
q
Ó�ÀÂ¥�Æ�£g¢:��ÀÂÇ#ÀÈÄÂÀé���Õ» ¹ ÀÂÒ ¹ Éq�4ÄÂÄÈ�R»®¦

ÀÂ����£gÅ#ÀÂ¡_��£gÄé��Éq¢��h�©� ¹ £ëÅ#£\è|¥#ÀÈ��ÀÂ�4¥ôË
/Á£g¥#Òg£hÜ�Ã#¦�ÀÈ¥#ÔD� ¹ £º¢¤£g¦¤Ã#ÄÈ�<�hÉôã¼¡h��Ô�î_¢�ÅÍ¡h¥#Åoº®ÀÂ£gÄÂ¦¤£g¥�� G?G�� ¡h¦fÅ#£g¦¤Òg¢¤ÀÂÇ8£gÅ�ÀÂ¥�ò?Ã#Ç#¦¤£gÒ\��ÀÂ�4¥oI#Ë f/Ë ,
»�£³�4Ç/��¡hÀÂ¥C� ¹ £DÉq�4ÄÂÄÂ�R»®ÀÈ¥#ÔÕ� ¹ £g�4¢¤£g���
N#�%(T���()��L%Óú`�Óú5�Ó,ª � ���   � � �;�E� Ö � Ly× �;�]�ú�S�E�����'�!��Õú�:�¢�9� � �;Õ  9� �¢�E� � � � Õ�£¡� H)�  9� ��£ ×
£¡�;�!£:� � �o� � �E�'£:��¼l�;�;�Ô£:����� ��½ �\�¢� �T� � Z« NZ

¼l�;�;�=�
����� � �Ò� � ���'Õ � �!��� � �=� � �;�E� � ����£
m = f(m1,m2, . . . ,ml)

¼ �E�'���
f
�ú� � ª ����Õú� ��� �
���   � ��� �¢� ���
  l = O(log(k)) ���
  �
����� � �� �S�h h  �;�!����� ���
  £ � ÕÖ�!� �
ÕÖ� ��� �!�����³���'Õ � �!��� � �³£:�  �� Õú� N G
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¸º¹ ÀÂ¦`� ¹ £g¦¤ÀÂ¦<Å#£F¡hÄÈ�f»ºÀÈ� ¹Í¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ�Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£F��¦¿¡h¥#ÅÍ� ¹ £gÀÂ¢f¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÂ�h¥#¦gËA¾�¥Yð ¹ ¡h ?Ó
��£g¢ , »�£ ¹ ¡RÆ4£Q£'¥�ÒgÀÂ£g¥���ÄÈ�(Òg�4¥#¦:��¢¤Ã#Ò\��£gÅ'¡h¥�¡_ÄÂÔ4£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÂÄé� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒPÒg¢:�? /���4¦:�?¦:��£g�
Ô4ÀÈÆ4£g¥y¡ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÈÒÁÒg¢:�? /���4¦:�?¦¤��£g� �4¥y¡�¦¤ 6£gÒgÀê¡hÄK¥#�4¥?Ó.¡hÇ6£gÄÂÀê¡h¥YÔ4¢¤�4Ã# ôË<ã�£g¦¤ÀÂÔ4¥#ÀÂ¥#ÔÕ¦¤Ã#Ò ¹
¡h¥�¡hÄÂÔ4£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÈÄé� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒPÒg¢:�? /���4¦:�?¦:��£F� ¹ ¡h¦YÇ8£g£g¥ ¡h¥��4 6£g¥� #¢¤�4Ç#ÄÂ£g� Éq�4¢����4¢¤£
� ¹ ¡h¥ , 2ë�4£F¡h¢¤¦�¦¤ÀÂ¥#Òg£¼¡ë 6�4¦¤ÀÈ��ÀÈÆ4£Á¢¤£g¦¤Ã#ÄÈ��ÄÂ£F¡hÅ#¦<���³£'¥�ÒgÀÂ£g¥���¡h¥#ÅY¦¤ÀÂ�� #ÄÂ£®¦¤�4ÄÂÃ/��ÀÂ�4¥#¦f����¦¤£\Æ4£g¢�¡hÄ
Òg¢:�? /���4Ô4¢�¡h  ¹ ÀÂÒC #¢¤�h���?Òg�4ÄÂ¦gËÖöp£C»�£g¢¤£y¡hÇ#ÄÂ£Y���Ö |¡h¢:��Àê¡hÄÂÄé��¦¤�4ÄÈÆ4£Y� ¹ ÀÂ¦ÕÄÂ�4¥#Ô&¦:��¡h¥#Å#ÀÂ¥#ÔÖ�4 6£g¥
 #¢¤�4Ç#ÄÂ£g� Ç���¢¤£gÅ#Ã#ÒgÀÂ¥#Ô&ÀÈ�³���Q� ¹ £Y¦¤£F¡h¢¤Ò ¹ Éq�4¢³¦¤ 6£gÒgÀê¡hÄ¿£'¥�ÒgÀÂ£g¥�� ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒÍÒg¢:�? /���4¦:�?¦.Ó
��£g��¦gË
¸º¹ £¿¦¤�4ÄÂÃ/��ÀÂ�4¥#¦2 #¢¤£g¦¤£g¥���£gÅÕÀÈ¥Õð ¹ ¡h /��£g¢ G »�£g¢¤£¿Ç|¡h¦¤£gÅ��4¥ë� ¹ £¿ÀÂÅ#£F¡º�hÉ#Òg�4¥#¦¤ÀÂÅ#£g¢¤ÀÂ¥#Ô®Ç#¢�¡_¥#Ò ¹ ÀÂ¥#Ô
 #¢¤�4Ô4¢�¡h��¦fÀÂ¥#¦:��£F¡hÅÍ�hÉKÒgÀÂ¢¤ÒgÃ#ÀÈ��¦<¡h¦¿¡DÒg�4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥|¡hÄ/����Å#£gÄ#Éq�4¢`ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦gË`Ð¿�·¦¤Ã#Ò ¹ ��£F¡h¥#¦
»�£C»�£g¢¤£y¡hÇ#ÄÂ£����Ö #¢¤�RÆ?ÀÂÅ#£C¥#�4¥?Ó�ÀÂ¥���£g¢�¡hÒ\��ÀÈÆ4£C¡h¥#Å  #¢¤�RÆh¡hÇ#ÄÈ��¦¤£gÒgÃ#¢¤£y #¢¤�h���?Òg�4ÄÈ¦����&£g¥#Òg¢:�? /�
ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦PÔ4ÀÈÆ4£g¥ Ç��� 6�4ÄÈ�?¥#�4��Àê¡_Ä�Ç#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#Ô( #¢¤�4Ô4¢�¡h��¦CÀÂ¥'¦¤Ã#Ò ¹ ¡p»º¡F��� ¹ ¡_�C� ¹ £\� ¡h¢¤£
¦:��ÀÂÄÂÄ7£�Ø/£gÒgÃ/��¡hÇ#ÄÂ£hË¡/Á£g¥#Ò\£·»�£·£g¥#Äê¡h¢¤Ô4£�� ¹ £·ÒgÄê¡h¦¤¦¼�hÉ¿£g¥#Òg¢:�? /��¡hÇ#ÄÂ£·ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦�Éq¢¤�4�

NC1 ���
 6�4ÄÈ�?¥#�4��Àê¡_Ä8Ç#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#ÔÕ #¢¤�4Ô4¢�¡h��¦gË ¸º¹ ÀÂ¦�ÀÂ¦�¡h¥PÀÂ�Í #¢��RÆ4£g��£g¥����hÉ2£�Ø/ÀÂ¦:��ÀÂ¥#ÔÕ¦¤�4ÄÂÃ/��ÀÂ�4¥#¦�¡h¥#ÅYÓ
���ë� ¹ £®Ç6£g¦:���hÉô�4Ã#¢<½�¥#�R»®ÄÂ£gÅ#Ô4£ºÓÊ� ¹ £g¢¤£�¡h¢¤£®¥#�³Òg�4¥#Òg¢¤£\��£ÁÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥#¦<½�¥#�R»®¥�� ¹ ¡_�¿ÒF¡h¥#¥#�h�¿Ç6£
¢¤£g #¢¤£g¦¤£g¥���£gÅpÇ��& 8�4ÄÈ�?¥#�4��Àê¡hÄÊÇ#¢�¡h¥#Ò ¹ ÀÂ¥#ÔP #¢¤�4Ô4¢�¡h��¦gË Ì Ã/��Ã#¢¤£Õ¢¤£g¦¤£F¡h¢¤Ò ¹ »®ÀÂÄÂÄ7¦ ¹ �R»!ÀÈÉf� ¹ £g¢¤£
£�Ø/ÀÂ¦:�7¦¤�4ÄÂÃ/��ÀÂ�4¥#¦2Ç|¡h¦¤£gÅ��4¥ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ`¦¤Ò ¹ £g��£g¦7� ¹ ¡_�A¡h¢¤£<ÀÂ¥#Å#£g 8£g¥#Å#£g¥��A�hÉ/� ¹ £<¦¤À Ä £<�hÉ/� ¹ £
Ã#¥#Å#£g¢¤ÄÈ�?ÀÂ¥#Ô�ÉqÃ#¥#Ò\��ÀÂ�4¥ôË Ì ÀÂ¥|¡hÄÂÄé�4Ü���»®ÀÂ¥#Ô������ ¹ ÀÂ¦�£g¥#Äê¡h¢¤Ô4£g��£g¥���� ¹ £DÛ�Ã#£g¦:��ÀÂ�4¥y¡h¢¤ÀÂ¦¤£g¦�» ¹ £\� ¹ £g¢
¡hÄÂÔ4£gÇ#¢�¡hÀÂÒF¡hÄÈÄé� ¹ �4���4���h¢�  ¹ ÀÈÒ¿Òg¢:�? /���4¦:�?¦:��£F��¦<¡h¢¤£�¦:��ÀÂÄÂÄ?¥#£gÒg£\¦�¦�¡h¢:�ÕÉq�4¢A¦¤ 6£gÒgÀÈè|Ò®¡h # #ÄÂÀÈÒF¡_��ÀÂ�4¥#¦
�4¢�» ¹ £\� ¹ £g¢ ¹ �4���4���4¢¤  ¹ ÀÂÒ�Òg¢:�? /���4¦:�?¦¤��£g��¦�¡h¢¤£D¦¤ÃD¥�ÒgÀÂ£g¥��FË
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¾�¥ ð ¹ ¡_ /��£\¢:I�»�£QÒg�4¥#¦:��¢¤Ã#Ò\��£gÅ ¡í� ¹ ¢¤£g¦ ¹ �4ÄÂÅ�Å#£gÒg¢:�? /��ÀÂ�4¥�Æ4£g¢¤¦¤ÀÂ�4¥��hÉ¼� ¹ £Ñ£gÄÂÄÂÀÈ /��ÀÈÒyÒgÃ#¢:Æ4£
ÎA¡hÀÂÄÂÄÂÀÈ£g¢f¦¤Ò ¹ £g��£hË ¸º¹ ÀÂ¦<Æ�£\¢�¦¤ÀÂ�h¥CÀÈ¦¿£g¦¤ 6£gÒgÀÂ¡hÄÂÄÈ�·¦¤Ã#ÀÈ��£gÅ�Éq�4¢¿�Y¡h¥��Í¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÂ�4¥#¦f¦¤ÀÂ¥#Òg£®Æh¡h¢¤ÀÂ�4Ã#¦
 6�R»�£g¢:ÉqÃ#Ä�¡hÃ?Ø/ÀÂÄÂÀê¡h¢:�Ö #¢¤�h���?Òg�4ÄÂ¦³ÒF¡h¥ Ç8£CÇ#Ã#ÀÂÄÈ��Ç|¡h¦¤£gÅ �4¥ ÀÈ�FË i Ã#¢� #¢¤�h���?Òg�4ÄÂ¦�¡h¢¤£�� ¹ £Yè|¢¤¦:�£gÄÂÄÂÀÂ /��ÀÈÒ¿ÒgÃ#¢:Æ4£�Æ4£g¢¤¦¤ÀÂ�4¥#¦`�hÉ8� ¹ ÀÂ¦A½�ÀÂ¥#ÅôËA¾ì�`ÀÂ¦`ÀÂ¥���£g¢¤£g¦:��ÀÂ¥#Ô¼ÀÈÉ#� ¹ £g¢¤£�£�Ø/ÀÂ¦:�`ÉqÃ#¢:� ¹ £g¢`£gÄÂÄÂÀÂ /��ÀÈÒ¿ÒgÃ#¢:Æ4£
Æ4£g¢¤¦¤ÀÂ�4¥#¦Õ�hÉ�� ¹ £CÎA¡hÀÂÄÂÄÈÀÂ£g¢D¦¤Ò ¹ £g��£�� ¹ ¡_�·¡h¢¤£Y¡h¦� 6�R»�£g¢:ÉqÃ#Ä�¡h¦��4Ã#¢�¦¤Ò ¹ £g��£hÜ`ÀHË�£hËP� ¹ ¡_��ÄÂ£F¡hÅ
���Õ� ¹ £D¦�¡h��£¼ #¢¤�h����Òg�4ÄÂ¦gË Ì Ã#¢:� ¹ £g¢¤���4¢¤£hÜ/�4¥#£DÒg�4Ã#ÄÂÅy¡_¥|¡hÄÈ�?¦¤£D�4Ã#¢�¢¤£g¦¤Ã#ÄÈ��¦����·Å#£\��£g¢¤��ÀÂ¥#£�� ¹ £
¦¤ 6£gÒgÀÈè|Ò³ #¢¤�4 8£g¢:��ÀÂ£g¦®¢¤£gÛ�Ã#ÀÂ¢¤£gÅÑ�hÉ7� ¹ £ëÃ#¥#Å#£g¢¤ÄÈ�?ÀÂ¥#ÔÍÒg¢:�? /���4¦:�?¦¤��£g�����Í�4Ç/��¡hÀÂ¥Q¡hÄÂÄô��£g¥���ÀÂ�4¥#£gÅ
¡hÃ?Ø/ÀÂÄÂÀê¡h¢.�Y #¢¤�h���?Òg�4ÄÂ¦gË
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��- � á�Ë�ó�Ç|¡hÅ#ÀHÜ/Ú/Ë Ì £gÀÂÔ4£g¥�Ç|¡hÃ#�QÜ × � �'� ��� � �;� �'� �;� Ö � � Õ �K� �!��� ��×�� L �����¢� � ��Õa� � ���   � � Õ �  �×
� �)½ � ��� ����£ � �!��� �]� ����£ ���¶µ � �T� Õú�\Ü?Úh�4Ã#¢¤¥|¡hÄ|�hÉ2ð�¢:�? /���hÄÂ�4Ôh�4Ü�Þ<�4ÄHËK-4Ü)ºÁ�#Ë , Ü�- e?e 2/Ü� # ôË
-U·�- ,

� ,�� ó�ËFó®Å#£gÄÂ¦¤Ç|¡hÒ ¹ Ü4ò6Ë�õë¡_� Ä £g¥�Ç6£gÀÂ¦¤¦¤£g¢gÜhó�Ë�ò/¡hÅ#£gÔ ¹ ÀHÜ � �����
�¢� ½ � � �E�)�C¸9���'�;��¹ � �¢�'��£ � ��»�� �)½ D
º �'�¢� � �!� �)½ ¹ � �¢�'��£ � ��»���¼l�;�;�o¸X� � �;£ � ÕE���M»3�'���*¼ � ��¼éÕú�  �½ � º �ú� � Õú��� � ���\Ü�¾.¥ÕÎf¢¤�?Òg£g£gÅ?Ó
ÀÂ¥#Ô4¦Ê�hÉ/� ¹ £�ÏfÃ#¢¤�4 8£F¡h¥·ò?ÀÂÔ4¥|¡hÄ�Îf¢¤�?Òg£g¦¤¦¤ÀÂ¥#ÔDð��4¥/Éq£g¢¤£g¥#Òg£ , 2?2 , Ü ¸ �4Ã#ÄÂ�4Ã#¦¤£hÜ Ì ¢�¡h¥#Òg£hÜ , 2?2 ,

� G�� Ì Ë?Ð�¡h�#Ü � �����
� ���
� ÕÖ���'�ú�S� �]� L ���$� � ��Õú� × � �'� ��� �V h  �;�!����� ���
  ¸ � ÕÖ�!� �
ÕÖ� ��� �!����� L ����� �T� �
Õ ��£:��£:���Æ�E�)�ú�'£·Ü�öp�4¢¤½�¦ ¹ �4 Ñ�4¥Ñð��?Å#ÀÂ¥#Ô�¡h¥#Å&ð�¢:�? /���4Ô4¢�¡h  ¹ �4Ü , 2?2 G Ü/Þ<£g¢¤¦�¡hÀÂÄÂÄÂ£g¦

� I � ã�ËFó�Ë�Ð�¡h¢¤¢¤ÀÂ¥#Ôh���4¥ôÜ ª � �)�
  �  �× ¼l�;�;� L ��ÕÖ� � ��£¡� � Õ × �'��½�� ª � ���a� �)� �)½ L ��� ½ � � £#��¾·� � � ½�� ��½��
Ö H �T� �!ÕÖ�Y�;�E�����^¿ ���)½��K��½ ���V� � NC1 Ü?¾�¥PÎf¢¤�?Òg£g£gÅ#ÀÂ¥#Ô4¦��hÉ2� ¹ £#-�f_� ¹ óÁðºá ò��?�� 6�h¦�ÀÈÃ#�
�4¥P� ¹ £ ¸º¹ £g�4¢:�y�hÉfð��4�� #Ã/��ÀÂ¥#Ô#Üa- e f H Ü# # ôË�-U·D4

� 4 � ã�Ëëá�ËDÐ�¡h¢¤¢�ÀÈ¥#Ôh���4¥ôÜY/³Ëëò���¢�¡hÃ#Ç#ÀÂ¥#Ô#ÜÕã�Ë ¸º¹ £g¢¤ÀÂ£g¥ôÜ�ÐS� �E×¢�)� � � ����£ �V� �¢��£ � � � �$���'�
Ó ��� � �E�\Ü#¾�¥/Éq�4¢¤�Y¡_��ÀÂ�4¥y¡h¥#ÅÑð��4�� #Ã/��¡_��ÀÂ�4¥ôÜ?Þ<�4ÄHËEf e ÜEºÁ�#Ë , Ü�- e?e 2/Ü# # ôË�-�2 e ·�- Gh,

� H�� á�Ë`Ð�£gÄÂÄê¡h¢¤£hÜ<Î7Ë`ï®�4Ô�¡R»�¡F�4Ü�¾ ���
  ��£ µ � �T� Õú��� � ��� L � �T� �!� ��� Õ�D � L � � �h  � ½ £ � ��� º � ×
�'� ½�� � �)½,Ö Ô � ��� � � L �����¢� � ��Õ �\Ü Ì ÀÂ¢¤¦:�Áó�ðºá ð��4¥/Éq£g¢¤£g¥#Òg£·�4¥Öð��4�� #Ã/��£g¢¼¡h¥#Åíð��4���ÕÃ?Ó
¥#ÀÂÒF¡_��ÀÂ�h¥#¦Áò?£gÒgÃ#¢¤ÀÈ���4Ü�- e?e?G Ü# # ôË Hh, ·Dc G

� c � Ú/Ë2ð�ËôÐ�£g¥|¡hÄÂ� ¹ Ü'ÀE�'��� � � ��Õú� × � � ���'� × ª � Õ Õú��� Ö Õú� � �!��� � �\Ü2Î ¹ Ë�ã�Ë ¸º¹ £g¦¤ÀÂ¦gÜ ¸ £gÒ ¹ ¥#ÀÂÒF¡hÄfï®£�Ó
 8�4¢:�]4 H -hÜD�¿¡hÄÂ£ëÝÁ¥#ÀÈÆ4£g¢¤¦¤ÀÈ�.�4Ü|ã�£g |¡h¢:����£g¥��Á�_É<ð¿�4�� #Ã/��£g¢�ò?ÒgÀÂ£g¥#Òg£hÜ%- e f�f

� f � Ú/Ë�Ð�£g¥|¡hÄÂ� ¹ Ü º � � ��� L ���?� � ���;ÕÖ�ú�'�!� �]Ö��a� �����
�!��� � Ü�¾�¥YÎf¢¤��Òg£g£gÅ#ÀÂ¥#Ô4¦<�hÉ6� ¹ £ºö��4¢¤½�¦ ¹ �4 ��4¥
ò?£gÄÂ£gÒ���£\ÅÑó�¢¤£F¡h¦®�hÉfð�¢:�? /���4Ô4¢�¡h  ¹ �4Ü%- e?e I#Ü/ # ôË�- , 2)·�- , f
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� e�� Ú/Ë|Ð�£g¥|¡hÄÂ� ¹ Ü8á�ËD�¿Ã#¥#Ô#Ü º �ú�'�!���!� � �!� �)½ �;�E� L ��¼��'�#� �³� Ó �$���'� � £:� � ���¢� Ö�� � ���a� �>�;�E�
L ����� �T� �o� � ÀE���¢�'���\Ü/¾�¥PÎf¢¤�?Òg£g£gÅ#ÀÂ¥#Ôh¦��hÉô� ¹ £³4�� ¹ óÁðºá ò��?�� 6�4¦¤ÀÂÃ#���4¥PÎf¢¤ÀÂ¥#ÒgÀÂ #ÄÂ£g¦¿�hÉ
ã�ÀÂ¦:��¢¤ÀÂÇ#Ã/��£gÅÑð��4�� #Ã/��ÀÂ¥#ÔQåTÎ i ãDð Å f H ç Ü�ºÁ£\»n�¿�4¢¤½8Ü�- e f H Ü# # ôË
4 , · Hh,

��-�2 � á�Ë4Ð�£g¥?Ó i ¢gÜ�ïëË4ð�ÄÂ£\Æ4£hÜ � ��£V� � �!� �)½!� Õ ½ �P��� � � � Ò ����£ � Õ � �����'� �)½#� � � � �'� ��� �ºÐ � £o���'�� � ¾·� ½ �ú�'�¢�'���\Ü8ò?¾�óDá Úh�4Ã#¢¤¥|¡hÄô�4¥&ð��4�� #Ã/��ÀÂ¥#Ô#Ü?Þ<�4ÄHË , -4Ü�ºÁ�#Ë�-4Ü�- e?eh, Ü# # ôË
4�I$·D4�f
��-?- � ¾�Ë4Ð�Äê¡h½h£hÜ æ Ë4ò?£g¢¤�4Ã#¦¤¦¤ÀHÜTº³Ë�ò?�Y¡h¢:�FÜ Ö Õ;ÕÖ� �
�!� � � � �������·� � � �����
�¢� ½ � � �E�)�_Ü�÷2�4¥#Å#�4¥�áÑ¡_� ¹ Ó

£g�Y¡_��ÀÂÒg¡hÄÊò?��ÒgÀÂ£\�.�hÜ8÷2£gÒ\��Ã#¢¤£#ºÁ�h��£³ò?£g¢¤ÀÂ£g¦ ,�H 4?Ü8ð�¡h�ÕÇ#¢¤ÀÂÅ#Ô4£ëÝÁ¥#ÀÈÆ4£g¢¤¦¤ÀÈ�.�PÎf¢¤£g¦¤¦gÜ%- e?e?e
��- ,�� á�Ë<Ð�ÄÂÃ#�QÜ � ��� � Ò ÕÖ� �h�
� �)½ ��� A �'Õú�¢�E�E� � �\Ü<¾.Ï<Ï<Ï�ò? #¢¤ÀÂ¥#Ôpð i áÑÎ¿ð i á�Ü÷- e f , Ü< # ôË- G?G ·E- G c
��- G�� Ð��4¥#£ ¹ ÜÊ÷2ÀÂ /���4¥ôÜ × � � � � �)� �)½>� ��� Ö Õú�'£:� � �;�¡� � ª Õ �T� » ª �.H Ò ���'Õ   � ���
 <� �h�
ÕÖ� ��� �!��� � �\Ü

¾�¥QÎf¢¤�?Òg£g£gÅ#ÀÂ¥#Ô4¦®�hÉ<ð¿¢¤�? /��� Å e?H Ü|÷%º¼ðºòW-?-�2 e Ü8ò? #¢¤ÀÂ¥#Ô4£g¢.ÓìÞ<£g¢¤Äê¡hÔ#Ü
- e?e?H Ü# # ôË , f G · ,�e c
��-PI � æ ËRÐ�¢�¡h¦¤¦�¡h¢¤ÅôÜhã�Ë_ð ¹ ¡hÃ#�QÜ4ð�Ü_ð�¢¤øg 6£F¡hÃôÜ(¸X� � �;£ � £ º �ú� � Õú��� � ��� L ����� � �é� � ¼ � ��¼éÕú�  �½ �\Ü

Úh�4Ã#¢¤¥|¡hÄô�hÉfð��4�� #Ã/��£g¢Á¡h¥#ÅÑò��?¦:��£g��ò?ÒgÀÈ£g¥#Òg£g¦gÜ|Þ<�4ÄHË G c?ÜEºÁ�#Ë , Ü| # ôË�-�4 H Ó�-�f e Ü
- e f?f
��-�4 � ÏºË Ì Ë�Ð�¢¤ÀÂÒ�½4£gÄÂÄHÜP�·Ë���¡hÒg�4Ç#ÀHÜ µì� L ����� �T� � Õ ��£:��£:���Æ�E�)�ú�'£#�\ÜRó®Å/Æ_¡h¥#Òg£g¦`ÀÂ¥Õð�¢:�? /���4ÄÂ�4Ôh�

Ó�Ï<Ý�ï i ð�ï%�ëÎ ¸ - e fhc?Ü|÷%º¼ðºò G 2�I#Ü8ò? #¢¤ÀÂ¥#Ô4£g¢.ÓìÞ<£g¢¤Äê¡hÔ#Üa- e fhc?Ü/ # ôË�-?-�c%·�- ,�H
��- H�� ð�Ë6ð�¡hÒ ¹ ÀÂ¥ôÜ6Ú/ËKð�¡h��£\¥#ÀÂ¦¤Ò ¹ ÜKÚ/Ë8õDÀÂÄÂÀÂ¡h¥ôÜ|Ú/ËKá

¨
Ã#ÄÂÄÂ£g¢gÜ µì� � × ��� �)��  × � �'� ��� � ��£V� � � � �!��� �

���
  × � �'� ��� �÷� �¢� � ��£:� � �b¸9�?���;Õú� �Ç½ � � �;�\Ü�¾�¥�Îf¢¤�?Òg£g£gÅ#ÀÂ¥#Ô4¦Ê�hÉ?� ¹ £ , c�� ¹ ¾�¥���£g¢¤¥|¡_��ÀÂ�4¥|¡hÄ
ð��4ÄÂÄÈ�?Û�Ã#ÀÂÃ#�	�4¥Íó�Ã/���4�Y¡_��¡/Ü�÷Ê¡h¥#Ô4Ã|¡hÔ4£g¦<¡h¥#ÅÍÎf¢¤�4Ô4¢�¡h����ÀÈ¥#ÔÍåq¾:ð�ó¼÷ÊÎ ç Ü�÷%º¼ðºò0-�fh4 G Ü
ò? #¢¤ÀÂ¥#Ô4£g¢.ÓìÞf£g¢¤Äê¡hÔ#Ü , 2?2?2/Ü# # ôË
4)- , ·D4 ,�G

��-�c � ïëËfð�¡h¥#£\�¤��ÀHÜ�á�Ë Ì ÀÂ¦¤Ò ¹ ÄÂÀÂ¥ôÜ�� � �����'��� � Õ;ÕÖ� � ��£V�E��� � ��Õú� � ��£¡£¡�;�!£:� � �;�\ÜfóºÅ/Æh¡_¥#Òg£g¦�ÀÂ¥
ð�¢:�? /���4ÄÂ�4Ôh��Ó�ð�ï%�ëÎ ¸ i Å 2D-4Ü|÷%º¼ðºò , - G?e Ü|ò? #¢¤ÀÂ¥#Ô4£g¢.ÓìÞ<£g¢¤Äê¡hÔ#Ü , 2?2D-4Ü# # ôË�- e ·TIh2

��-�f � ã�Ëfð�¡_��¡hÄê¡h¥#�#ÜfïëË æ £g¥#¥|¡h¢¤�#Ü�º³Ë3/Á�R»®Ô4¢�¡FÆ�£�Ó æ ¢�¡ ¹ ¡h�QÜ A �E� ª �;� × � �'� ���;�!� ���
  L � �;Õ ×
ÕÖ���'�NÇ � Ö��a� �����
����� � × � �E�'£:� ���
  �;�;� � �h�
ÕÖ� ��� �!��� � �\ÜôóºÅ/Æ_¡h¥#Òg£g¦³ÀÂ¥íð�¢:�? /���4ÄÂ�4Ôh�QÓ®Ï<ÝºÓ
ï i ð�ï%�ëÎ ¸ , 2?2D-4Ü|÷%º¼ðºò , 2�IT4?Ü|ò? #¢¤ÀÂ¥#Ô4£g¢.ÓìÞ<£g¢¤Äê¡hÔ#Ü , 2?2D-4Ü# # ôË ,?,�e · , I G

��- e�� ã�ËKð�¡_��¡hÄê¡h¥#�#Ü6ïëË æ £g¥#¥|¡h¢¤�#Ü
º³Ë
/Á��»®Ôh¢�¡FÆ4£�Ó æ ¢�¡ ¹ ¡h�QÜ L � �;Õ;ÕÖ���'�NÇ � A � � �   ����� Ò �)�a� �!��� �
Õ �   ��� � �9�¢� O(n)

ª �;�;�\Ü8Úh�4Ã#¢¤¥|¡hÄ2�hÉfð�¢:�? /���4ÄÂ�4Ôh�4Ü/Þ<�4ÄHË�-�4?Ü , 2?2 , Ü# # ôË , 4)-U· ,�H?e
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� , 2 � ã�Ëhð�¡_��¡hÄê¡h¥#�#ÜhïëË æ £g¥#¥|¡h¢¤�#Ü?º³Ë�/Á�R»®Ô4¢�¡RÆ4£�Ó æ ¢�¡ ¹ ¡h�QÜ_Î7Ë�ÃÕË�ºÁÔ4Ã/�4£g¥ôÜ L � �;Õ;ÕÖ���'�NÇ � � ����� ×
�¢���'���'�¢�'£Ä¾·�'���ú�'�;�¢�   Ü7¾�¥ Îf¢¤��Òg£g£gÅ#ÀÂ¥#Ô4¦��hÉ�� ¹ £:f_� ¹ óÁðºá�ð��4¥/Éq£g¢¤£g¥#Òg£C�4¥ ð��4�� #Ã/��£g¢
¡h¥#ÅÑð��4���ÕÃ#¥#ÀÂÒF¡_��ÀÂ�4¥yò?£gÒgÃ#¢¤ÀÈ�.�hÜ , 2�2D-4Ü# # ôË , 2 H · , -PI

� , - � Ú/ËÊð�� ¹ £g¥ôÜAápË Ì ÀÂ¦¤Ò ¹ £g¢gÜ � ¾·�?� � �'� ���
  ÀE�'��� � � ��Õú� � �����
�¢� ½ � � �E�)� ��� Õ;ÕÖ� × � �'� ��� Ö Õú� �'×
�!��� � × � �E�'£:�\ÜK¾�¥íÎf¢¤�?Òg£g£gÅ#ÀÂ¥#Ô4¦¼�hÉ<� ¹ £ ,�H � ¹ ¾.Ï<Ï<Ï ò��?�� 8�4¦¤ÀÂÃ#�×�4¥ Ì �4Ã#¥#Å|¡_��ÀÂ�4¥#¦��hÉ
ð��4�� #Ã/��£g¢Áò?ÒgÀÂ£g¥#Òg£hÜ8¾.Ï<Ï<Ï'ð��4�� #Ã/��£g¢�ò?�?Ò\ÀÂ£\�.�4Ü�- e fh4?Ü# # ôË G c , · G f ,

� ,?,�� ïëË|ð�¢�¡h��£g¢gÜ#¾�Ë|ã¼¡h�ÍÔ�îh¢¤ÅôÜW»3�'��� × ¼ � ��¼éÕú�  �½ � � ��� Ò � � �;�¢� Ò ���'Õ  S� ���;�;�)£:�'�!� � G µ �.D � ���
»3�'��� × ¼ � ��¼éÕú�  �½ �W��� � ��� Ò ����� ¤ Ü®¾�¥kÎf¢¤�?Ò\£g£gÅ#ÀÂ¥#Ô4¦y�hÉÕð�ï%�ëÎ ¸ i Å e f/Ü�÷%º¼ðºòÔ-PI Hh, Ü
ò? #¢¤ÀÂ¥#Ô4£g¢.ÓìÞf£g¢¤Äê¡hÔ#Üa- e?e f/Ü# # ôËEI , I$·TI?IK-

� ,�G�� ïëË`ð�¢�¡h��£g¢gÜf¾�Ë`ã¼¡h��Ô�îh¢¤ÅôÜfÝ³ËfáÑ¡hÃ#¢¤£g¢gÜ Ó � � �'� � Õ × � �'� ���N¸ � ÕÖ�!� � � �'�!� � ��£V� � � � �!��� �
� ����£ ��� ��¿ � � � � � × � � ���'� × ��� � ��� �)½ × � �E�'£:�\Üô¾�¥�óºÅ/Æh¡h¥#Òg£g¦³ÀÂ¥�ð�¢:�? /���4ÄÂ�4Ôh�QÓ�Ï<Ý�ï i Óð�ï��ëÎ ¸ , 2?2?2/Ü|÷%º¼ðºòW-�f?2hc?Ü8ò? #¢¤ÀÂ¥#Ô4£g¢.ÓìÞf£g¢¤Äê¡hÔ#Ü , 2?2?2/Ü# # ôË G - H · G?G I

� , I � ïëË¿ð�¢�¡h��£\¢FÜ¿¾�Ë<ã¼¡h��Ô�îh¢¤ÅôÜ�Ú/ËÇºÁÀÂ£gÄÂ¦¤£g¥ôÜC¸ � ÕÖ�!� � � ���!� � ��£V� � � � �!��� �X� ����£ A �)�������E��Õ  
Õ ��£:��£:���Æ�E�)� �	Ö��a� �����
�!��� � Ü7¾�¥ Îf¢¤��Òg£g£gÅ#ÀÂ¥#Ô4¦³�hÉºÏ<Ý�ï i ð�ï%�ëÎ ¸�Å 2D-4Ü7÷%º¼ðºò , 2�IT4?Ü
 # ôË , f?2�Ó ,�e?e Ü , 2?2D-

� , 4 � ïëËºð�¢�¡h��£g¢gÜÁ¾�Ëºã¼¡h��Ô�îh¢¤ÅôÜÁÐ�Ë®ò?Ò ¹ �?£g¥#�Y¡h½h£g¢¤¦gÜ L ����� � �9� � L � ���!� � ÕC¼ � ��¼éÕú�  �½ �\Ü®¾�¥
Îf¢¤��Òg£g£gÅ#ÀÂ¥#Ô4¦Á�hÉfð�ï%�DÎ ¸ i Å e I#Ü|÷%º¼ðºò�f G?e Ü8ò? #¢¤ÀÂ¥#Ô4£g¢.ÓìÞ<£g¢¤Äê¡hÔ#Üa- e?e I#Ü/ # ôË.-�c�I$·�-�fhc

� ,�H�� ïëË7ð�¢�¡h��£g¢gÜAò6Ë Ì £ ¹ ¢gÜ��·Ë2¾�¦ ¹ ¡hÀHÜAÏºËÊõDÃ#¦ ¹ ÀÂÄÂ£\Æ?ÀÈ� Ä Ü Ö Ô � ��� � �C¸ � ÕÖ�!� × L � ���!� � ��£V� � � ��×
�!��� � �����'�S¾·� �)½ �\Ü#¾�¥ÑÎf¢¤�?Òg£g£gÅ#ÀÂ¥#Ô4¦®�hÉfÏ<Ý�ï i ð�ï%�ëÎ ¸ , 2?2 G Ü|÷%º¼ðºò ,�H 4 H Ü8ò? #¢¤ÀÂ¥#Ô4£g¢.Ó
Þf£g¢¤Äê¡hÔ#Ü , 2?2 G

� , c � ïëËAð�¢�¡h��£g¢gÜfïëË æ £g¥#¥|¡h¢¤�#Ü`Ð�Ë`ò?Ò ¹ �?£g¥#�Y¡h½h£g¢¤¦gÜ � × � �'� ��� ���
 fµ �
�!�;£ � Õ;ÕÖ� Ö Ô � ��� � �
¸ � ÕÖ�!� ×s�÷� �;�E�����;�!� Ö Õú� � �!��� � × � �E�'£:�\Ü8¾�¥ÖÏfÃ#¢¤�4 6£F¡h¥ ¸ ¢�¡h¥#¦�¡hÒ\��ÀÂ�4¥#¦¼�4¥ ¸ £gÄÂ£gÒg�4���ÕÃ#¥#ÀéÓ
ÒF¡_��ÀÂ�4¥#¦gÜ/Þ<�4ÄHËKf/ÜEºÁ�#Ë
4?Ü�- e?e c?Ü# # ôËEIhfD-\Ó¢I e 2

� , f � ¾�ËhãD¡_��Ô�îh¢¤ÅôÜ µì� �;�E� Ö H?�ú�'�¢� �a� �V� � ª �;� � ��£k£¡�;�!£:� � � × � �E�'£:��� ���
  »3�'��� × » � ��¼éÕú�  �½ �
L ����� � �\ÜAó®Å/Æ_¡h¥#Òg£g¦·ÀÂ¥(ð�¢:�? /���4ÄÂ�4Ôh�ÖÓ³ð�ï%�ëÎ ¸ i Å f e Üf÷%º¼ðºò�I G 4?Üfò? #¢¤ÀÂ¥#Ô4£g¢.ÓìÞ<£g¢¤Äê¡hÔ#Ü
- e f e Ü# # ôË�-�c%· ,�e

� ,�e�� ¾�Ë|ã¼¡h��Ô�îh¢¤ÅôÜ µì� Σ × L �����¢� � ��Õ �\Ü8ð�¢:�? /���4ÄÂ�4Ô4ÀÂÒDÎf¢¤�h���?Òg�4Ä ¸º¹ £g�4¢:�Ñð��4Ã#¢¤¦¤£hÜ , 2?2 , ÜÝ�ïÁ÷l��Å�Æ(Æ0ÇCÈ�É(É$Ê(Ê(ÊCËZÌ#Í�Î%ÏWÎÐËÑÍ	ÒCËZÌ0Ó�É
˜
Î%Ô�Í$Õ�É�Ö�×(Ø�ËAÅ#Æ0Ï�Ù
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� G 2 � ¾�Ë�ã¼¡h��Ô�îh¢¤ÅôÜhá�Ë_ÚhÃ#¢¤ÀÂ½8Ü � Ó � � �'� � ÕÖ�ú� � �!��� � � � × �;£V�
ÕÖ� � ��� �!��� �o���
  ����£:� � �h�
ÕÖ� ��� �!��� � �
� � L � �;Õ;ÕÖ���'�NÇ � L ���?� � ���;ÕÖ�ú�'�!� � L � ��ÕÖ� �'× ¼¡�'� × ���'�¢�'£·ÜKÎfÃ#Ç#ÄÂÀÂÒ�õD£\�&ð�¢:�? /���4Ô4¢�¡h  ¹ � åTÎ<õ¼ð
, 2?2D- ç Ü#÷%º¼ðºòW- e?eh, Ü8ò? #¢¤ÀÂ¥#Ô4£g¢.ÓìÞ<£g¢¤Äê¡hÔ#Ü , 2�2D-4Ü# # ôË�-?- e Ó�- G?H

� G - � ¾�ËÊã¼¡h��Ô�îh¢¤ÅôÜAá�Ë7ÚhÃ#¢¤ÀÂ½8Ü � ¿%� �)½ �;� × Ò Õú�IH?�!��Õú� A �)�������E��Õ   � �����
�¢���'���'�¢�'£x¼l�;�;� � �h�
ÕÖ� ×
��� �!��� � �\Ü#¾�¥ÑÎf¢¤��Òg£g£gÅ#ÀÂ¥#Ô4¦Á�hÉ7� ¹ £Sf_� ¹ ó�Ã#¦:��¢�¡hÄê¡h¦¤Àê¡h¥Qð��4¥/Éq£g¢¤£g¥#Òg£³�4¥Q¾�¥/Éq�4¢¤�Y¡_��ÀÂ�h¥Qò?£�Ó
ÒgÃ#¢¤ÀÈ���P¡h¥#ÅÑÎf¢¤ÀÈÆh¡hÒ\��åqóÁð�¾:ò/Î , 2?2 G ç Ü|÷%º¼ðºò , c , c?Ü8ò? #¢¤ÀÂ¥#Ô4£g¢.ÓìÞ<£g¢¤Äê¡hÔ#Ü , 2?2 G

� Gh,�� ¾�Ë_ã¼¡h��Ô�îh¢¤ÅôÜ4á�Ë4ÚhÃ#¢¤ÀÂ½8Ü�Ú/Ë�º®ÀÂ£gÄÂ¦¤£g¥ôÜ � Ó � � �'� � ÕÖ�ú� � �!��� � � � L � �;Õ;ÕÖ���'�NÇ � L � ��ÕÖ� �'× ¼¡�'� × ��� ×
�¢�'£ ¼��;�;� � �h�
ÕÖ� ��� �!��� � ���¢� Ö Õú� � �!��� � � � À����!� �)½ Ü�ò? 8£gÒgÀê¡hÄ�ÀÂ¦¤¦¤Ã#£g¦A�4¥ Ì ÀÂ¥|¡h¥#ÒgÀê¡hÄ�ð�¢:�? /���4Ô_Ó
¢�¡h  ¹ �4Üf¾�¥���£g¢¤¥|¡_��ÀÂ�4¥|¡hÄºÚh�4Ã#¢¤¥|¡hÄ¿�4¥ ¾�¥/Éq�4¢¤�Y¡_��ÀÂ�4¥ ò?£gÒ\Ã#¢�Àé�.�'åq¾:Úh¾:ò ç Üfò? #¢¤ÀÂ¥#Ô4£g¢.ÓìÞ<£g¢¤Äê¡hÔ#Ü
, 2?2 G

� G?G�� ¾�ËKã¼¡h��Ô�îh¢¤ÅôÜ2Ú/ËaºÁÀÂ£gÄÂ¦¤£g¥ôÜ L �'� � � � � Õ �   � �)½����
  L �'� � � � � ª � �
  � �)½ � � �����'��� � Õ;ÕÖ� � ��£ ×
�E��� � ��Õú� � ��£¡£¡�;�!£:� � � × � �E�'£:����¼l�;�;� � � � �'� ��� � Ö H'� ��� �'��� � Ò �T� �¢����Ü¿ó®Å/Æ_¡h¥#Òg£g¦YÀÂ¥
ð�¢:�? /���4ÄÂ�4Ôh��Ó�ð�ï%�ëÎ ¸ i , 2?2 , Ü|÷%º¼ðºò , I?I , Ü8ò? #¢¤ÀÂ¥#Ô4£g¢.ÓìÞ<£g¢¤Äê¡hÔ#Ü , 2?2 , Ü# # ôË
4�fD-U·D4 e?H

� G I � æ Ë�ã�À#ð�¢¤£g¦¤Òg£g¥ Ä �#Ü?Ú/Ë_õë¡_� Ä ÜhïëË i ¦:��¢¤��Æ?¦¤½��4Ü4ó�Ëhò?��ÀÈ� ¹ Ö Ô � ��� � � ���
  L �'� � � � �!ÕÖ� × Õ �   � �)½
ÐS� �E× � � �¢�'� �T� �!�����&��ÐS� �E× £ � Õ;Õú� � ��Õú� � ��£¡£¡�;�!£:� � �TÜ<óºÅ/Æh¡h¥#Òg£g¦�ÀÂ¥�ð�¢:�? /���4ÄÂ�hÔh�pÓ�Ï<ÝºÓ
ï i ð�ï%�ëÎ ¸ , 2?2D-4Ü|÷%º¼ðºò , 2�IT4?Ü , 2?2D-4Ü# # ôËEIh2)·D4 e

� G 4 � ã�Ë6ã��4ÄÂ£\Æ6Üôð�ËKãÁ»��4¢¤½8Ü2á�Ëaº�¡h�4¢gÜ=ÐS� �E× £ � Õ;Õú� � ��Õú� � �����
�¢� ½ � � �E�)�_ÜKò?¾�óDá Úh�4Ã#¢¤¥|¡hÄÊ�4¥
ð��4�� #Ã/��ÀÂ¥#Ô/Ü/Þ<�4ÄHË G 2/Ü�º®�#Ë , Ü , 2?2?2/Ü# # ôË G?e -\Ó¢I G c

� G?H�� Ú/Ë#ã��4��ÀÂ¥#Ô4�_Ó Ì £g¢¤¢¤£g¢gÜ � L ���$� � ��ÕÖ� × � �'� ��� �÷ h  �;�!����� ���
  ¸ � ÕÖ�!� �
ÕÖ� ��� �!����� L ����� �T� � Õ � ×
£:��£:���Æ�E�)�ú�'£·Ü8¾�¥íÎf¢¤�?Òg£g£gÅ#ÀÂ¥#Ô4¦¼�hÉf� ¹ £k4�� ¹ ¾�¥���£g¢¤¥|¡_��ÀÂ�4¥|¡hÄ`ð��4¥/Éq£g¢¤£g¥#Òg£·�4¥Ö¾�¥/Éq�4¢¤�Y¡�Ó
��ÀÂ�4¥Qò?£gÒgÃ#¢¤ÀÈ����åq¾:ò#ð , 2?2 , ç Ü#÷%º¼ðºò , I G?G Ü8ò? #¢¤ÀÂ¥#Ô4£g¢.ÓìÞ<£g¢¤Äê¡hÔ#Ü , 2�2 , Ü# # ôËEITc)-U·TIhf G

� G c � ¸ Ë�ÏfÄ æ ¡h�Y¡hÄTÜ � L � ��ÕÖ� � ¼¡�'� � �����
�¢���'���'�¢�'£ ���
 =� × � ½��
� � � ��� × � �E�'£:�W� � ���   � �
º �ú� � ���'�¢��¿%� ½h� ���;�;�)£#�\ÜÊó®Å/Æ_¡h¥#Òg£g¦ÕÀÂ¥ ð�¢:�? /���4ÄÂ�4Ôh�&Ó¼Îf¢¤�?Òg£g£gÅ#ÀÂ¥#Ô4¦��hÉ®ð�ï%�ëÎ ¸ i Å f�I#Ü
÷%º¼ðºòW- e?H Ü�- e fh4?Ü/ # ôË�-�2)·�-�f

� G f � Ú/Ë Ì £gÀÂÔ4£g¥�Ç|¡hÃ#�QÜôá�Ë2áQ£g¢¤¢¤ÀÈ�¤�FÜ µ �E� ��Úì� ���'�!��� � �&� A � Õ » � ���'�!� �T� �;�&� ���
  × � £¡£ � ����� �
º �ú� �'� ���'��� � ��Ü<ã�¾:áQóÁðºò"ò?£g¢¤ÀÂ£g¦·ÀÂ¥ ã�ÀÂ¦¤Òg¢¤£\��£ÑáÑ¡_� ¹ £g�Y¡_��ÀÂÒg¦Õ¡h¥#Å ¸º¹ £g�4¢¤£\��ÀÂÒF¡hÄºð��4�·Ó
 #Ã/��£g¢�ò?ÒgÀÂ£g¥#Òg£hÜ#Þ<�4ÄHË , Ü�- e?e -4Ü# # ôË�-U·TIT4
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� G?e�� á�Ë Ì £gÄÂÄÂ�R»®¦gÜ)º³Ë/õÁ�4Ç#ÄÂÀÈ� Ä Ü � ��£:��� ��� �¢����� � Õ � �����
�¢���'���'�¢�'£#� Ó � Õ.�����OÛÂÜ�¾�¥ Ì ÀÂ¥#ÀÈ��£ Ì ÀÂ£gÄÂÅ#¦��
� ¹ £g�4¢:�hÜ/¡h # #ÄÂÀÂÒF¡_��ÀÈ�4¥#¦f¡h¥#ÅY¡hÄÂÔ4�4¢¤Àé� ¹ �Í¦gÜ�ð��4¥���£g�� 8�4¢�¡h¢:��áÑ¡_� ¹ £g�Y¡_��ÀÂÒg¦gÜ4Þ<�4ÄHËD- H f/Ü�÷Ê¡h¦
Þf£gÔ�¡h¦gÜ�- e?e?G Ü# # ôË
4)-U· H -

� Ih2 � ó�Ë Ì Àê¡_�FÜRó�Ë�ò ¹ ¡h��ÀÂ¢gÜ Õ ��¼ A � L ���$����Ü
� � �����'Õ � D L � �T� �!� ��� Õ × ��Õ � �!��� � ���¢�é�   � � �!� � ��� �!��� �
���
  × � ½���� � � ��� L ���?��Õú�'£#�\Ü2óºÅ/Æh¡h¥#Òg£g¦³ÀÂ¥pð�¢:�? /���4ÄÂ�4Ôh�QÓDð�ï��ëÎ ¸ i Å f H Ü7÷%º¼ðºò ,�H?G Ü
ò? #¢¤ÀÂ¥#Ô4£g¢.ÓìÞf£g¢¤Äê¡hÔ#Üa- e fhc?Ü# # ôË�-�f H ·�- e I

� IK- � ÎÊË Ì �4Ã#Û�Ã#£hÜ æ Ë8ÎA�hÃ# |¡h¢¤ÅôÜKÚ/ËKò���£g¢¤¥ôÜ × � � ��� �)½ º � � �����
�!��� � � � �;�E� � � � �¢�IH?�·� � ÀE���!� �)½
���S¿%���!�¢�'���ú�\Ü Ì ÀÂ¥|¡h¥#ÒgÀê¡hÄ2ð�¢:�? /���4Ô4¢�¡h  ¹ � , 2?2?2/Ü#÷%º¼ðºòW- e?Hh, Ü8ò? #¢¤ÀÂ¥#Ô4£g¢.ÓìÞ<£g¢¤Äê¡hÔ#Ü , 2?2?2

� I ,�� ò6ËÊã�Ë æ ¡hÄÂÇ#¢�¡hÀÈ� ¹ Ü Ö Õ;ÕÖ� �
�!� � � � ����� L � �;Õ;ÕÖ���'� × � �E�'£:���\Ü7Úh�4Ã#¢¤¥|¡hÄ<�hÉ®ð�¢:�? /���4ÄÂ�4Ôh�4Ü2Þ<�4ÄHË
-�4?ÜEºÁ�#Ë , Ü , 2?2 ,

� I G�� ` Ë æ ¡hÄÂÀÈÄTÜ�ò6Ëh/�¡hÇ6£g¢gÜ/á�Ë��¿Ã#¥#Ô#Ü � �����
�¢� ½ � � �E�)� � � ��£V� � � � �!��� � D × � �'� ��� Ò ��� ÕÖ� × �¢��Õú�'� ��� �L �����¢� � ��Õ � ���
  �;�E� L � ��ÕÖ� �'× »h�'�!¸9�   �'Õ�ÜAóºÅ/Æh¡h¥#Òg£g¦ÕÀÂ¥ ð�¢:�? /���4ÄÂ�4Ôh�&Óëð�ï%�ëÎ ¸ i Å fhc?Ü
÷%º¼ðºò ,�e?G Ü8ò? #¢¤ÀÂ¥#Ô4£g¢.ÓìÞf£g¢¤Äê¡hÔ#Üa- e f?f/Ü# # ôË�- G 4RÓ�-�4?4

� I?I � ò6Ë æ �4ÄÂÅ/»�¡h¦¤¦¤£g¢gÜ?ò6Ë�áQÀÂÒF¡hÄÂÀHÜ L ���?� � ���;ÕÖ�ú�'�!� �]Ö��a� �����
�!��� ��Ý Õ ��¼*�¢� L Õ � �,¸9� � � � Õ L ��»h�'�
¼¡���¢�
� �)½ × � � ���'� � Õ;Õ L � ���!� � Õ�� ��� ����£ � �!��� � Ü#Îf¢¤��Òg£g£gÅ#ÀÂ¥#Ô4¦®�hÉÊ� ¹ £k-PIh� ¹ ó�ð�á�ò��?�� 6�_Ó
¦¤ÀÂÃ#�©�4¥y� ¹ £ ¸�¹ £g�4¢:�y�hÉfð��4�� #Ã/��ÀÂ¥#Ô#Ü�- e f , Ü/ # ôË , c�2�Ó ,�e?e

� IT4 � ò6Ë æ �4ÄÂÅ/»º¡h¦¤¦¤£g¢gÜ¿ò6Ë<áQÀÂÒF¡hÄÂÀHÜ L ���?� � ���;ÕÖ�ú�'�!� ��Ö��a� �����
�!��� � Ü¿Úh�4Ã#¢¤¥|¡hÄ��hÉ¼ð��4�� #Ã/��£g¢·¡h¥#Å
ò��?¦:��£g�×ò?ÒgÀÂ£g¥#Òg£g¦gÜ|Þ<�4ÄHË , f/ÜEºÁ�#Ë , Ü�- e f�I#Ü# # ôË , c�2)· ,�e?e

� I H�� i Ë æ �4ÄÂÅ#¢¤£gÀÂÒ ¹ Ü2ò6ËôáQÀÂÒF¡hÄÂÀHÜ6ó�Ë6ö ÀÂÔ4Å#£\¢�¦¤�4¥ôÜ Õ ��¼n�¢� L Õ � � ��� �N¸9� � � � Õ Ó � £:�\ÜKó�ð�á
ò��?�� 8�4¦¤ÀÂÃ#� �4¥ ¸º¹ £g�4¢:�y�hÉfð��4�� #Ã/��ÀÂ¥#ÔQåHò ¸ i ð ç Ü%- e fhc?Ü# # ôË , -�f)· ,?,�e

� ITc � i Ë æ �4ÄÂÅ#¢¤£gÀÂÒ ¹ Ü¼ò6Ë®áQÀÂÒF¡hÄÂÀHÜ®ó�Ë�ö ÀÂÔ4Å#£g¢¤¦¤�4¥ôÜ L ����� � �W�;� � �¶Ü%���'Õ   ÐS���;�)� �)½ � � �k�;�E�'�;�
À � ÕÖ�   �;�!����� � Õ;Õ?¿ ���)½��K��½ ���S� � Ð L � � ���'»3�'��� × ¼ � ��¼éÕú�  �½ � L ����� � × ���'�¢�'£#�\Ü6Úh�4Ã#¢¤¥|¡hÄ
�hÉ7� ¹ £ëóÁðºá�Ü#Þ<�4ÄHË G f/ÜEºÁ�#Ë�-4Ü�- e?e -4Ü/ # ôË H?e -\Óïc ,�e

� Ihf � ÎÊË æ �4ÄÂÄÈ£hÜ�á�Ë®Ú4¡h½4�4Ç#¦¤¦¤�4¥ôÜ�ó�Ë®ÚhÃ#£gÄÂ¦gÜ¼Î7Ë®ò���Æ�£g¢¤¦¤�4¥ôÜ°� � �����'��� � ÕC¾·� × � �a� �����
�!��� �9� ���
¸X� H � �'�;�\Ü®¾�¥ Îf¢¤�?Òg£g£gÅ#ÀÂ¥#Ô4¦P�hÉë� ¹ £Öï�ò?ó ð��4¥/Éq£g¢¤£g¥#Òg£pð�¢:�? /���4Ô4¢�¡h  ¹ £g¢ Å ¦ ¸ ¢�¡hÒ�½ Å 2�I#Ü
÷%º¼ðºò ,�e?H I#Ü|ò? #¢¤ÀÂ¥#Ô4£g¢.ÓìÞ<£g¢¤Äê¡hÔ#Ü , 2?2�I

� I e�� ã�Ë æ ¢¤ÀÂÔ4�4¢¤ÀÈ£\Æ6Ü�¾�ËÁÎ7�4¥#�4�Y¡h¢¤£g¥#½h�#Ü Õ ��£:��£:���Æ���)� � L � ��ÕÖ� �'× »h�'� � �����
�¢���'���'�¢�'£#� ���
 
Ö��a� �����
�!� �)½ ª ����Õú� ��� � �;� �'� �;�;�\Ü2öp�4¢¤½�¦ ¹ �4 p�4¥ ð��?Å#£g¦�¡h¥#Å ð�¢:�? /���4Ô4¢�¡h  ¹ �hÜA¾àº�ï®¾�ó�Ü
Þf£g¢¤¦�¡hÀÂÄÂÄÂ£g¦gÜ , 2?2 G
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� 4�2 � ã�Ë æ ¢¤ÀÂÔ4�4¢¤ÀÈ£\Æ6Ü�¾�Ë�Î7�4¥#�4�Y¡h¢¤£g¥#½4�#Ü Õ ��£:��£:���Æ�E�)� � L � ��ÕÖ� �'× »h�'� � �����
�¢���'���'�¢�'£#�\�$���'�
Ó ��� � �E� ���
  ¾é� �)½ �\Ü ¹ �¤�� ��dÜ?Üh¡h¢.Ø/ÀÈÆ6Ë �4¢¤ÔTÜh¡hÇ#¦�Ü_Òg¦gË ð�ïVÜ�2 G 2 e 2D-�2

� 4)- � Ú/Ë æ ¢¤�h� ¹ Ü�¾·�'� ���
  ��£¡��½ � ��Õú� ���
  ¾÷�¢�
Õ � � � ��Õú� �V h� �
�!����� � �E����� � � � �E�E�'���¢�IH?� � �!� �T� »
× � �'� ��� � �����
�¢���'���'�¢�'£#�\Ü¼¾�¥jÎf¢¤��Òg£g£gÅ#ÀÂ¥#Ô4¦Q�hÉ³� ¹ £ Ì ÀÂ¢¤¦:� ¸º¹ £g�4¢:� �hÉ·ð�¢:�? /���4Ô4¢�¡h  ¹ �
å ¸ ðºð , 2?2�I ç Ü|÷%º¼ðºò ,�e 4)-4Ü8ò? #¢¤ÀÂ¥#Ô4£g¢.ÓìÞ<£g¢¤Äê¡hÔ/Ü , 2?2�I#Ü# # ôË�-�4 , ·�-�c�2

� 4 ,�� Ú/ËKö	ËÊÎ7Ë%/ÁÀÂ¢¤¦¤Ò ¹ Éq£gÄÂÅôÜ L ����Þ�� � �!����� Ó ����£:�'�!�������0�$���'� Ò � � �;�¢� Ò ���'Õ   �\Ü i Ø?Éq�4¢¤ÅpáÑ¡_� ¹ £�Ó�Y¡_��ÀÂÒF¡_Ä2áQ�4¥#�4Ô4¢�¡h  ¹ ¦gÜ6ð�Äê¡h¢¤£g¥#Å#�4¥ÑÎf¢¤£g¦¤¦gÜ i Ø?Éq�4¢¤ÅôÜ# ôË G 2/Ü�- e c e
� 4 G�� �·Ë6¾�¦ ¹ ¡hÀHÜôÏºËKõDÃ#¦ ¹ ÀÂÄÂ£\Æ?ÀÈ� Ä Ü L ����� � �¢� × �;£ � ÕÖ� ��� ��� � �'¸9����� ��½ ��� L �����¢� � ��Õ �Y¼l�;�;� � �h�
ÕÖ� ×

��� �!��� � �\Ü�¾�¥YÎf¢¤��Òg£g£gÅ#ÀÂ¥#Ô4¦¿�hÉ6� ¹ £ Ì ÀÈÉn� ¹ ¾�¦¤¢�¡h£gÄ6ò��?�� 6�4¦¤ÀÂÃ#�)�4¥ ¸º¹ £g�4¢:�Í�hÉÊð��4�� #Ã/��ÀÂ¥#Ô
¡h¥#ÅÑò��?¦:��£g��¦Õåq¾:ò ¸ ðºò\- e?e c ç Ü/¾.Ï<Ï<Ï ð��4�� #Ã/��£g¢�ò?��ÒgÀÂ£\�.�hÜ�- e?e c?Ü# # ôË�-�c�I$·�-�f G

� 4�I � �·Ë4¾�¦ ¹ ¡hÀHÜ�ÏºË�õDÃ#¦ ¹ ÀÂÄÂ£\Æ?ÀÈ� Ä Ü�¾ �?��  ��£¡��½�� �)½ L ��ÕÖ� � ��£¡� � Õ ��D � � �'¼¶¾·�¢�
������� � � � �!��� � ¼l�;�;�
� �h�
ÕÖ� ��� �!��� � �·�¢�,¾·� �)�
 �× �sÔ � ��� � � × � �'� ��� � ��£V� � � � �!��� � Ü�¾�¥�Îf¢���Òg£g£gÅ#ÀÂ¥#Ô4¦<�hÉ6� ¹ £éIK-F¦:�
ó�¥#¥�Ã|¡hÄfò��?�� 8�4¦¤ÀÂÃ#�×�4¥ Ì �4Ã#¥#Å|¡_��ÀÂ�4¥#¦Á�hÉ�ð��4�� #Ã/��£g¢Dò?ÒgÀÂ£g¥#Òg£Qå Ì i ðºò , 2?2?2 ç Ü , 2?2?2/Ü # ôË ,�e I$· G 2�I

� 4?4 � �·Ë?¾�¦ ¹ ¡hÀHÜ#ÏºË#õDÃ#¦ ¹ ÀÂÄÂ£\Æ?Àé� Ä Ü L �'� � � � � � � � �'� ��� � × ¾·� �)�
  × � �'� ��� � ��£V� � � � �!��� � ��� � L �'� ×
� � � �2¾ ���
  ��£¡��½�� �)½ L ��ÕÖ� � ��£¡� � Õ �\Ü/¾�¥QÎf¢¤�?Òg£g£gÅ#ÀÂ¥#Ô4¦®�hÉ7� ¹ £ ,�e � ¹ ¾�¥���£g¢¤¥|¡_��ÀÂ�4¥|¡hÄÊð��4ÄÂÄÂ�_Ó
Û�Ã#ÀÂÃ#�!�4¥Íó�Ã/���4�Y¡_��¡/Ü4÷Ê¡h¥#Ô4Ã|¡hÔ4£g¦¿¡h¥#Å�Îf¢¤�4Ô4¢�¡h����ÀÈ¥#ÔÍåq¾:ð�ó¼÷ÊÎ , 2?2 , ç Ü�÷%º¼ðºò ,�G f , Ü
ò? #¢¤ÀÂ¥#Ô4£g¢.ÓìÞf£g¢¤Äê¡hÔ#Ü , 2?2 , Ü# # ôË , I?I$· , 4 H

� 4 H�� ò6Ë2Ú4¡h¢¤£gÒ�½�ÀHÜôó�Ëô÷ô�?¦:��¡h¥#¦¤½�¡R��¡/Ü �÷ h� �
�!�����'ÕÖ� × � �'� ��� A �D�������E��Õ   � �����
�¢� ½ � � �E�)�¿D³� � �!��� ×
 ��E� � �)½ � � �a�'� ����� �a� ����¾·�'£:�$��� �)½�Ö � � � � �����\ÜÁóºÅ/Æh¡h¥#Òg£g¦yÀÂ¥kð�¢:�? /���4ÄÂ�4Ôh�(ÓYÏ<Ý�ï i Óð�ï��ëÎ ¸ , 2?2?2/Ü|÷%º¼ðºòW-�f?2hc?Ü8ò? #¢¤ÀÂ¥#Ô4£g¢.ÓìÞf£g¢¤Äê¡hÔ#Ü , 2?2?2/Ü# # ôË ,?, -U· , I ,

� 4?c � á�Ë7ÚhÃ#¢¤ÀÂ½8Ü Ö H?�¢� � �'��� � �k�¢� �;�E� L � �;Õ ÕÖ���'� � �����
�¢���'���'�¢�'£x¼l�;�;� � �h�
ÕÖ� ��� �!��� � �¡�¢� � ����� ×
�¢��Õú� ½ � ��� Õ L �����¢� � ��Õ �\Ü/Î ¹ Ë ãÕË ¸º¹ £g¦¤ÀÂ¦gÜ|ã�£g |¡h¢:����£g¥��º�hÉ`ð��4�� #Ã/��£g¢®ò?ÒgÀÂ£g¥#Òg£hÜ8ÝÁ¥#ÀÈÆ4£g¢¤¦¤ÀÈ���
�hÉAó¼¡h¢ ¹ Ã#¦gÜ8ã�£g¥#�Y¡h¢¤½8Ü , 2?2 G

� 4�f � õ·ËD/³Ë#õÁ�#Ü|ò6Ë|Ú/Ë/÷2£g£hÜ8Ú/ËK/³Ë|ð ¹ £g�4¥ôÜ8Ú/Ë�ö	ËK/�¡h¥ôÜ|Ú/Ë|ò6Ë#õë¡h¥#Ô#Ü|ð�Ë#ÎA¡h¢¤½8Ü�ÐS�'¼ L � ��ÕÖ� �'×
»h�'� � �����
�¢���'���'�¢�'£ß���'� �)½ ª � � �   Ó ��� � �E�\Ü®óºÅ/Æh¡h¥#Òg£g¦PÀÂ¥ ð�¢:�? /���4ÄÂ�4Ô_�(Ó�ð�ï��ëÎ ¸ i, 2?2?2?Ü|÷%º¼ðºòW-�f?f?2/Ü8ò? #¢¤ÀÂ¥#Ô4£g¢.ÓìÞ<£g¢¤Äê¡hÔ#Ü , 2?2?2/Ü/ # ôË�- H?H ·�-�f G
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