Christoph ABLEITINGER und Stefan GOTZ, Wien

Konkurrenzgrenzen: kann man sie verstehen?

Die Ausgangssituation ist offen: Ein Konsumgut kann von zwei Anbietern
A und B bezogen werden. Von welchen Orten aus ist der eine giinstiger als
der andere? — Konkurrenzgrenzen sind die Orte gleicher Kosten. Das hier
prasentierte mathematische Modell kann auf sehr unterschiedlichen
Ebenen und Niveaus i1m Schulunterricht bearbeitet werden: Die
Gesamtkosten setzen sich aus den jeweiligen Anschaffungskosten A und B
und den Transportkosten a und b pro km zusammen. Fiir letztere legen wir
die direkte Entfernung (Luftlinie) in der Ebene, also den Euklid“schen
Abstand zugrunde.

Der einfachste Fall

ist der gleicher Anschaffungs- und Transportkosten: A = B und a = b.
Klarerweise ist die Konkurrenzgrenze dann die Streckensymmetrale
zwischen den Orten A und B.

Der zweite Fall

geht von gleichen Anschaffungskosten und unterschiedlichen
Transportkosten aus: A = Bund a # b.
Mit Abbildung 1 ergibt sich:

A+by(x+D)? + 32 = A+ay(x=D)* + 2.

Mit Hilfe eines CAS oder auch per
Hand finden wir
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die Konkurrenzgrenze stellt also einen Kreis
mit Mittelpunkt (x,, ,0) und Radius r dar. Fiir
a = 80 und b = 40 ergibt sich beispielsweise
Abbildung 2. Man sieht an obiger
Gleichung: x,,” —r* =17, das ist eine gleich-
Abb. 2 N seitige Hyperbel:
Abbildung 3.

Der Grenziibergang b — a zeigt x,;, —> o und r — x,,,
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ein zweiter fiir b — 0 bringt x;, =/ und r = 0. y

I
Abb. 3



Fassen wir die Wurzelausdriicke in der ersten Gleichung als Abstinde
vom Punkt P zu den Produktionsstandorten A und B auf, so erkennen wir

wegen 2 =% —const, dass die Konkurrenzgrenze aus der Menge aller

PA b Punkte Dbesteht, deren Abstands-
quotient von zwei festen Punkten
konstant ist. Diese Punkte liegen auf
dem Apolloniuskreis: Abbildung 4.
Das Verhiltnis a:b allein bestimmt also
die Konkurrenzgrenze, was man auch
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sieht: Abbildung 5. Bei annidhernd
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ON s gleichen Transportkosten werden die
0,23 V7 Kreise sehr groB, bei gleichen
-\ || S T I S
3 U K / * | Transportkosten erhalten wir wieder
N den einfachsten Fall. Wird ein
e \a:“""’w / Standort im Vergleich zum anderen
e s ., e . . 1Y% B4 . .
o S~ unverhéltnismifig teurer, ziehen sich
Abb. 5 die Kreise um den teuren Standort
zusammen.
Der dritte Fall

ist jener gleicher Transport- und unterschiedlicher Anschaffungskosten.

Aus B+a\/(x+l)2 +y' =A+ a\/(x—l)2 +y* erhalten wir mittels CAS
4a’1> = (B-A?* , , 4d*I*—(B-A)
B-a2 77 44> '
4a’1*> = (B-A)* >0, was gleichbedeutend ist mit 2al > ‘B—A
eine Hyperbel. Ist 4a’l*> —(B—A)* =0, also 2al = ‘B—A

oder per Hand: Fiir

, ergibt sich

,erhalten wir die

x-Achse, wihrend bei 4a’l* - (B — A)? <0, also 2al<‘B—A

Ellipsengleichung vorliegt. Die Form der Konkurrenzgrenze ist also allein
von |B — Al im Vergleich zu a abhéingig.

, eine

Schon aus der Gleichung A—B= a\/(x+l)2 +y? —a\/(x—l)2 +y* erkennt



man, dass fir A>B x>0 und fir A<B x<0 folgt. Es kommen also
nur einzelne Hyperbeldste, Strahlen und ,halbe® Ellipsen als
Konkurrenzgrenze in Frage. (Der Fall A = B ist bereits erledigt.) Wir
bestimmen die Nullstellen der Konkurrenzgrenzen, um Klarheit zu
erlangen, was tatsichlich der Fall ist: aus

A-B=aJet P+ —a-DP +y* folgt AZB_ JGoy +1)? =J(xy =1)* und
a
schlieflich 2=5 - |xy +1|—|xy —I|. Eine Fallunterscheidung bringt
. . ) A-B
e erstens fiir x, =/ >0 die Beziehung =2I;
a
e zweitens bekommen wir fiir —/ < x,, </ das Ergebnis —— B_ 2xy;

a

-B = -2/ liefert.
a

Der erste und dritte Fall fiihrt uns also auf die x-Achse, fiir den Fall
Xy 20>0: 2al=A-B>0 < A>B ist die Konkurrenzgrenze ein

Strahl auf der x-Achse rechts
B A

e drittens bleibt schlieBlich x, <-/<0, was

vom teureren Standort A:

o Abbildung 6. Das Resultat ist
- ‘ | einfach zu interpretieren: Die

Abb. 6 Transportkostendifferenz ~ kom-
pensiert gerade die Anschaffungskostendifferenz, wenn man sich auf der
Konkurrenzgrenze befindet. Befindet man sich irgendwo anders in der
Ebene, geht sich das nicht mehr aus: Abbildung 7 zeigt mit Hilfe der Drei-
ecksungleichung, dass \ﬁg—ﬁx\szl ist.

M i Das heif3t von iiberall anders ist B der
B b giinstigere Anbieter, in diesem Fall

L ‘ ! gilt echte Ungleichheit.
Abb. 7 Es bleibt noch der Fall -/ < x, <[, der

3 A-B=2ax, und ‘A - B‘ < 2al mit sich bringt.
Damit gelangen wir zur Hyperbel, die

algebraisch erhaltene Ellipse ist also keine
mogliche Konkurrenzgrenze. Der Scheitel liegt

bei X, = A-B Wenn also A < B 1st, dann ist
2a
der linke Hyperbelast die Konkurrenzgrenze,

fiir A > B der rechte: Abbildung 8 fiir A =5,4 und B =3,7.

Abb. 8



Wenn wir die Hyperbel algebraisch analysieren, so zeigt uns die Gleichung

2 2
B a AF  2a y( B_A) =1, dass die lineare Exzentrizitit e gleich [ ist.
—_ a pa— pa—
4a’ 4a’

Die Orte A und B liegen also genau in den Brennpunkten der Hyperbel.

Geometrisch betrachtet ist der dritte Fall quasi ein FEinzeiler: die

urspriingliche Beziehung B+ ay/(x+1)* + ¥’ = A+ay/(x—1)> + y° zeigt,
PA

B-A PB

dass PA-PB= = konstant ist. Das entspricht genau der

a
Ortsliniendefinition eines Hyperbelastes.

Einen weiteren Grenziibergang motiviert Abbildung 9: Es ist ‘B — A‘ <2al
und wir betrachten ‘B - A‘ — 2al .
Die Hyperbeldste ndhern sich der

x-Achse, also dem ersten bzw.
dritten Fall.

Noch groBere Preisunterschiede,
also ‘B—A‘>2al liefern keine

Ellipse, sondern der billigere
Anbieter beherrscht in diesem Fall
die ganze Ebene. Die Transport-
kann die Anschaffungskostendifferenz in keinem Fall mehr kompensieren.

Abb. 9

Didaktischer Kommentar

Elementare Berechnungen fithren auf bekannte Kegelschnitte. Die alge-
braische und geometrische Behandlung ergiinzen einander im Verstindnis
der Situation, dazu kommen noch analytische Uberlegungen betreffend der
gezeigten Grenziiberginge. Letztere lassen sich sowohl im zweiten wie
auch im dritten Fall inhaltlich interpretieren. Fallunterscheidungen
ermoglichen eine vollstandige Beschreibung der Situation.
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