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Zum Verstandnis der Unendlichkeitsbegriffs im Mathematik-
unterricht

Hermann Weyl bezeichnet ,,Mathematik [als] die Wissenschaft der Unend-
lichkeit.* Unendlichkeit hat nach David Hilbert zudem auBerhalb der Ma-
thematik ,,wie keine andere Frage von jeher so tief das Gemut der Men-
schen® beschéftigt. In der Religion wird das Unendliche als elementarer
Grundstein flr das Gottesbild gesehen; Kunstler wie Escher verarbeiten
“Unendlich® in ihren Werken und bereits Aristoteles beschaftigte sich mit
Fragen nach dem ,aktual“ und ,,potentiell Unendlichen®.

Dass Unendlichkeit auch fiir Schiler ein interessantes Themengebiet ist,
scheint eine logische Konsequenz, welche vom Unterricht allerdings weit-
gehend unbeachtet bleibt: : ,,Immer dann, wenn Mathematik einmal inte-
ressant wurde, horte der Unterricht auf, genauer hinzusehen. Das fand ich
ziemlich argerlich.** (Zitat eines angehenden Referendars)

Ausgehend von der Kluft zwischen mathematischem und allgemeinen Inte-
resse einerseits und schulischer ,,Nichtbehandlung® andererseits stellen sich
Fragen wie: Wo und wie wird im heutigen Unterricht der Unendlichkeits-
begriff thematisiert? Welches Verstandnis haben Schiiler unterschiedlicher
Schulformen vom Unendlichkeitsbegriff? Wie stellt sich eine angemessene
Stoffauswahl zum Unendlichkeitsbegriff fir die Schule dar?

Der Unendlichkeitsbegriff im Unterricht

Betrachtet man Mathematikbiicher unterschiedlicher Jahrgangsstufen, so
trifft man bereits vor und in der Primarstufe auf das Phanomen ,,Unend-
lich*. Mit Aussagen wie ,,1,2,3 und immer weiter zdhlen“ oder ,,unendlich
viele Symmetrieachsen des Kreises“ setzen sich Kinder mit dem Begriff
auseinander. In der Sekundarstufe | begegnen Schiiler dann beispielsweise
Vorstellungen zur ,,unendlichen* Ausbreitung von Geraden und Ebenen im
Raum oder unendlich vielen Nachkommastellen irrationaler Zahlen , wah-
rend in der Analysis der Sekundarstufe Il sogar ganze Lehrgange dem ,,Un-
endlichen* gewidmet sind. Die entscheidenden Fragen zu diesem Thema
bleiben jedoch unbeantwortet: Was ist Unendlich? Was beschreibt aus
Sicht der Mathematik der Begriff ,,Unendlich*?

Vorstellungen zu Unendlich

Dass der Unendlichkeitsbegriff einerseits im Unterricht an verschiedensten
Stellen auftritt und in der Sekundarstufe Il sogar intensiv benutzt wird, an-
dererseits aber nicht thematisiert und zum eigenstdndigen Objekt von Re-



flexionen erhoben wird, wirft zunéchst die Frage auf, mit welchen Vorstel-
lungen Schuler ,,Unendlich® assoziieren. In einer ersten Vorstudie (im
Rahmen eines Dissertationsprojekts) zum Verstandnis des Unendlichkeits-
begriff wurden 77 Hauptschiiler aus allen Klassenstufen, 48 Gymnasiasten
(Mathe-LK 13) und 26 Studenten aus dem 7. Semester fur das Gymnasiale
Lehramt Mathematik die Frage gestellt: ,,Was verstehst Du unter unend-
lich?* Zumindest an den beiden ,,Enden des Spektrums®, also auf der einen
Seite die Hauptschiler, auf der anderen Seite die angehenden Mathematik-
lehrer mussten und sollten sich verschieden ausgeprégte Verstandnisni-
veaus erwarten lassen. Die befragten Hauptschiiler gaben (erwartungsge-
makk) ,,unmathematische* Antworten, wie etwa: unendlich sei ,,die grofte
Zahl der Welt"; ,,HOrt nie auf* oder irgendetwas mit diesem Symbol ,,~ .
Der Versuch einer Einordnung der Antworten in Kategorien wie ,,Grol3en-
vorstellung®, , Iteration, ... ergibt:

Hauptschuler Mathematikstudenten

-Hort nie auf.” Iteration .Man fangt an zu zahlen und kann
niemals aufhéren.” ,ohne Ende*

.D0as Universum ist unend- Metaphysisch .Das Weltall und der liebe Gott"

lich.”

-Eine 1 mit ewig viel Nullen” Ziffernaspekt .Man hangt 1 Jahr lang immer wie-
der Oer an die eins und dann noch
weiter..."

.Das Symbol « “ Formalsymbolisch | , o +1"

.Die grof3te Zahl der Welt" GréBenvorstellung | .“..unvorstellbar groR*

Ordnet man nun die Antworten der Mathematikstudenten (7.Sem.) in diese
Kategorien ein, so zeigt sich erstaunlicherweise, dass sie sich nicht merk-
lich unterscheiden. Auch die ,,Mathematiker* gaben ausschlieRlich
»,unmathematische®, eher intuitive, umgangssprachliche Antworten wie et-
wa: ,,Unendlichkeit ist unendlich grof3, unvorstellbar grolR* oder ,,Das
Weltall und der liebe Gott“; ,,Man hangt 1 Jahr lang immer wieder Oer an
die eins und dann noch weiter...“. Keine einzige Formulierung zielt auf
eine mathematische Definition, wie sie beispielsweise von Cantor gegeben
Ist.

Um bei der Auswertung Missverstandnisse auszuschlieBen bzw. zu
uberprufen, ob etwa generell von den Befragten mathematischen
Antworten gemieden werden, wurde parallel zu ,,Unendlich® nach dem
Verstandnis zu ,,Pi*, ,,Primzahl* und ,,e“ gefragt.



Anders als bei ,,Unendlich” fielen die
Antworten hier ,,mathematisch® aus:
Beispiele hierfur wéren, ,,das Verhaltnis
zwischen Kreisumfang und Durchmes-
ser oder ,eine Zahl, die durch sich
selbst und 1 teilbar ist“.

Entsprechend ergibt sich bei der Aus-
wertung nach - Begriff ,,mathematisch*
beantwortet / Begriff nicht ,, mathema-
tisch“ beantwortet - nebenstehendes
Bild. (Auf der Abszisse ist der Anteil
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»-mathematisch* korrekter Antworten aufgetragen).

Uberlegungen zu einer Lehrgangskonzeption

Angesichts der Situation, dass ein zentraler Begriff der Mathematik im Un-
terricht zwar verwendet, aber offensichtlich an keiner Stelle thematisiert
wird und dass Abiturienten (und wie bei der vorliegenden Befragung selbst
Studierende des Faches Mathematik) also nur Uber dasselbe intuitive Be-
griffsverstandnis wie Hauptschuler verfiigen, stellt sich die Frage, ob und
wie sich der Unendlichkeitsbegriff in ein Curriculum einbetten l&sst.

Beim ,,langfristigen* Lernen von Begriffen liefert ein Stufenmodell (hier
von Vollrath) einen Rahmen, der beim Unendlichkeitsbegriff aufgrund
chronologischer, geschichtlicher Entwicklungen und didaktischen Uberle-
gungen geflllt werden und so als Basis fir ein Lehrgangskonzept dienen

kann.

Im  vorliegen-
den Fall zeigt

eine  Begriffs- T i
analyse, dass Sauriwartindeis
d_as ursprung- Gesonderte Lehrgdnge / Universitat
liche  Stufen-
] 1 Formales I rie
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aus Gr[]nden Begriffsverstindnis Begriffsverstindnis
mathematischer Primarstufe / Sekundarstufel

Uberlegungen

modifiziert werden sollte und in etwa obige Gestalt annehmen kdnnte.



Wendet man diese Stufung auf die zentralen mathematischen Aspekte zum
Begriff ,,Unendlich® an, ergibt sich folgende grobe Gliederung, die als
Grundlage fur eine nachhaltige Vermittlung des Begriffs in der Schule die-
nen konnte.

Intuitives / Inhaltliche Begriffsverstandnis

- ... wird als unendliches Weiterzéhlen verstanden
- Existenz unendlich groRer Zahlenbereich
Unterscheiden endlicher und unendlicher Mengen
1 zu 1 Zuordnungen vornehmen (Bijektion)
Periodische Zahlen

Rechnen mit periodischen Zahlen

- Ph&nomenologie/Paradoxa

Formales / Integriertes Begriffsverstandnis

- Mé&chtigkeit von LI (abz&hlbare Mengen)

- 1. und 2. Diagonalverfahren nach Cantor

- Definition von Unendlichkeit nach Cantor

- Verstandnis ,,es existieren mind. 2 Unendlichkeiten®

- Beweis zur Uberabzéhlbarkeit von [

- Phdnomene in L1 (,,Dimensionsproblem*)

- Beweis zur Méchtigkeit der Potenzmenge

- Verstandnis ,,es existieren unendlich viele Unendlichkeiten*

Kritisches Begriffsverstandnis

- Mengenparadoxon (Auswahlaxiom)

- Menge aller Mengen

- Banach-Tarski-Paradoxon

- Axiomatische Mengenlehre

- Diskussion der Kontinuumshypothese

- Intuitionismus (Brouwer) / Konstruktivismus

Offen bleiben an dieser Stelle noch Fragen nach einer fir verschiedene
Schularten und Schulstufen geeigneten Stoffauswahl, Einbettung und Ver-
netzung in das tbliche Curriculum, um zu vermeiden, dass ,,Unendlichkeit*
als ,,Fremdkoérper* bzw. ,,totes Thema* im Mathematikunterricht erscheint.
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