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Wie konstruieren wir eine sieben- oder neundimensionale
Welt?

Mit den Worten “Basic Clifford algebra ... can be explained to the first per-
son you meet in the street” unterstreicht Parra Serra (2009, S. 820) ein-
dricklich die Forderung, die Clifford Algebra als ein Alltagswerkzeug
beim Lehren und Lernen von Mathematik und Physik zu verstehen. Er
schlagt dabei vor, auf die Pauli-Algebra als Clifford-Algebra des dreidi-
mensionalen Raumes auch schulisch schon friihzeitig konzeptionell hinzu-
arbeiten und die didaktische Gestaltung des Unterrichts so vorzunehmen,
dass ein in hoheren Klassenstufen dann erfolgender Einbezug nicht-kom-
mutativer Algebren nicht verunmdoglicht wird.

Zum geeigneten Zeitpunkt flr die Einflhrung dieser Algebren schreibt er
ausdrucklich: ,,I will not set lower limits.” (Parra Serra 2009, S. 824). Da-
mit stellt sich die Frage der Anschlussféhigkeit dieses Ansatzes. Wie kann
eine schulische Einfuhrung mit den sich im Hochschulbereich ergebenden
fachmathematischen und fachdidaktischen Erfordernissen konzeptuell ver-
knupft werden? Diese Frage soll im Folgenden unter Rickgriff auf das
Zehfuss-Kronecker-Produkt aufgearbeitet werden.

Wie gelangen wir von einer drei- zu einer finfdimensionale Welt?

Ausgangspunkt ist die konzeptionelle Beschreibung unserer dreidimensi-
onalen, euklidischen Welt (in der wir vor Einstein lebten) mit Hilfe der
Pauli-Algebra. In diesem Kontext stellen die drei Pauli-Matrizen oy, oy
und o, nichts anderes als die Basis-Vektoren des dreidimensionalen Rau-
mes (Cartan 1981, S. 43/44), (Hestenes 2003a), (Doran & Lasenby 2003),
(Horn 2011a) dar.

Eine vier- oder fiinfdimensionale Welt, also beispielsweise die vierdimensi-
onale Raumzeit (in der wir seit Einstein leben), kann konzeptionell elegant
durch die Dirac-Algebra beschrieben werden. In diesem Kontext stellen die
vier Dirac-Matrizen v, vy, v, und y; nichts anderes als die Basis-Vektoren
der vierdimensionalen pseudoeuklidischen Raumzeit (vorbereitend in Car-
tan 1981, S. 125 ff), (Hestenes 2003b), (Doran & Lasenby 2003), (Horn
2009, 2010 & 2011a) bzw. die flnf Matrizen vy, vy, vz, v: und y, die Basis-
Vektoren einer flinfdimensionalen Raumzeit der Signatur (-, —, —, +, +)
(Horn 2011b) dar.

Zur Verknipfung drei-, vier- und finfdimensionaler Rdume gibt es prinzi-
piell zwei Strategien: Zum einen kann die mathematische Welt im dreidi-



mensionalen Fall Gbergro gestaltet werden, so dass Pauli- und Dirac-
Matrizen durch die Gleichungen

ci=vive mit ie{xy,z}
verknupft werden, siehe (Hestenes 2003b, S. 695, Formel 43), (Gull et al.
1993, S. 1193, nach 5.2), (Doran & Lasenby 2003, S. 135, Formel 5.37).

Da Dirac-Matrizen y; nur als komplexe (4x4)-Matrizen, nicht jedoch als
komplexe (2x2)-Matrizen darstellbar sind, sind alle Produkte zweier Dirac-
Matrizen und die somit erzeugten Pauli-Matrizen in dieser Darstellung
ebenfalls (4x4)-Matrizen.

Im Rahmen dieses Ansatzes arbeiten wir unbewusst in einer finfdimensio-
nalen Welt, wobei im dreidimensionalen Fall nur drei linear unabhéngige
und im vierdimensionalen Fall nur vier linear unabhéngige (4x4)-Matrizen
als Basis-Vektoren herangezogen werden. Die zwar mathematisch vorhan-
denen, aber faktisch nicht benétigten restlichen Basis-Vektoren werden da-
bei einfach ,,vergessen®.

Da diese Konstruktion jedoch auf konventionellen Matrizenmultiplikatio-
nen beruht, die nur immer wieder zu (4x4)-Matrizen fihren, sind damit ma-
ximal 2° = 32 unterschiedliche Basiselemente zugénglich. Dadurch lassen
sich hochstens flinfdimensionale Rdume bzw. funfdimensionale Raumzei-
ten beliebiger Signatur beschreiben. Wir miissen uns also etwas Neues ein-
fallen lassen, um zu héherdimensionalen Rdumen zu gelangen.

Kapern wir die Mathematik des Quanten-Computings!

Eine zweite Strategie zur Verknlpfung drei-, vier- , funf- und héherdimen-
sionaler Welten ist in der Physik aus dem Bereich der Quantenalgebra be-
kannt, wobei die Gesetze der Quantenmechanik zur Simulation gedachter
bzw. Konstruktion tatsdchlicher Quantencomputer herangezogen werden:

»FUr unsere Zwecke ist das Tensorprodukt einfach und anschaulich zu
handhaben. Aus den Raumen flr zwei Quantenbits [x) und |y) mit Basen
{|0), |11)} erhalten wir durch das Tensorprodukt einen Raum fir das Regis-
ter aus diesen beiden Bits* (Homeister 2008, S. 39). Die hier als
Tensorprodukt bezeichnete multiplikative Verkniipfung zweier Matrizen ist
jedoch weit alter als die Quantenmechanik und wurde erstmals von Johann
Georg Zehfuss in (Zehfuss 1858), (Muir 1960, Vol. 2, S. 102) und dann
spater erneut von Kronecker (Henderson et al. 1983) beschrieben. Die funf
Basis-Vektoren der Dirac-Algebra lassen dabei sich mit Hilfe von

Yi:(GXGZ)®Gi =0, ® E> Ww=0x®E
mit 1 e {X,y, z} undder (2x2)-Einheitsmatrix E; in Anlehnung an (Steeb



1991, S. 71 ff), (Grobner 1966, S. 246 ff) konstruieren. In ganzlich analo-
ger Weise bauen sich die Basis-Vektoren k; hoherdimensionaler Rdume
auf. Die Basis-Vektoren einer siebendimensionalen Raumzeit der Signatur
(+, +, +, —, —, +, +) ergeben sich beispielsweise durch

Kj(7-dim) = (Ox 07) ® i Ke(7-dim) = 1t ® Ez K7(7-dim) = v @ Eo

wobei der Einfachheit halber die physikalisch motivierten Indexbezeich-
nungeni e {x, Yy, z, t, v} mit Hilfe von j = 1, 2, ..., 5 durchnummeriert wur-
den.

Hoherdimensionale Raume und Signaturanderungen

Die rekursiv aus den Basis-Vektoren der siebendimensionalen Raumzeit
konstruierten Basis-Vektoren einer neundimensionalen Raumzeit

Kj-dim) = (0x 62) ® Kjg.aimy Mit j=1,2,..,7
Kg(o-dim) = Ke(7-dim) @ E2 und  Kg(g-dim) = K7(7-dim) ® E

weisen durch die bei dieser Konstruktion erfolgenden Vorzeichenumkehr
eine Signatur von (-, —, —, +, +, —, —, +, +) auf. Auch im héherdimensiona-
len Fall (mit n ungerade) werden bei der Konstruktion mit Hilfe von

Kjin-dim) = (0x 62) ® Kjn-2-gimy Mit  j=1,2,..,n-2
Kn-1(n-dim) = Kn-3(n-2-dim) & E2 und  Kn(n-gim) = Kn-2(n-2-dim) ® E2

die Signaturen immer eine paarweise alternierende, vorzeichengemischte
Struktur aufweisen. Dies I&sst sich jedoch aufgrund der Antikommutativitat
zweler verschiedener Basis-Vektoren andern, wenn Basis-Vektoren x;
durch ihre Duale + i «; ersetzt werden, so dass das Quadrieren zu einem ent-
gegengesetzten VVorzeichen fihrt.

Didaktische Einordnung

Die Geometrische Algebra ist auch heute noch, mehr als 150 Jahre nach
den ersten Formulierungsansédtzen von GralBmann und Clifford, umstritten
und wird hinsichtlich ihrer didaktischen Rolle héchst unterschiedlich be-
wertet. Wahrend beispielsweise Befurworter die strukturelle Gleichwertig-
keit von Operatoren und Operanden als entscheidenden fachlichen und di-
daktischen Vorteil ansehen, verwerfen Skeptiker diesen Sachverhalt als
konzeptionell nachteilig.

Auch die Verknipfung algebraischer und geometrischer Interpretationen
wird kontrovers diskutiert. Emotionale Kontroversen gibt es insbesondere
Uber die Frage, ob sich mit Hilfe der Geometrischen Algebra die Struktur
des uns umgebenden physikalischen Raumes besser abbilden l&sst als mit



Hilfe der konventionellen linearen Algebra. Doch egal, welchen Standpunkt
man einnimmt: Die Konstruktion héherdimensionaler Rdume mit Hilfe des
Zehfuss-Kronecker-Produkts ist elementarer Bestandteil der Quantenalgeb-
ra. Sollte es als Aufgabe der Mathematikdidaktik angesehen werden, einen
didaktisch tragfahigen Weg zur Mathematik des Quanten-Computings zu
er6ffnen, dann ist eine didaktische Aufarbeitung des Zehfuss-Kronecker-
Produkts und dessen Verallgemeinerung als Tensorprodukt unabdingbar.
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