Hans-Joachim BRENNER, Erfurt
Die Greensche Methode in der Lehrerfortbildung

1. Ziele und Ausgangspunkte

Das Ziel meiner Bestrebungen besteht darin, ausgletien meinen Be-
obachtungen des Analysisunterrichts in Thiringeorsehlage fur Fortbil-
dungsveranstaltungen zu entwickeln, die einen &gifur Weiterentwick-
lung der Professionalitat der Thiringer Lehrerinnermd Lehrer leisten
konnen.

2. Grundséatzliches und wissenschaftliche Befunde

Fortbildungen fir erfahrene Mathematiklehrerinne Mathematiklehrer
missen (wie im Unterricht auch) der Wechselwirkung der gegenseiti-
gen Abhangigkeit von Personlichkeitsentwicklung wen Lernen von
Mathematik Rechnung tragen. Um dem gerecht werdé@anen, sollten:

- die Ernsthaftigkeit des Bemuhens des Fortbildnerskbrtbildnerin
spurbar werden (fur die Lernmotivation ist der lexfdtie Lehrerin das
wichtigste Medium [Spitzer, S. 194]),

- das mathematisch Neue, die mathematische ldeennvViaktelpunkt
gestellt werden,

— die Beziehungshaltigkeit und die Bedeutung des b#ard mathema-
tischen Inhalts moglichst hoch sein, um vernetmt.bzrnetzend den-
ken zu kénnen [Hischer, S. 46 - 81]),

-~ das Bekannte und das schulisch Bedeutsame im Nsntdackt wer-
den konnen (Anschlussfahigkeit).

Der regelmafiige Besuch (mindestens ein Mal im Memnachliel3lich ei-
nem entsprechenden Selbststudium) von Fortbildwergsgtaltungen sollte
ein unerlasslicher Bestandteil des lebenslangendnsrauf mathematisch-
didaktischem Gebiet sein.

Durch COACTIV wurde bestatigt, dass zwischen deaohlieahen und dem
fachdidaktischen Wissen eine enge Verbindung bedtehuss und Blum
[Blum, S. 43-44] berichteten auf der Fachleitertaggder MNU 2009: ,Die
Wissensentwicklung scheint nach der Ausbildung iras@htlichen abge-
schlossen zu sein ... Die Berufspraxis liefert keiastscheidenden Beitrag
mehr zur Entwicklung der beiden Wissensbereichehéidaktisches Wis-
sen und Fachwissen (wie es in COACTIV konzeptuatisvurde) werden
primér bereits wahrend der Ausbildung erworli2ie. bedenkenswerte Tat-
sache, dass gymnasiale Lehrkrafte auch Uber signifimehr fachdidakti-



sches Wissen verfiigen ..., kann als ein Hinweis i@ B&deutung, die das
Fachwissen bei der Entwicklung von fachdidaktisci&issen spielt, ge-

sehen werden. ... Von entscheidender BedeutungssEdgebnis, dass das
fachdidaktische Wissen einer Lehrkraft nachweishiam Lernzuwachs der
Schduler beitragt ...*

Dass fachdidaktisches Wissen (auch) bei der intendBeschaftigung mit
mathematischen Problemen im erheblichen Mal3e eemonlird, muss sei-
tens der Didaktik und der Verantwortlichen fir Bddungen die entspre-
chende Bericksichtigung erfahren. Die ErkenntnilllCOACTIV, dass
die Berufspraxis keinen entscheidenden Beitrag\WWissensentwicklung
im Fach und in der Didaktik leistet, zeigt zum @inevelche grof3en An-
strengungen seitens der Fortbildungsverantwortlichétig sind, diesen
Missstand zu beheben. Und zum anderen wird dierBésktheit der Mog-
lichkeiten der Deutung eines schriftichen Wissesisimit vorgegebener
Bedenkzeit deutlich.

Zu beachten ist weiterhin der Umstand, dass auh&wuerschiedener Ur-
sachen die Bereitschaft der Kolleginnen und Kolkegehr gering ist, die
Anstrengungen fachlicher Fortbildungen auf sichnalnmen. So gab es
nicht eine Anforderung von ,Mathematik anders macCheus Thringen.

Einstellige Teilnehmerzahlen (einschliel3lich nudl) Fortbildungsveran-
staltungen in Erfurt sind die Regel.

3. Beobachtungen des Analysisunterrichts in Thiringn

Meine Beobachtungen zeigen, dass der Kerngedarkéldeaptsatzes der
Differenzial- und Integralrechnung wegen des uniglizhen Anstrebens
von Rechenverfahren nicht mehr zur Sprache kommuer Regel (sehr oft
auch ohne Beweis) wird im Zusammenhang mit Flactieatisberechnun-

gen unter dem Hauptsatz die Beziehung Klf[)f(x)dx =F(b) — F(a)

verstanden. Wenn man also eine Stammfunkfidcennt, dann kann dem
Integral (Flacheninhalt) ein Wert zugeordnet werdear Hauptsatz wird
auf eine Wertzuweisung reduziert. Er stellt aber dasammenhang zwi-
schen zwei GroRRen (in der Einfuhrungsphase von zphgisikalischen

GrofRen) her. Wenn (2) = % danns = [ vdt und umgekehrt, wobei die
prazisen Bedingungen noch erarbeitet werden missem
%(f(ff(t)dt) = f(x) herleiten zu kénnen. Der Zusammenhang (2) er-

maoglicht die Verankerung in Alltagserfahrungen wodnit die Erarbeitung
von Grundvorstellungen und Verstandnis. [@eindlegenden Methoden
der Differenzialrechnung - die Vorstellung von étekalen Anderungsrate,
z.B. der Momentangeschwindigkeit - und der Integ&inung - die Vor-



stellung vom Grenzwert einer Summe bei fortwahrentifeinerung der
Zerlegung bzw. der Rekonstruktion einer GroRe aurs Ahderungsraten -
sind Hauptgegenstand des Lernprozesses und ertspcewielfaltig zu

Uben. Da sich die Schilerinnen und Schiiler diedfaltg (1) nicht durch
angestrengtes Lernen aneignen konnen, sind dieiieeliei der Problem-
|6sefahigkeit, die auch bei den Lehrerinnen undréeh zu beobachten
sind, nur folgerichtig. Ein Ziel von Fortbildung Ike daher sein, Diffe-
renzerfahrungen zur gangigen Praxis zu ermdglichensich des beste-
henden Mankos bewusst werden zu konnen. Ein gdeigmathematischer
Gegenstand ist die Greensche Methode (z.B. angévaiddas Fallen
Fr~v, Einschaltvorgdnge). Hier kann man ,dem Prinzip oénimalen

Allgemeinheit* folgen, ,gemal welchem jede Idee &ulmst in der ein-
fachsten Situation klar verstanden werden musridie entwickelte Me-
thode auf kompliziertere Falle Ubertragen werdemkKgArnold, Vorwort]

4. Die Greensche Methode

Mit Hilfe der Greenschen Methode kann man partililBGsungen von
inhomogenen Differenzialgleichungen bestimmen. I8®IDGL treten im
Physikunterricht auf (Schwingungen, Fallbewegunm- Eind Ausschalt-
vorgange) und sollten im Analysisunterricht genwerden, um das Be-
stimmen von qualitativen Eigenschaften von Funkdmgnihren Ableitun-
gen und Integralen zu erlernen.

Ein Beispielfur einen Mischungsprozess soll unter diesem Aspeketr-
sucht werden. [Heuser, S. 76]

Ein Tank enthalte 1000 L Wasser, in dem 50 kg @gatist sind. Beginnend
mit der Zeitt, = 0 sollen standig pro Minute 10 L Lésung ausflielzdrer
auch 10 L Wasser mit einem Salzgehalt von 2 kgeBeft (Zufluss = Ab-
fluss). Ein Superriuhrgerat mische das Ganze saoiiodt vollstandig durch-
einander. Wie grof3 ist der Salzgeha(t) im Tank zur Zeit > 0?

Die Anderungen des Salzgehalfas in kg in einer Zeiteinheit ergeben
sich aus der Differenz der Salzgehalte des Zufhdsat und des Abflus-
ses in der gewahlten Zeiteinheit%o-u(t) - At. Da sich der Salzgehalt
des Abflusses standig verandert, wird ein Mittelweit) in der folgenden
Darstellung benutzu = 2 - At — Hlo ~u(t) - At

Division durchAt und Grenzwertbildung liefert (1)3—2 = —Flg ~u(t) + 2

mit der in der Aufgabenstellung gegebenen Anfangisigeingu(0) = 50.

Die allgemeine L6sung der homogenen DGL laujgdt) = K - e "m0 und
eine partikulare ist,, (t) = 200 (punktweises Rekonstruieren des Graphen



und Erraten mit anschlie3ender Probe bzw. bekaratiahren anwenden).
Wegen der Additivitat der Loésungen findet man zllgeameinen L6sung

von (1):u(t) =200+ K - e ~Too* (Beweis: ...). Passt man die Konstante
der Anfangsbedingung an, erhalt mg) = 200 — 150 - e 100",

Dieses Ergebnis lasst sich auch wie folgt deutenhd&t der Behalter zu
Beginn kein Salz und wird dann wie angegeben Fjis#i zu- und abge-

fuhrt, so giltu, (t) = 200 — 200 - e~10t. Parallel zum betrachteten Behél-
ter stellt man sich einen weiteren baugleichen wrodem anfangs 50 kg
Salz geldst sind und bei dem 10 L reines Wassenmmazuflie3en und die

gleiche Menge Ldsung abflie3t. FUr diesen gilt dapf) = 50 - e To",

Der Salzgehalt zum Zeitpunkist dann die Summe der beiden Salzgehalte
eins und zwei. Die physikalische Groest somitadditiv (und der Diffe-
renzialoperator istinear). Dies macht man sich bei d&reenschen Me-
thodezunutze.

Es wird die Anfangsbedingung(0) = 0 gestellt; die Bedingungen bezlg-
lich des Zu- und Abflusses sollen wie oben sein. tlbn Salzgehalt(t)
bestimmen zu kdnnen, denkt man sich die Zeitspaoned bist in (aqui-
distante) Abschnitte zerlegh: < t; < t; < --- < t;, < t. Flr jeden Zeitab-
schnitt At’ stellt man sich einen salzfreien mit Wasser gefiilBehalter
mit Abfluss (wie oben) und Superrtihrgerat vor, andhur in dieser Zeit-
einheit die Salzlosung zugefihrt wird, in der aedeZeit (also vorher und
nachher) nur reines Wasser. Die eingefiuihrte Salgméetrage - At’ und

zum Zeitpunki sind davon nocle "m0t~ . 2 . At’ vorhanden. Alle Salz-
gehalte zum Zeitpunkt in den vorgestellten Behéltern werden addiert.
Geht man zum Grenzwert At - 0 (Uber, so ergibt sich

u(t) = fote‘%o‘“‘t') -2 -dt' = uy(t) wie oben. Man kann sich natirlich
auch nur einen Behalter vorstellen, der muflissen gemafs den obigen
Uberlegungen gefillt wird und entsprechend vieldi#dse hat.
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