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Von der Situation zur elementaren Funktion — wie Merksatze
den Blick verkurzen

Der Beitrag befasst sich einerseits mit der Frage, inwiefern es Schilerinnen
und Schilern gelingt ihr mathematisches Wissen zu den proportionalen,
linearen und antiproportionalen Funktionen auf andere Kontexte anzuwen-
den und welche Hurden ggf. auftreten, um andererseits Rickschlusse auf
Lerngegenstéande zu ziehen, mit denen ein angemessener Transfer gelingen
kann.

Im Folgenden soll gezeigt werden, dass nicht selten reduktionistische
Merksatze zu Rate gezogen, die sich aber nicht immer als tragfahig erwei-
sen. Einerseits ermoglichen sie durch ihre kurze, prdgnante Form einen
schnellen Zugang zur vorliegenden Situation, andererseits erfassen sie aber
nur einen sehr eingeschrankten und unvollstdndigen Bereich der Eigen-
schaften der einzelnen Funktionstypen und lassen damit keine eindeutige
Identifikation der Situation zu.

1. Charakteristika des Lerngegenstands

Die Grundvorstellungen zum funktionalen Denken Zuordnung, Kovariation
und Funktion als Ganzes (vgl. Vollrath, 1989, 7ff, Malle, 2000, 8f) bilden
die Gelenkstelle zwischen der Realsituation und dem mathematischen Mo-
dell. Als Perspektive auf die Situationen und zur Erschlielfung kénnen die
Darstellungen Tabelle, Graph und Term zurate gezogen werden. Jede fur
sich gibt jedoch nur Teilaspekte der Funktion wieder (vgl. z.B. Gagatsis &
Shiakally, 2004, 648), so dass eine Arbeit mit verschiedenen Repréasentati-
onen und ihren Ubersetzungen im Rahmen von Lernumgebungen notwen-
dig ist (vgl. Stolting, 2008, 70). Insbesondere das Wissen um die VVorziige
der einzelnen Darstellungen unterstitzt eine adaquate Wahl bei der Situati-
onsanalyse (a.a.O., 61ff). Dariiber hinaus ist das Wissen um die besonderen
Eigenschaften der einzelnen, elementaren Funktionen unabdingbar, um das
Verhalten der abhdngigen Grofien der vorliegenden Situation als Charakte-
ristikum eines bestimmten, mathematischen Modells zu identifizieren. Die
proportionalen Funktionen zeichnen sich durch die Existenz des Startwerts
im Ursprung und eine gleichméaBigen Steigung der abhangigen Grollen aus.
Sie konnen als Spezialfall oder Teilmenge von linearen Funktionen gese-
hen werden, bei denen der Startwert ungleich Null sein kann. Jedoch ver-
liert die lineare im Vergleich zur proportionalen Funktion dadurch die Ei-
genschaft der Quotientengleichheit und damit die Moglichkeit einer gleich-
sinnigen, multiplikativen Kovariation der Gréf3en. Erhalten bleibt jedoch



das gleichbleibende, schrittweise Verhalten. Die antiproportionalen Funkti-
onen sind dagegen durch die Produktgleichheit der abhangigen GroRen ge-
kennzeichnet. Ein gegensinniges additives VVorgehen ist hier nicht moglich.
Eine weitere Konkretisierung dieser eigenstandigen Merkmale auf die ver-
schiedenen Darstellungen erdffnet die Komplexitat dieses Feldes und damit
die Spannbreite zur Differenzierung.

2. Designexperimente

Die erste Runde von Designexperimenten wurde in das Projekt KOSIMA
(vgl. Barzel et al., 2011) eingebettet. Im Rahmen der Lernumgebung ,,Mit
Funktionen Voraussagen machen und weitere Werte bestimmen® (Jgst. 8)
haben die Schilerinnen und Schiler zundchst eigenstandig proportionale,
lineare und antiproportionale Funktionen im Kontext der Routenplanung
anhand variierender Abhéngigkeiten zwischen den GroRen Zeit, Strecke,
Reststrecke und Geschwindigkeit in den verschiedenen Darstellungen und
ihren Ubersetzungen erprobt und anschlieRend systematisiert. Zeitlich an-
knupfend wurden acht Schilerpaare in klinischen Interviews mit neuen
Kontexten in Form von Bildern und kurzen Textaufgaben konfrontiert.
Ebenfalls wurden elf Schilerpaare aufl3erhalb des Projekts interviewt.

Ziel der Designexperimente ist die systematische Analyse von individuel-
len Vorstellungen zu charakterisierenden Eigenschaften und Darstellungen
von elementaren, funktionalen Zusammenhangen und deren Verwendung
zur Differenzierung der Funktionstypen.

3. Analyse und Ergebnisse

Fir die Analyse wurde das Zusammenspiel aus Fokussierungen (als Kate-
gorien, mathematische Objekte und Eigenschaften, die wéahrend der Aufga-
benbearbeitung besonders in den Blick genommen und zur weiteren Argu-
mentation genutzt werden) und Festlegungen (als fir wahr gehaltene Ein-
schatzungen zu Eigenschaften und Zusammenhéngen der mathematischen
Objekte zur Charakterisierung der Situation; vgl. HuBmann & Schacht,
2009) seitens der Schilerinnen und Schiiler herausgearbeitet. Die Betrach-
tung individueller Festlegungen und Fokussierungen ermdglicht eine Ana-
lyse des inhaltlichen Verstandnisses seitens der Probandinnen und Proban-
den und somit individueller Hulrden, was eine Verbesserung des Lernge-
genstands im Rahmen fachdidaktischer Entwicklungsforschung (vgl. Pre-
diger et al., 2012) begiinstigt.

Besonders auffallig zeigte sich das Phanomen der Priorisierung folgender
Merksétze in Form stark verkdirzter, memorierbarer Versprachlichungen: Je
mehr, desto mehr oder je weniger, desto weniger steht fur proportionale
Zusammenhange; Je mehr, desto weniger oder je weniger, desto mehr steht



fur antiproportionale Zusammenhdange. Bei der Situationsidentifizierung
richten diese den Fokus nur auf einen &ulerst unkonkreten Ausschnitt des
Wachstumsverhaltens der abhangigen Grofien. Schon im elementaren Be-
reich, bei den negativen linearen Funktionen, fihrt die zweite Festlegung
zu Fehlinterpretationen. Ein weiteres zentrales Phanomen tritt beim konse-
quenten Einhalten der eingegangenen Erstfestlegung ,.Da die Grofien je
mehr, desto weniger variieren, ist die Situation antiproportional* auf. Diese
Aussage bleibt auch bei gegengleich additiv variierenden GréRen in der
Tabelle und dem Graphen einer Geraden mit negativer Steigung weiter
tragfahig, wobei jedoch nicht zwangslaufig eine antiproportionale Funktion
damit charakterisiert wird. Demnach missen eingegangene und zur Ent-
scheidung verwendete Festlegungen mehr beinhalten als die obigen es leis-
ten. Sie mussen vollstandig sein und zwar in dem Sinn, dass sie einerseits
einen hinreichenden Zugang zu einer bestimmten Klasse funktionaler Situ-
ationen ermoglichen und andererseits die Reichweite des mathematischen
Modells in seiner Ganze erfassen.

Dartiber hinaus miissen Festlegungen zu emlstd.
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Hohe* in Beziehung setzt, indem er Abb.1:Schiilerbearbeitung
zunéchst die ersten vier Wertepaare in die Tabelle schreibt, das zweite bis
vierte Wertepaar als Punkte im Koordinatensystem einordnet und schliel3-
lich das letzte Wertepaar in der Tabelle und fiir den Graphen als Punkt er-
ganzt. In der Tabelle fokussiert er zundchst auf einen Startwert bei 20 (was
fur Linearitat spricht) und legt sich auf eine Brenndauer von 2 Stunden beli
10 cm Abnahme der Kerze bzw. Halbierung der Kerzenhohe fest. Dann
andert er jedoch sein Vorgehen, indem er sich vom zweiten bis vierten
Wertepaar auf eine gegensinnige multiplikative Strategie festlegt (was fur
Antiproportionalitat spricht). Andere Bearbeitungen des Schilers zeigen
seine Priorisierung der oben genannten Je-desto-Festlegungen. Denkbar ist
der implizite Schluss auf Antiproportionalitdt durch das Je-mehr-desto-
weniger-Verhalten der Grofien in der Tabelle und eine Assoziierung des
antiproportionalen Zusammenhangs mit der multiplikativen Strategie in der
Tabelle. Bei der Ubertragung des zweiten bis vierten Wertepaars als Punkte
im Graphen zeigt seine AuBerung ,,Der Graph ist mir jetzt nicht so gelun-
gen®, dass die entstehende Gestalt nicht seiner Erwartung entspricht. Die
anschlieBende Ergénzung des flinften Wertepaars (dabei erldutert er sein
Vorgehen) in der Tabelle durch die Halbierung der Addition aus 10 und 5




(7,5) und fiir den y-Wert entsprechend durch die Halbierung der Addition
aus 2 und 4 (3) macht seine implizite Festlegung deutlich, die Verdopp-
lungs-/ Halbierungsstrategie von einzelnen Werten auf Intervalle zu Uber-
tragen und eine Gerade zur Situation erzeugen zu wollen. Abschliel3end
zeichnet er den neuen Punkt in das Koordinatensystem ein. In beiden Dar-
stellungsformen nutzt der Schiller Festlegungen, die sich sowohl auf lineare
als auch antiproportionale Merkmale und Strategien stiitzen, so dass er kei-
ne gelingende ldentifizierung der Situation vornehmen kann.

Die folgende Festlegung beschreibt beispielhaft den Kernaspekt des Be-
griffs der Linearitat bzgl. der Kovariations-Vorstellung: Bei einer linearen
Funktion kommt pro Schritt immer dasselbe dazu oder wird weniger
(Hulmann et al., 2015). Ziel von Lernumgebungen muss es sein derartige
Festlegungen bei den Lernenden zu verankern, die geeignete(!) Bindeglie-
der zwischen Realsituationen und dem mathematischen Modell reprasentie-
ren, die eine Ausdifferenzierung der Grundvorstellungen hinsichtlich des
konkreten, mathematischen Modells bereitstellen, bzgl. der Darstellungen
evident und vor allem vollstdndig hinsichtlich der Gultigkeit sind.
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