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,»Ist das dann noch ein Zehner oder ist das dann ein Einer?¢ —
Zu einem flexiblen Verstindnis von Stellenwerten

Ein flexibles Verstindnis von Stellenwerten stellt die Grundlage fiir das
Verstiandnis vieler weiterer mathematischer Inhalte, wie z.B. der schriftli-
chen Addition und Subtraktion oder der halbschriftlichen Division dar. In
unserem Beitrag diskutieren wir die Ergebnisse einer qualitativen und
quantitativen Studie mit Schiilerinnen und Schiilern der zweiten und dritten
Klasse.

1. Kennzeichen unseres Zahlensystems

GroB3e Anzahlen sind unstrukturiert nur schwer zu ermitteln. Die unserem
Zahlensystem zugrunde liegende Strukturierung liber das fortgesetzte Biin-
deln stellt eine groBBe Hilfe dar. Im g-adischen System werden die Elemente
einer Menge in Biindel der Grof3e g gebiindelt, diese Bilindel wieder in gro-
Bere Biindel von je g Biindeln, diese dann wiederum, ... Stets werden
gleich grof3e Biindel so lange wiederum gebiindelt, bis nicht mehr ausrei-
chend Elemente (oder Biindel) fiir ein neues Biindel zur Verfiigung stehen.
So werden iiblicherweise 10 einzelne Objekte in einen ,,Zehner®, 10 Zehner
in einen ,,Hunderter, usf. gebiindelt. Aus der Biindelungsgrofle geht der
Wert eines Biindels eindeutig hervor, so dass bei der Anzahlangabe die
Reihenfolge der Biindel und somit die Stelle, an der ein Biindel steht, keine
Rolle spielt. Gibt man nur noch die Anzahl an, so ergibt sich der Wert dann
nicht mehr durch die Angabe der Biindelungseinheit, sondern durch die Po-
sition, an der eine Ziffer steht (Prinzip des Stellenwerts). Die Stellen einer
Zahl sind aufsteigend von rechts nach links den Zehnerpotenzen zugeord-
net. Den Zahlenwert einer Ziffer erhilt man, indem man die Ziffern mit
dem Wert ihrer Stelle multipliziert (multiplikatives Prinzip) und die einzel-
nen Werte anschlieBend addiert (additives Prinzip) (vgl. Ross 1989). Die
Zahl 324 ergibt sich also aus 3-10°+2-10'+4-10°. Das Biindeln stellt dabei
eine notwendige Voraussetzung fiir die Beachtung von Stellenwerten dar,
ist jedoch von diesem separiert zu betrachten. Betrachtet man unterschied-
liche Zahldarstellungen, wie Zahlen unter Angabe von Biindelungseinhei-
ten, Zahlworter, Punkte oder Zahlen in der Stellenwerttafel und letztlich die
Zahlen, so ist festzuhalten, dass die Stelle ausschlieSlich bei den Zahlen
von Bedeutung ist, da alle anderen Darstellungen den Wert {iber andere
Hilfsmittel angeben (z.B. mit E, Z, H als Angabe entweder in der Stellenta-
fel oder als Suffix zur Zahl). AusschlieBlich bei der — dann eindeutigen! —
Zahldarstellung ist es auch notwendig, die Stellen einziffrig zu besetzen.
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Eine Angabe wie 35E 13Z 2H verdeutlicht die in anderen Darstellungen
vorhandene Flexibilitdt. Je nach Zahl kann es viele Moglichkeiten geben
diese darzustellen, z.B. 14E 7Z = 77 14E = 8Z 4E — in der Tat sind nur die
Zahlen 0 bis 9 in jeder Darstellung eindeutig! Die Relevanz solcher flexib-
len Darstellungen wird auch dadurch unterstrichen, dass solche Darstellun-
gen im Rahmen einer Schulbuchanalyse zu jeder Zahldarstellungsart in
Schulbiichern gefunden wurden.

2. Arbeitsmittel

Da das Prinzip des Stellenwerts zwar auf dem Prinzip der fortgesetzten
Biindelung aufbaut, dennoch aber getrennt von ihm, als eigenstindiges
Prinzip zu betrachten ist, stellt sich die Frage, wie dieser Ubergang fiir die
Kinder verstandnisvoll erarbeitet werden kann. Als geeignetes Arbeitsmit-
tel zur Erarbeitung der fortgesetzten Biindelung bietet sich Mehrsystemma-
terial an; fiir die Stellenwerte die Stellenwerttafel. Beim Ubergang zwi-
schen diesen Darstellungen werden hiufig die Biindelungsmaterialien in
die Stellenwerttafel gelegt. Das kann zum Einen zu mathematischen Fehl-
vorstellungen der Kinder fithren und ist zum andern nach Anwendung des
multiplikativen sowie additiven Prinzips (2 Platten in der H-Spalte, 3 Stan-
gen in der Z-Spalte und 6 Wirfel in der E-Spalte ergeben
200-10+30-10"'+6-10° = 200306) nicht korrekt. Da die Spalten in der Stel-
lenwerttafel die BilindelgroBe ersetzen, sollten sich diese schlussendlich
nicht mehr im Volumen des Materials widerspiegeln. Eine Moglichkeit ist
es liber verschiedenfarbige Zdhlmarken, je nach Biindelungseinheit, in der
Stellenwerttafel zu gleichartigen Z#hlmarken iiberzugehen.' Bei der Arbeit
mit Material konnen Handlungen ganz unterschiedliche Bedeutung haben
(Ladel & Kortenkamp 2013). So kann das Verschieben eines Plittchens in
der Stellenwerttafel von einer Spalte in eine andere eine Wertdinderung be-
deuten, wenn das Plattchens erhalten bleibt und sich der Wert des Biindels
andert (z.B. wird aus einem Zehner ein Einer). Mit geeignetem (virtuellen)
Material kann aber auch eine werterhaltende Handlung unterstiitzt werden,
bei der ein Zehner-Plittchen automatisch in zehn Einer-Pldttchen umge-
wandelt wird. In Interviews mit Schiilerinnen und Schiilern der zweiten
Klasse fiel auf, dass diese bis auf eine Ausnahme von einer Wertdinderung
ausgingen, nur eine Schiilerin fragte zuriick, ob es sich dann noch um einen
Zehner handle oder ob es nun ein Einer sei.

! Die Unterscheidung zwischen Objekt und Zeichen ist u.E. fiir Lehrkrifte und Schiile-
rinnen und Schiiler schwer zu erfassen. Stehen die beiden Platten in der H-Spalte als
zwei Zeichen fiir jeweils einen Hunderter, so ist die Darstellung korrekt. Stehen sie fiir
die Zahl zweihundert (also in der Objektsicht), so entsteht die Fehlinterpretation. Die
von uns beobachteten ,,Mehrsystemfehler unterstreichen diese Schwierigkeit.
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3. Untersuchung

Neben der Analyse aktueller Schulbiicher wurde eine quantitative Untersu-
chung mit insgesamt 255 Drittkldsslern aus Halle, Luxembourg und Saar-
briicken, sowie eine qualitative Untersuchung mit 52 Kindern Ende der
zweiten Klasse durchgefiihrt. In der qualitativen Untersuchung wurden den
Kindern Vergleichsaufgaben zu Anzahlen, die iiber Biindelungen angege-
ben wurden, gestellt. Aufgrund der gegebenen Begriindungen konnten vier
Hauptfehlertypen ausgemacht werden: (1) es wird nicht gebiindelt, wobei
hier haufig die Zehnerziffer nicht beachtet wurde, z.B. 5Z 3E sind grofer
als 47 15E. (2) Das additive Prinzip wird nicht beachtet, z.B. 5Z 3E sind
grofer als 47 15 E, weil 5Z groBBer sind als 3E. (3) Biindelungseinheiten
werden nicht beachtet, z.B. bei der Aufgabe 4Z 9E oder 1Z 29E als Ant-
wort ,,29 ist am groBten. Die Kinder haben hier das multiplikative Prinzip
nicht angewandt, hiufig in Kombination mit (2), der Nicht-Beachtung des
additiven Prinzips. (4) Es wird nur die grof3te Blindelungseinheit betrachtet,
z.B. 57 sind grofler als 4Z. Die Begriindungen (1) und (4) sind dann kor-
rekt, wenn alle Stellen einziffrig besetzt sind. D.h. hier besteht durchaus die
Moglichkeit, dass die Kinder Strategien, die fiir ,,Zahlen gelten, auf diese
flexiblen Zahldarstellungen félschlicher Weise iibertragen haben. In der
quantitativen Untersuchung bearbeiteten die Kinder einen dreiteiligen Ar-
beitsbogen. Fiir jeden Teil standen 10 Minuten zur Verfiigung. Im ersten
Teil sollten die Kinder Aufgaben der Art ,,Was ist mehr? Kreise ein! 34Z
14E oder 3H 7Z 3E?*, sowie Aufgaben, bei denen sie aufgefordert wurden
die Zahl aufzuschreiben, z.B. 7E 31Z, bearbeiten. Die Aufgaben unter-
schieden sich dabei in der Anzahl der zu titigenden Biindelungen (0-2 Mal
biindeln) und darin, ob nach dem Biindeln noch addiert werden musste (wie
z.B. be1 5Z 23E = (5+2)Z 3E) oder nicht. Des Weiteren standen die Zahlen
unter Angabe der Biindelungseinheiten nicht immer der Grof3e nach, son-
dern mussten teilweise erst noch in die korrekte Stellung gebracht werden.
Nicht-besetzte Stellen bzw. Biindelungseinheiten stellten eine weitere
Schwierigkeit dar. Im zweiten Teil sollten sie Zahlen aus Darstellungen in
der Stellenwerttafel ablesen sowie selbst Zahlen in Stellenwerttafeln ein-
tragen. Dabei kamen flexible Stellenwertdarstellungen zum Einsatz und es
wurde explizit danach gefragt, ob auch andere Darstellungen moglich sei-
en. Der Hilfte der Kinder stand fiir die Bearbeitung dieser Aufgaben eine
Stellenwert-App als Hilfsmittel (Ladel & Kortenkamp 2013; 2014) zur
Verfiigung, allerdings ohne weitere Anleitung oder Instruktionen. Im drit-
ten Teil wurden die gleichen Aufgaben wie im ersten Teil mit anderen Zah-
len gestellt.
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4. Auswertung

Fiir die Auswertung der quantitativen Untersuchung wurden die Darstel-
lungen von Zahlen in der Stellenwerttafel in Kategorien eingeteilt. Hierbei
traten die folgenden Typen auf: flexibel (56), flexibel mit Fehlern (31),
Mehrsystemfehler (19), andere Symbole (24), Vertauschung (69), eine Dar-
stellung (16), nicht bearbeitet (5), andere Anordnung (5), wertverdndernd
(4), wirre Fehler (26). Die Kategorien und die Bearbeitung der anderen
Aufgaben wurden mittels statistical implicative analysis (Gras 2008) ana-
lysiert. Die Untersuchung ergab, neben der inneren Konsistenz der Items in
Teil 1 und 3, dass es wenig iiberraschend ist, wenn Schiilerinnen und Schii-
ler in den Kategorien ,,Flexibel* und ,,Flexibel mit Fehlern* die Items in
Teil 1 und 3 korrekt 16sen, sowie Schiilerinnen und Schiiler aus der Katego-
rie ,,Vertauschung* (hier wurden 3 1 4 und Vertauschungen dieser Ziffern
in die Stellenwerttafel eingetragen) diese falsch beantworten.

Abbildung 1: Auszug aus der statistischen Analyse

Die Kategorie ,,Mehrsystemfehler beinhaltet Schiilerinnen und Schiiler,
die bei der Zahl 314 zehn einzelne Plittchen in die Zehnerstelle der Stel-
lenwerttafel gemalt haben. Dieses Fehlverstindnis fiihrt laut statistischer
Analyse ebenfalls zur erwartbar falschen Beantwortung der anderen Items,
was die oben angesprochene Verstdndnisschwierigkeit zwischen Zeichen
und Objekt bei der Verwendung von Mehrsystemmaterial in einer Stellen-
werttafel illustriert.
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