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Flexibles algebraisches Handeln bei quadratischen
Gleichungen durch Aufgaben zum Variieren erfassen und
entwickeln

Flexibles algebraisches Handeln

In einer Studie zum flexiblen algebraischen Handeln wird u. a. mit einer
Aufgabe zum Variieren einer quadratischen Gleichung untersucht, welche
Merkmale Schiilerinnen und Schiiler bei quadratischen Gleichungen wahr-
nehmen, welche Bedeutungen sie diesen Merkmalen zuweisen und inwie-
weit diese forderlich oder hinderlich fiir flexibles algebraisches Handeln
sein konnen (vgl. Block 2014). Flexibles algebraisches Handeln kann in
Anlehnung an das Konzept des flexiblen Rechnens (Rathgeb-Schnierer,
2006; Threlfall 2002) definiert werden als die Féahigkeit zur Wahl einer
addquaten Bearbeitungsmethode, die von den spezifischen Aufgabenmerk-
malen und den Mitteln des Lernenden abhingig ist. Bei quadratischen
Gleichungen sind die auftretenden Zahlen sowie die Struktur der auftreten-
den Terme und der Gleichung als Ganzes Merkmale fiir die Auswahl eines
geeigneten, d. h. effizienten und fehlerunanfalligen Losungsverfahrens.

Variation quadratischer Gleichungen

Schupp (2002) klassifiziert Variationsstrategien fiir Aufgaben verschiede-
ner Themenbereiche der Mathematik allgemein. Diese lassen sich fiir quad-
ratische Gleichungen konkretisieren, wie die Ubersicht mit ausgewihlten
Beispielen in der folgenden Tabelle zeigt.

Beispiel
Bezeichnung Strategiebeschreibung XX +2x-6=0
wird variiert zu
Vi Geringfligig andern Anderung der auftretenden Zahlen X 4+3x=7=0
V2 Analogisieren Ar?derur)g d.er auftretenden Operatoren X=2x+6=0
(einschlieRlich des Exponenten) 5
-x"+2x-6=0
V3 Verallgemeinern Die Anderung fiihrt zu einem allgemei- C+2x—6=8
neren Fall )
2x°+2x-6=0
V4 Spezialisieren Die Anderung fiihrt zu einem Spezialfall K 42x=0
x'-6=0
V5a Pa(;stellung Umsortieren eines Terms X =6+2x=0
andern -
V5b Umformen eines Terms Carx—6+x=0
V5c Umformen einer Gleichung X+2x=6
V6 Kombinieren Kombination verschiedener Strategien 2
& x+2x°=-8
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Mit Blick auf die Losungsverfahren fiir quadratische Gleichungen ist fest-
zustellen, dass Variationen mittels verschiedener Strategien sich unter-
schiedlich auf die Auswahl geeigneter Losungsverfahren auswirken. Wih-
rend V3 und V4 unmittelbar ein anderes Losungsverfahren als die
p-q-Formel fiir das Beispiel evozieren, ist dies bei den anderen Variations-
strategien abhingig von der konkreten Variation.

Zur Beurteilung von Variationen kénnen Kriterien entwickelt werden, die
sich auch bei der Beurteilung kreativer Prozesse eignen, da die Generierung
von Variationen einen kreativen Prozess darstellt (vgl. Schupp (2002) unter
Bezugnahme auf Becker und Shimada (1997)). Im Kontext der eigenen
Studie sind folgende Kriterien bedeutsam: Flexibilitdt (Anzahl der ver-
schiedenen verwendeten Strategien), die Fihigkeit zur Benennung der an-
gewandten Strategie und die Qualitit des mathematischen Denkens im
Hinblick auf die Bedeutung der verdnderten Merkmale der Gleichung.
Ebenfalls zur Beurteilung von Variationen eignet sich das von Winter
(1988) fiir die Beurteilung divergenten Denkens genannte Kriterium der
,Elaboriertheit* (Ausgestaltung mit Details), das sich auf die Variation
selbst und die Erklarung der Variation anwenden lasst.

Merkmale und Potenzial von Variationsaufgaben

Bei der Variation einer gegebenen quadratischen Gleichung handelt es sich
um eine offene Aufgabenstellung hinsichtlich der Bearbeitungswege und
der Ergebnisse. Die Aufgabenstellung ist differenzierend, da sie auf ver-
schiedenen Niveaus bearbeitet werden kann und sie ist authentisch hin-
sichtlich der angeregten Prozesse, da die jeweiligen Kompetenzen sichtbar
werden. Dies sind Merkmale von Aufgaben mit diagnostischem Potenzial
(vgl. z. B. Biichter & Leuders, 2005). Beim Variieren kénnen von den
Schiilerinnen und Schiilern keine bekannten Routinen oder Standardverfah-
ren (wie zum Ldsen von Gleichungen) angewandt werden. Auch wenn
z. B. das Variieren der auftretenden Zahlen bei wiederholter Aufgabenstel-
lung zur Variation von den Schiilerinnen und Schiilern als Routine verwen-
det wird, so hat diese Variationsstrategie je nach fachlichem Kontext (z. B.
Gleichung vs. geometrische Konstruktion) ganz unterschiedliche Bedeu-
tung und Relevanz. Weinert beschreibt ,,den Erwerb und die Verfiigbarkeit
einer intelligent organisierten, flexibel zugénglichen und originell nutzba-
ren bereichsspezifischen Wissensbasis* (Weinert 1994, 274) als Grundlage
fiir die Erzielung kreativer Leistungen. Insofern eignen sich Kreativitit er-
fordernde Variationsaufgaben zur Erforschung der bei den Schiilerinnen
und Schiilern zugrunde liegenden Wissensbasis.
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Zum Aufbau der Studie

Abbildung 1 zeigt die
g g Gegeben ist die quadratische Gleichung: )c2 +2x-6=0

Aufgab?’ die die Teﬂ_ Erfinde ausgehend von dieser Gleichung durch Verdnderung
nehmerinnen und Teil- |,eye Gleichungen.

nehmer (1 1 Schiilerin- Sprich bitte alles aus, was dir in den Sinn kommt und durch
nen und Schiiler aus |den Kopf geht, wahrend du die Aufgabe bearbeitest.

vier neunten Klassen Abbildung 1
von zwei verschiedenen Gymnasien aus Niedersachsen) in

der Studie bearbeitet haben. Die Schiilerdokumente und die transkribierten
Videos werden mit Methoden qualitativer Datenanalyse untersucht.

Mithilfe der Variationsaufgabe wird untersucht, auf welche Merkmale der
gegebenen quadratischen Gleichung die Probanden fokussieren, wie sie
diese variieren und inwieweit sie diesen Verdnderungen Bedeutungen zu-
messen, insbesondere im Hinblick auf Auswirkungen der Variation auf Lo-
sungsprozesse und Losungen der Gleichung.

Ausgewiihlte Befunde und Diskussion

Fiir alle Teilnehmer war die Aufgabenstellung ungewohnt, was sich in Irri-
tation und Nachfragen ausdriickte, sodass weitere Erkldrungen des Ver-
suchsleiters notig waren. Zwei Teilnehmer ignorieren die Aufgabenstellung
zunéchst und beginnen damit, die Gleichungen zu 16sen, sich also der ihnen
bekannten Tétigkeit zu widmen, die sie aus dem Mathematikunterricht im
Umgang mit Gleichungen kennen.

Abbildung 2 zeigt die absoluten Héu- "
figkeiten des Auftretens der ver- v2
schiedenen Strategien. In acht Féllen |vuv
konnte aufgrund fehlender Erkldrung | =
nicht entschieden werden, ob VI 0- | vs
der V2 angewandt wurde. Die Strate- |

V5c¢

gie V5a trat nur in Kombination mit ve

anderen Strategien auf. Die Strategie 0 2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24 26 28
V3 hingegen War bei keiner Ver- Haufigkeit der Variationsstrategien
suchsperson zu identifizieren. Abbildung 2

Die Strategien V3 und V4 sind im Hinblick auf flexibles algebraisches
Handeln besonders relevant, da sich unmittelbar Verdnderungen fiir den
Losungsprozess der Gleichung ergeben. Zwei Teilnehmer spezialisieren,
indem sie eine zweite Variable einfiigen (x> +2y -6 = 0) oder lineare Glei-
chungen (x-5=4, x+3=15) erstellen und damit den Bereich der quadrati-
schen Gleichungen verlassen.
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Bei der Strategie ,,Gleichung umformen* (V5c)
dominieren additive bzw. subtraktive Aquiva- X+ X -3 70
lenzumformungen der Gleichungen. Ein Schiiler | % y LWy -4 =0
produziert die in Abbildung 3 gezeigten Variatio-
nen durch Umformung der Gleichung. Er erklirt
hierzu, dass er die Initialgleichung durch 2 divi-
diert, um die erste Gleichung zu erhalten. Diese | y > %3(*5 =0
Division wendet er dann auf alle auftretenden
Zahlen, auch den Exponenten an. Bei den néchs- Abbildung 3
ten drei Variationen verfahrt er analog, indem er die Initialgleichung der
Reihe nach mit 2, 3 und 4 multipliziert. Zur letzten Variation erklirt er:
,Man konnte es auch negativ machen.* Entsprechend der bisherigen Vor-
gehensweise werden der Exponent und die Konstante -6 jeweils mit -1 mul-
tipliziert. Der Koeffizient 2 wird zu 1 modifiziert, was mutmaBlich auf ein

xOrbx -18=0

irrtiimliches Potenzieren statt Multiplizieren mit -1 zuriickzufiihren ist. Die
Erkldrungen deuten auf eine Fehlvorstellung zu Aquivalenzumformungen
von Gleichungen hin. Der Unterschied zwischen den auftretenden Zahlen
(Exponent und Koeffizienten) wird nicht beachtet.

Die hiufig auftretenden Strategien V1 und V2 zeigen, dass der Fokus auf
die Zahlen und Zeichen gerichtet ist. Kein Teilnehmer formuliert diesbe-
ziiglich in den Erlduterungen zu den Variationen einen Bezug zur Losbar-
keit oder zu den Losungsverfahren fiir die entstandenen Gleichungen.
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