Lea HAUSMANN, Udo KAMPS, Aachen

Darstellung und Messung von Konzentration mit
Lorenzkurve und Gini-Koeffizient in einem Schiileruni-
Workshop

1. Hintergrund

Ungleichheit — insbesondere finanzielle und soziale Ungleichheit — ist ein
dauerhaft prasentes Thema in den Medien. Aussagen wie ,,Ein Prozent der
Weltbevolkerung besitzt fast die Halfte des Weltvermogens® (Oxfam
Deutschland e.V., 2015) oder ,,Zehn Prozent der Haushalte verfiigten im Jahr
2013 tiiber 51,9 Prozent des Nettovermogens* (Spiegel Online, 2016) sind
verkniipft mit einem statistischen Thema, das sich mit der Messung von Kon-
zentration befasst, genauer mit der Verteilung einer Merkmalsumme (Ver-
mogen, Umsitze...) auf die einzelnen Merkmalstrager (vgl. z.B. Burkschat
et al. 2012, Mosler et. al. 2009).

Es bietet aktuelle, ficheriibergreifende und zugleich auch mathematisch in-
teressante Ansatzpunkte fiir den Mathematikunterricht, von denen einige in
dem hier vorgestellten Schiileruni-Workshop aufgegriffen werden. Grund-
lage bilden hierbei die zwei bekanntesten Darstellungsmoglichkeiten der
Konzentration: zum einen die Lorenzkurve, zum anderen als Mal3zahl der
darauf basierende Gini-Koeffi- t,
zient.

Die Lorenzkurve (vgl. Lorenz
1905) zur Verteilung der Merk-
malsumme S, = X; + ... + X, der
aufsteigend geordneten Merk-
malsauspragungen Xi,...,Xn VOn  te - - - - ____
n Merkmalstrigern wird als
Streckenzug durch die Punkte
(0,0),(s1,t1),...,(1,1) gezeichnet t,
(s. Abb. 1). Hierbei bezeichnet s; :
= i/n den Anteil der i Merkmals- - !

trager mit den geringsten Merk- :
malsauspragungen an der Ge- So S, S, S, 4 Ss
samtzahl n, unc,l ti = (Xl Tt Abbildung 1: Typischer Verlauf einer Lorenz-
Xi)/ Sn den Anteil der Summe der  kurve. Die Konzentrationsfliche KF ist die von

1 geringsten Merkmalsauspréi— Lorenzkurve und Ursprungsgeraden eingeschlos-
gungen an der Gesamtsumme. Es

ergibt sich der Graph einer monoton steigenden, stiickweise linearen, konve-
xen Funktion L: [0,1] — [0,1] mit L(0) = 0 und L(1) = 1.
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Der Wert tx auf der Ordinate gibt an, welcher Prozentsatz der Gesamtsumme
aller Werte auf 100-sy% der ,kleinsten/drmsten* Merkmalstriager entfallt.
Oftensichtlich gilt: Je grofer die Konzentration ist, desto starker ,,hdngt die
Kurve durch; im Fall minimaler Konzentration, d.h. Gleichverteilung, ent-
spricht die Lorenzkurve hingegen der Winkelhalbierenden.

Auf dieser Eigenschaft basiert auch die bekannteste Maf3zahl zur Messung
der Konzentration, der Gini-Koeffizient: Dieser setzt die Konzentrationsfld-
che, die von Lorenzkurve und Winkelhalbierenden eingeschlossen wird, ins
Verhéltnis zur Fliche unter der Winkelhalbierenden auf dem Intervall [0,1].
Je hoher die Konzentration, desto grofler der Gini-Koeffizient. Es bietet sich
— insbesondere bei der Berechnung mit Tabellenkalkulation - an, den Gini-
Koeffizienten mit Hilfe der Summe der Trapezflichen unterhalb der Lorenz-
kurve zu berechnen (vgl. Abb. 1):

G= 2-@—?%-(% —s,)-(t +1,, )J, wobei so = 0 und s; = 1 gesetzt sind.
i=1

2. Schiileruni-Workshop

Der im Folgenden beschriebene Schiileruni-Workshop wendet sich an inte-
ressierte Schiilerinnen und Schiiler der gymnasialen Oberstufe. Der Aufbau
orientiert sich an der Struktur einer Universitdatsveranstaltung und beinhaltet
zundchst 75 Minuten Vorlesung, in der Idee und Konstruktionsprinzip der
Lorenzkurve sowie des Gini-Koeffizienten vorgestellt und teils im Stil eines
Unterrichtsgesprachs mit den Jugendlichen zusammen erarbeitet werden.
AnschlieBend finden, unterbrochen von Pausen, insgesamt vier Stunden
Partnerarbeit zu unterschiedlichen Themengebieten statt.

Die erste Arbeitsphase (1,5 h) legt den Schwerpunkt auf die Konstruktion
der Lorenzkurve und die Berechnung des Gini-Koeffizienten mit der kosten-
losen, plattformunabhingigen Tabellenkalkulationssoftware OpenOffice
Calc sowie auf die Interpretation der Ergebnisse. Hierbei stehen der Werk-
zeuggebrauch, das Ablesen an Grafiken sowie der kritische Vergleich der
unterschiedlichen Darstellungsformen im Fokus.

Wihrend die Konstruktion und Interpretation von Lorenzkurve und Gini-
Koeffizient schon mit einfachen Mitteln in der Mittelstufe moglich ist, bietet
sich das Thema Konzentrationsmessung auch dazu an, in der Oberstufe auf
einem abstrakteren und mathematisch anspruchsvolleren Niveau wieder auf-
gegriffen zu werden. Neben der — in der Praxis hdufig gewiinschten — Kon-
struktion einer glatten Lorenzkurve anstatt der stiickweise linearen ist auch,
wie hier im Workshop genutzt, die Konstruktion einer oberen bzw. unteren
Schranke fiir den Gini-Koeffizienten sinnvoll.



Im nichsten Arbeitsschritt erkunden die Teilnehmerinnen und Teilnehmer
des Workshops daher zunéchst graphisch, wie sich die Lorenzkurve bzw. die
Konzentration verdndert, wenn die Daten klassiert werden, und von einer
Gleichverteilung der Merkmalsumme innerhalb einer Klasse ausgegangen
wird. Da eine Ungleichverteilung innerhalb der einzelnen Klassen nicht be-
ricksichtigt wird, fithrt dies zu einer systematischen Unterschdtzung der
Konzentration.

Diese Erkenntnis wird durch eine angepasste Trapezformel fiir den Gini-Ko-
effizienten quantifiziert; es wird somit eine untere Schranke fiir den Gini-
Koeffizienten erarbeitet.

Die dritte und letzte Arbeitsphase widmet sich der im Gegensatz zur unteren
Schranke mathematisch sehr anspruchsvollen Konstruktion einer oberen
Schranke fiir den Gini-Koeffizienten. Hierbei wird bewusst eine umfangrei-
che, ausfiihrliche Modellierungs- und Optimierungsaufgabe gestellt, die
deutlich iiber den Schulstoff hinausgeht.

Ausgangspunkt ist folgende Uberlegung: Angenommen, es seien nur zwei
Punkte einer Lorenzkurve, Al=(a;,b;) und A2 = (ay,b,), einer Lorenzkurve
bekannt. Wie kann nun durch diese beiden Punkte eine Lorenzkurve kon-
struiert werden, sodass die eingeschlossene Konzentrationsflaiche maximal
wird, die Konvexitits- und Monotonieeigenschaft jedoch nicht verletzt wird
(vgl. hierzu auch Farris 2010)?

Nach einigen Voriiberlegungen auf Papier erkunden die Jugendlichen diese
Fragestellung mit Hilfe der dynamischen Geometriesoftware GeoGebra (s.
Abb. 2). Durch Variation der Steigung der beiden Geraden durch L bzw. K
verdndert sich die GroB3e der von den Geraden und der Ursprungsgeraden
eingeschlossenen Fliache, sodass die Schiilerinnen und Schiiler diese experi-
mentell maximieren konnen. Die so bestimmbare Flidche stellt eine echte
obere Schranke fiir die Konzentrationsfliche einer beliebigen durch A1 und
A2 verlaufenden Lorenzkurve dar: Jede durch diese Punkte verlaufende Lo-
renzkurve zeigt eine geringere Konzentration (oder verletzt die Konvexitéts-
eigenschaft).

Mit geometrischen Uberlegungen ausgehend von Abb. 2 leiten die Work-
shopteilnehmerinnen und —teilnehmer nun in mehreren Teilschritten eine
Formel fiir den Inhalt der eingeschlossenen Flache in Abhéngigkeit von den
beiden Geradensteigungen her. Die Maximierung dieser Funktion und somit
die Bestimmung der oberen Schranke fiir den Gini-Koeffizienten erfolgt mit
Hilfe des CAS Maple.



11t : Den Abschluss bilden der
Vergleich der rechnerisch
gefundenen Losung mit der
08 zuvor in GeoGebra experi-
mentell bestimmten maxi-
malen Konzentrationsfla-
che sowie eine Kkritische
Diskussion einschrianken-
der Bedingungen fiir die
Losung (Uberpriifung der
. Randwerte, Sonderfille,
0.2 > ] von den Geradensteigungen
ING ' zu erfiillende Eigenschaf-
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moglicht, wie im beschrie-
Abbildung 2: Screenshot des interaktiven GeoGebra-App- ;
lets zur Bestimmung einer oberen Schranke fiir den Gini- beqen Workshop, cinen
Koeffizienten weiten Bogen von grundle-

gender beschreibender Sta-
tistik bis hin zu komplexen Modellierungs- und Optimierungsaufgaben. Das
unterschiedliche Anspruchsniveau erfordert eine umfassende Differenzie-
rung, bietet jedoch umfangreiche Moglichkeiten fiir vernetzte, abwechs-
lungsreiche Aufgaben.
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