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Flexibles Verstehen der ganzen Zahlen und Operationen im
Kontext der Grundschullehrerausbildung

Dieser Beitrag zeigt eindriicklich auf wie komplex die schriftlichen Re-
chenverfahren der Addition und Subtraktion in threm Verstindnis sowohl
fiir Kinder als auch fiir Lehramtsstudierende sind. Zur Erarbeitung dieser
schriftlichen Rechenverfahren kommt der Analyse und der Arbeit mit di-
daktischen Materialien eine bedeutsame Rolle zu. Die Ergebnisse einer de-
taillierten Analyse weisen darauf hin, dass die Materialien ganz unter-
schiedliche Prinzipien unseres Zahlsystems fokussieren und erst die Sum-
me der vorgestellten Materialien ein flexibles Verstehen der ganzen Zahlen
und Operationen unterstiitzt. Insbesondere die Verkniipfung des Prinzips
der Biindelung mit dem Prinzip des Stellenwerts ist hierfiir entscheidend.

1. Zahlverstandnis von Kindern und Lehramtsstudierenden

Der Zusammenhang zwischen verschiedenen Biindelungseinheiten (Einer,
Zehner, Hunderter, etc.) ist nicht selbsterkldrend. Allein die unterschiedli-
chen Worter wie z.B. ,,Zehn* und ,,Zehner konnen zu Verstandnisschwie-
rigkeiten fiihren. So entwickeln Kinder hiufig eine Vorstellung von Einern
und Zehnern, in der diese in keiner Beziehung zueinander stehen (Cobb &
Wheatley, 1988; Gaidoschik, 2014). Einer sind darin ,.,klein* und Zehner
»grol* (Ladel & Kortenkamp 2014). Die Ergebnisse der Untersuchungen
von Kamii (1986) und Ross (1990) zeigen, dass nur etwa die Halfte der
Kinder in der vierten Klasse verstehen, dass die 1 in der Zahl 16 fiir 10
steht. Kouba & Wearne (2000) berichten, dass nur 60% der 8-Klassler in
der Lage sind eine dreistellige Zahl zu schreiben, wenn ihnen Ziffern und
Angaben zu deren Stellenwert gegeben werden.

Das fehlende Verstindnis fiir den Zusammenhang verschiedener Biinde-
lungseinheiten fiihrt hdufig zu einem verstdndnislosem Anwenden von Pro-
zeduren und Algorithmen. Dies kann sich nachteilig auf Kinder auswirken
(Ball, 1988/1989, Constance Kamii, 1986; Pesek und Kirshner, 2000). So
16sten in einer Studie von Kamii (1994) Zweit- und Drittkldssler, welche
die Algorithmen nicht gelehrt bekommen hatten, die Aufgabe 504 — 306
erfolgreicher als Viertklassler, welche die Algorithmen gelernt hatten.

Bei den Lehramtsstudierenden sind die Ergebnisse dhnlich. Es mangelt
thnen an einem grundlegenden Verstindnis unseres Zahlensystems und der
schriftlichen Rechenverfahren (Ball, 1989; Ma, 1999; Ross, 2001; Zazkis
& Khoury, 1993). Obwohl die meisten Lehramtsstudierenden die schriftli-
chen Rechenverfahren zwar durchfithren konnen scheitern sie daran diese
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verstdndnisvoll zu erkldaren (Ball, 1988/1989; Ma, 1999). So sind laut Ross
(2001) nur 53% der Lehramtsstudierenden in der Lage zu vermitteln, dass
die 2 in 25, 20 représentiert.

Thanheiser (2014) unterscheidet aufgrund ihrer Untersuchungen vier unter-
schiedliche Typen der Zahlvorstellung bei Lehramtsstudierenden (Abb. 1).
Typ 1 Reference Units und Typ 2 Groups of Ones entsprechen korrekten
Vorstellungen, Typ 3 Concatenated Digits und Typ 4 Concatenated Digits
Plus sind hingegen fehlerhaft.
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Abbildung 1: 4 Typen der Zahlvorstellung bei Lehramtsstudierenden

In Untersuchungen von 190 Lehramtsstudierenden sind 19% den Reference
Units oder Groups of Ones zuzuordnen und 81% den Concatenated Digits
bzw. Concatenated Digits Plus!

2. Ziffernwert — Stellenwert — Zahlenwert

Zur Erarbeitung eines verstindnisvollen Umgangs mit Zahlen und Operati-
onen sind Handlungen mit didaktisch gutem Material von besonderer Be-
deutung. Hierzu werden im Folgenden die Montessori-Karten, das Mehr-
systemmaterial sowie die App ,,Stellenwerttafel* (Kortenkamp 2012-2016)
detailliert betrachtet (Tab. 1) sowie dabei die Begriffe Ziffernwert, Stellen-
wert und Zahlenwert geklart.

Multipliziert man bei einer Zahl (z.B. 389) den Wert einer Ziffer (z.B. 3)
mit dessen Stellenwert (hier: 100), so erhélt man nach dem multiplikativen
Prinzip deren Zahlenwert (hier: 300). Werden die Zahlenwerte addiert
(hier: 300 + 80 + 9), so erhilt man den Zahlenwert der ganzen Zahl (additi-
ves Prinzip). Zur Veranschaulichung und Fokussierung dieses additiven



Prinzips eignen sich die Montessori-Karten sehr gut. Diese sind so gestal-
tet, dass die Zahlenwerte der einzelnen Ziffern durch auseinanderschieben
sichtbar gemacht werden konnen, bzw. das additive Prinzip durch Aufei-
nanderlegen der verschiedenen Zahlenwerte verdeutlich wird. Aufgrund
threr symbolischen Reprisentationsform sind die Montessori-Karten einem
hohen Abstraktionsniveau zuzuordnen. Diese Vorstellung von Zahlen ent-
spricht dem Typ Group of Ones.

Montessori- Mehrsystem- App ,,Stellen-
Karten material ~werttafel”

Reprisentation 389

der Zahl 389 300 809

Représenta- Symbolisch Enaktiv mit Er- | Symbolisch und
tionsform / halt des Volu- enaktiv verkniipft
Abstraktions- mens mit einheitlichen
niveau Zéhlmarken
Direkte Verbin- X X

dung der ge-

schriebenen

Zahl mit ihrem

Zahlenwert

Sichtbare 10:1 X X
Gruppierung

Tabelle 1: Material zur Forderung eines verstindnisvollen Umgangs mit Zahlen und Operationen

Wird der Wert einer Ziffer (z.B. 3) zusammen mit dessen Stellenwert in
Form der Biindelungseinheit genannt (hier: Hunderter), so erhdlt man die
Zahlenwerte unter Angabe der Biindelungseinheit (z.B. 3 Hunderter). Da-
bei wird das Prinzip der Bilindelung fokussiert. Zur Veranschaulichung eig-
net sich sehr gut das Mehrsystemmaterial. Die Biindelungseinheiten nach
dem Dezimalsystem sind vorgegeben und die Handlung des Biindelns wird
durch Tauschen vollzogen (vgl. Ladel 2014). Die Arbeit mit dem Mehrsys-
temmaterial entspricht einer sehr niedrigen Abstraktionsstufe, da das Mate-
rial durch den Erhalt des Volumens gekennzeichnet ist und in der enaktiven
Représentationsform damit gehandelt wird. Der Angabe von Biindelungs-
einheiten entspricht der Typ Reference Units.



Fiir einen verstdndnisvollen Umgang mit dem schriftlichen Additions- und
Subtraktionsverfahren muss das Prinzip des Stellenwerts mit dem Prinzip
der Biindelung verkniipft werden. Voraussetzung ist die vorherige Erarbei-
tung der beiden Prinzipien im Einzelnen und deren gesichertes Verstdndnis.
Umgesetzt ist diese Verknilipfung sehr anschaulich in der App ,,Stellenwert-
tafel. Ist die App so eingestellt, dass die Zahl angezeigt wird (,,Show to-
tal®), so ist auf einen Blick sichtbar, dass sich beim Verschieben eines
Plittchens in eine andere Spalte nicht der Wert der Zahl dndert sondern de-
ren Darstellung. Die symbolische Reprisentationsform ist dabei automa-
tisch mit der enaktiven verkniipft. Das Material ist abstrakter als das Mehr-
systemmaterial, da die Zdhlmarken nicht mehr den Erhalt des Volumens
visualisieren, sondern wie die Ziffern auch gleichartig sind (Abb. 2).
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Abbildung 2: Entbiindeln mit der App "Stellenwerttafel"

3. Ein Beispiel der Anwendung

In einem Seminar an einer Universitdt im Nordwesten der Vereinigen Staa-
ten arbeiteten 19 Lehramtsstudierende {iber 6 Unterrichtsstunden (jeweils 3
Doppelstunden von 110 min) hinweg mit diesen drei Materialien. Es wur-
den Einzelinterviews geflihrt, schriftliche Arbeiten verfasst, Befragungen
vorgenommen sowie Tests durchgefiihrt (ndhere Informationen s. Thanhei-
ser 2009; 2010; 2014; Thanheiser et al., 2013). Wiahrend vor dem Kurs
noch lediglich 2 Lehramtsstudierende den Typen Reference Units und
Groups of Ones zuzuordnen waren und 15 Lehramtsstudierende den Typen
Concatenated Digits sowie Concatenated Plus, waren es abschlieBend 14
in den ersten beiden Typen und 5 in den zuletzt genannten.
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