Norbert CHRISTMANN, Kaiserslautern

Mathematik hinter der Musik —
Musik Uber Mathematik Anregungen fur den
Mathematikunterricht in den Sekundarstufen

Dieser Beitrag stellt Anknlpfungspunkte (inkl. Literaturhinweise) zum The-
menkreis Mathematik und Musik flr den Mathematikunterricht der Sekun-
darstufen zusammen, insbesondere solche, die Mathematiklehrende auch
ohne Musikstudium unterrichten kénnen. Dabei kann Softwarenutzung zur
Uberwindung der Scheu vor Anwendungen aus der Musik helfen.

Geometrie und Musik

Halt man bei Tonereignissen Klangfarbe und Lautstarke konstant, so kann
der verbleibende Ablauf eines Musikstlickes im Tonh6hen-Zeit-Diagramm
beschrieben werden, in Musiksoftware auch in Form der Pianorolldarstel-
lung. In dieser kann analog zu DGS-Systemen gearbeitet werden, insbeson-
dere konnen sehr gut musikalische Transformationen (Transposition, Um-
kehrung, Krebs) der Motive verfolgt werden. Vergleiche mit geometrischen
Abbildungen bieten sich an, entsprechende Aufgaben finden sich in Schul-
blchern (z. B. Fokus RP 8, Cornelsen Verlag, S. 96/97).

Die konsequente Geometrienutzung durch A. Part in ,,Spiegel im Spie-
gel“ beim schrittweisen Aufbau der F-Dur-Skala erkennt man in der Pia-
norolldarstellung, besonders deutlich in der DGS-Ubertragung, bei der nur
Skalentone als Ordinate auftreten: Spiegelung von A3 an waagrechter a-
Achse mit anschlieBender Translation fihrt zu B3. Spiegelung von A3 an
passender senkrechter Achse mit VVorschalten des neuen Tons fihrt zu A4.
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Piano-Rolleditor- und DGS-Auszug der Melodiestimme A. Part: Spiegel im Spiegel
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Beispiel zur Statistik: Intonation bei Blasinstrumenten

Blasmusiker*innen stimmen einen Ton ihres Instrumentes mittels Stimmge-
rat auf die exakte Hohe ein, danach nutzen sie Grifftabellen zum Spielen.
Dabei treten bauart- und fahigkeitsbedingt Abweichungen von der Norm auf.

Abweichungen werden bei Stimmgeraten in Cent angezeigt. Dazu wird
eine Oktave gleichstufig in 1200 Miniintervalle unterteilt, jede Klaviertaste
(Frequenz fo) wird dabei quasi durch 100 Tasten (Frequenzen foC* (k =0, ...,
99 mit C = 2(1/1200)) ersetzt. Die Abweichung in Cent zwischen dem Ziel-
ton mit Frequenz f und dem erreichten Ton mit Frequenz f* kann dann durch
die Zahl der Tasten zwischen den zugehdrigen Tasten beschrieben werden,
durch C(f,f*) := 1200 *1g(f/f,)/1g(2) auch berechnet werden.
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Fir Blechblasinstrumente (z. B. Trompete) kann man die bauartbedingten
Fehler grob begriinden. Diese Instrumente nutzen die Naturtonreihen. Fir
Zwischentone ist die Rohrlange zu verlangern. Bei der Zugposaune ge-
schieht dies Uber den Zug, bei Ventilinstrumenten muss der Schall bei ge-
dricktem Ventil einen zusétzlichen Bogen durchlaufen. Dadurch wird die
aktuelle Frequenz niedriger. Die Lange der Ventilbdgen wird so gewahlt,
dass beim Driicken des mittleren Ventils der Ton um einen Halbton (HT)
erniedrigt wird, Dricken des ersten (dritten) Ventils senkt den Ton um einen
Ganzton (drei HT). Durch gleichzeitiges Driicken mehrerer Ventile werden
auch groRere Erniedrigungen erreicht (1 (0) fur Ventil (nicht) gedriickt) :

110: 3HT; 011:4HT,; 101:5HT; 1116 HT.
Beim Ausgangston g* werden mit diesen Griffen e°, d#°, d*, c#* erreicht.

Leider sind die so durch Mehrfachdriicken gebildeten Téne zu hoch, denn
die Summe der zugehdrigen Rohrverldngerungen ist zu klein.

Die erforderlichen Langen der Ventilbogen lassen sich leicht berechnen. Fir
die zu einer Rohrlénge L gehdrende Frequenz f gilt f ~1/L. Ist die Ausgangs-
rohrlange L, mit der Frequenz f, und q:= 2°(1/12), so gilt fir die Frequenz
f(k) des Tones, der k Halbtone tiefer liegt als der zu f, gehdrenden

f(k) = foq®, tiber /o = Lo/L(K) = q*
ergibt sich fir die zugehorige Lange L(k) die Bedingung L(k) = q~Lo.
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Daher gibt p(k):= 100(q*— 1) den Prozentsatz an, um den das Rohr zu ver-
langern ist, damit die Frequenz um k Halbténe nach unten geht. Mit Hilfe
der Centrechnung ergeben sich fiir die o.a. Zwischentone e‘, d#°, d°,
c#* (Rohrlangen (q+g"2-1)L,, (9+9*3)L,, (9"2+q"3)L,, (q+0"*2+g"3)L,) in
Cent die Abweichungen 10,6; 15,5; 30.3; 53,6, also bei weitem zu hohe
Werte. Diese kdnnen nicht durch Ansatz allein ausgeglichen werden, daher
mussen die Instrumentenbauer (z. B. durch zusatzliche Ziige) nachhelfen.
Generell zeigt sich, dass Modellrechnungen allein nicht zum Ziel fihren,
sondern auch experimentelle (handwerkliche) Methoden notwendig sind.

Wenn also in einer Klasse Musiker*innen sind, kdnnen mit denen Intonati-
onstabellen (Stimmgeratausschldge zur Datensicherung filmen) aufgenom-
men werden, um diese fiir statistische Uberlegungen zu nutzen. Fiir das wei-
tere VVorgehen siehe Christmann (2012) (Arbeit auch im Netz abrufbar).

Die Auswertung kann mit dem von Van de Giessen (2011) beschriebenen
Programm VUstat (vgl. Link) erfolgen. Dessen Modul Metronom zum Tes-
ten rhythmischer Féhigkeiten kann auch fir unregelméi3ige Rhythmen ge-
nutzt werden, z.B. fiir den 5/4-Takt mit Schlégen auf 1,4,5 oder auch 1, 2
und, 4, 5. Es ergeben sich beim Vergleich der Ergebnisse der Probanden
eventuell heftige Diskussionen, aber keine eindeutigen Losungen.

In den Themenkreis Zufall als gestaltendes Mittel kann z. B. mit dem Vi-
deo zu M. Duchamps ,,La marie mise a nue par ses célebataires, méme: Er-
ratum musical “ eingefthrt werden (Link s.u.).

Durch die Aufgabe, Vorgaben aus dem Blockfotenquartett-Anfang von B.
Margolis (Tonh6hen durch natiirliche Zahlen 1, 2, ..., 24 festlegen)

70’ Lange Tone tief, 10 °*° Grofie Pause; 30 *° Bass Solo — Lange Tone in
Spriingen; 25 * Tenor gebunden; 10 *° Alt gebunden; 20 *° Sopran gebun-
den; 5 "’ G. P.; 15 > Hohe Tone — schnelles staccato; 5 °° G. P.; 30’ Lange
Tone — nur Akkorde.

zu modellieren, erfahren die Lernenden die Bedeutung unterschiedlicher
Verteilungen beim zufalligen Gestalten von Musik, vgl. auch die Methoden
von I. Xenakis (kurz beschrieben in Christmann 2008).

Die Methode von D. Cope, vorhandene Musik in typische Bestandteile zu
zerhacken, diese nach ihrer Funktion in ,,Urnen‘ sortiert zu sammeln und
nach VVorgabe einer Form daraus durch Ziehen aus den Urnen zu neuen Wer-
ken zusammen zu setzen (Link s.u.), kann bei Gberschaubarem Ausgangs-
material auch handisch genutzt werden. Beispiel: Man nehme einen Jazz-
standard mit Akkordangaben, dazu ein Heft mit Jazz-Improvisationen im Stil
von XY. Erwirfeln (nach geeigneten Mechanismus) halber Takte aus dem
Heft gemaR Harmonien des Standards ergibt eine Improvisation zu diesem.
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Internet-Links (Stand 1. Marz 2018)

https://vimeo.com/54930332: Video zu La marie mise a nue par ses célebataires, méme:
Erratum musical — Marcel Duchamp (1913)
https://www.youtube.com/watch?v=4n6aB4aasyq : Eine Auffiihrung der Hauptsatzkan-
tate von F. Wille (Vertonung des Hauptsatzes der Infinitesimalrechnung)
http://www.editions75.com/ Werke von Tom Johnson (mit Themen aus der Mathematik)
https://www.youtube.com/watch?v=6yXQingLmac Eine Auffihrung Narayanas Kiihe
von Tom Johnson (Vertonung einer Rekursionsformel)
http://music.ucsc.edu/faculty/david-cope Homepage von D. Cope mit Beispielen zu sei-
ner Methode, neue Klassiker mittels Computer zu erwiirfeln
http://vustat.de/index.html Deutsche Homepage des in den Niederlanden entwickelten
Statistikprogramms VUstat, Download einer Entwicklungsversion derzeit kostenlos
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