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Stoffdidaktische Analysen zur Ableitung im Ein- und
Mehrdimensionalen

Differenzierbarkeit und Ableitungen sind wichtige Themen in der Schule und
Hochschule. Die R-Ableitung wurde bereits von anderen Autoren, vor allem zur
Aufbereitung fiir den Schulunterricht, stoffdidaktisch analysiert. Im R™ gibt es
verschiedene, nicht &quivalente Differenzierbarkeitskonzepte: das totale
Differential, die partielle Ableitung, die Richtungsableitung und den Gradienten.
Diese konnen jeweils einzeln fiir sich sowie im Zusammenspiel miteinander
betrachtet werden. Ausgehend von Modellen zur Ableitung im Eindimensionalen,
die vor allem aus dem Schulkontext stammen, entwickeln wir ein Modell zur
Einordnung der Ableitung im Hochschulkontext fiir den Fall eines ein- oder
mehrdimensionalen Definitionsbereichs. Beispielhaft wird in diesem Artikel ein
Einblick in die stoffdidaktische Analyse des totalen Differentials gegeben.

HuBBmann und Prediger (2016) unterscheiden vier Ebenen der stoffdidaktischen
Analyse: die formale Ebene, bei der es um die Behandlung mathematischer
Objekte und Phidnomene in ihrer formalen Prisentation und logischen Struktur
geht, die semantische Ebene, bei der Sinn und Bedeutung des mathematischen
Themas sowie epistemologische Aspekte betrachtet werden, was auch
Grundvorstellungen (vom Hofe, 1995) einschlief3t, die konkrete Ebene, bei der es
um die Behandlung eines Lehr-Lern-Szenarios geht, und die empirische Ebene
zur Behandlung kognitiver und sozialer Aspekte des Denkens von Lernenden.
Unsere hier dargestellten Uberlegungen lassen sich auf der formalen und
semantischen Ebene verorten.

Vorstellung des Modells

Im hochschulmathematischen Kontext nimmt insbesondere die Definition eines
Konzepts eine besondere Rolle ein (Alcock & Simpson 2016). Daher wird diese
in unserem Modell fir die Hochschuldidaktik in besonderem Malle
berticksichtigt. Angelehnt an das Konzept der Aspekte und Grundvorstellungen
(Greefrath, Oldenburg, Siller, Weigand & Ulm, 2016) und die Unterscheidung
von Concept Definition und Concept Image (Tall & Vinner, 1981) formulieren
wir fiir jedes Differenzierbarkeitskonzept auf der formalen Ebene Aspekte. Dabei
handelt es sich um dquivalente, aber konzeptuell verschiedene Definitionen dieses
Konzepts.

Die Betrachtung verschiedener Modelle zur Verortung der R!-Ableitung
(Greefrath et al., 2016; Kendal & Stacey, 2003, Zandieh, 2000) fiihrt uns fiir die
Analyse auf semantischer Ebene auf die Unterscheidung verschiedener
Deutungskontexte, die fiir die Betrachtung der Bedeutung von
Differenzierbarkeitskonzepten eine Rolle spielen: den analytisch-algebraischen
Kontext, den approximativen Kontext, den geometrischen Kontext und die
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Deutung im realweltlichen Modell. Der geometrische Deutungskontext wird
weiterhin unterteilt in den abstrakt-geometrischen, bei dem es um Deutungen am
Funktionsgraphen geht, und den real-geometrischen, bei dem die abstrakt-
geometrischen Deutungen auf die Vorstellungen von hiigeligen Landschaften in
der realen Welt iibertragen werden. Im analytisch-algebraische Deutungskontext
werden dabei innermathematische Eigenschaften der Definition und des Konzepts
behandelt, die nicht zu anderen Deutungskontexten gehoren.

,ZApproximativ* bedeutet, dass die Ableitung fiir eine Ndherung genutzt wird oder
Abschétzungen verwendet werden. Hierbei kann zum einen die Ableitung lokal
als lineare Nédherung fiir die Differenz der Funktionswerte verstanden werden und
zum anderen die Ableitung fiir eine lokale affin-lineare Approximation der
Funktion genutzt werden. Zum geometrischen Deutungskontext zdhlen wir
samtliche Deutungen 1m kartesischen Koordinatensystem, in Bezug auf
Funktionsgraphen sowie die Verwendung von Wortern wie ,,Tangente* oder auch
— im Mehrdimensionalen daran angelehnt — Tangential(hyper)ebene dazu, sowie
alle ,klassisch* geometrischen Begriffe wie Geraden und Ebenen. Die Deutung
im ,,realweltlichen Modell* beinhaltet die modellhafte Anwendung des Konzepts
auf Realsituationen, beispielsweise die Deutung der Momentangeschwindigkeit
als zeitliche R-Ableitung der Ortsfunktion.

Jeder der Aspekte kann dann auf die zugehorigen Deutungen in den
entsprechenden Deutungskontexten hin untersucht werden.

Beispielhafte Analyse des totalen Differentials fiir Funktionen R" —» R

Die Definitionen des totalen Differential konnen in Hinblick auf zwei Facetten
unterschieden werden: Zum einen die Darstellung des totalen Differentials als
lineare Abbildung, 1 X n-Matrix, Zeilenvektor oder n-Tupel, und zum anderen
die definierende Eigenschaft von totaler Differenzierbarkeit. Hier werden
beispielhaft zwei Aspekte, bezeichnet als (T1) und (T4), betrachtet:

(T1) Eine Funktion f: R™ — R heif}t total differenzierbar an der Stelle ¢ € R™, wenn eine lineare Abbildung

Ag:R™ > R existiert, sodass in einer Umgebung von § gilt: f(§ + h) = f(§) + Az (h) + @z (h), wobei ¢;

eine in einer Umgebung von 0 € R™ definierte Funktion mit Werten in R ist mit Lirr(l) Tl(T}h) = 0. Im Fall ihrer
Existenz ist die lineare Abbildung A; eindeutig und wird als totales Differential von f an der Stelle ¢

bezeichnet.

(T4) Eine Funktion f:R™ — R heilit total differenzierbar an der Stelle { € R™, wenn f in & partiell

differenzierbar ist und }1111(1] f(&h)_]'rlij?_]f(a'h = 0 gilt, wobei J(§): = <:Tf ) 2L (f)>. In diesem Fall ist
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das totale Differential von f an der Stelle § gegeben durch J¢(£).

Auf analytisch-algebraischer Ebene ist zunichst festzustellen, dass im Aspekt
(T1) die Definition des totalen Differentials in einer relational-deskriptiven
Formulierung (Richenhagen, 1985) erfolgt. Das totale Differential wird als lineare
Abbildung bezeichnet, was die mit Linearitit verbundenen Vorstellungen
induziert. Mit diesem Aspekt ist eine koordinatenfreie Darstellung moglich. Im
Aspekt (T4) erfolgt die Definition konstruktiv als Matrix der partiellen
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0 erfillt. Als wesentlicher Unterschied zur partiellen Ableitung und zur
Richtungsableitung kommt beim totalen Differential bei allen Aspekten deutlich
zum Tragen, dass hier beliebige (kleine) Anderungen der Funktion betrachtet
werden konnen und nicht nur solche in eine feste Richtung, dass also die
verschiedenen Richtungen in geeigneter Weise ,,zusammenpassen*.

Ableitungen, sofern diese Matrix J¢(§) die Bedingung rllir%

Die approximative Deutung des totalen Differentials ergibt sich bei den Aspekten
(T1) und (T4) unterschiedlich deutlich. Nach (T1) wird das totale Differential als
lineare Abbildung eingefiihrt, mit deren Hilfe der Verlauf der Funktion f in der
Nédhe von ¢ approximiert werden kann. Diese Vorstellung wird durch die
Gleichung in der Definition gefordert, sodass sich die Nédherung f(& + h) =
f(&) +Ag(h) ergibt. Das Ungefihrzeichen kann dabei durch die
»Fehlerfunktion” ¢ prazisiert werden. Auch fir den Aspekt (T4) ist die
approximative Deutung bereits in der Definition enthalten, jedoch versteckter als
im ersten Fall, da hier die Definition keine Gleichung der Form f(¢ + h) = --
enthilt. Durch den Grenzwertausdruck wird jedoch auch hier angegeben, dass der
relative Fehler, den man macht, wenn man f (¢ + h) = f(§) + J#($) - h schreibt,
klein ist.

Die abstrakt-geometrische Deutung ergibt sich bei allen Aspekten nicht direkt aus
der Definition. Das totale Differential kann aber zur Beschreibung der
Tangential(hyper)ebene als n-dimensionaler affiner Unterraum des R**! genutzt
werden. Diese kann als der Graph des totalen Differentials (so verschoben, dass
der Punkt (&, f(£)) dem Ursprung entspricht) verstanden werden, wenn das totale
Differential als Abbildung verstanden wird (wie bei (T1)). Nach Aspekt (T4) kann

die Tangential(hyper)ebene als die Menge {(h, fE)+]e (&) - (h—¢ )) |h € R”}

verstanden werden, wobei nun die Eintrdge der Matrix den Steigungen der
Tangentialebene in Richtung der jeweiligen Koordinatenachsen entsprechen.
Die real-geometrische Deutung ist eine Ubertragung dieses Phinomens auf den
dreidimensionalen Anschauungsraum: Beschreibt f:R?* > R die Hohe in
Abhiéngigkeit von einem durch zwei Koordinaten gegebenen Punkt, ergibt deren
Graph also die Relieflandkarte eines hiigeligen Gebiets, so bedeutet deren
Differenzierbarkeit, dass der entsprechende Hiigel jeweils lokal wie eine Ebene
erscheint.

In verschiedenen realweltlichen Anwendungen werden vor allem partielle
Ableitungen betrachtet, sodass hierfiir der Aspekt (T4) relevanter erscheint als
(T1). Wichtig ist, dass mit dem totalen Differential auch hier mehrere
Komponenten gleichzeitig verdndert werden konnen. Mit dem totalen Differential
kann zum Beispiel das Anderungsverhalten einer Funktion, die die Temperatur in
Abhéngigkeit von Zeit und Ort im dreidimensionalen Raum angibt, beschrieben
werden.



Das Zusammenspiel der verschiedenen Konzepte kann ebenfalls nicht nur auf der
formalen (vgl. Lankeit & Biehler, 2019), sondern auch auf der semantischen
Ebene betrachtet werden. So kann die Betrachtung der Zusammenhédnge von
Konzepten zum Erkennen der Bedeutung dieser beitragen (beispielsweise, dass
totale Differenzierbarkeit Stetigkeit impliziert, partielle Differenzierbarkeit
jedoch nicht) und neue Interpretationen ermdéglichen: Der Zusammenhang des
totalen Differentials und der Richtungsableitung fiihrt zur Deutung des totalen
Differentials an einer Stelle ¢ als die lineare Abbildung, die jedem Vektor v € R"
die lokale Anderungsrate der Funktion an der Stelle ¢ in Richtung v zuordnet.

Ausblick

Im weiteren Verlauf erfolgt zunichst eine Lehrbuchanalyse auf Grundlage dieses
Modells, bei der die Darstellung der verschiedenen Differenzierbarkeitskonzepte
unter den Gesichtspunkten der Aspekte und Deutungskontexte sowie der
Anbindung an  die eindimensionale = Ableitung und  mogliche
Verallgemeinerungen wie die Fréchet-Ableitung im unendlich-dimensionalen
Fall betrachtet und verglichen werden. Dariiber hinaus kann das Modell als
Grundlage fiir verschiedene weitere wissenschaftliche Untersuchungen zu
Ableitungen 1im Mehrdimensionalen dienen. Es leistet auflerdem einen
lehrpraktischen Beitrag, indem es als Inspiration fiir die Planung und Reflexion
von Lehrveranstaltungen zur mehrdimensionalen Analysis genutzt werden kann.
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