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Nebulose geometrische Konstruktionsaufgaben

Inspiriert durch eine Ubungsaufgabe aus dem Schulbuch ,,Elemente der Ma-
thematik* fiir die Mittelstufe von Reidt, Wolff und Athen und im Sinne eines
Add-ons fiir die bekannte Konstruktions-App ,,Euclidea® mochten wir im
Rahmen dieses Beitrags exemplarisch anhand zweier Beispiele eine Klasse
von geometrischen Konstruktionsaufgaben vorstellen, die wir als ,,nebu-
16s*“ bezeichnen wollen. Nebulds werden Konstruktionsprobleme, indem
man bestimmte Objekte, wie beispielsweise Punkte oder Geraden, sperrt, so-
dass sie wihrend der Konstruktion nicht genutzt werden konnen. Diese Be-
schrankung erlaubt es uns, klassische Konstruktionsaufgaben nochmals neu
zu durchdenken.

Zwei nebulose Konstruktionsaufgaben

Wir beginnen mit der Beschreibung zweier Konstruktionsaufgaben, wobei
erstere sinngemal aus o.g. Lehrwerk (S.105) entnommen ist:

e Gegeben seien zwei Geraden g und h, die sich in einem gemeinsamen
Punkt S schneiden, sowie ein Punkt P, der weder auf g noch auf h liegt.
Konstruiere die Verbindungsgerade PS der beiden Punkte P und S.

e Gegeben sei ein Trapez ABCD, das kein Parallelogramm ist, durch die
Tragergeraden seiner Seiten. Die Trigergeraden AB und CD seien parallel
zueinander. Konstruiere den Schnittpunkt der Diagonalen des Trapezes.

Beide Aufgaben sind zunichst trivial und erfordern keinerlei Uberlegungen
zu deren Losung. Nun kommen jedoch die folgenden Bedingungen hinzu,
die die obigen Aufgaben zu ,,Nebulosen Konstruktionsaufgaben werden
lassen: In der ersten Aufgabe ist der Punkt S fiir die Losungskonstruktion
nicht zugelassen und in der zweiten fordern wir, dass die Eckpunkte A, B, C
und D des gegebenen Trapezes nicht nutzbar sind. Die jeweiligen Objekte
diirfen also nicht fiir die Konstruktion einer Losung verwendet werden.

Eine allgemeine abbildungsgeometrische Losungsstrategie

Obige Aufgaben und noch viele weitere nebuldse Konstruktionsaufgaben
lassen sich mit der folgenden allgemeinen Idee 16sen: Wende eine geometri-
sche Abbildung (z. B. eine Verschiebung, eine Drehung, eine Spiegelung
oder eine zentrische Streckung) auf die Ausgangssituation an, um die ge-
sperrten Objekte aus dem Nebel herauszuziehen. Fiihre dann die gefragte
Konstruktion an der erhaltenen Bildfigur durch. Wende schlieBlich die Um-
kehrabbildung an, um das konstruierte Objekt an die gewiinschte Stelle in
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Bezug auf die Ausgangsfigur zu transferieren. Dieser Idee folgend ldsst sich
die erste Aufgabe mithilfe einer Achsenspiegelung wie folgt 16sen:

1) Zeichne die Senkrechte zur Geraden g durch den Punkt P. Sei Q der
Schnittpunkt dieser Senkrechten mit h. Wihle einen von Q verschiedenen
Punkt R auf h.

2) Zeichne den Kreis um Q durch R.

3) Zeichne den Kreis um P durch R. Sei R’ der von R verschiedene Schnitt-
punkt der Kreise aus 2) und 3).

4) Zeichne die Gerade QR’. Sei S’ der Schnittpunkt von QR’ und g.

5) Zeichne die Gerade S'P. Sei T ein von S’ und P verschiedener Schnitt-
punkt von S’P und dem Kreis aus 3).

6) Zeichne den Kreis um Q durch T. Sei U der von T verschiedene Schnitt-
punkt des Kreises aus 6) und des Kreises aus 3).

7) Zeichne die Gerade PU. Es handelt sich um die gesuchte Gerade.
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Abb. 1: Eine 7-Schritt-Losung der Winkelteilungsaufgabe

Die Konstruktion 16st die Aufgabe in 7 Schritten. Dabei wird das Zeichnen
der Senkrechten als in einem Schritt durchfiihrbar betrachtet und das Wahlen
von Punkten schritttechnisch vernachléssigt. Bei der in Schritt 1) gezeichne-
ten Senkrechten handelt es sich um die Achse, an der gespiegelt wird. Wir
haben die Achse so gewihlt, dass die Gerade g eine Fixgerade der Spiege-
lung ist. Durch diese Wahl konnen wir im Vergleich zu einer beliebigen
Wahl der Spiegelachse Konstruktionsschritte einsparen. Legt man der Kon-
struktion statt der Achsenspiegelung eine andere geometrische Abbildung zu
Grunde, so lasst sich die Anzahl der Konstruktionsschritte auf analoge Weise
durch Berticksichtigung der Fixelemente der Abbildung reduzieren. Erachtet
man neben dem Zeichnen von Verbindungsgeraden, Kreisen und Senkrech-
ten auch das Zeichnen von Mittelsenkrechten, Winkelhalbierenden und Pa-
rallelen als in jeweils einem Schritt durchfiihrbar, so ldsst sich fiir die
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Aufgabe eine 6-Schritt-Losung, die auf einer Punktspiegelung an P beruht,
eine 5-Schritt-Losung, die auf einer Verschiebung entlang von g beruht und
eine 5-Schritt-Losung, die eine auf einer zentrischen Streckung mit Streck-
zentrum P beruht, finden. Die oben vorgestellte 7-Schritt-Losung erweist
sich daher schritttechnisch gesehen als nicht sonderlich effizient.

Kurze problemspezifische Losungen

Die allgemeine abbildungsgeometrische Losungsstrategie hat uns im Falle
der zentrischen Streckung und im Falle der Verschiebung jeweils eine 5-
Schritt-Losung der ersten Aufgabe eingebracht. Eine problemspezifische
Losung der Aufgabe, die ebenfalls 5 Schritte bendtigt, lautet wie folgt: Er-
ginze in der Ausgangssituation die durch P verlaufenden Parallelen zu den
gegebenen Schenkeln und erhalte auf diese Weise ein Parallelogramm.
Nutze dann, dass die Diagonalen im Parallelogramm einander halbieren.

Die Aufgabe ldsst sich jedoch sogar in vier Schritten 16sen (Abb. 2, rechts):

1) Zeichne die Senkrechte zu g durch P. Sei A der Schnittpunkt dieser Senk-
rechten mit h.

2) Zeichne die Senkrechte zu h und P. Sei B der Schnittpunkt dieser Senk-
rechten mit g.

3) Zeichne die Gerade AB.

4) Zeichne die Senkrechte zu AB durch P. Bei dieser Senkrechten handelt es
sich um die gesuchte Gerade.

Die Schritte 1) und 2) verschaffen uns ein Dreieck ABS, welches die in 1)
und 2) gezeichneten Geraden als Hohen besitzt. Der Schnittpunkt P dieser
Geraden ist somit der Hohenschnittpunkt des Dreiecks. Bei der in Schritt 4)
gezeichneten Senkrechten muss es sich daher um die dritte Hohe des Drei-
ecks handeln. Folglich lauft sie durch den nebulésen Punkt S. Da sie zudem
per Definition durch P verlduft, handelt es sich um die zu konstruierende
Gerade. Die Kenntnis, dass sich die Hohen des Dreiecks in einem gemeinsa-
men Punkt schneiden, hat uns somit eine elegante problemspezifische Kon-
struktion beschert, die kiirzer ist als samtliche Konstruktionen, die wir mit
der allgemeinen abbildungsgeometrischen Losungsstrategie gefunden ha-
ben.

Wir wenden uns nun der zweiten Aufgabe zu und prédsentieren eine problem-
spezifische Losung (Abb. 2, links), die auf der Tatsache beruht, dass der
Schnittpunkt der Diagonalen eines Trapezes auf der Verbindungsgeraden der
Mitten der einander gegeniiberliegenden parallelen Seiten des Trapezes
liegt:
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Waihle einen Punkt E auf AD.

1) Zeichne die Parallele zu AB durch E. Sei F der Schnittpunkt dieser Paral-
lelen mit BC.

2) Zeichne die Mittelsenkrechte von E und F. Sei G der Schnittpunkt dieser
Mittelsenkrechten mit EF. Sei H der Schnittpunkt von BC und AD.

3) Zeichne die Gerade GH. Sei I der Schnittpunkt von GH und CD. Sei J der
Schnittpunkt von GH und AB.

4) Zeichne den Kreis um I durch H. Sei K ein Schnittpunkt dieses Kreises
mit CD.

5) Zeichne den Kreis um J durch H. Sei L der Schnittpunkt dieses Kreises
mit AB, sodass K und L in verschiedenen Halbebenen beziiglich GH lie-
gen.

6) Zeichne die Gerade KL. Sei S der Schnittpunkt von KL und HG. Dann ist
S der gesuchte Diagonalenschnittpunkt des Trapezes.
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Abb. 2: Eine 6-Schritt-Losung der Trapezaufgabe (links) und eine 4-Schritt-Losung der
Winkelteilungsaufgabe (rechts)

Verfolgt man die allgemeine abbildungsgeometrische Losungsstrategie, so
lasst sich fiir die Aufgabe eine 11-Schritt-Losung basierend auf einer passend
gewihlten Achsenspiegelung, eine 9-Schritt-Losung basierend auf einer pas-
send gewéhlten zentrischen Streckung und eine 9-Schritt-Lésung basierend
auf einer passend gewéhlten Punktspiegelung finden. Bei dieser Aufgabe ist
die gefundene aus nur 6 Schritten bestehende Speziallosung somit sogar
deutlich kiirzer als die von uns mit Hilfe der allgemeinen Strategie gefunde-
nen Losungen. Offen bleibt, ob es sich bei dieser 6-Schritt-Losung beziiglich
der verwendeten Zahlweise tatsachlich um die kiirzeste Losung handelt.
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