Ladislav KVASZ, Karls Universitit zu Prag

Didaktische Aspekte der Entwicklung der Sprache der Ma-
thematik

Mathematik wird oft als die Sprache der Wissenschaft verstanden, aber
man vergisst, dass Mathematik selbst eine linguistische Dimension hat. In
dem ersten Kapitel des Aufsatzes werden verschiedene Potentialitdten der
Sprache der Mathematik diskutiert. Es sind Potentialitdten wie logische o-
der expressive Kraft. In dem Zweiten Kapitel wird beschrieben, wie diese
Potentialititen konstituiert sind. Dadurch wird eine Theorie des Aufbaus
der formalen Sprache der Mathematik vorgeschlagen. Im dritten Kapitel
werden dann einige didaktischen Konsequenzen der vorgeschlagenen The-
orie gezogen.

1. Potentialititen der Sprache der Mathematik

Wir méchten gerne bei dem Studium der Sprache der Mathematik die fol-
genden sechs Potentialitidten unterscheiden:

1. Logische Kraft der Sprache — wie etwa, dass komplexe Formeln in der
Sprache bewiesen werden konnen,

2. Expressive Kraft der Sprache - Welche neue Situationen kann man in der
Sprache ausdriicken, die vorher unausdriickbar gewesen sind,

3. Methodische Kraft der Sprache - welche neue Methoden ermdglicht uns
die Sprache einzufiihren dort, wo auf den vorherigen Stufen nur einzelne
Tricks existierten,

4. Integrative Kraft der Sprache - welche neue Arten von Einheit ermdog-
licht uns die Sprache zu sehen dort, wo wir nur isolierte einzelne Fille ge-
sehen haben,

5. Explanatorische Kraft der Sprache - wie uns die Sprache unsere eigenes
Unvermodgen, das wir an fritheren Stufen der Entwicklung erfahren haben,
zu erkliren ermdglicht,

6. Metaphorische Kraft der Sprache - wie die Sprache, durch Ubertretung
der Regeln ihrer eigenen Syntax, Situationen beschreiben kann, die géngi-
gen Beschreibungen entgehen.

Vier von diesen Potentialitdten sind in unserem Buch Patterns of Change,
Linguistic Innovations in the Development of Classical Mathematics
(Kvasz 2008a, S. 16) beschrieben. Die methodische und die metaphorische
Kraft wurden aber erst vier Jahre spéter in unserem Aufsatz Language in
Change (Kvasz 2012, S. 16) eingefiihrt.



Wir glauben, dass ein wesentlicher Teil des Mathematikunterrichtes zum
Ziel hat, dass Lernende sich diese Potentialitdten aneignen. Wir unterrich-
ten Mathematik nicht nur ihrer selbst wegen, sondern auch um das Denken
der Lernenden zu kultivieren (sehe Kaenders und Kvasz 2011, S. 72-78).
Es scheint, dass die sechs angefiihrten Potentialititen sechs verschiedene
Dimensionen des Denkens beschreiben, die wir kultivieren mochten.

2. Wie werden die Potentialititen konstituiert?

Der Prozess der Konstruktion einer neuen symbolischen Sprache besteht
aus Schritten, die immer wieder in der Geschichte der Mathematik wieder-
holt wurden. In dem folgenden Text werden wir sie am beispiel der Algeb-
ra und der Analysis illustrieren (sehe dazu Kvasz 2006 und Kvasz 2008b).

1. Die logische Kraft der Sprache hiangt eng mit der Einfiihrung einer neu-
en Art von Symbolen zusammen. In der Algebra war das Symbol fiir die
Unbekannte x, in der Analysis das Symbol fiir die Funktion f(X).

2. Die expressive Kraft der Sprache hangt mit der Einfiihrung einer neuen
Operation, die unbegrenzt wiederholbar ist, zusammen. In der Algebra ist

es die Operation der Potenz x, X, x*, x* ..., in der Analysis ist es die Opera-
vion der Ableit df d*f df d*f
ion der itung ——» : :

on e SNG4k dx? Ak ! dx®
dieser Operation haben wir ein semantisches Verstindnis (x ist Lange, X° ist
Fliche, x® ist Volumen; die erste Ableitung ist Geschwindigkeit, die Zweite
ist Beschleunigung), aber die weitere Iterationen verlassen diese Deutung
und setzen sich ganz formal fort.

. Fir einige erste Iterationen

3. Die methodische Kraft der Sprache hiangt mit der Einfiihrung einer Kon-
vention zusammen, die einem epistemischen Unterschied entspricht. In der
Algebra ist es der Unterschied zwischen der Unbekannten und dem Para-
meter X, y, z.../[ a, b, ¢ ...; in der Analysis der Unterschied zwischen dem
Wert und der Abweichung von ihm x... // h....

4. Die integrative Kraft der Sprache hiangt mit der Vereinigung der Aus-
driicke in eine einheitliche Form zusammen, die verschiedenen Sachverhal-
ten entsprechen. In der Algebra werden so Polynome eingefiihrt; in der
Analysis unendliche Reihen. Ein Polynom vereinigt Gleichungen nicht,
weil sie denselben Sachverhalt beschreiben, sondern weil sie formal dhn-
lich sind.

5. Die explanatorische Kraft der Sprache hat mit der Umformung von
Formen zu formalen Priadikaten zutun. In der Algebra sind es Pradikate wie



quadratische oder kubische Irrationalitit; in der Analysis Pradikate wie
stetige oder differenzierbare Funktion,

6. Die metaphorische Kraft der Sprache zeigt sich mit der Erweiterung der
Realitdt um neue Objekte, die durch formale Priadikate definiert werden. In
der Algebra sind das zum Beispiel die negativen und komplexen Zahlen; in
der Analysis die nirgendwo-differenzierbaren Funktionen. Diese Objekte
verletzen die gewohnlichen Eigenschaften der klassischen Objekte der ent-
sprechenden Disziplin.

3. Didaktische Konsequenzen

Die oben beschriebenen sechs Schritte sind oft mit einer Reihe von didakti-
schen Problemen verkniipft.

1. Das Einfiihren einer neuen Art von Symbolen fordert von den Schiilerin-
nen und Schiilern eine Form der Vergegenstiandlichung, wie sie in der The-
orie von Anna Sfard beschrieben wurde.

2. Die Einfiilhrung einer neuen, unbegrenzt wiederholbaren Operation,
braucht auf der einer Seite eine Kontextbezogenheit dieser Operation, um
sie tiberhaupt zu verstehen. Die Erweiterung der Operation iiber jede Gren-
ze verlangt, auf der anderen Seite, ihre Dekontextualisierung. Was die
Schiiler lernen miissen, ist die Verkniipfung der Kontextbezogenheit und
der Dekontextualisiertheit der durch die Operation erzeugten Ausdriicke.

3. Die Einfiihrung der, einem epistemischen Unterschied entsprechenden,
Konvention ist mit dem Problem verkniipft, das dieser Konvention in der
Realitét nichts entspricht. Die Schiilerin/der Schiiler muss lernen diese refe-
rentiell unfassbaren Unterscheidungen zu verstehen.

4. Die Vereinigung der formalen Ausdriicke, die verschiedenen Sachver-
halten entsprechen, aber eine dhnliche Form haben, in einen Polynom ist
auch nicht einfach. Der Schiilerin/der Schiiler muss lernen den Bezug zur
Wirklichkeit zu unterdriicken und durch einen Bezug zu den rein Formalen
Zusammenhdngen zu ersetzen. Die Polynome werden als formale Objekte
verstanden, die keine reale Referenz haben.

5. Die Umformung von Formen zu formalen Pridikaten ist deswegen
schwer zu verstehen, weil die Unterschiede, die durch formale Pradikate
eingefiihrt wurden, nur durch die Sprache zugénglich sind. In der Realitét
entspricht ihnen nichts. Der Schiiler muss lernen, die empirische Realitét
durch eine formale Realitét zu ersetzen.

6. Die Erweiterung der Realitdt um neue Objekte, die mit Hilfe der forma-
ler Pradikate eingefiihrt werden — wie zum Beispiel die komplexe Zahlen —
ist mit der Komplikation verkniipft, dass diese Objekte die gewdhnlichen



Eigenschaften der klassischen mathematischen Objekte verletzen. Die
Schiiler miissen lernen, den Begriff der Realitdt von diesen verletzten Ei-
genschaften zu trennen und sich an einen neuen, viel schwécheren Reali-
tatsbegriff gewohnen. Sie miissen die gewohnlichen Eigenschaften der Ob-
jekte ausblenden und trotzdem ihren Anspruch an Realitdt aufrechterhalten.
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