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CAS-unterstiitzte Beweisprozesse in der Hochschulmathema-
tik: Ein Weg vom experimentellen zum formalen Beweis

Die Mathematik unterscheidet sich von anderen empirischen Wissenschaften
vor allem durch die deduktive Art der Argumentation, diec Beweise charak-
terisiert, daher gilt das Beweisen in der Fachwissenschaft Mathematik als
eine essenzielle, identitatskonstituierende Tatigkeit (Heintz, 2000). Ziel des
Mathematikstudiums ist, Studierende in diese Disziplin einzufiihren (Weber
& Lindmeier, 2020). Da in der Schule oft Plausibilititsiiberlegungen heran-
gezogen werden, um Aussagen oder Regeln zu begriinden (Rach et al. 2016),
die keine deduktiven Argumentationen darstellen, miissen Studierende am
Ubergang Schule-Hochschule erkennen, dass in der Hochschulmathematik
Beweise das zentrale Instrument der Evidenzerzeugung sind (Weber & Lind-
meier, 2020), und sie miissen zum formal-deduktiven Beweisbegriff durch-
dringen. In dieser Arbeit werden Beispiele aufgezeigt, wie Beweisprozesse
in der Hochschulmathematik durch Computer-Algebra-Systeme (CAS) un-
terstiitzt werden konnen, indem im Sinne der Medienintegration auf digitale
Kompetenzen aus der Schulzeit der Studierenden zuriickgegriffen wird.

1. Theoretischer Rahmen

Die Auseinandersetzung mit Beweisen in der Hochschulmathematik erfolgt
nicht problemlos. Zahlreiche empirische Studien synthetisierend identifiziert
Kirsten (2021) drei Bereiche, in denen Studierende wihrend der Begegnung
mit Beweisen Schwierigkeiten haben konnen. Einer dieser Bereiche ist das
selbststindige Konstruieren von Beweisen. Die Autorin konnte feststellen,
dass Schwierigkeiten hierbei u. a. auf Méngel hinsichtlich des Methodenwis-
sens zuriickgefiihrt werden konnen. Letzteres umfasst vor allem Wissen dar-
iber, (1) dass ein Beweis eine Kette deduktiver Schliisse ist, (2) von der Vo-
raussetzung zur Behauptung fiihrt, beziehungsweise, (3) dass in einem Be-
weis jede Aussage aus der vorherigen Aussage folgt (Heinze & Reiss, 2003).

Ein Modell, mit dessen Hilfe zum einen das Methodenwissen vermittelt und
zum anderen ermdglicht wird, den Weg von bekannten Plausibilitétsiiberle-
gungen hin zu formal-deduktiven Beweisen einschlagen zu kénnen, geht auf
Wittmann und Miiller (1988) zuriick. Dieses Modell unterscheidet zwischen
experimentellen, operativen und formalen Beweisen und wird als Taxono-
mie verstanden. Experimentelle Beweise — die Plausibilitétsiiberlegungen
zugeordnet werden konnen — verifizieren oder falsifizieren einen vermuteten
Zusammenhang anhand einiger konkreter Beispiele. Sie geben allerdings
keine zuverlédssige Einsicht in die Allgemeingiiltigkeit des Zusammenhangs,
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daher gelten sie aus mathematischer Sicht nicht als Beweis. Operative und
formale Beweise sind demgegeniiber deduktiv (1) und unterscheiden sich
voneinander nur in der Ebene der Darstellung: Wéhrend bei formalen Be-
weisen an durch Symbole dargestellten Objekten symbolische Operationen
durchgefiihrt werden, stiitzen sich operative Beweise auf konkrete Operatio-
nen, die an konkreten Darstellungen ausgefiihrt werden (Wittmann, 2014).
In beiden Fillen verdeutlichen die Operationen eine Kette von Schlussfolge-
rungen (3), welche von der Voraussetzung zur Behauptung fiihrt (2). Somit
wird klar, dass das Durchlaufen der Stufen vom experimentellen liber den
operativen zum formalen Beweis einen Zugang zu formalen Beweisen so-
wohl in der Schule als auch in der Hochschule ermdglichen kann. Zudem
wird hierbei das notwendige Methodenwissen vermittelt.

Beweisprozesse werden im Mathematikunterricht bereits seit mehreren Jahr-
zehnten digital unterstiitzt, allerdings erscheint der bislang kaum beforschte
CAS-Einsatz hierbei zundchst in einem negativen Licht. In einer der wenigen
Studien mit Fokus auf CAS identifizierten Jankvist und Misfeldt (2019) im
Rahmen einer Lehrwerkanalyse drei Typen des CAS-Einsatzes bei Beweis-
prozessen. Beim ersten ("complete outsourcing to CAS") und zweiten Typ
("partial outsourcing to CAS") sehen die Autoren die Gefahr, dass durch das
Ausblenden der Beweisschritte Lernende keinen Zugang zur deduktiven Ar-
gumentation bekommen. Beim dritten Typ ("additional verification by
CAS") konnen ihrer Meinung nach Fehlvorstellungen (Beweise wiirden
keine Allgemeingiiltigkeit der Aussagen gewihrleisten) begiinstigt werden.

2. Forschungsfragen

Vor diesem Hintergrund stellen sich folgende Forschungsfragen: 1) Inwie-
fern kann der CAS-FEinsatz Studierenden einen Zugang zu formal-dedukti-
ven Beweisen ermoglichen? 2) Inwieweit kann das Modell von Wittmann
und Miiller (1988) erfolgreich bei CAS-unterstiitzten Beweisprozessen in
der Hochschulmathematik eingesetzt werden? Dies bedeutet insbesondere,
wie Studierende den Ubergang vom experimentellen zum operativen bzw.
vom operativen zum formalen Beweis bewiltigen.

3. Methodisches Vorgehen: Interventionsstudie

Zur Untersuchung der Forschungsfragen wird aktuell eine Interventionsstu-
die im Rahmen einer Fellowship fiir Innovationen in der digitalen Hoch-
schullehre (gefordert vom Stifterverband und vom TMWWDG) unter Stu-
dierenden des Lehramts im Fach Mathematik durchgefiihrt. Teilnehmer:in-
nen der Intervention sind 35 Studierende einer Seminargruppe, die die Ein-
fithrungsveranstaltung Arithmetik und Algebra besuchen. Die Intervention
umfasst zum einen die Auseinandersetzung mit dem Modell des
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experimentellen, operativen und formalen Beweises zu Beginn des Semes-
ters unter Riickgriff auf das CAS, hierzu haben bereits veroffentlichte Bei-
spiele (Sziics, 2022) als Grundlage gedient. Zum anderen erfolgt die CAS-
unterstiitzte Konstruktion von Beweisen mit Hilfe des Modells, wobei jede
Woche einige Beweise der aktuellen Ubungsserie bewiesen und diskutiert
werden.

4. Erste Ergebnisse

Um Aussagen dariiber treffen zu konnen, inwieweit der CAS-Einsatz den
Studierenden eher einen Zugang zu formal-deduktiven Beweisen ermogli-
chen als der herkémmliche Paper-und-Pencil-Unterricht, wurde die Féahig-
keit zur Beweiskonstruktion zu Beginn des Semesters sowohl in der Inter-
ventions- als auch in der Kontrollgruppe (weitere 7 Seminargruppen im sel-
ben fachwissenschaftlichen Modul) mit einem Fragebogen ermittelt. Ergeb-
nisse bezogen auf die Entwicklung im Bereich der Beweiskonstruktion sind
gegen Ende des Wintersemesters 2024/25 zu erwarten (Forschungsfrage 1).
In den Seminarsitzungen werden zudem Studierendenldsungen zu den aktu-
ellen Aufgaben in Form von Screenshots gesammelt. Die Auswertung der
ersten Losungen zeigt folgendes Bild: Die Erstellung von experimentellen
Beweisen stellt insgesamt keine Herausforderung dar. Erkennbar ist zudem
das Bediirfnis, zu einem operativen Beweis iiberzugehen. Bei diesem Schritt
passieren eventuell Syntaxfehler: In der nachfolgenden Studierendenlésung
(Abb. 1) ist ein richtiger experimenteller Beweis zum Satz (a + b + ¢)? =
a’ + b% + ¢ + 2(ab + bc + ac) zu erkennen. AnschlieBend wird durch
das Einschalten des Assist Mode versucht, die Berechnungsschritte einzu-
blenden, allerdings fehlen die Klammern beim Befehl Expand. Diesen Fehler
korrigiert der Proband bei der erneuten Verwendung desselben Befehls.

(243+4)°2

81
2724372447 242% (2%3+3%x4+2x4)
81
(12416+19)"°2
2209
1272+41672+1972+2x(12x16+16%19+12x19)
2209
(11142224333)"2
443556
11172+22272+33372+2x(111%222+222%333+111%333)
443556
Expand (243+4) "2
(243+4) 2
Expand (2°2+37 2447 242% (2%3+3%4+42x4) )
2243244242:2:342-3:442:2-4
Expand ((12+16+19)"2)
12:12412-16412-19416+12416-16416-19419-12419-16+19-19
Expand ( (1114222+333)°2)

111-111+111+222+111-333+222-111+222+222+222-333+333-111+333-222+333-333
\ssist Real Rad

Abb. 1: Schritt vom experimentellen zum operativen Beweis

Beim Ubergang vom operativen zum formalen Beweis nutzen die Studieren-
den erfolgreich die Erkenntnisse auf der operativen Ebene (Abb. 2).
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expand ( (2+3+4)x(2+3+4))
202424342443+ 2+8+3+3+4+4+2+4+3+4+4
expand (272X372x4"2+2x (2x3+3x4+2x4) )
22.32.4242.2.3+2-3-442:2+4
i ©
2(3-2 34
expand ( (x+y+z)"2)
XXX VX ZHY X+Y VY ZHZ X+ Y4242
expand (x"2+y" 2+2 " 2+2X (xXy+yXz+xXz) )

x2 +y2+22+2-x-y+2'y-z+2-x-z

amtos wic dbon

Abb. 2: Schritt vom operativen zum formalen Beweis mit Markierungen des Probanden

0

Die Befunde lassen somit vermuten, dass das Modell erfolgreich bei CAS-
unterstiitzten Beweisprozessen eingesetzt werden kann (Forschungsfrage 2).
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