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"Da geht es mir kalt den Riicken runter' - Typische Fehler
bei Bayesianischen Situationen

Das Zitat "Da geht es mir kalt den Riicken runter" stammt von Markus Lanz
und verdeutlicht eine Fehlinterpretation, der er und seine Géaste in der ZDF-
Talkshow "Markus Lanz" am 10. November 2021 erlegen sind. Sie verwech-
selten die Wahrscheinlichkeit, geimpft zu sein, wenn man mit Corona infi-
ziert 1st, mit der Wahrscheinlichkeit, sich mit Corona zu infizieren, wenn
man geimpft ist (FAZ, 16.11.2021). Fehlinterpretationen im Zusammenhang
mit bedingten Wahrscheinlichkeiten sind in Medien, Politik und Wirtschaft
keine Seltenheit und finden sich auch regelméBig in der sogenannten "Un-
statistik des Monats" (https://www.rwi-essen.de/presse/wissenschaftskom-
munikation/unstatistik). Einige der Verwechslungen entstehen im Zusam-
menhang mit sogenannten Bayesianischen Situationen, die vor allem in der
Kognitionspsychologie intensiv beforscht werden (Gigerenzer & Hoffrage,
1995; McDowell & Jacobs, 2017, Barbey & Slomen, 2007). Aus mathema-
tikdidaktischer Sicht ist jedoch nicht nur interessant, aufgaben- und perso-
nenspezifische Merkmale zu untersuchen, die Bayesianisches Denken ver-
bessern konnen, sondern auch zu untersuchen, welche Fehler unter welchen
Bedingungen héufig in Bayesianischen Aufgaben passieren, um darauf ba-
sierend "Fehlerwissen" lernforderlich einsetzen zu konnen.

Im DFG-Projekt FehliBa (http://www.bayesian-reasoning.de/br fehl-
bayes.html) werden typische Fehler in Bayesianischen Situationen systema-
tisch analysiert. Kern des Forschungsprojekts, an dem ca. 2.400 Versuchs-
personen teilnehmen, ist die Frage, wie typische Fehler durch verschiedene
Aufgabencharakteristika beeinflusst werden.

Theoretischer Hintergrund

Eine typische Bayesianische Aufgabe (Mammographie-Problem) ist in Ab-
bildung 1 dargestellt. Empirische Befunde zeigen, dass Bayesianische Auf-
gaben, die im Haufigkeitsformat gestellt werden, haufiger korrekt gelost
werden als Aufgaben im Wahrscheinlichkeitsformat (Gigerenzer & Hof-
frage, 1995; McDowell & Jacobs, 2017). Uberdies unterstiitzen bestimmte
(aber nicht alle) Visualisierungen Bayesianisches Denken (Binder et al.,
2015, Eichler et al., 2020).

Trotz aller Strategien zur Steigerung der Performanz in Bayesianischen Si-
tuationen bleibt in allen untersuchten Populationen eine hohe Quote an feh-
lerhaften Losungen (Zhu & Gigerenzer, 2006). Dennoch sind Studien, die
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Muster fehlerhafter Losungen untersuchen, bislang sehr selten. Empirisch
abgesicherte Erkenntnisse zu Fehlermustern sind jedoch zentral, da sie Be-
standteil jedes Lernprozesses sind. Fehler sind wichtig fiir die Steuerung des
Lernens und fiir erfolgreiches Lernen. Fiir Lehrende wird das Wissen zu Feh-
lern daher als Teil der professionellen Kompetenz verstanden (Baumert &
Kunter, 2011). Fiir Lernende sind sie schlielich ein wirksamer Lernstoff im
Sinne von “Fehlerwissen” (Oser, Hascher & Spychinger, 1999).

Wahrscheinlichkeiten Natiirliche Haufigkeiten

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Frau

Brustkrebs hat, betrégt 2%. 200 von 10.000 Frauen haben Brustkrebs.

Wenn eine Frau Brustkrebs hat, dann betragt | 160 von 200 Frauen, die Brustkrebs haben,
die Wahrscheinlichkeit, dass sie ein positives | erhalten ein positives Testergebnis.

Testergebnis erhalt 80%. i )
Wenn eine Frau keinen Brustkrebs hat, dann 980 von 9.800 Frauen, die keinen Brustkrebs

betragt die Wahrscheinlichkeit, dass sie ein | haben, erhalten ein positives Testergebnis.
positives Testergebnis erhalt 10%.
Frage: Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit,
dass eine Frau, die ein positives Testergebnis
erhalt, tatsachlich Brustkrebs hat?

Antwort: ca. 14 % Antwort: 160 von 1.140

Frage: Wie viele der Frauen, die ein positives
Testergebnis erhalten, haben Brustkrebs?

Abbildung 1: Beispiel einer Bayesianischen Aufgabe in beiden Formaten

Die wenigen Arbeiten zu Fehlern in Bayesianischen Situationen haben ge-
zeigt, dass bei den Antworten von Versuchspersonen typische Fehlermuster
unterschieden werden konnen (Zhu & Gigerenzer, 2006). Ein haufiger Feh-
ler beim Bestimmen einer bedingten Wahrscheinlichkeit aus einer Wahr-
scheinlichkeits-Vierfeldertafel ist beispielsweise der sogenannte joint oc-
curence Fehler (damit ist die Verwechslung der gesuchten Wahrscheinlich-
keit mit der zugehdrigen Schnittwahrscheinlichkeit gemeint - im obigem
Beispiel P(B N T+)), der nahezu vollstandig verschwindet, wenn in der Vier-
feldertafel absolute Haufigkeiten statt Wahrscheinlichkeiten abgebildet wer-
den. Baumdiagramme mit Wahrscheinlichkeiten provozieren hingegen die
sogenannte inverse fallacy (damit ist die Verwechslung mit der invertierten
bedingten Wahrscheinlichkeit gemeint - im obigem Beispiel P(T+|Brust-
krebs)).

Allerdings haben sich in verschiedenen Studien zum Teil widerspriichliche
Ergebnisse gezeigt, die durch unterschiedliche Kontexte in Bayesianischen
Situationen, Formate der statistischen Informationen, Visualisierungen oder
Frageformate bedingt sein konnten (Binder et al., 2020; Eichler et al., 2020;
Gigerenzer & Hoffrage, 1995, Zhu & Gigerenzer, 2006). So ist beispiels-
weise der Fehler Pre-Bayes (ndmlich die Berechnung von P(B)/P(T+)) erst
bei bestimmten Zahlenangaben im Héufigkeitsformat moglich, die in den
Aufgabenstellungen fritherer Studien nicht immer gegeben waren, da sie zu
einer Wahrscheinlichkeit > 1 gefiihrt hétten (diese Antwort wird allerdings
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nur aullerst selten gegeben).

Auch die eingesetzten Visualisierungen unterscheiden sich in den bisherigen
Studien. Selbst wenn in verschiedenen Studien ein Baumdiagramm fokus-
siert wurde, wurden teils implizite und teils explizite Baumdiagramme ver-
wendet (siche Abb. 2), um nur einige Probleme der Vergleichbarkeit bei bis-
herigen Studien zu nennen, die auch fiir die teils abweichenden Studiener-
gebnisse verantwortlich sein diirften.

Impliziter Baum Expliziter Baum
Frauen Frauen
Krank H Nicht krank H Nicht krank H

6 4 18 72
6 4 18 72 _ Krank H und || KrankH und || Nicht krank || Nicht krank A
Test pos.D Test neg. D Test pos.D Testneg. D Test pos. D Testneg. D )\und Test pos. D)\und Test neg

Abbildung 2: Impliziter Baum (links) und expliziter Baum (rechts). Wéhrend im expli-
ziten Baum in der untersten Ebene beide Merkmalsausprigungen explizit benannt wer-

den, erfolgt die Nennung der ersten Merkmalsauspriagung beim impliziten Baum

dadurch nur implizit, dass die Verbindung zur Ebene davor mithilfe eines Astes die

Ausprigung des ersten Merkmals beinhaltet.

Design der Studie

Im vorliegenden Projekt soll daher das bestehende Wissen zu Fehlermustern
in Bayesianischen Situationen systematisiert und erweitert werden. Hierzu
werden in einer Studie mit 2.400 Versuchspersonen (Studierende unter-
schiedlicher Fachrichtungen) verschiedene Parameter variiert, z.B.:

Informationsformat (Wahrscheinlichkeiten vs. Haufigkeiten)
Visualisierung (keine, impliziter Baum, expliziter Baum, Doppelbaum,
Netz, typische Vierfeldertafel, grafische Vierfeldertafel, Einheitsquadrat)
Zahlensets (drei verschiedene Zahlensets, in die drei gegebenen Wahr-
scheinlichkeiten aus Abbildung 1 systematisch variiert werden)
Antwortformat in der Hiufigkeitsversion (als Anteil in einem Bruch an-
zugeben vs. als natiirliche Haufigkeit, also z.B. "80 von 100" anzugeben)
Kontext (zwei verschiedene neutral formulierte Kontexte)

Dartiber hinaus werden weitere Merkmale der Studierenden erhoben (z.B.
Numeracy oder die Priaferenz fiir intutitive oder deliberate Entscheidungen).
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Aktueller Stand

Inzwischen liegen die Daten von iiber 1.700 Versuchspersonen vor. Die Er-
hebung der weiteren 700 Versuchspersonen soll im Sommer 2024 abge-
schlossen werden. Im Vortrag werden die bisherigen (teils widerspriichli-
chen) Forschungsbefunde aus fritheren Studien berichtet, das Studiendesign
und Hypothesen vorgestellt. Aulerdem werden bereits erste Zwischenergeb-
nisse aus der bisherigen Untersuchung berichtet.
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