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1 Einleitung

Eine verlassliche Beurteilung hochbeanspruchter Bauteile erfordert eine
mechanische Analyse, die eine Beschreibung der Schadigungs- und
Versagensmechanismen des Materials beinhaltet. Hierbei unterstitzen numerische
Verfahren wie die Finite Elemente Methode die Anwendung
kontinuumsmechanischer Modelle, die das Verhalten des Werkstoffes auf
makroskopischer Ebene beschreiben und den Schadigungsprozess auf der
Grundlage einer phanomenologischen Beschreibung abbilden.

Zur Simulation duktiler Schadigungsvorgange in metallischen Werkstoffen kommt seit
vielen Jahren u.a. das Gurson-Modell [Gur1977] in der erweiterten, semi-
phanomenologischen Form von Needleman und Tvergaard [Nee1984] zur
Anwendung. In diesem Modell wird der mikromechanische Vorgang des duktilen
Bruchs mit der Entwicklung von Hohlrdumen in Verbindung gebracht. Dazu gehort
die Entstehung oder Nukleation von neuen Hohlraumen durch Abldsung sproder

Einschlisse von der umgebenden duktilen Matrix, das Wachsen der entstandenen
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Hohlrdume sowie die sich anschlieRende Vereinigung der Hohlrdume zum
makroskopisch erkennbaren Riss. Der relative Volumenteil der Poren wird dabei
Uber eine Schadigungsvariable beschrieben. Das Auftreten des makroskopischen
Risses wird durch das Erreichen eines endglltigen Wertes des

Hohlraumvolumenanteils definiert.

Duktile Schadigungsvorgange sind oftmals von der Ausbildung einer Prozesszone
begleitet, in der sich die Schadigung und andere inelastische Effekte akkumulieren
und in denen hohe Dehnungsgradienten zu beobachten sind. Dieses Phanomen wird
als “Dehnungslokalisierung” oder einfache “Lokalisierung” bezeichnet und kann in
metallischen Materialien z.B. in Form von Scherbandern beobachtet werden.

Zu den offenen Problemen bei der Anwendung von lokalen inelastischen
Schadigungsmodellen im Rahmen der FE-Methode gehdrt u.a. die Abhangigkeit der
gewonnenen Ergebnisse von der GroRe und Orientierung der zur
Strukturdiskretisierung eingesetzten Finiten Elemente. Diese Netzabhangigkeit tritt
insbesondere bei der Verwendung lokaler Stoffgesetze und der Simulation

entfestigenden Materialverhaltens auf.

Unter lokalen inelastischen Stoffgesetzen versteht man die Beschreibung des
Materialverhaltens eines materiellen Punktes, bei der nur der inelastische Zustand
des Punktes selbst und nicht der seiner Umgebung bericksichtigt wird.

Als materielle Entfestigung bezeichnet man den Prozess, bei dem der
Schadigungszuwachs  aufgrund  voranschreitender  Belastung zu  einer
Beeintrachtigung der Belastungstragfahigkeit des Materials fihrt. Dabei ergibt sich
nach anfanglicher Spannungszunahme bis zu einem Maximum eine sich
anschlielende Abnahme der Spannung im Werkstoff bei weiter zunehmender
Dehnung. Im Rahmen der lokalen Materialmodellierung bedingt dieses Verhalten
einen Typwechsel des durch die FE-Methode gestellten Anfangsrandwertproblems,
der zu einem Verlust seines anfanglichen elliptischen Charakters (Elliptizitatsverlust)
bzw. zu einer Nichteindeutigkeit seiner Losungen flhrt. Physikalisch gesehen wird
dabei das anfanglich homogene Deformationsfeld, d.h. die Lésung des anfanglich
elliptischen Anfangrandwertproblems instabil gegenlber einem lokalisierten,
inhomogenen Feld, z.B. in der Form von Scherbandern. Welche Ldsung sich bei
diesem Ubergang ergibt, ist z.B. von den Randbedingungen abhangig. Bei der
diskreten Approximation des Anfangsrandwertproblems mittels der Finiten Elemente
Methode spielt dabei auch die Netztopologie eine Rolle, was zu einer starken
Netzabhangigkeit der numerischen Lésung im Ubergangsbereich fuhren kann.
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Bei der numerischen Schadigungsmodellierung fuhrt dies zum Verschwinden des
Volumens der Schadigungs- und Entfestigungsprozesszone mit zunehmender
Netzverfeinerung, was sich mit dem Verschwinden z.B. der abgebildeten
Scherbandbreite bei zunehmender Netzverfeinerung in Korrelation bringen Iasst.
Dieses Verhalten flihrt dazu, dass Versagen aufgrund duktiler Schadigung nicht
kontinuierlich Uber mehreren Elementen sondern in, durch die Elementgrolle
vorgegebenen Bereichen abgebildet, wird, was zu der erwahnten pathologischen
Netzabhangigkeit der Ergebnisse fuhrt.

Experimentelle Beobachtungen zeigen, dass duktile Schadigung nicht punktuell,
sondern in einer endlichen Prozesszone stattfindet, wobei die Grofle und
Orientierung dieser Zone u.a. von der Werkstoffbeschaffenheit abhangt. Stark
idealisiert lasst sich die Endlichkeit bzw. die GroRe solcher Zonen mit Hilfe einer
sogenannten charakteristischen Lange modellieren. Eine sich daraus ergebene
Konsequenz ist die Erweiterung klassischer lokaler Werkstoffmodelle, die keine
solchen Langen enthalten, zu den sogenannten nicht-lokalen Modellen. Diese
bertcksichtigen den Einfluss des Zustandes einer raumlichen Umgebung eines
materiellen Punktes auf sein Materialverhalten, deren GrolRe durch eine
charakteristische Lange bestimmt ist. Durch die Anwendung dieser Modelle kénnen
Lokalisierungsphanomene regularisiert und der Eindeutigkeitsverlust der Losung
vermieden und so die Netzabhangigkeit der Ergebnisse einer FE-Simulation
reduziert werden. Nicht-lokale Werkstoffmodelle bericksichtigen bei der
Beschreibung des konstitutiven Verhalten des Materials somit die unmittelbare
raumliche Umgebung des betrachteten materiellen Punktes. Hierzu wurde bisher in

der Literatur eine Reihe von Ansatzen vorgeschlagen, diskutiert und umgesetzt.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung und Anwendung einer erweiterten
Schadigungsmodellierung fur metallische Werkstoffe auf Grundlage des lokalen
Gurson-Modells, die den nicht-lokalen Charakter der Schadigungsentwicklung bei
grolden Spannungs- und Verformungsinhomogenitaten bericksichtigt. Hierdurch soll
die realistische Simulation duktilen Rissfortschritts in Bruchmechanikproben und
Bauteilen unterschiedlicher Geometrien erméglicht werden. Die Uberlegungen zur
Implementierung eines solchen Materialmodells mittels der Finite Elemente Methode
werden prasentiert und ausfuhrlich diskutiert. Hierzu gehoért die entsprechende
Elementformulierung zur Implementierung eines nicht-lokalen Materialmodells mit

einem neuen, zusatzlichen Freiheitsgrad.
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Weiterhin werden in dieser Arbeit Kriterien entwickelt und zur Anwendung gebracht,
die das Loésungsverhalten der konstitutiven Gleichungen des lokalen und des
erweiterten nicht-lokalen Gurson-Modells bzgl. des mdglichen Elliptizitatsverlustes
und des damit verbundenen Einsetzens von Lokalisierungsphanomenen darstellen
konnen, um so eine Abgrenzung bzgl. der Anwendbarkeit lokaler Materialmodelle in
Abhangigkeit von der Belastungssituation und der Materialbeschaffenheit zu
ermdglichen und den Nachweis der regularisierenden Wirkung nicht-lokaler Modelle

Zu erbringen.

1.1 Stand der Forschung

Klassische inelastische Kontinuums- und Materialmodelle bauen auf der Annahme
auf, dass das Materialverhalten eines materiellen Punktes nur vom thermo-
mechanischen Zustand einer infinitesimalen raumlichen Umgebung jenes Punktes
beeinflusst wird. Ublicherweise wird dabei der inelastische Zustand im materiellen
Punkt durch sogenannte ,interne“ Zustandsgroflen oder Variablen idealisiert bzw.
modelliert. Danach sind KonstitutivgroRen wie z. B. die Spannung in einem solchen
Punkt zunachst von der Deformation und der Temperatur, von deren ersten
raumlichen Gradienten sowie von den internen Variablen abhangig. Trotz dieser
vereinfachenden Annahmen sind solche Kontinuumsmodelle seit gut 200 Jahren

erfolgreich.

Abweichungen bzw. Erweiterungen dieser klassischen Vorgehensweise wurden
bereits 1909 von Cosserat und Cosserat [Cos1909] eingefuhrt, um Kontinua mit
zusatzlichen rotationsartigen mechanischen Freiheitsgraden zu modellieren; diese
Arbeiten wurden erst wieder 1960 von Truesdell und Toupin aufgegriffen [Tru1960].
Basierend auf ,nicht-lokalen® Integral- bzw. Volumenmittelungsansatzen der
klassischen ,lokalen“ Kontinuumsmodellierung wurde eine andere Art Erweiterung
von Kroner [Kro1966] sowie Eringen (siehe z.B. [Eri1965]) vorgeschlagen, um u.a.

den Effekt der Mikrostruktur auf das Makroverhalten zu berucksichtigen.

Seit den 80er Jahren des 20. Jahrhunderts ist das Interesse an nicht-lokalen
Modellen aufgrund ihrer Eigenschaft als Lokalisierungsbegrenzer wieder stark
gewachsen, um die im vorangegangenen Abschnitt bereits erlauterten

Anwendungsgrenzen lokaler Modelle zu Uberwinden.

Bezlglich der Aufstellung nicht-lokaler Schadigungsmodelle kénnen einige
grundlegende Ansatze voneinander unterschieden werden. Im Rahmen dieser Arbeit

erfolgt die Beschrankung auf solche Modelle, die die nicht-lokale
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Materialbeschreibung auf kontinuumsmechanischer Grundlage unter der
Voraussetzung eines homogenen Materials betrachten und nicht die reale
Makrostruktur (Partikel, Poren, Korngrenzen, Versetzungslinien etc.) berucksichtigen.
Grundlage der konstitutiven Beschreibung ist das homogene Ersatzmedium, das die
Heterogenitaten des realen Materials Uber ein geeignetes Volumen reprasentativ

(RVE: Reprasentatives Volumenelement) abbildet.

Zum einen existieren die nicht-lokalen Integralansatze, die auf dem Gedanken
basieren, dass bestimmte ZustandsgroRen der Materialbeschreibung einen nicht-
lokalen Charakter haben und von der raumlichen Umgebung beeinflusst werden.
Statt der lokalen Zustandsgrofle, gehen Uber ein begrenztes Gebietsintegral
gemittelte und mit einer Gewichtungsfunktion bewertete GréRen in die konstitutive
Formulierung des Stoffgesetzes ein. Hierbei ist die Berucksichtigung
mikrostruktureller Gréflken, der plastischen Vergleichsdehnung oder aber auch der
Schadigungsverteilung moglich. Die Schadigungsentwicklung in Form des
Hohlraumvolumenanteils wird z.B. bei [Pij1987], [Baz1988], [Pij1992a], [Pij1992b],
[Hoe1994] und [Tve1995] in einer endlich begrenzten Umgebung eines materiellen
Punktes von den mal3gebenden Zustandsvariablen (z.B. der plastischen Verzerrung,
der Mehrachsigkeit des Spannungszustandes oder einem Schadigungsparameter)
abhangig gemacht. Der Einfluss der Umgebung wird dabei Uber eine
Verteilungsfunktion in Abhangigkeit vom Abstand zum betrachteten materiellen Punkt
mit einer Normalverteilung [Per1992], [Hoe1994] und [KIi1998b] oder auch mit
Potenzfunktionen [Tve1995] gewichtet.

Eine alternative nicht-lokale Erweiterung entsteht, wenn man neben den internen
inelastischen Zustandsgrofden auch deren raumliche Gradienten als unabhangige
KonstitutivgrofRen betrachtet. Solche Formulierungen werden in der Literatur als
Gradienten-Modelle bezeichnet. Modelle unter Berlcksichtigung des Gradienten
der plastischen Vergleichsdehnung wurden erstmals von Aifantis (z.B. in [Aif1984]
und [Aif1992] aufgrund mikromechanischer Uberlegungen) vorgeschlagen und in
[DeB1992], [Pam1994], [Pee1996] and [Gee1998] weiterentwickelt. Parallel dazu
wurden solche Erweiterungen von Maugin [Mau1990] im Rahmen der
Thermodynamik formuliert. Anwendungen im Bereich Schadigungsmodellierung
findet man u.a. in [Ram1998b] und [Feu1998]. Einige von diesen Gradienten-
Modellen lassen sich aus einem nicht-lokalen Integralansatz herleiten ([Feu1998,
Gee1998)).
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Die hier betrachtete Gruppe von Schadigungsmodellen zur Simulation duktiler
Schadigung auf Grundlage des Gurson-Modells bildet die mikromechanischen
Vorgange der duktilen Schadigung durch eine Evolutionsgleichung ab, in der die
Anderung des relativen Hohlraumvolumenanteils durch die Entstehung neuer
Hohlraume und das Zusammenwachsen benachbarter Hohlraume durch eine skalare
Schadigungsvariable beschrieben wird. Die in einem materiellen Punkt auftretende

Schadigung verringert so kontinuierlich die Tragfahigkeit des Materials.

Auch hier gehdrt zu den offenen Problemen bei der Anwendung dieser Modelle die
Netzabhangigkeit der FE-Modellierung von Schadigungsentwicklung, Rissentstehung
und -wachstum [Sun1991, Fri1994, Tve1995, Kli1998b]. Des Weiteren ist ungeklart,
ob groRer, duktiler Rissfortschritt durch die konstitutiven Annahmen der bestehenden
lokalen Materialmodellierung nach [Gur1977] richtig erfasst werden kann [KIi1998Db].
Zur Reduktion der Netzabhangigkeit und der Vermeidung von netzabhangigen
Lokalisierungsphanomenen bei Modellen zur Simulation duktiler Schadigung wurden
bisher eine Reihe von Ldsungsansatzen vorgeschlagen und diskutiert. Deren
grundsatzliche Idee besteht darin, eine charakteristische Lange einzufihren, die als
.Materialparameter® unabhangig von der Elementierung der untersuchten Probe bei
der FE-Rechnung ist [Pij1987, Baz1989, Sun1991, Hue1992, Sei1992, Pij1995,
Tve1995]. Im Falle der Anwendung einer nicht-lokalen Erweiterung in Form eines
Integralansatzes [Tve1995, KIi1998b] lieR sich eine Reduzierung der
Netzabhangigkeit jedoch nur eingeschrankt beobachten. Im Rahmen der Simulation
bruchmechanischer Experimente [KIi1998b] konnte nachgewiesen werden, dass das
auf Tvergaard [Tve1995] und Bazant [Baz1988] basierende nicht-lokale
Integralmodell nach Gurson bei der Modellierung duktilen Rissfortschritts in

zugbelasteten Proben vdllig versagt.

Auf andere Art und Weise wurde von Ramaswamy und Aravas [Ram1998a] und von
Feucht [Feu1998] die Modellierung der duktilen Schadigungsentwicklung nach
Gurson um einen Gradiententerm des Schadigungsfeldes erweitert. Die
entsprechend erweiterte Evolutionsgleichung des Hohlraumvolumenanteils nimmt die
Gestalt der instationaren Warmeleitungsgleichung mit Quelltermen an. Mit Hilfe
dieser Ubereinstimmung erkennt man, dass — analog zum Effekt der Warmediffusion
auf das Temperaturfeld — der Gradiententerm der Schadigungskonzentration

entgegenwirkt.

Die Untersuchung des Lésungsverhaltens des Gleichungssystems der konstitutiven
Gleichungen lokaler Stoffgesetze flhrt auf Kriterien zur Bestimmung des maglichen
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Elliptizitatsverlustes und des damit verbundenen Einsetzens von Verzweigungs-
phanomenen und erlaubt so Aussagen bzgl. der Eindeutigkeit der gewonnenen
Losung. In frihen Arbeiten [Hil1958, Hil1962, Rud1975, Ric1975, Ric1980] wird der
Elliptizitatsverlust des konstitutiven Gleichungssystems im inelastischen Fall als eine
materielle Instabilitat, die sich durch raumliche Singularitaten im
Geschwindigkeitsgradienten ausdrickt, interpretiert. In diesen Arbeiten wurden die
fur den materiellen Tangentenmodul notwendigen Bedingungen zur Lokalisierung bei
kleinen Deformationen formuliert. Dass jene Bedingungen auch hinreichend sind,
wurde u.a. in [Bor1989] gezeigt. Fur ratenunabhangige Schadigungsmodellierung bei
kleinen Deformationen wurden Lokalisierungsbedingungen in [Dog1995, Ben1996]
formuliert und untersucht. In [Dog1995, Ben1996, Sza2000] wurden weiter
allgemeingultige Kriterien fur die Untersuchung der Lokalisierung und des
Elliptizitatsverlustes bzw. des starken Elliptizitatsverlustes elastisch-plastischer
ratenabhangiger Stoffgleichungen aufgestellt. In [Ste1997] werden grolde
Deformationen fur hypoelastische sowie hyperelastische Materialgleichungen bei der
Lokalisierungsanalyse zusatzlich berlcksichtigt. Schlie3lich werden u.a. in
[Ben1995] und [Lie2001] Lokalisierungskriterien fur nicht-lokale Stoffgesetze der

Gradientenplastizitat beschrieben.

1.2 Numerische Simulation duktiler Schadigung

Ein zentrales Problem bei der Simulation duktilen Rissfortschritts mit
Schadigungsmodellen besteht in der Bestimmung eines Satzes von
Materialparametern, mit dem es mdglich ist, experimentell ermittelten duktilen
Rissfortschritt flir zug- oder biegebelastete Proben richtig zu simulieren. Um duktilen
Rissfortschritt in bruchmechanischen Proben zu modellieren wird das Gurson-Modell
[Gur1977] bei Berucksichtigung isotroper Verfestigung erfolgreich angewendet. In
der Form von Needleman & Tvergaard [Nee1984] wurde dieses Modell in das FE-
Programm ABAQUS implementiert [KIi1993], um Rissfortschritt an Bauteilen aus dem
Stahl StE460 zu untersuchen. Die entsprechenden Materialparameter wurden mit
Hilfe von Zugversuchen an gekerbten Rundproben mit 4 mm und 10 mm Kerbradius
bestimmt. Mit diesem Satz von Materialparametern wurde Rissfortschritt in
seitengekerbten C(T)-Proben, M(T)-Proben und gekerbten, quasistatisch-belasteten
Charpy-Proben simuliert und mit entsprechenden Versuchsergebnissen verifiziert.
Fir kurzen Rissfortschritt bis etwa 1,5 mm wurde eine gute Ubereinstimmung erzielt
[KIi1994].
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Bei grolRem Rissfortschritt wurden zum Teil erhebliche Unterschiede zwischen
simulierten und experimentellen Risswiderstandskurven [Kli1995a] festgestellt. Im
Rahmen eines Vergleichs der Ergebnisse von Berechnungen an Einheitszellen mit
den Resultaten aus Berechnungen der gesamten Struktur mit dem Gurson-Modell in
der Form von Needleman & Tvergaard [Nee1984] wurde in [KIi1995a,b,c]
beobachtet, dass der Zeitpunkt des Versagens bei groRem Rissfortschritt in M(T)-
Proben Ubereinstimmt, wahrend in C(T)-Proben erhebliche Unterschiede zu den
experimentellen Beobachtungen auftreten. Letztere &uflern sich in einer
Uberschatzung der Risswiderstandskurve, was auch durch eine Anpassung von
Materialparametern nicht vermeidbar ist. Dieser Vergleich weist darauf hin, dass die
Gurson-FlieRbedingung in der Form von Needleman & Tvergaard [Nee1984] bei

grolRem, duktilen Rissfortschritt zu modifizieren ist.

Um festzustellen, wie gut das Materialmodell von Gurson in der Form von
Needleman & Tvergaard [Nee1984] Rissfortschritt ohne Seitenkerbung bzw.
Dehnungsbehinderung simulieren kann, wurde in [Kli1995a] duktiler Rissfortschritt
bei gekrimmten Rissfronten in nicht-seitengekerbten C(T)-Proben untersucht. Dabei
wurden an C(T)-Proben aus dem Stahl StE460 Versuche mit der
Mehrprobenmethode durchgefuhrt, um den genauen Verlauf der Rissfronten in
Dickenrichtung zu ermitteln. Diese experimentell ermittelten Rissfrontverlaufe wurden
mit dem Gurson-Modell bis zu einem Rissfortschritt von ca. 4 mm dreidimensional
simuliert, und zwar mit den aus den ebenen Modellrechnungen [KIli1993] ermittelten
Materialparametern. Ein Vergleich der Rissfrontverlaufe zeigte eine gute
Ubereinstimmung bis zu einem mittleren Rissfortschritt von 2 mm, wahrend dartiber
hinaus der Rissfortschritt durch die Simulation Uberschatzt wird, da die Form der
Rissfront aufgrund der zu groRen Elementkantenlange in Dickenrichtung nicht mehr
richtig abgebildet wurde. Deshalb werden globale Ergebnisse, wie Kraft-
Verschiebungs-Kurven oder Risswiderstandskurven, auch fur kleinen Rissfortschritt
richtig berechnet, wahrend die experimentellen Resultate fur grofleren Rissfortschritt
unterschatzt werden.

Um die Ubertragbarkeit der Materialparameter des Gurson-Schadigungsmodells bei
unterschiedlichen Spannungsmehrachsigkeiten, dem Verhaltnis von hydrostatischer
Spannung zur von-Mises-Vergleichsspannung, zu untersuchen, wurden in [Ebe1996]
zahlreiche Zellmodellrechnungen mit Hilfe des FE-Programms ABAQUS bei
unterschiedlichen Mehrachsigkeiten durchgefuhrt. Dabei bestand die Zellenstruktur

aus einer periodischen Anordnung zylindrischer Einheitszellen mit spharischen
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Hohlraumen oder Einschllissen. Zur Losung des begleitenden Stabilitatsproblems
wurde die modifizierte Riks-Methode verwendet [Rik1979]. Die Parameter der
Gurson-Modellierung wurden so angepasst, dass das globale Verhalten des

Zellmodells moéglichst genau wiedergegeben wurde.

In [KIi1998b] wurde die Netzabhangigkeit der FE-Schadigungsmodellierung mit dem
Gurson-Modell in Abhangigkeit von der minimalen Elementkantenlange und der
Elementformulierung an Modellen verschiedener Bruchmechanikproben aus den
Werkstoffen Ste460 und StE690 untersucht und nachgewiesen. Zur Reduzierung der
Netzabhangigkeit wurde eine nicht-lokale Erweiterung in  Form eines
Integralansatzes des Gurson-Modells in dem FE-Programm ABAQUS entwickelt und
implementiert. Die dort durchgefiihrten Berechnungen zeigen, dass im Gegensatz
zur lokalen Modellformulierung, eine malige Reduzierung der Netzabhangigkeit
erzielt werden kann. Fur bestimmte Bruchmechanikproben und Werkstoffe erwies
sich die Anwendungsmoglichkeit des Modells jedoch als sehr beschrankt und die

Simulation duktilen Rissfortschritts war nicht moglich.

1.3 Zielsetzung und Inhalte

Maligebliches Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung, Implementierung und
Anwendung einer nicht-lokalen, gradientenabhangigen Erweiterung des lokalen
Gurson-Modells zur Simulation duktiler Schadigung. Hierbei soll die
Evolutionsgleichung der Schadigungsentwicklung um einen nicht-lokalen, vom
Gradienten des Schadigungsfelds abhangigen Term, erweitert werden. Die
Formulierung des Materialmodells von Gurson in der lokalen wie in der nicht-lokalen
Form erfolgt dabei auf Grundlage eines hyperelastisch-plastischen Materialmodells

zur Beschreibung grol3er Deformationen.

Im Kapitel 2 “Kontinuumsmechanische Grundgleichungen” werden die
erforderlichen theoretischen Grundlagen der Kinematik, der Bilanzgleichungen und

Grundbegriffe der Plastizitat grol3er Deformationen umrissen und definiert.

Im Kapitel 3 “Lokale Elastoplastizitat” erfolgt die Erlauterung des theoretischen
Hintergrundes  der  einzusetzenden Materialgleichungen. Die  Gurson-
Schadigungsmodellierung in der lokalen wie in der nicht-lokalen Form basiert dabei
auf einem thermodynamisch motivierten hyperelastisch-plastischen Modell fur grol3e
Deformationen. Hierbei wird auf die in [Arn2000] und [Sve1998a] diskutierten

theoretischen Grundlagen zuruckgegriffen, so dass eine hyperelastisch-plastische
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Implementierung des Gurson-Modells unter Berucksichtigung isotroper Verfestigung

und grolier Deformationen zur Anwendung kommt.

Im Kapitel 4 “Lokale Schadigungsmodellierung” wird mit Hilfe der Vorarbeiten
[Sve1998a]l und [Arn2000] zunachst der Begriff ,duktile Schadigung“ aus
experimenteller und phanomenologischer Sicht diskutiert und das lokale Gurson-
Modell und seine Erweiterungen formuliert. Uber die Beschreibung der mdglichen
Ansatze der Verfestigung wird im selben Zusammenhang das Phanomen der lokalen
Entfestigung und der daraus resultierenden Lokalisierungs- und
Bifurkationsphanomene bei der Anwendung im Zusammenhang mit der FE-Methode
erklart.

Im folgenden Kapitel 5 “Nicht-lokale Schadigungsmodellierung® werden mogliche
Erweiterungen des Gurson-Modells aus der Literatur vorgestellt und diskutiert. Die
Diskussion einer gradientenabhangigen Erweiterung des Gurson-Modells als
theoretische Herleitung aus dem Integralansatz stellt den Ausgangspunkt flr die
Auswahl und Entwicklung einer neuen nicht-lokalen Erweiterung dar. Die Einflhrung
einer Anderungsgleichung einer neuen SchéadigungsfeldgroRe stellt hierbei die
Abgrenzungen und Erweiterungen gegeniber den bekannten Gradientenmodellen
dar. Nach der Herleitung eines gemischten Variationsprinzips fur die Verschiebungs-
und Schadigungsfelder wird Kapitel 5 mit einer Zusammenfassung der Gleichungen

des Materialmodells abgeschlossen.

Das sich anschlieBende Kapitel 6 “Finite Elemente Methode” umreil3t die
Grundlagen der FE-Methode, woraus sich die Forderung nach der Diskretisierung
der Stoffgleichungen fiur die Implementierung in ein FE-Programm ergibt. Als
Elementformulierungen wird ein 4-Knotenelement mit bilinearen Ansatzfunktionen
zur Darstellung ebener Verzerrungszustande (EVZ) sowie ein 4-Knotenelement mit
bilinearen Ansatzfunktionen zur Darstellung axialsymmetrischer Strukturen
vorgestellt, die beide die im FE-Programm ABAQUS verwendete Methode der
.Selectively-reduced-integration“-Technik verwenden. Die sich aus der diskretisierten
Form des Variationsprinzips ergebende Elementsteifigkeitsmatrix wird hergeleitet
und vorgestellt. AnschlieRend werden die Besonderheiten bei der Berlcksichtigung
grolRer Deformationen bei der Elementformulierung skizziert. Die Implementierung
und die hierfur erforderliche inkrementelle Form der Gleichgewichtsbedingung und
die sich daraus ergebene Integration der Materialgleichungen fuhrt auf die
Verifikation der Implementierung der Modellimplementierung anhand der Simulation
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einfacher Belastungsfalle fur das lokale und das nicht-lokale Gurson-Modell sowie
die entwickelten Elementtypen.

Im Kapitel 7 “Untersuchung des Elliptizitatsverlustes® wird die Untersuchung des
Ldsungsverhaltens der konstitutiven Gleichungen des lokalen Gurson-Modells und
der im Kapitel 5 eingefiihrten nicht-lokalen Erweiterung vorgenommen, die auf
Kriterien zur Bestimmung des mdglichen Elliptizitatsverlustes bzw. des damit
verbundenen Einsetzens von Lokalisierungsphanomenen fuhrt. Die Entwicklung
dieser Kriterien erfolgt fir die Formulierung kleiner Deformationen sowie flr die
Behandlung grolRer Deformationen unter Berucksichtigung einer hypoelastisch-
plastischen und einer hyperelastisch-plastischen Formulierung. Die Anwendung
dieser Kriterien auf die Ergebnisse von Beispielrechnungen mit Strukturen aus
verschiedenen Materialien zeigt abschlieend die Grenzen der Anwendbarkeit des
lokalen Gurson-Modells auf und weist die regularisierende Wirkung des nicht-lokalen
Modells nach.

Das Kapitel 8 “Ergebnisse” widmet sich der Anwendung des gradientenabhangigen
Gurson-Modells an einfachen Teststrukturen bei idealisiertem Materialverhalten
sowie der Untersuchung von Bruchmechanikproben aus realen Materialien. Die
Ergebnisse werden im Vergleich zum lokalen Gurson-Modell vorgestellt und bzgl.
Netzabhangigkeit, Konvergenzverhalten etc. diskutiert.

Kapitel 9 “Zusammenfassung und Ausblick® schlie3t diese Arbeit ab.
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2 Kontinuumsmechanische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die kontinuumsmechanischen Grundlagen vorgestellt, die
die Voraussetzungen fur die spater zu erlauternde Entwicklung eines nicht-lokalen
Schadigungsmodells und die zum Einsatz kommende Finite-Elemente-Formulierung
sind. Die kinematischen Grundlagen betreffen die Beschreibung der Deformation
eines Korpers, die Angabe von Verzerrungs- und Spannungsmalien und die
zeitlichen Ableitungen kinematischer GrofRen. Vollstandige Darstellungen der
kontinuumsmechanischen Grundlagen der Kinematik deformierbarer Korper finden
sich u.a. in [Tru1992], [Bat1996] und [Chr1991a,b].
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2.1 Bewegung

Ein materieller Kérper %, definiert als Menge materieller Punkte, nehme ein einfach

zusammenhangendes Gebiet B im euklidischen Raum ein. Die zeitliche Anderung
des Gebietes, die der Korper # im Raum einnimmt, wird als Bewegung bezeichnet.
Jedem materiellen Punkt ?0% wird eineindeutig, d.h. umkehrbar eindeutig, ein
Vektor &(?) zugeordnet. Die damit definierte Abbildung

Xr: ®->Bg | 9-&=x (@) (2-1)

bildet ® in die Referenzkonfiguration Br ab. Die zu einer ausgewahlten Zeit 1 =0
eingenommene Konfiguration sei als Ausgangskonfiguration B, definiert und die im
Laufe der Bewegung vom Korper eingenommene Konfiguration zur Zeit ¢ als
Momentankonfiguration B; (s. Bild 2.1) .

Bu (Ausgangskonfiguration)

P(+=0)

BI(Momentankonfiguration)

f[ P(7)

\

\ !
1 I

!

x(X,7)
E \ ;
XU(S!") .\‘ :’J X ,(EP)

euklidischer Raum

Materieller Korper |

Bild 2.1: Ausgangskonfiguration und Momentankonfiguration

Die Forderung, zu jeder Zeit einem materiellem Punkt eineindeutig einen Punkt bzw.
Ortsvektor im Raum zuordnen zu konnen, bedingt die Invertierbarkeit der oben
definierten Abbildungen. Die Ortsvektoren X zur Zeit =0 und x(X,t) zur Zeit ¢ far
einen materiellen Punkt ¢ ergeben sich aus den Abbildungen:

X = xo(9) = xo (&' (€) und x = x,(9) = x, [ x&' () (2-2)
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Der Verschiebungsvektor u(X,r) zwischen der Ausgangs- und der

Momentankonfiguration eines materiellen Punktes ergibt sich aus der Differenz
u(X,7)=x(X,7)-X . (2-3)

Die Abbildungen aus GI.(2.1-2.3) sind in Bild 2.1 dargestellt.
Die Abbildung ¢ eines materiellen Punktes ¢ von der Bezugs- in die

Momentankonfiguration wird durch
X=¢, (X, t) (2-4)
bzw. deren Umkehrung mit

X=¢"(x1) (2-5)
geleistet, wobei die Abbildung ¢ als Deformation bezeichnet wird. Grofien, die auf

die Bezugskonfiguration bezogen werden, heilen materielle oder Lagrange-Grofien,
wahrend auf die Momentankonfiguration bezogene GroéfRen als raumliche oder Euler-
GroRen bezeichnet werden. Groflen in materieller Darstellung werden haufig mit
Grol3buchstaben und raumliche Groflen mit Kleinbuchstaben gekennzeichnet. Diese
Unterscheidung wird in den nachfolgenden Kapiteln i.d.R. nicht aufgegriffen. Die
Darstellung von Euler- bzw. Lagrange-Groen ergibt sich aus dem jeweiligen
Kontext. Als Ausnahmen werden die Ortsvektoren der Ausgangskonfiguration als x
und der Momentankonfiguration als X bezeichnet sowie die entsprechend

zugeordneten Basisvektoren e; und E;.

2.2 Deformation

Mit der linearen Approximation der Abbildung eines infinitesimalen Linienelementes
dX der Ausgangskonfiguration in die Momentankonfiguration lasst sich die materielle

Anderung der Bewegung in der Umgebung eines Punktes
ax =% ax, (2-6)
0X

als Deformationsgradient F definieren:

F:ix:Gradx . (2-7)
0X
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Die Transformation eines infinitesimalen Flachenelementes dA bzw. eines

Volumenelements dV ist durch die Nanson-Formel [Bat1996]

da=det(F)F"dA und dv =det(F)dV (2-8)

gegeben. Die Invertierbarkeit von Gl.(2-7) und die Forderung nach positivem

Volumen bedingt
det(F) > 0 . (2-9)

Mit GI. (2-3) und Gl. (2-7) lasst sich der Verschiebungsgradient H definieren:

H=a—u=Gradu=graduF=F—I . (2-10)
0X

2.3 Verzerrung

Der Deformationsgradient F Iasst sich entsprechend eines Satzes aus der linearen
Algebra eindeutig multiplikativ zerlegen

F=RU = VR, (2-11)
mit einem rechten und linken Strecktensor, U und V

U=VF'FundV = \/F]TT (2-12)
und dem Drehtensor R, der wegen

RRT =R"TR=TundRT =R™! (2-13)

orthogonal ist. Symmetrische Tensoren, wie U wund V, besitzen eine
Spektraldarstellung mit den reellen Eigenwerten Aj,J=11, 1l und den

Eigenvektoren E,,e; ,J=LIL1II:
U=NE;DE; +AyE; UE; + Ay Epy UE (2-14)

V=A,e,Ue; +NpeyUey +Apyre Ueyy (2-15)

Hierbei stellt die Basis E; das Hauptachsensystem von U in der Bezugskonfiguration
dar, wahrend e; das Hauptachsensystem von V in der Momentankonfiguration

darstellt. Unter Beachtung von Gl.(2-11) und GI.(2-13) erfolgt die Umrechnung durch

V =RUR" und U=RTVR. (2-16)
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Die Deformation in GI.(2-6) lasst sich so als Hintereinanderschaltung von Rotation

und Streckung, bzw. Streckung und Rotation interpretieren:
dx =R(U dX) = V(R dX) . (2-17)

Eine graphische Interpretation der Zusammenhange entsprechend GI.(2-17) ist mit
der Beobachtung eines materiellen Linienelements dX entsprechend Bild 2.2
moglich.

Ausgehend von identischen Langen dX, unddX, im Hauptachsensystem E;
werden die Achsen bei Anwendung von U zunachst um die Eigenwerte A, A
gestreckt und anschlielfend um R gedreht. Eine Drehung um R und anschlieRende

Streckung um V fuhrt auf das selbe Ergebnis.

A_Illdx”
A_]ldln{I
R > Vv
4
F=RU=VR
s
<
U A dX
N YN TaX R

Bild 2.2: Multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten

Die Berechnung des rechten Cauchy-Green-Tensors C erfolgt Uber
C=F'F=U". (2-18)

mit der Spektraldarstellung mit den Eigenwerten A ; und den Eigenvektoren E:

C=N2E,0E, ,
J EyUE (2-19)
U:/\JEJDEJ

In gleicher Weise wird V mit dem linken Cauchy-Green-Tensor B

B:=FF =V? | (2-20)
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sowie die zugehorigen Spektralzerlegungen

B:/\%CJDCJ ,
V:/\JQJDCJ

(2-21)

berechnet. Somit ergibt sich fur den Deformationsgradienten F und den
Rotationstensor R die Spektraldarstellung zu:

R:eJDEJ ,

(2-22)
F:/\JGJDEJ

Die Geschwindigkeit des materiellen Punktes eines Korpers ist v=x. Aus der

materiellen Zeitableitung von GI.(2-17),
.0 : .
dv=(dx)=a—XdX=FdX=FF dx =L dx , (2-23)

ergibt sich die Definition des raumlichen Geschwindigkeitsgradienten L, der die
Geschwindigkeit der Langenanderung eines raumlichen Linienelementes wiedergibt.
Die additive Zerlegung in einen raumlichen Deformationsgeschwindigkeitstensor D
und einen antimetrischen Anteil, den Wirbeltensor W, fuhrt auf die Beziehung :

L:%(L+LT)+%(L—LT):sym(L)+skw(L):D+W. (2-24)

Zur EinfGhrung geeigneter Verzerrungsmalle betrachtet man die Differenz der
Linienelementquadrate in der Momentan- und der Ausgangskonfiguration, womit sich
ein Verzerrungstensor definieren lasst, der die Forderung nach der Unabhangigkeit
von Starrkérperbewegungen erflllt und bei nicht auftretender Verzerrung gleich dem
Nulltensor 0 ist. Die Differenz in materieller Darstellung ist gegeben durch

%(dx [dx - dX EﬂX):%dX[ﬂFTF—I)dX =dX[Eg dX . (2-25)
Der Tensor
Eg :%(FTF—I):%(C—I) (2-26)

wird als Green-Lagrange-Verzerrungstensor bezeichnet. Die Verwendung des in Gl.
(2-10) eingefuhrten Verschiebungsgradienten erlaubt die Formulierung
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Eg = %(H +H" +HTH) = (Grad u+Gradu’ + 0((2)) (2-27)

| —

und zeigt so den Zusammenhang zur geometrisch linearisierten Theorie und dem
Verzerrungstensor bei kleinen Verzerrungen € auf, bei dem die Terme hoherer
Ordnung vernachlassigt werden:

€ :%(Grad u + Grad uT) : (2-28)
Uber die Differenz der Linienelementquadrate aus Gl.(2-25) in raumlicher Darstellung

%(dxﬁﬂx—dX EﬂX):%dx[ﬁI—F'TF_l)dx:dx [E, dX (2-29)

lasst sich der Almansi-Verzerrungstensor E , definieren:

EA=%(I—(FFT)_IJZ%(I—B_1). (2-30)

Ein weiterer Verzerrungstensor ist der logarithmische Verzerrungstensor
InU=In(A))E;0E, , (2-31)

der uber die Spektralzerlegung des rechten Strecktensors U aus Gl. (2-12)

gewonnen wird.
Die Transformation ¢D(A) eines Tensors A zweiter Stufe der Ausgangskonfiguration

in einen Tensor der Momentankonfiguration A (Push-Forward),
A=gA)=F" (A)F", (2-32)

erlaubt den Ubergang zwischen beiden Konfiguration. Die inverse Operation qu(K)

(Pull-Back) ergibt sich aus:
A=¢"(A)=F" (A)F . (2-33)

So erfolgt die Abbildung des Green-Verzerrungstensors bzw. dessen zeitlicher
Ableitung in den Almansi-Verzerrungstensor und die zugehodrige
Verzerrungsgeschwindigkeit der Momentankonfiguration tber die Vorschrift :

E,=¢(Eg)=F" (Eg)F (2-34)

und umgekehrt durch
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Eg=@(E,)=F" (E,)F (2-35)

Die Push-Forward und Pull-Back Operationen zwischen anderen Konfigurationen (so
z.B. der spater eingefuhrten Zwischenkonfiguration) ergeben sich aus der
Verwendung des jeweiligen Deformationsgradienten.

2.4 Mechanische Bilanzgleichungen

Die Forderung nach der Erhaltung der Masse m des materiellen Korpers ¢ mit der
Anfangsdichte p, wahrend der Bewegung zwischen der Ausgangskonfiguration und

der Momentankonfiguration fuhrt auf die Gleichung

= 0 = . -
m j 0o AV j o dv (2-36)
By By

Ein Fluss der Masse durch die Oberflache 0B des Korpers sei ausgeschlossen. Mit
dv = det(F) dV ergibt sich daraus die lokale Form

det(F) p = p, . (2-37)

Die zeitliche Anderung des Impulses ist gleich der Summe der von auRen
einwirkenden Volumen- und Oberflachenkrafte, hier dem auf ein Flachenelement da
wirkenden Spannungsvektor t und der auf ein Volumenelement dv wirkenden
Kraftdichte f. In der Momentankonfiguration ist dies gegeben durch

ijpvdv= [tda+ [ fdv. (2-38)
dt
B 0B, B;

Die zeitliche Anderung des Drehimpulses ist gleich dem resultierenden Moment der
von aullen einwirkenden Krafte. Mit der Wahl eines Ortsvektors x, fur den

Bezugspunkt des Momentangleichgewichtes ist die Drehimpulsbilanz

d

aBtp(xoxv)dv = | (xoxt)da+ [ (xoxf)dv . (2-39)

0B, B,

2.5 Spannungsmale

Der auf ein Flachenelement da mit dem Normalenvektor n in der
Momentankonfiguration wirkende Spannungsvektor t definiert durch das Cauchy-
Theorem
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t=TH (2-40)

den raumlichen (wahren) Cauchy-Spannungstensor T. Mit dem Cauchy-Theorem

und dem Gaul-Integralsatz lasst sich die lokale Impulsbilanz aus Gl. (2-38) ableiten
divT+pf=pv, (2-41)

die auch als raumliche Form der 1. Cauchy-Bewegungsgleichung bezeichnet wird.

Die Drehimpulsbilanz aus GI.(2-39) fuhrt auf die Symmetrie des Cauchy-
Spannungstensors

T=T"'. (2-42)

Wird Gl.(2-40) unter Verwendung von Gl. (2-6) bezuglich der Ausgangskonfiguration
geschrieben, ergibt sich mit

t, =det(F) TF ' hy =P[h, (2-43)

der 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor P, der im Allgemeinen nicht symmetrisch ist.

Als weitere Definitionen werden der raumliche gewichtete Cauchy-Spannungstensor
(Kirchhoff-Spannungstensor) K und der materielle 2. Piola-Kirchhoff-
Spannungstensor S eingefuhrt, die durch entsprechende Push-Forward und Pull-
Back Transformationen ineinander Uberfihrt werden konnen :

K =det(F)T=FSF"'
S=det(F)F' TF T =F'KFT
P=FS

T =det (F)'FSFT

(2-44)

2.6 Objektivitat und objektive Zeitableitungen von Spannungstensoren

Bei der Formulierung von Stoffgesetzten ist es erforderlich, deren Unabhangigkeit
vom gewahlten Bezugssystem zu gewahrleisten, was durch die Verwendung von
objektiven Tensoren bzw. objektiven tensorwertigen Beziehungen erreicht wird.

Ein beliebiger zweistufiger raumlicher oder Euler-Tensor A ist objektiv wenn die
Beziehung

A" =QAQT (2-45)
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gilt. Diese Transformation liegt der Transformation des Ortsvektors zugrunde. Dabei
wird der eine Ortsvektor x(f) bezlglich des ersten Beobachters durch die
Relativdrehung Q(z) der Bezugssysteme zueinander und die Relativverschiebung ¢(¢)
des Ursprungs in den Ortsvektor

X (1) =Q(O)x(¢)+e(r) mit QTQ=QQT =1, detQ=1 (2-46)
bezlglich eines zweiten Beobachters Uberfuhrt.

Die Forderung nach Obijektivitat trifft ebenso auf die Zeitableitung beliebiger
Tensoren zu. Da die materielle Zeitableitung Euler-Tensoren nicht objektiv ist,

mussen in der Momentankonfiguration spezielle Zeitableitungen definiert werden.

Zur Entwicklung eines Stoffgesetzes gehdrt die Formulierung von Ansatzen fir
abhangige KonstitutivgroRen (z.B. fur die freie Energie oder die Spannung) als
skalar- oder tensorwertige Funktionen der unabhangigen KonstitutivgroRen (z.B. des
Deformationsgradienten, der Temperatur oder der inelastischen Zustandsgroéfen).
Solche Ansatze mussen auch der Forderung nach der Objektivitat gentgen. Fur die

hier in der Arbeit vorgenommene Beschrankung auf isotropes Materialverhalten gilt:

Hangt die skalare Funktion f von verschiedenen Satzen zweistufiger Tensoren A;

1

und Vektoren a; ab, erfullt sie die Forderung nach Objektivitat wenn die Bedingung

/(0AQ".Qa, )= 1(a,.a,) (2-47)

erfullt ist. Weiter ist eine zweistufige Tensorfunktion g bei Erflllung der folgenden
Bedingung objektiv:

¢(0A,Q".0a,)=Qg(A,.2,)Q". (2-48)

2.7 Spannungsgeschwindigkeiten

Die Wahrnehmung von Spannungsanderungen eines Beobachters in einem
rotierenden Koordinatensystem beschrankt sich auf den Anteil, der aufgrund der
Spannungsanderungen im mitdrehenden Koordinatensystem zustande kommt,
wahrend Spannungsanderungen, die von einer Translation oder Rotation herrthren,
von einem Beobachter in einem mitrotierenden Koordinatensystem nicht

wahrgenommen werden.
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Das Prinzip der materiellen Objektivitat fordert, dass das Materialverhalten nicht vom
Standort des Beobachters abhangen darf. Bei einem Beobachterwechsel,

F'=QF, (2-49)
dargestellt durch einen orthogonalen Tensor Q (Rotation), bedingen die
Transformationseigenschaften fur die Spannungen

T"=QTQ". (2-50)

FiUr eine mit dem Tensor © gebildete objektive Spannungsrate

*

T=T-OT+TO (2-51)
muss die folgende Transformationseigenschaft gelten:
© =QOQ"+QQ". (2-52)

Einige objektive Ableitungen, die diese Transformationseigenschaften erfullen, sind

durch die Wahl von © durch die in Gl.(2-24)und Gl.(2-22) definierten Groflen W,
RRT bzw. L gegeben:

Zaremba-Jaumann [Zar1903,Jau1911] %:T_WTJ,TW
Green-Naghdi [Gre1965] T=T-RRTT+TRR" (2-53)
Oldroyd [Old1950] T=T-LT+TL

Umfangreiche neuere Arbeiten zu diesem Thema finden sich bei Xiao, Bruhns und
Meyers [Xia1999].

2.8 Energieerhaltungssatz und Entropieungleichung

Die lokale raumliche reduzierte Formulierung des Energieerhaltungssatzes
pe =T:D-divq+ph (2-54)

ist Bestandteil der zu betrachtenden Bilanzgleichungen. Die spezifischen Grolen e
und s beschreiben die innere Energie und die Entropie je Masseeinheit, q den
Warmefluss je Flacheneinheit und # die Warmequelldichte je Masse- und Zeiteinheit.
Der Term T : D wird als spezifische Spannungsleistung bezeichnet.

Die reduzierte Form der Entropieungleichung
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(4 h
+div| = |-p—=20 2-55
p s IV(T] P (2-55)
bildet die Grundlage einer physikalisch konsistenten Formulierung des Stoffgesetzes.

Die Variable T steht fur die absolute Temperatur.

Durch Kombination von Gl.(2-54) und GI.(2-55) ergibt sich mit Gl.(2-44) die Form
O=-¢Y+K:D=0 (2-56)

fur die Dissipationsratendichte (Clausius-Duhem-Ungleichung flr isotherme
Prozesse), wobei

Y =pole—sT) (2-57)

die freie Energiedichte darstellt. Danach ist die dem System zugefihrte
Spannungsleistung K :D gleich der Energieabspeicherungsrate plus der

Dissipationsratendichte.

2.9 Das Prinzip der virtuellen Verrickungen

Das Prinzip der virtuellen Verrickungen ist eine der Impuls und Drallbilanz
aquivalente Formulierung, die in der mathematischen Formulierung auch als
schwache Form der durch die Impulsbilanz gegebenen Differentialgleichungen
bezeichnet wird. Die Skalarmultiplikation der aus GIl. (2-38) folgenden
Gleichgewichtsbedingung

divT+pf=0 (2-58)

mit einem Vektorfeld (virtuelles Verschiebungsfeld) du und die anschliellende
Integration Uber das Gebiet B; fuhrt auf das Prinzip der virtuellen Verschiebungen in
raumlicher Darstellung:

jTEgrad(au)dv = jpmﬁldv+ j tuda . (2-59)
B[ Bt aBt

Das beliebige Vektorfeld ou muss hierbei stetig differenzierbar sein und die
gegebenen, geometrischen Randbedingungen erfullen. Das Prinzip formuliert so die

Gleichheit zwischen der virtuellen inneren Arbeit und der Summe aus virtueller Arbeit

der aulleren Belastungen und dem Tragheitsterm.
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3 Lokale Elastoplastizitat

Zur vollstandigen Formulierung eines Randwertproblems ist neben den in Kapitel 2
aufgefiihrten kinematischen Beziehungen und den Bilanzgleichungen auch ein
Modell fir das Werkstoffverhalten erforderlich. Die hier behandelte Klasse von
Materialmodellen wird auf technisch eingesetzte polykristalline Metalle eingegrenzt
und folgt im Einzelnen den in [Arn2000] aufgeflihrten Einschrankungen:

1. Es existiert ein elastischer Bereich als einfach zusammenhangendes konvexes
Gebiet im Spannungsraum. Prozesse in diesem Gebiet sind reversibel. Damit
existiert ein Potential spezifischer freier elastischer Energie ¢, aus dessen
Ableitung nach einem geeigneten elastischen Verzerrungsmald die Spannung

ermittelt werden kann.

2. Die Form des elastischen Stoffgesetzes ist unabhangig vom inelastischen
Zustand bzw. von den inelastischen inneren Variablen.

3. Das geschwindigkeitsunabhangige plastische Stoffgesetz wird definiert durch
eine Fliel3¢flache im Spannungsraum und eine assoziierte Flieldregel. Es ftritt
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Verfestigung ausschliel3lich durch eine Aufweitung (isotrope Verfestigung) der
FlieRflache auf. Kinematische Verfestigungsvorgange bleiben in dieser Arbeit

unberucksichtigt.

Die Anwendung eines hyperelastisch-plastischen Materialmodells zur Beschreibung
grolier Deformationen motiviert sich aus den, bei der Verwendung von hypo-
plastischen Stoffgesetzen auftretenden Widersprichen. Die in Kapitel 2.6 geforderte
materielle Objektivitat der Spannungsrate ist bei hypoelastisch-plastischen
Stoffgesetzen nur dann gewahrleistet, wenn durch Verwendung geeigneter objektiver
Ableitungen eine Bewegung des Beobachters auler der Transformation keinen
Einfluss auf die im Material berechneten Spannungen hat. Bei der Verwendung der
damit gebildeten hypoelastisch-plastischen Stoffgesetze in Ratenform ftritt abhangig
von der Wahl des Ableitungstyps, zum Teil ein physikalisch widerspruchlicher, da
elastische Energie speichernder Prozess auf, der zur Oszillation der Spannungen
fuhrt ([Leh1972,Nag1982]), oder es ergibt sich bei inkompressiblem Material und
assoziierter FlieRregel eine Spur im Ruckspannungstensor ([Hau1985]). Des
Weiteren werden irreversible Prozesse in geschlossenen elastischen
Belastungspfaden [Ko0j1987] als Kritik genannt. Bei einem hyperelastisch-
plastischen Stoffgesetz treten diese Probleme jedoch grundsatzlich nicht auf
[Sve1998b,Arn2000]. Detaillierte Ausfuhrungen zur Herleitung im Rahmen der
Anwendung des Gurson-Modells finden sich in [Arn2000]. Mit den folgenden
Erlauterungen wird ein, unabhangig von der Definition einer speziellen Flielflache
und internen Zustandsvariablen des Materials, allgemein anwendbares

hyperelastisch-plastisches Modell vorgestellt.

3.1 Multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten

Die Grundlage hyperelastisch-plastischer Stoffgesetze kann auf das bei [Lee1969]
vorgeschlagene Konzept der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten
in einen elastischen Anteil F. und einen plastischen Anteil F, zurickgefuhrt werden:

F, . (3-1)

Eine solche Zerlegung setzt die Existenz einer plastischen Zwischenkonfiguration fur
jeden materiellen Punkt voraus, die durch Entlasten eines Punktes in einen
spannungsfreien Zustand erreicht wird und daher im Allgemeinen geometrisch
inkompatibel mit einem Nachbarpunkt ist. Durch diese multiplikative Aufspaltung wird
zunachst das Linienelement der Referenzkonfiguration auf ein plastisches
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Linienelement der Zwischenkonfiguration transformiert (plastischer Push-Forward)
und anschliel3end auf ein elasto-plastisches Linienelement der
Momentankonfiguration abgebildet (s. Bild 3.1). Die multiplikative Zerlegung der
GL.(3-1) betrifft dabei nicht die globale Referenz-Konfiguration, sondern bezieht sich
nur auf eine unmittelbare oder infinitesimale Umgebung eines materiellen Punktes,

was durch die unterbrochene Linie der Zwischenkonfiguration verdeutlicht worden ist.

Die polare Zerlegung des Deformationsgradienten wird auch auf den elastischen und
plastischen Anteil angewendet, so dass gilt:

F=F,F, =R .U, V,R, . (3-2)

Hieraus leitet sich eine additive Zerlegung in einen elastischen und plastischen
Verzerrungszustand ab, die auf der Referenzkonfiguration wirksam ist, so dass fur
die Zerlegung des Verzerrungszustandes die Beziehungen

E, :%(FPTFP —I) und E, =E-E, :%(FTF—FPTFP) (3-3)

gelten. Entsprechend der Definition des raumlichen Geschwindigkeitsgradienten
L=FF ' kann dieser auch in einen plastischen und einen elastischen Anteil

aufgeteilt werden:
L=FF ' =L +L, =FF' +FFF'F ", (3-4)

so dass fur den plastischen bzw. elastischen Anteil Deformationsgeschwindigkeits-
Tensor der Momentankonfiguration gilt:

L, =F F/
_ S
Lp =F, Lp F, , (3-5)
_ 1
Lp - Fp Fp

Der plastische Geschwindigkeitsgradient der Momentankonfiguration L, kann dabei
in einen symmetrischen (D, plastischer Deformationsgeschwindigkeitstensor) und
antimetrischen Anteil (W,,, Plastic Spin) aufgespaltet werden.

L, =D, +W,. (3-6)

Die Madglichkeit der Einfuhrung eines orthogonalen Tensor Q in die multiplikative
Zerlegung des Deformationsgradienten nach Gl. (3-1) einzufligen,
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F,F,=F, QQ'F, =F,F, , (3-7)

zeigt die Nichteindeutigkeit der Zerlegung des Deformationsgradienten auf. Da die
Losung dieser Problemstellung nicht von der Wahl der kinematischen Dekomposition
abhangig ist (wie u.a. in [Bor1989] gezeigt wird), stellt sich die Formulierung einer
eindeutigen Zerlegung von F zunachst als beliebig dar. Durch die Formulierung einer
Evolutionsgleichung fir den Plastic-Spin W, ([Daf1985,Gie1991,Pau1992]) wird
durch die Integration des plastischen Deformationsanteils eine eindeutige Zerlegung
definiert. Einen Sonderfall bildet die Annahme W, =0, wie sie bei [Ete1990, Ari2000]
und [Web1990] gewahlt wurde. Basierend auf Uberlegungen in [Sve1998a,b] und
[Arn2000] wird hier unter der Annahme R,=1 die Grofle W, unter der
Berucksichtigung elastischer Isotropie bei der Zerlegung F. = R, U, mit der Reduktion
des Modells auf die Beschreibung kleiner elastischer Deformationen eindeutig
bestimmt [Sve1998a,b]. Formal gesehen stellt dies eine Vereinfachung der polaren
Zerlegung des Deformationsgradienten

F=RU=VR (3-8)

dar, die den Deformationsgradienten jetzt in drei GroRen aufteilen,

F=V.RU, . (3-9)
F'()F
LAGRANGE-GréRen — EULER-GréRen
“materielle” Darstellung o s . “raumliche” Darstellung
F'O)F
Ausgangs-
konfiguration
F Momentan-
konfiguration
A
Fp "=, F v
+ al -
' l" Bt \l )

] ® 1

] 1

1] I

) U

\‘ "&
plastische

Zwischenkonfiguration

Bild 3.1: Plastische Zwischenkonfiguration
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3.2 Spannung und Plastische Dissipationsleistung

Die in Kapitel 2, GI.(2-56) eingeflihrte freie Energiedichte ¢ kann als eine Funktion
des rechten Cauchy-Green—Tensors1 C, dessen Rate C, der lokalen plastischen
Deformation F, und eines Vektors a von skalaren und tensoriellen inneren Variablen

dargestellt werden.

v =y(C.F,.0.C) (3-10)
Gleiches gilt fur die 2.Piola-Kirchhoff-Spannung S:

s=S(C,F,,a,C). (3-11)

Mit der Beschrankung auf ein von der Deformationsgeschwindigkeit unabhangiges
Materialverhalten entfallt die Abhangigkeit von der Deformationsrate C. Durch

Einsetzen eines hyperelastischen Stoffgesetzes ist die Form der Gleichungen wie

folgt:
¢ =y(C.F,.a)
: 3-12
g0 ¥ (3-12)

oC

wobei die konstitutive Form des 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensors aus einem
Potential hergeleitet wird, das die im Korper gespeicherte Verzerrungsenergie
beschreibt.

Uber die Definition des Cauchy-Green-Tensors
C.=F F=U? (3-13)
wird der Zusammenhang zum Green-Lagrange-Verzerrungstensor sichtbar:

EGZ%@—D, (3-14)

Die Beschrankung der Betrachtung auf isotherme Prozesse vereinfacht die Clausius-
Duhem-Ungleichung wie in Kapitel 2 ausgefuhrt zur lokalen Dissipationsleistung

:Z%Sﬂi‘—(ﬂZO. (3-15)

Mit GI.(3-12) wird ¢ auf die plastische Dissipationsleistung

T
' Bei Beobachterwechsel FD:QF gilt: CD:FD FD:FTQT QF=C
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5.=-Wn Yy (3-16)

reduziert.

Es wird angenommen, dass ¢ in einen elastischen Anteil ¢ und einen plastischen
Anteil ¢, unterteilt werden kann ([Hau1995, Sve1998a,b]). Mit der Beschrankung auf
ein von den inneren Variablen unabhangiges elastisches Materialverhalten und einer
von der elastischen Deformation unabhangig angenommenen plastischen freien
Energie kann flr ¢ die folgende Form gefunden werden:

Y=y (CF, )+, (Y.8) . (3-17)

Hierbei ist der inelastische Anteil ¢, nur noch eine Funktion einer Ruckverformung Y
und den verbleibenden skalaren internen Variablen im Vektor & so dass der
allgemeine Vektor a aus Gl.(3-10) durch die Unbekannten (Y, &) ersetzt wird . Auf die
weitere Berucksichtigung der Ruckspannungen wird im Rahmen dieser Arbeit
verzichtet, so dass die weiterfUhrenden Erlduterungen sich auf die Modellierung
isotroper Verfestigungsmechanismen reduzieren. Eine ausflhrliche Beschreibung
der Modellierung kinematischer Verfestigungsmechanismen findet sich u.a. in
[Arn2000].

Motiviert aus der Kiristallplastizitat, in der die elastische Deformation als
Gitterverzerrung und die plastische Deformation dem Abgleiten von Versetzungen
zugeordnet wird, kann die Form des elastischen Stoffgesetzes in Gl.(3-12), als von
der plastischen Deformation unabhangig betrachtet werden (elastischer
Isomorphismus [Bert1993, Sve1998a, Sve1998b]). Fur ¢ ergibt sich damit die
spezielle Form des Ansatzes ¢g.durch eine ,pull back® Transformation auf die

plastischen Zwischenkonfiguration:

vl ¥, )=0.[F;" CE;). (3-18)
Mit

C.:=F; CF;' = (FFp'l)T (FFp'l): F.'F, (3-19)

werden die Spannungen direkt mit dem aus der Zerlegung F, :FFp‘1 gewonnenen

elastischen Deformationsanteil (Cauchy-Green-Tensors) verknupft:

g,
aC.

T _
F,SF, =2 (3-20)

€
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Damit wird der erste Term in GI.(3-16) angegeben:

) )
_9y 2ce%1«};T _%y =MF;" _%y . (3-21)
oF, aC, OF, oF,

Der Spannungstensor M, definiert durch

0P,

M:=2C, 3C

(3-22)

€

wurde von [Man1972] eingefuhrt und wird im weiteren als Mandel-Spannung
bezeichnet.

Durch Einsetzen von GI.(3-22) in Gl.(3-16) und unter Berucksichtigung der Definition
L, = Fpr"lergibt sich die plastische Dissipationsleistung zu

: : 0 0 -

Jpz—a—‘/’mp—a—’f’mz M+ F, |0, + d £ . (3-23)
oF, da. oF, 0§

Im Kontext der hier gemachten Annahme  ausschlieBlich  isotroper

Verfestigungsmechanismen wird der hier auftretende Term

Wy o1

3-24
o (3-24)

als das Zentrum des elastischen Bereichs (Riuckspannungstensor) interpretiert und
zu null gesetzt. Wird bezuglich der Zwischenkonfiguration Isotropie angenommen,
folgt nach [Sve1998b] daraus elastische Isotropie, wodurch in das Produkt mit dem
Mandel-Spannungstensor aus Gl.(3-23) nur der symmetrische Anteil von L, eingeht:

. .
5, =MD, - aé % . (3-25)

3.3 Hyperelastisches Stoffgesetz

Mit der polaren Zerlegung des elastischen Deformationsanteils in eine elastische
Rotation R, und einen elastischen rechten Strecktensor U. ,

Fe :Re Ue :/]e,J (eJ O gJ): (eJ N C[)me,J (gJ 0 QJ)’ (3'26)

erfolgt die Definition des elastischen logarithmischen Verzerrungstensors (elastischer
Hencky-Tensor):
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E.,=InU, . (3-27)

Mit diesem Verzerrungsmald wird der Mandel-Spannungstensor M unter Verwendung
eines isotropen elastischen Stoffgesetzes, dargestellt durch den Elastizitatstensor 4.
Stufe, C. berechnet.

= —a¢e =
OE,

M 24 Ee +Atr(Ee)1=C_[Eg] . (3-28)
Damit sind die Tensoren M, U, bzw. E. aufgrund des isotropen Stoffgesetzes koaxial
und die Transformation zwischen dem Mandel-Spannungstensor M und dem
Kirchhoff-Spannungstensor K bzw. den Cauchy-Spannungen T kann mit der
elastischen Rotation R, formuliert werden:

1
K=RMR! , T=— =K . 3-29
‘MR ZerlF) (3-29)
Die Materialparameter sind die der klassischen Elastizitat: Die Lamé-Konstanten A
und 4, die sich aus dem Elastizititsmodul £ und der Querkontraktionszahl v

berechnen:

M= (3-30)

3.4 Plastisches Stoffgesetz

Der Bereich elastischer Deformationen ist ein zusammenhangendes Gebiet im
Hauptspannungsraum, das durch die Fliel3flache begrenzt wird, die durch die

Bedingung
®(M,&)=0 (3-31)

gegeben ist. Hierbei stellt ® eine Potentialfunktion der Spannung M und eines
Vektors & mit internen skalaren Variablen dar. Im Fall der von-Mises-Plastizitat wird

Gl.(3-31) zu
2

Vo, (3-32)

m

o(M,o,,)=

g

mit der Vergleichsspannung o2 =J, (M) und der isotropen Verfestigung o, als eine

skalare Variable, die den Durchmesser der FlieRflache im Spannungsraum bestimmt.
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Plastische Deformationen werden durch das FlieRgesetz beschrieben, wobei der
plastische Multiplikator A den Betrag plastischen FlieRens angibt:

0P
D, =A——. 3-33
v =AM (3-33)

Hierin ist durch 0®/0M die Richtung des plastischen FlieRens senkrecht zur
Fliel3flache vorgegeben.
Uber den plastischen Multiplikator kann die Unterscheidung zwischen elastischen

und plastischen Vorgangen vorgenommen werden. In der Kuhn-Tucker-Form
ausgedruckt bedeutet dies, dass fur einen beliebigen Prozess zu jeder Zeit

®<0 O A=0 (elastischer Prozess) (3-34)
oder
®=0 O A>0 (plastischer Prozess) (3-35)

gelten muss. Daraus folgt die Konsistenzbedngung zu
®A=0, dM,0,)=0, (3-36)

aus der sich der Wert von A und damit die GroRe des plastischen Inkrements

bestimmt.

3.5 Verfestigungsmodellierung

Die isotrope Verfestigung kann Uber eine Summe von n; Exponentialansatzen
beschrieben werden ([Lem1996]). Uber die Definition der plastischen

Vergleichsdehnung &,
t
;= |2 (D =& d 3-37
L N LN L (3-37)
=0

wird der Skalar g, berechnet, der die GroRe des elastischen Bereichs im
Spannungsraum definiert [Cha1986, Cha1993]:

g =0, +YR[expl-k,e )-1] . (3-38)
j=l

Neben der Flieispannung des Materials, g, treten in der Summe die Amplituden R;

und Abklingfaktoren £; in jedem Exponentialterm auf. Die Steigung von g, wird als

Tangentenmodul H bezeichnet:
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00,
)=

H(g,)=—2 .
0&,

(3-39)

Der Sonderfall eines linearen, isotropen Verfestigungsanteils wird durch einen

konstanten Tangentenmodul
H = const. (3-40)
beschrieben.

Die plastische Dissipationsleistung aus GI.(3-25) und unter Berucksichtigung des

gewahlten Verfestigunsansatzes ergibt sich so zu

5 =MD - E-mm -0 3-41
p p ag [&_ p a-rngrn' (_ )

3.6 Zusammenfassung

Die vollstandigen konstitutiven Gleichungen der Hyperelastoplastizitat mit isotroper
Verfestigung werden in Tafel 3.1 dargestellt. An dieser Stelle werden weder eine
spezielle Form der Flie3flache noch die Bedeutung der zusatzlichen internen

Variablen festgelegt.



3. Lokale Elastoplastizitat Seite 3-11

Tafel 3.1: Hyperelastisch-plastisches Modell mit isotroper Verfestigung
Rate des plastischen Deformationsanteils:

F, =L,F,

Evolutionsgleichung des Vektors innerer Variablen zur Beschreibung von
Verfestigung oder Schadigung:

&= f(M=Fp’Lp=E)
Fliellbedingung:

®(M,g)=0
Plastischer Geschwindigkeitsgradient:

L,=A® y+W,
Elastischer Deformationsanteil:

F,=R,U,=FF;

Elastischer logarithmischer Verzerrungstensor:

E; =In (Ue)

Elastizitatsgesetz (Hooke-Gesetz):

M=2uE,+Atr(E)I
Isotrope Verfestigungsfunktion:

n
Om =0y +ZRi[eXp(_ki Em)_l]

i=1




Seite 3-12 3. Lokale Elastoplastizitat



4. Lokale Schadigungsmodellierung Seite 4-1

4 Lokale Schadigungsmodellierung.........coovuiuueiiiiieeieeeeee e e e e eeeaees 4-1
4.1 Duktile SChAIQUNG.......ccoiiiiiicie e 4-1
4.2 Das GUrson-Modell...........ooominiiii e 4-4
4.3 Entfestigung und LOKaliSIErUNG ........cceviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee 4-8
N 1= | =)o PR 4-13

4 Lokale Schadigungsmodellierung

In diesem Kapitel wird das duktile Schadigungsverhalten metallischer Materialen
beschrieben und neben einer phanomenologischen Betrachtung die numerische
Simulation des Schadigungsprozesses in Form des Gurson-Modells vorgestellt. Uber
die Erlauterung verschiedener Ansatze zur Modellierung des
Verfestigungsverhaltens wird abschlieBend das Phanomen der lokalen Entfestigung
und der sich daraus ergebenen Lokalisierungsphanomene bei der Anwendung mit
der FE-Methode erklart.

4.1 Duktile Schadigung

Reale Materialien enthalten mikroskopische Defekte, die die makroskopische
Festigkeit eines Bauteils beeinflussen. Die aufgrund einer aulieren Belastung
voranschreitende Schadigung durch das Wachstum von Mikrorissen oder das

Entstehen und Wachsen von Poren (Hohlrdumen) lasst sich in die Bereiche der
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sproden Schadigung, der duktilen Schadigung, der Kriechschadigung und bei
wechselnder Belastung der Ermudungsschadigung unterteilen.

In der Bruchmechanik wird gewohnlich die Beschreibung des Versagens einer
Struktur auf makroskopischer Ebene vorgenommen, wobei
Schadigungsmechanismen unberlcksichtigt bleiben. Durch die Anwendung von
Versagenshypothesen  bruchmechanischer Bewertungskonzepte fur Dbereits
geschadigte Bauteile, wie zum Beispiel das K-Konzept oder das J-Integral-Konzept
[Aur1987] wird das Versagensverhalten makroskopisch charakterisiert. Hierbei wird
ein geeignetes Bruchkriterium aufgestellt, das das Versagen (den Rissfortschritt) des
Materials durch Uberschreiten eines bruchmechanischen Kennwertes kennzeichnet.
Diese Kriterien setzen aber das Vorhandensein eines Risses schon voraus, sind also
nicht in der Lage Rissentstehung zu beschreiben und kdénnen so auch nicht ein
integraler Bestandteil der kontinuumsmechanischen Beschreibung sein.

Da die Materialeigenschaften eines Werkstoffes jedoch schon vor dem Versagen
durch die Schadigung beeinflusst werden, mussen geeignete Methoden zur
Anwendung gebracht werden, die diese Vorgange zu simulieren vermogen. Im
Rahmen der Schadigungsmechanik wird der mikrostrukturelle Zustand des Materials

durch innere Zustandsvariablen beschrieben, die Bestandteil der

.lr“‘ ] t}k,"‘g = ,}“ X
Probe. DGBU3I/B . S S W o
BAM V.12 51006 10pm

Bild 4.1: Bruchoberflache nach duktiler Schadigung mit typischem Wabenbruch [Kli2000]
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kontinuumsmechanischen Beschreibung sind. Somit kann das Verhalten des
Materials vom urspringlichen Zustand bis hin zum vdélligen Verlust der Steifigkeit
charakterisiert werden, so dass der Verlust der Tragfahigkeit des Materials ohne
globale Versagenskriterien beschrieben werden kann, was u.a. eine
probengeometrie- und belastungsunabhangige Beschreibung des Versagens einer
Struktur ermdglicht.

Die im Rahmen dieser Arbeit betrachtete duktile Schadigung von metallischen
Werkstoffen wird im Wesentlichen vom Wachstum und der Vereinigung von im
Material bereits befindlichen oder neu entstehenden mikroskopischen Hohlraumen
hervorgerufen. Im Versuch flhrt die voranschreitende duktile Schadigung zum
bekannten Wabenbruch. Bei Bruchmechanikproben und Rissen in Bauteilen tritt
zumeist stabiles Risswachstum vor dem endgultigen Versagen einer Struktur auf. In
der Bruchflache sind die Scherkdmme der Stege zwischen den Hohlraumen unter
dem Rasterelektronenmikroskop zu erkennen [Bild 4.1].

Die Vorgange der Schadigung und des Versagens in Form eines makroskopisch
beobachtbaren Risses sind schematisch in [Bild 4.2] dargestellt: Die Hohlraume
konnen bereits im Herstellungszustand im Material vorhanden sein. Bei den meisten
Werkstoffen Uberwiegt die Hohlraumbildung (Nukleation) durch Abldésen
(Dekohasion) des Matrixmaterials (1) oder Bruch von harten, meist nichtmetallischen
Einschlissen (2), vgl. [Goo1979]. Mit zunehmender plastischer Deformation tritt eine
Lokalisierung der Deformation durch Bildung von Scherbandern zwischen den
Hohlraumen ein (3), deren Bruch zur makroskopischen Bruchflache fuhrt. Die
Lokalisierung kann durch eine zweite Population von Partikeln geringerer Grolle
erheblich verstarkt werden. Das Wachstum kleiner Hohlraume wird im Umfeld eines
grollen Hohlraums beschleunigt, deren Zusammenschluss auf eine verstarkte
Schadigung bis zum Bruch fuhrt (4).

Erste mathematische Modelle zur Beschreibung dieser Vorgange beschrankten sich
zunachst auf die Beschreibung des Porenwachstums, wobei die Schadigung durch
den Porenvolumenanteil charakterisiert wurde [McC1968]. So wurde z.B. bei
[Ric1969] eine einzelne Probe zylindrischer bzw. kugelformiger Gestalt eingebettet in
einem starr-ideal plastischen Material betrachtet, die durch eine konstante
einachsige Verzerrungsgeschwindigkeit belastet wird. Kontinuumsmechanische
Beschreibungen der duktilen Schadigung, bei der die Materialsteifigkeit durch eine
innere Variable beeinflusst wird, wurden u.a. von [Gur1977], [Lem1986] und
[Rou1987] vorgestellt.
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Bild 4.2: Phanomenologische Beschreibung duktiler Schadigung

Ausgangspunkt fur das hier vorgestellte Materialmodell ist die Beschreibung von
Gurson, bei der im Rahmen eines Zellmodells, dem reprasentativen Volumenelement
(RVE), das Verhalten einer spharischen Pore in einer kugelférmigen Zelle aus starr-
ideal plastischem Matrixmaterial beschrieben wird.

4.2 Das Gurson-Modell

Das Gurson-Modell beschreibt die Schadigung in metallischen Werkstoffen, in dem
harte, nichtmetallische Einschlisse durch Dekohasion oder Bruch zur
Hohlraumentstehung beitragen. Weitere Belastung fuhrt zum Wachstum und
Zusammenschluss dieser Hohlrdume und schlief3lich zur duktiler Rissinitiierung und

Rissausbreitung bis zum endgultigen Versagen. Zur Modellierung des
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Deviatorebene

Bild 4.3: FlieX¢flache des Gurson-Modells im Hauptspannungsraum

Werkstoffverhaltens wird ein reprasentatives Volumenelement (RVE) herangezogen.
Hierbei wird ein idealisierter mikroskopischer Ausschnitt untersucht, der die
wesentlichen Eigenschaften des Materials reprasentiert, zugleich aber eine
anwendbare mathematische Beschreibung zulasst. Dieses Modell beschreibt somit
ein aquivalentes, homogenes Ersatzmedium, das die effektiven
Materialeigenschaften auf makroskopischer Ebene wiedergibt.

In der Arbeit von [Gur1977] wird fur das plastische FlieRen eines elastoplastischen
Materials mit eingebettetem kugelférmigen Hohlraum eine Fliebedingung

CDG(G,O'O,f):Z—§+2fcosh(#j—(l—f)z=0 (4-1)
0

0

mit o2 =J,(s) hergeleitet. Das Matrixmaterial wird als starr-idealplastisch mit der

FlieRspannung o, angenommen. Der Volumenanteil /' der Hohlraume im Material
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bestimmt die druckabhangige Eigenschaft der Fliel3flache. Die homogene
makroskopische Spannung o ist die gemittelte Spannung im reprasentativen

Volumenelement.

Im Gegensatz zur klassischen Plastizitatstheorie (z. B. von-Mises- oder J,-Theorie)
geht der hydrostatische Druck

o, =%tr (o) (4-2)
in die FlieBbedingung ein. In Verbindung mit einer assoziierten FlieRregel ist das
Material damit nicht langer plastisch inkompressibel. Fir den Sonderfall, dass das
Material keine Hohlraume enthalt, /=0, reduziert sich Gl. (4-1) auf die von-Mises-
FlieRbedingung. Die Darstellung der FlieRflache im Hauptspannungsraum in Bild 4.3
zeigt die von-Mises-Fliel¥flache als Zylinder und die Gurson-Fliel¥flache als ovale
rotationssymmetrische Form, die mit zunehmendem Hohlraumvolumenanteil kleiner

wird.

Experimentelle Untersuchungen (u.a. [Goo1979]) zeigen, dass der zum endgultigen
Materialversagen gehorende Hohlraumvolumenanteil erheblich niedriger ist als der
Wert von =1 im Gurson-Modell. Weiterhin wird die fortgeschrittene Schadigung in
der Phase der Lokalisierung der Deformation zwischen benachbarten Hohlraumen
und dem nachfolgenden Zusammenwachsen nicht korrekt erfasst. Von Tvergaard
und Needleman [Tve1984] wurde eine Erweiterung des Gurson-Modells
vorgenommen, bei der in der FlieBbedingung die zusatzlichen Konstanten ¢, und ¢,
eingefuhrt wurden [Tve1981,1982b], die eine bessere Anpassung an experimentelle
Daten ermoglichen. Somit ergibt sich eine erweiterte Form der FlieRbedingung zu:

Doy (6.0, )= J;(G) +2 ¢, feosh [6]2 ;r((:) J_(%fu)z -1

2
306 tr(o 2
=———+2gq chosh(qz ( )]—(qlfm) -1. (4-3)
On 2a-m
=0

Die Ergebnisse von Finite-Elemente-Analysen des Versagens von ungekerbten
Zugproben im ebenen Verzerrungszustand und axialsymmetrische Rundzugproben
stimmen hierbei mit experimentellen Beobachtungen gut tUberein. Die von [Tve1981]
vorgeschlagenen Werte von ¢; =1.5 und ¢,= 1.0 wurden von den bei [Per1990]
mittels einer analytischen Betrachtung gefundenen Werten ¢, =4/e=1.47 und

q> = 1.0 belegt.
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In der erweiterten Form der FlieRbedingung geht der Hohlraumvolumenanteil f als
effektiver Hohlraumvolumenanteil f* in die FlieRflache ein und erfasst die
beschleunigte Schadigung durch Wechselwirkung und Zusammenschluss von
Hohlraumen [Tve1982a]. Bis zu einem kritischen Wert f. sind f und f* identisch,
oberhalb von £, wird durch einen beschleunigten Zuwachs von f* durch den Faktor
ks eine Verringerung der Flie3flache simuliert:

sey_ S fir 1< f,
f(”‘{ﬂ+kf0>fn fir />, o

Der Materialparameter f, stellt den Wert des Hohlraumvolumenanteils dar, bei dem
vollstandiges Versagen des Materials, also ein makroskopischer Riss, auftritt. Daraus
bestimmt sich der Faktor & ;:

o0_
(ff _fc)
Aus GLI.(4-5) wird deutlich, dass die Funktion /~ den Wert f= erreicht. Fiir = /]

kann vom Material keine Spannungen mehr aufgenommen werden, so dass sich aus
der FlieRbedingung Gl.(4-3) der Wert

=L (4-6)

ergibt. Im Rahmen der numerischen Auswertung kann die sich so auf einen Punkt
verkleinernde FlieRRflache auf erhebliche numerische Schwierigkeiten fihren, so dass
haufig ein kleinerer Wert fur qu gewahlt wird. Erreicht der Hohlraumvolumenanteil
den finalen Wert f=f,, werden die Spannungen des betrachteten Punktes auf null
gesetzt (s.Bild 4.4).

In  [Chu1980] wurde eine erweiterte  Evolutionsgleichung fur den
Hohlraumvolumenanteil vorgeschlagen, die sich aus dem Wachstum vorhandener
Hohlrdume und der Nukleation neuer Hohlrdume, beschrieben durch die Funktion 4 ,
zusammensetzt. Die Evolutionsgleichung fur den Hohlraumvolumenanteil f* lautet
dann:

f = fWachstum +fNukleati0n = (1 _f) tr(ép) + 4 (gm)ém . (4'7)

Die Entstehung neuer Hohlraume, die durch Dekohasion und Bruch von Partikeln
stattfindet, wird durch eine Gaul-Verteilung (s. Bild 4.5) uUber der plastischen
Vergleichsdehnung des Matrixmaterials &, statistisch erfasst:



Seite 4-8 4. Lokale Schadigungsmodellierung

i_ 0.6 f f
2
= _
s |/
£ 04
S 0.04 Agy)
E ' —_—
=3
o
5 -
T 02 f-f UL 0.02
4]
2
o "
g f” /(
w 0 ] 0 I I
0 0.1 0 0.2 0.4 0.6
f e
lokaler Hohlraumvolumenanteil plastische Vergleichsdehnung
Bild4.4: Effektiver Hohlraumvolumenanteil Bild4.5: Einfluss der plastischen Vergleichs-
dehnung des Matrixmaterials
2
E,_E
Ale,) = /o exp(——( m ;) J : (4-8)
277'Sr21 2Sn

Der gesamte Volumenanteil von hohlraumbildenden Partikeln ist f,, . Der Parameter
€ stellt den Mittelwert der plastischen Vergleichsdehnung dar, bei dem Partikel zur

Hohlraumbildung beitragen mit der Standardabweichung s, .

Die Berlcksichtigung isotroper Verfestigung im Matrixmaterial erfolgt im pordsen
Material Uber die Aquivalenz der plastischen Dissipationsleistung von homogenem

Ersatzmedium und Matrixmaterial, vgl. Gl. (2.56):

ok, =(1-/)o, &, - (4-9)

4.3 Entfestigung und Lokalisierung

Durch die Beschreibung des Schadigungsprozesses ist mit voranschreitender
Belastung ein zunehmender Verlust der Materialsteifigkeit moglich, d.h. die
Spannungen nehmen mit wachsenden Dehnungen nach Erreichen eines
Maximalwertes wieder ab. Dieses Verhalten bezeichnet man als ,materielle

Dehnungsentfestigung“ oder einfach als ,Entfestigung®.

Die Modellierung von Entfestigungsvorgangen stellt sich im Rahmen der
Implementierung von Finite Elemente Programmen in zweierlei Hinsicht als

problematisch dar:
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Bild 4.6: Verzweigungsproblem bei entfestigendem Materialverhalten

Mit dem Auftreten von Entfestigungsvorgéngen kann es nach dem Uberschreiten des
Maximalpunktes der Kraft-Verschiebungs-Kurve einer Struktur bzw. des Spannungs-
Dehnungs-Verlaufes eines materiellen Punktes der Struktur zu
Verzweigungsproblemen kommen, da einem Spannungszustand ¢ nunmehr zwei
mogliche Dehnungszustande &1 und & zugeordnet werden konnen (s. Bild 4.6).
Durch die Diskretisierung einer betrachteten Struktur in endliche Volumina (Finite

Elemente) kann es so zu diskretisierungsabhangigen Ldsungen kommen.

Eine anschauliche Interpretation des Verzweigungsproblems ergibt sich aus der
Betrachtung eines einachsig auf Zug beanspruchten Stabes. Am Beginn steht ein
Bereich linear-elastischen Materialverhaltens

o(e)=Ee, (4-10)
bis zum Erreichen einer Maximalspannung ¢; und der entsprechenden Dehnung

£ =0,/E. (4-11)
Darauf folgt ein Bereich mit linearem Entfestigungsverhalten

ole)=o, +h(£—£0)’ (4-12)

woraus sich der Entfestigungsmodulus zu
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Bild 4.7: Verzweigunasproblem durch Strukturdiskretisierung
g
h=- L. (4-13)
‘Eu - 80

ergibt, womit bei einer Dehnung &, die Tragfahigkeit des Materials erschopft ist, d.h.
o(ey)=0. (4-14)

Nach Erreichen des Lastmaximums kdénnen dann einem Spannungszustand
verschiedene Dehnungszustdnde zugeordnet werden. Fur die Diskretisierung des
Problems in m Elemente ergibt sich, dass bei einem Element mit einer geringfugig
niedrigeren Maximalspannung o; in diesem Element Schadigung/ Entfestigung
auftritt, wobei die anderen Elemente wahrend der weiteren Belastungsgeschichte
elastisch entlasten.

Nach dem Erreichen des Lastmaximums ergibt sich fiur die gemittelte Dehnung

, (4-15)
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was nach Einsetzen des Entfestigunsmodulus und der Einflhrung der Abklrzung
n=g¢,/¢&, auf die Beziehung

(0] =2 410 =0)

4-16

fuhrt. FUr verschiedene n:m-Verhaltnisse (also verschiedene Diskretisierungen) ergibt
sich so ein uneindeutiges Entlastungsverhalten, was fur den Fall m - oo auf eine
elastische Entlastungskurve fuhrt, da hier das Volumen des entfestigenden Bereichs
unendlich klein wird (s. Bild 4.7). Dieses Verhalten ist naturlich auch in komplexeren
Strukturen fur andere Belastungsmodi und Entfestigungsmechanismen zu
beobachten.

Die zweite hier betrachtete Problematik in Zusammenhang mit der Simulation von
entfestigendem Materialverhalten ergibt sich dadurch, dass es durch die
Beschreibung des Schadigungsvorgangs zu einem Tragfahigkeitsverlust des
Materials kommen kann. Dieser Verlust bedingt, dass sich mit dem Voranschreiten
der Entfestigung der Charakter des Anfangsrandwertproblems andert und die
Elliptizitat des Systems nicht mehr sichergestellt werden kann. Flr das nun irregulare
Differentialgleichungssystem existiert somit keine eindeutige Losung mehr. Der so
bezeichnete Elliptizitdtsverlust des Gleichungssystems fuhrt dazu, dass das
ursprunglich sachgemal} gestellte Anfangsrandwertproblem nun schlecht gestellt ist.
Ein Anfangsrandwertproblem ist dann sachgemal gestellt, wenn eine endliche
Anzahl von linear unabhangigen Losungen dazu existiert, die von den
Anfangsbedingungen stetig abhangen.

Im Rahmen einer phanomenologischen Interpretation entsteht so das Problem, dass
fur einen Spannungszustand zwei mogliche oder beliebige Losungen existieren
konnen. Durch die uneindeutige Losung des Differentialgleichungssystem kommt es
bei verschiedenen Strukturdiskretisierungen so zu netzabhangigen Losungen des
Problems. Hierbei stellen sich diese netzabhangigen Ergebnisse durch lokale
Dehnungsentfestigung (z.B. an der Rissspitze) ein, obgleich das gesamte System
durch ein verfestigendes Verhalten der Gesamtstruktur noch stabil ist.

Die Netzabhangigkeit folgt dabei der Tendenz, dass das Volumen der
Lokalisationszone mit zunehmender Netzverfeinerung abnimmt. Die Schadigung
lokalisiert schlief3lich in einer Zone mit verschwindendem Volumen. Der irreversible,
also dissipative Schadigungsprozess, findet ausschlielich in der Lokalisierungszone
statt, so dass der Anteil der totalen dissipierten Arbeit zu null werden muss, was auf
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die physikalisch sinnlose Aussage fuhrt, dass der Schadigungsprozess

dissipationsfrei verlaufen ist.

FUr die Beurteilung des mdoglichen Lokalisierungsverhaltens einer FE-Simulation ist
es somit erforderlich, Kriterien zu entwickeln und zur Anwendung zu bringen, die den
Zeitpunkt des Elliptizitatsverlustes des gestellten Anfangsrandwertproblems im
Verlaufe der Belastungsgeschichte fur beliebige Bereiche einer Struktur vorhersagen
konnen. Diese Aufgabe wird ausfuhrlich und gesondert fir die in den nachfolgenden
Kapiteln vorgestellten Stoffgesetze in Kapitel 7 behandelt.
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4.4 Tafeln

Tafel 4.1: Gleichungen des lokalen Gurson-Modell

FlielRbedingung:

® = J2(6)+2f]1 fDCOSh(Clz ;rgs) ]_(‘Ilfm)z -1=0

Tm

m

Beschleunigtes Hohlraumwachstum:

. o_
fﬁsz{f M E e i =JﬁL;§l

Jorhy U=te) fir f>f00 (2 )

Wachstum und Entstehung von Hohlrdumen:
f = fWachstum +fNukleati0n = (1 _f) tr(Dp) + A(‘gm)gm

Nukleation von Hohlrdumen:

Aquivalenz der plastischen Dissipationsleistung von homogenem

Ersatzmedium und Matrixmaterial

o2, =(1-f)o, én

Schadigungsparameter:

fo  Hohlraumvolumenanteil des Materials im Ausgangszustand
fe Kritischer Hohlraumvolumenanteil

fr  Endgultiger Hohlraumvolumenanteil

fa  Volumenanteil hohlraumbildender Partikel

&n  Dehnungsmittelwert der GauR-Verteilung der Nukleation

s, Standardabweichung der Gaul3-Verteilung der Nukleation
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5 Nicht-lokale Schadigungsmodelle

In diesem Kapitel werden, ausgehend von dem lokal formulierten Gurson-Modell,
nicht-lokale Erweiterungen des Schadigungsmodells vorgestellt.

5.1 Motivation

Die Motivation fur die Entwicklung und Anwendung nicht-lokaler Schadigungsmodelle
ist nicht nur die in Kapitel 1 und 4 bereits erlauterte Netzabhangigkeit der Ergebnisse
bei der Anwendung lokaler Stoffgesetze im Rahmen von Diskretisierungsmethoden.
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Die Netzabhangigkeit einer FE-Rechnung Iasst sich im strengen Sinne aufgrund der
Diskretisierung des kontinuumsmechanischen Problems nie vollstandig eliminieren
und muss so als immanenter Bestandteil des numerischen Naherungsverfahren bei
der Losungsfindung grundsatzlich bericksichtigt werden. Auch der bereits diskutierte
Eindeutigkeitsverlust der Lésung des zugrundeliegenden Gleichungssystems flhrt
nicht zwingend auf einen Widerspruch bei der Simulation des Materialverhaltens, da
nicht ausgeschlossen werden kann, dass beispielsweise mehrere Losungen fur das
zugrunde liegende physikalische Problem existieren konnen. Entscheidend in diesem
Zusammengang ist vielmehr, ob die Wahl unterschiedlicher sich aber geometrisch
und physikalisch entsprechender Rand- und Lastbedingungen die Ergebnisse der
FE-Rechnung beeinflussen kénnen.

Eine wesentliche Bedeutung kommt der Funktion nicht-lokaler Stoffgesetze als
Lokalisierungsbegrenzer gegeniber der Anwendung Ilokaler Modelle im
Zusammenhang mit den bereits erlauterten Lokalisierungsphanomenen zu. Wie
bereits ausgefuhrt, ist Schadigung ein irreversibler Prozess und ist somit dissipativ.
Die Dissipation infolge von Schadigung findet bei der Anwendung lokaler Modelle
ausschlielich in der, durch die Diskretisierung vorgegebenen, Lokalisierungszone
statt. Mit zunehmender Netzverfeinerung wird das Volumen der Lokalisierungzone
kontinuierlich kleiner, so dass der Schadigungsprozess schliellich in einem
verschwindenden Volumen ohne Dissipation ablaufen muisste, was auf eine
physikalisch sinnlose Aussage fuhrt. Entscheidend ist somit, dass durch die
Formulierung schadigungsmechanischer Modelle auf Grundlage einer nicht-lokalen
Theorie bzw. einer Gradiententheorie die Regularitit der gestellten
Anfangsrandwertprobleme gewahrleistet werden kann. Nicht zuletzt wird erst mit
nicht-lokalen Modellen durch das Einfiihren einer charakteristischen Lange auch der
Beobachtung Rechnung getragen, dass Schadigungsprozesse in einer Struktur sich
auf Gebiete charakteristischer GroRenordnung begrenzen, die im Rahmen

konventioneller FE-Analysen nur netzabhangig abgebildet werden kdnnen.

Die anwendungsorientierte Implementierung nicht-lokaler Stoffgesetze in eine FE-
Umgebung erfordert gewisse Grundvoraussetzungen, die neben der werkstoff-

mechanischen und physikalischen Sinnhaltigkeit gegeben sein missen:

Zunachst ist die physikalische Grundmotivation, die eine mathematisch korrekte
Umsetzung in einer FE-Umgebung erlaubt, zu erwahnen: Es ist erforderlich fur die
konstitutiven Gleichungen des Stoffgesetzes Bilanzgleichungen zu entwickeln, die in
ihrer linearisierten Form in eine geeignete Elementformulierung mit geeigneten
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Freiheitsgraden umgesetzt werden kénnen. Die SO entstehende
Gleichgewichtsforderung auf Strukturebene muss in den Rahmen einer

konventionellen FE-Programmstruktur eingebettet werden kdnnen.

Die zu entwickelnden Algorithmen mussen numerisch robust und effektiv unter
Berucksichtigung der aufzuwendenden CPU-Zeit sein.

Weiter ist eine Nahe zu bestehenden lokalen Modellformulierungen erstrebenswert,
um das Modell phanomenologisch erklarbar zu halten und ggf. auf Erkenntnisse
einer zugrundeliegenden lokalen Theorie zurlickgreifen zu kénnen, insbesondere sei

hier das Problem der Materialparameterbestimmung erwahnt.

Dieser Zielsetzung folgend werden in diesem Kapitel nicht-lokale Erweiterungen des
in Kapitel 4 diskutierten lokalen Materialmodells von Gurson vorgestellt, wobei die
phanomenologische Beschreibung des Vorgangs der duktilen Schadigung
beibehalten und um nicht-lokale Formulierungen erganzt wird.

5.2 Nicht-lokale Integralansatze

Eine Moglichkeit der nicht-lokalen Schadigungsmodellierung mit dem Gurson-Modell
basiert auf einem Integral-Ansatz flir die Evolutionsgleichungen des
Hohlraumvolumenanteils, wie er von Leblond [Leb1994] sowie Tveergard und
Needleman [Tve1995] in einem elastisch-viskoplastischen duktilen pordsen Material
eingefuhrt wurde. Die Grolen, die die Schadigungsentwicklung direkt beschreiben,
werden uber ein vorgegebenes Gebiet gemittelt. Die Mittelung bezieht sich bei
Verwendung des Gurson-Modells auf die, durch Porenbildung und Porenwachstum
bedingte Entwicklung des Hohlraumvolumenanteils f. Der nicht-lokale Ansatz wird
nun in der Anderungsgleichung fir das Hohlraumwachstum eingefiihrt. Die
Evolutionsgleichung der inneren Variablen f besteht in der lokalen Form aus den
Anteilen zum Entstehen neuer Hohlrdume und zum Wachsen vorhandener
Hohlraume :

flokal = fWachstum +fNukleati0n = (1 _f) tr(Dp) + A(gm)gm (5'1)

Die Anderung des Hohlraumvolumenanteils in einem materiellen Punkt des Materials
an der Stelle x des betrachteten Volumens wird Uber die lokale Anderungen der
Schadigungsverteilung der Umgebung des betrachteten Punktes ermittelt:

l(x) _[flokal (X) W(X’Y)dl} . (5-2)
V

709
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Dabei ist V' das Volumen des betrachteten Koérpers in der Referenzkonfiguration und
y ein raumlicher Punkt in der Umgebung des Volumens dJdV. Mit der

Gewichtungsfunktion

w(X,Y)[lJr(?JP]_q (5-3)

und deren Volumenintegral

W(X)ZIw(x,y) av (5-4)
Vv

Uber den betrachteten Korper wird der Einfluss der benachbarten Gaul3-Punkte in
der FE-Struktur beschrieben. Die Parameter p und ¢ bestimmen die Form der
Gewichtungsfunktion und finden sich u.a. in [KIi1998b] mit Werten p =8 und ¢ = 2.
FUr das Mal} /.= 0 geht diese Formulierung in das lokale Modell Uber. Die Form der
Gewichtungsfunktion ist dabei so gewahlt, dass mit einer Begrenzungslange z fir w >
O fur alle z < [ gilt und die Gewichtung ungefahr zu null w = 0 fir z > [ wird. In FE-
Rechnungen wird fur z > /. mit /. = 1,5-/ der Wert der Gewichtungsfunktion direkt auf
Null gesetzt, so dass die charakteristische Lange /. die GroRe des Gebietes angibt, in
dem die Schadigungsentwicklung gemittelt wird. Somit wird der nicht-lokale Ansatz

fur das Gurson-Modell mit drei Parametern p, ¢ und /. beschrieben.

Bei der Implementierung eines nicht-lokalen Integralansatzes ergibt sich die
Schwierigkeit, dass zur Berechnung der nicht-lokalen Wachstumsrate des
Hohlraumvolumenanteils die lokale Anderung der benachbarten Punkte im
Einflussgebiet /. bekannt sein muss. Da im Rahmen der Implementierung in ein
konventionelles FE-Programm unter ausschlieRlicher Brlcksichtigung von
Verschiebungsfreineitsgraden die lokale Anderung der Hohlraumrate fiir die
benachbarten Gaul3-Punkte zu einem Zeitpunkt nicht bekannt ist, wird auf die Werte
des letzten Iterationsschrittes bzw. des letzten Gleichgewichtszustandes
zuruckgegriffen, d.h. die direkte  Kopplung von  Spannungs- und
Schadigungsintegration kann nicht ausgefluhrt werden, was sehr kleine Schrittweiten
bei der Gleichgewichtsiteration erfordert, um mdgliche Fehler klein zu halten.

Weiterhin erfordert die exakte Bestimmung der Schadigungsverteilung in der
Umgebung eines Punktes genaue Topologiekenntnisse von der Elementierung der
zu berechnenden Struktur. So kann zwar z.B. die Symmetrie von Proben oder

Bauteilen leicht bertcksichtigt werden, jedoch sind freie Rander, Locher, Kerben,
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Ecken etc. zu bertcksichtigen (wie z.B. der Anriss an C(T)- oder M(T)-Proben).
Weiterhin missen ausgefallene Elemente aus der integralen Betrachtung eines
Gebietes herausgenommen werden, genauso wie entstandene Rissoberflachen die
Kontinuitat des Materials aufheben und auch dort das Einflussgebiet eingeschrankt

wird.

Beispiele fur derartige Implementierungen finden sich u.a. in [Baz1988], [Tve1995]
und [Kli1998Db].

5.3 Gradientenabhangige Formulierungen des Gurson-Modells

Grundlegend gemeinsam ist den hier zur Klasse der gradientenabhangigen
Formulierungen zusammengefassten Erweiterungen des Gurson-Modells die
Erweiterung bzw. Modifizierung der Entwicklungsgleichung des
Hohlraumvolumenanteils um einen Term, der den raumlichen Gradienten des
Schadigungsfeldes bericksichtigt. Die Einfuhrung dieser Gradiententerme wird Uber
die Vorstellung motiviert, dass eine Anderung des Hohlraumvolumenanteils neben
Wachstum und Entstehung von Hohlrdumen auch durch Wechselwirkungen
benachbarter Bereiche und die damit verbundene Anderung der Konzentration von

Hohlraumen gesteuert wird.

5.3.1 Diffusionsmodell

In der einfachsten Form wird bei einer gradientenabhangigen Evolutionsgleichung
des Hohlraumvolumenanteils die Schadigungsentwicklung aus dem klassischen
Modell Gbernommen, d.h. die Anderung des Hohlraumvolumenanteils erfolgt durch

das Wachstum und die Entstehung von Hohlraumen:

_[de = I (/}Wachstum + fNukleation) av. (5'5)
4 4
Als zusatzlicher Effekt kann eine mdgliche raumliche Anderung der Konzentration
von Hohlraumen im betrachteten Volumen berlcksichtigt werden. Bezeichnet man
die Konzentrationsanderung als Fluss q,des Hohlraumvolumenanteils, so ergibt sich

die Evolutionsgleichung fur f zu:

'[de = J-(fWachstum + fNukleation )dV - '[qf hdS , (5'6)
14 Vv av
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wobei n den nach auflen gerichteten Normalenvektor auf der Oberflache des
betrachteten Volumens V' darstellt. Bei Anwendung des Green-Satzes und der
Annahme beliebiger Volumina ergibt sich die Gleichung

f = fWachstum + fNukleation - qu J (5'7)

fur die Anderung des Hohlraumvolumenanteils in einem materiellen Punkt.

Die Beschreibung des Flusses q, erfolgt Uber das Aufstellen von
Entwicklungsgleichungen fur verschiedene Mechanismen, die als ursachlich
verantwortlich fir die Konzentrationsanderung des Hohlraumvolumenanteils
angesehen werden. Fir den auch als "void flux" bezeichneten gradientenabhangigen
Anderungsterm werden von [Ram1998b] zwei Mechanismen vorgeschlagen:

Zum einen die Diffusion von Hohlraumen
qr = —clf, (5-8)

wobei angenommen wird, dass der Fluss proportional zum Gradienten des
Hohlraumvolumenanteils ist. ¢ ist ein konstanter Materialparameter (¢>0) mit der
Dimension Lange®Zeit'. Das Vorzeichen wird so gewahlt, dass die
Diffussionswirkung zu einer Verringerung des Hohlraumvolumenanteils fuhrt, also
eine Attraktion von Bereichen hoherer Hohlraumkonzentration auf solche mit
niedrigerer Hohlraumkonzentration erfolgt.

Der Gradient 0 des skalaren Schadigungsfeldes f ordnet jedem Punkt r des Feldes
A(r) einen Vektor

v=0f =grad f (5-9)

zu, der in Richtung des starksten Anstiegs von d zeigt und den Betrag der Ableitung
des Feldes in diese Richtung besitzt. Fur die ,Diffusion®, d.h. den Austausch der
Schadigungskonzentration gilt

2 2 2
qu:D[Q—ch):—c{a 49,09 Jf:—cAf’ (5-10)

o> ox?  ox?

mit A=0? =0 als dem Laplace-Operator und ¢ als Konstante, die die Starke

dieses Einflusses beschreibt. Far die Anderungsgleichung des
Hohlraumvolumenanteils ergibt sich so mit Gl.(5-1) der folgende Ausdruck:

f = fWachstum +fNukleation - qu = (1 - f) tr(Dp) + A(gm) gm + Csz . (5'1 1 )
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Numerische Umsetzungen dieser nicht-lokalen Entwicklungsgleichung des
Hohlraumvolumenanteils finden sich u.a. in [Ram1998b] und [Reu2000].

Als alternativer Mechanismus gegenuber GI.(5-8) wird in [Ram1998b] vorgeschlagen,
dass der Fluss q,durch den Ausdruck
/2
q,=A—0f (5-12)
o

T

beschrieben werden kann, wobei / eine charakteristische Lange und o, eine

Bezugsspannung darstellt. Dieser Ansatz geht davon aus, dass der Fluss qr
proportional zur Entwicklung der Plastizitat ist. Der plastische Multiplikator A
beschreibt die GroRenordnung der Anderung der plastischen Verzerrung. Somit ist
der Gradiententerm nur bei einer Entwicklung der Plastizitdt (A>0) in der
Evolutionsgleichung wirksam. Die zugrunde liegende Vorstellung ist hierbei, dass
Volumina mit hoherem Hohlraumvolumenanteil solche Volumina mit niedrigeren
Hohlraumvolumenanteilen beeinflussen und es so zu einem beschleunigten,
konzentrierten Hohlraumwachstum kommt, das durch die Vereinigung benachbarter
Hohlraumen verursacht wird. Die Richtung des Flusses ist hier entgegengesetzt zum
beschriebenen Diffusionsvorgang aus Gl.(5-8) und es ergibt sich die Anderung des

Hohlraumvolumenanteils zu
f:fWachstum +fNukleation - qu
.7 ,
=(-f)u(p,) + A(gm)gm—a—mtﬁmf) (5-13)
0

=(-1)t(p,) + 4len)ém - ;—2(/1'sz+ oAy ) |
0
Die beiden Mechanismen aus Gl.(5-11) und GIl.(5-13) besitzen bezuglich ihrer
Auswirkung auf die Beschreibung der raumlichen Schadigungsentwicklung sehr
unterschiedliche Eigenschaften. Wahrend der Diffusionsterm in GI.(5-11) zu einem
Ausgleich des Schadigungsfeldes und somit zu einem ,gedampften“ Wachstum fuhrt,
hat der Gradiententerm in Gl.(5-13) einen wachstumsbeschleunigenden Einfluss auf
die Schadigungsentwicklung. Ein weiterer Unterschied besteht darin, dass in
Gl.(5-13) der nicht-lokale Schadigungsterm nur bei plastischen Prozessen aktiv wird,
Gl.(5-11) hingegen darauf flhrt, dass eine ratenabhangige Formulierung durch den
Gradiententerm besteht, da eine Anderung des Hohlraumvolumenanteils durch den
Gradiententerm auch ohne aufere Lasteinwirkung entstehen kann. Weiter ist die,
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durch den Gradiententerm bedingte, Anderung unabhéngig von der GroRe der
Schadigungsproduktion.

Bei der Formulierung nach Gl.(5-13) geht der plastische Multiplikator A multiplikativ
in die Formulierung des Gradiententerms mit ein, was auf die ratenunabhangige
Formulierung der Schadigungsentwicklung fuhrt, da der Gradiententerm nur bei einer
Veranderung des Plastizitat aktiv wird.

Durch die Berucksichtigung des Gradienten des Hohlraumvolumenanteils in der
Evolutionsgleichung der Schadigung GI.(5-11) und GI.(5-13) wird die Definition
zusatzlicher Randbedingungen erforderlich.

Am elastisch-plastischen Grenzibergang im Volumen ist der Wert von f als
anfanglicher Hohlraumvolumenanteil f; definiert, bzw. bei materiellen Punkten, die
vormals plastifiziert waren, als der Wert des Hohlraumvolumenanteils bei der letzten
Plastifizierung dieses Punktes. Da ein Zufluss bzw. Abfluss von Schadigung aus der

S :Koérperoberflache

Grenzoberflache zwischen
plastischem und elastischem
Bereich

P dufere Oberflache des
0 plastischen Bereiches

elastisches Volumen plastisches Volumen

Bild 5.1: Elastisch-plastischer Grenziibergang

Oberflache des betrachteten Volumens nicht moglich sein darf, gilt flr die

plastifizierten freien Rander des Volumens die Randbedingung

0 th=0 (5-14)
bzw.
LA =0auf S§ und f = f; auf SP, (5-15)

n
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mit S§ als der duBeren Oberflache des plastischen Bereichs des Volumens und S?

als der aktuellen Grenzoberflache eines Belastungsschrittes i zwischen elastischen
und plastischen Bereichen des Volumens (s. Bild 5.1).

Die in [Ram1998b] formulierte Randbedingung fur f am plastisch-elastischen
Ubergang f = f; aus Gl.(5-15) stellt eine erforderliche Konsequenz aus der strengen
Unterteilung in elastische und plastische Bereiche dar und folgt dem Gedanken, dass
duktile Schadigung nur bei plastischen Prozessen auftreten darf, ist aber aus
physikalischer Sicht nicht zwingend erforderlich, da eine ,Beeinflussung® der
Schadigung in einem elastischen Gebiet aufgrund angrenzender plastischer
Bereiche plausibel erscheint und dem Gedanken eines nicht-lokalen Modells eher
Rechnung tragt, da nicht-lokale Effekte auch bei elastischem Materialverhalten

wirken kénnen'.

Im Rahmen der numerischen Implementierung in ein FE-Programm ist weiterhin
sicherzustellen, dass auf SP der plastische Multiplikator A gemaR der Forderung

eines elastisch-plastischen Ubergangs zu null wird. Als Konsequenz ergibt sich die
Notwendigkeit, A als Freiheitsgrad in das zugrundeliegende diskretisierte
Variationsprinzip einzufihren. Somit kdnnen die in Kapitel 3 beschriebenen Kuhn-
Tucker-Bedingungen nicht mehr Uber die lokale Integration der Materialgleichungen
auf Gauld-Punkt-Ebene erflllt werden, sondern mussen als Randbedingung in den
Knoten, also als Randbedingung fur den Freiheitsgrad A, erfullt werden. Dadurch ist
die Gleichgewichtsiteration der FE-Rechnung auf Strukturebene um die
Berucksichtigung der Kuhn-Tucker-Bedingung zu erweitern [Ram1998a], was nur mit
erheblichem numerischen Aufwand zu bewerkstelligen ist und die Implementierung in

konventionelle FE-Programme erschwert bzw. nicht ermdglicht.

5.3.2 Herleitung aus der Integralbeziehung

Eine weitere Modifikation der lokalen Entwicklungsgleichung des
Hohlraumvolumenanteils in Form eines Gradientenansatzes ergibt sich aus der, im

Abschnitt 5.2. vorgestellten integralen Betrachtung der Entwicklungsgleichung

I(X) [ g () (. ¥) P (5-16)
!

-7

' Als Anmerkung sei hier darauf verwiesen, dass auch bei der Implementierung eines elastisch-plastischen Stoffgesetzes die
strenge Unterteilung in rein elastische und plastische Volumina nur auf GauR-Punkt-Ebene eingehalten werden kann. Da der
Gesamtbeitrag eines Elements aus den Einzelsteifigkeiten der reprasentativen Volumina der Gau3-Punkte ermittelt wurde, sind
solche Elemente die elastische und plastische Gaul3-Punkte reprasentieren im Sinne ihres Beitrages zum Strukturverhalten in
einem gemischten Zustand.
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Die Taylorentwicklung des Terms f,,,(x+s) um den Punkt s=0 fiihrt auf die

Beziehung:

frokat (X + S) = Fiokal (X) + (S DD)fzokal (X) + %(S DD)z fiokat (X) + %(S DD)3 Frokat (X) e (8-17)

Das Einsetzen dieser Beziehungen in die integrale Bilanz der lokalen
Schadigungsentwicklung Uber das Volumen ¥ fuhrt nach analytischer Integration und
unter Vernachlassigung ungerader Terme auf:

2 4 6

. . / . / . [ .
/(x)= J tokat (x)+ i szlokal (x) +3L2 D4flokal (x)+ ﬁ D6flokal (x) +.... (5-18)

Die Vernachlassigung von Termen vierter und hoherer Ordnung flhrt so auf eine, um
einen raumlichen Gradienten der Schadigungsrate, erweiterte Schadigungsevolution:
2 5.

f(X) = flokal (X) + iDZflokal (X) . (5'1 9)

Hierbei ist die nicht-lokale Schadigungsentwicklung in direkter, expliziter Form von
der lokalen Schadigungsentwicklung abhangig, da die lokale Anderungsgleichung
und der Gradient der lokalen Anderung der Schadigungsentwicklung berticksichtigt
werden.

Durch die geforderte Stetigkeit der globalen Schadigungsanderung f(x) wird durch

den Gradiententerm eine Nichtlokalitat eingefuhrt. Jedoch ist die Wirkung dieses
Effektes auf den unmittelbaren Bereich um x eingeschrankt, da Ableitungen von
1o (8) in unmittelbarer Nahe von x keinen Einfluss auf fj,.,(x) und 07 £, (x)
haben und damit auch nicht auf die globale Schadigungsentwicklung 7 (x). Im

mathematischen Sinn handelt es sich hierbei also um eine lokale Formulierung, oder
aber wie u.a. in [Gee1998], im Zusammenhang mit der Gradientenplastizitat
ausgefuhrt, um eine ,schwache” nicht-lokale Formulierung.

Weiterhin ergibt sich durch die Beriicksichtigung des Terms 0% 7, (x) in GI.(5-19)

eine  hohere Differenzierbarkeitsanforderung an die Beschreibung des
Verschiebungsfeldes und die Forderung nach der Einflihrung entsprechender
Randbedingungen hoéherer Ordnung, was auf eine zusatzliche Feldbeschreibung der
plastischen Entwicklung fiihrt, da die Beschreibung der rdumlichen Anderung der
Schadigungsrate eine raumliche Beschreibung der Plastizitat erforderlich macht.
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Durch eine erneute Anwendung des Laplace-Operators wird, wie in
[Gee1998,Feu1998] gezeigt, die GI.(5-19) nach Umstellung auf eine neue
Formulierung der Schadigungsentwicklung tuberfuhrt:

f&)=7 (x)+=50%f(x). (5-20)

Die Schadigungsentwicklung hangt nun in einer impliziten Form von der lokalen
Schadigungsentwicklung und dem zweiten Gradienten der Schadigungsentwicklung

selbst ab. Als eine mdgliche zusatzliche Randbedingung wird hier die Forderung

Y im=o (5-21)
on

eingefiihrt. Die Ableitung von f;;;(s) in unmittelbarer Nahe des betrachteten Punkts
hat nun indirekt {ber den Term [O?f(x) einen Einfluss auf die

Schadigungsentwicklung in  x, womit der nicht-lokale Charakter der
Evolutionsgleichung gepragt wird und eine, wie in [Gee1998] ausgefuhrt, ,starke”
nicht-lokale Beschreibung erzielt wird. Als weiterer Vorteil genugt bei dieser
Formulierung die Hinzunahme des globalen Schadigungsfeldes f als einzige neue
Feldvariable mit den entsprechenden Differenzierbarkeitsanforderungen, wie sie sich
aus dem zu bildenden Variationsprinzip ergeben.

Eine solche Formulierung fiihrt dazu, dass eine Anderung des
Hohlraumvolumenanteils auch ohne plastisches FlieRen maéglich ist, was zunachst im
Widerspruch mit den phanomenologischen Annahmen des Gurson-Modells steht.
Aus der Formulierung der gradientenabhangigen Anderungsgleichung

2
)20 = 7, () (5-22)

wird aber ersichtlich, dass in einem ,elastischen® Punkt wegen flokal(x):Oeine
Anderung des Holraumvolumenanteils nur durch den Term sz(x) erfolgen kann, so

dass das Phanomen nur in unmittelbarer Nahe zu einer plastischen Zone
auftritt [Feu1998]. Ohne das Aufbringen einer auReren Belastung kann es jedoch

nicht zu einer Veranderung des Hohlraumvolumenanteils f kommen, da der Term
0? £(x), der die Anderung von fbeschreibt nicht aktiv ist.
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5.4 Einfuhren einer neuen SchadigungsfeldgroRe

Ausgangspunkt fir die im Rahmen dieser Arbeit formulierten nicht-lokalen
Erweiterungen des Gurson-Modells stellt die Zielsetzung dar, die Ilokale
Beschreibung der Schadigungsentwicklung durch die Evolutionsgleichung fur den
Hohlraumvolumenanteil f des lokalen Gurson-Modells aus Kapitel 4 unverandert
beizubehalten. Durch  die Berucksichtigung  einer  neuen  skalaren
SchadigungsfeldgroRe d mit der Feldgleichung?

d(x) = 7(x)-c0?d(x), (5-23)
wird durch den lokalen Quellterm der Schadigung f(x) und den raumlichen

Gradiententerm D2d(x) des nicht-lokalen Schadigungsfeldes die Schadigungs-

entwicklung als globale FeldgroRe beschrieben (s.a. [Reu2003a]). Der eingefuhrte
Materialparameter ¢ beschreibt die Starke der Wirkung des Gradiententerms. Die
FeldgroRe d  stellt somit den Hohlraumvolumenanteil des Materials unter
Berucksichtigung der nicht-lokalen Schadigungsentwicklung dar.

Durch eine gegenuber dem lokalen Gurson-Modell modifizierte FlieRbedingung

2
®,(M,0,,.d) =5 +24 d*(d)cosh( 9 tzr(y) J ~(ga @) -1=0 (5-24)
On m

wirkt die globale SchadigungsfeldgroRe d auf die lokale Entwicklung des
Hohlraumvolumenanteils f'und bestimmt so maf3geblich das Entfestigungsverhaltens
des Materials. Mit ¢=0 wird die Evolutionsgleichung des Modells auf die lokale
Formulierung des Gurson-Modells zuruckgefuhrt und 4 entwickelt sich analog zur
lokalen Entwicklung des Hohlraumvolumenanteils 1 °.

Die GroRe d beschreibt somit den Schadigungszustand des Materials mit Werten von
null fur das vollstandig ungeschadigte Material bis hin zu einem Maximalwert von 1,
fur den die FlieRflache gemal Gl.(5-24) verschwindet.

Durch das Ersetzen des effektiven Hohlraumvolumenanteils /* aus Kapitel 4 durch
eine analoge Gleichung fiir den globalen effektiven Hohlraumvolumenanteil d° in
Gl.(5-24) wird die beschleunigte Schadigung durch Wechselwirkung und

2 g ist keine innere Variable im Sinne der kontinuumsmechanischen Beschreibung, wie z.B. die lokale Schadigung f, sondern
eine FeldgroRe.

% Vor dem Hintergrund der spater im Detail erlauterten Diskretisierung einer Struktur im Rahmen der FE-Methode entspricht die
Lésung des diskretisierten Gleichgewichtsproblems jedoch nicht mehr exakt der lokalen Implementierung, da hier die in den
Knoten gespeicherten Schadigungswerte d Uber die (linearen) Formfunktionen des Elements auf die GauR-Punkte abgebildet
werden und die Gleichgewichtsaussagen nur im Mittel iber das betrachtete Elementvolumen exakt erfullt werden.
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Zusammenschluss von Hohlrdumen nun Uber das globale Schadigungsfeld
beschrieben. Hierbei folgt die modifizierte Schadigungsvariable der Beziehung

d fir d<d,

) : (5-25)
d,+ky(d-d,) fir d>d,

d*(d):{

mit den Entsprechungen d., k;, der in Kapitel 4 beschriebenen numerischen

Parametern des Gurson-Modells. Der Faktor k; berechnet sich in Analogie zu Kapitel

4 aus
O_
k= du—de (5-26)
ff —d,

Aus Gl.(5-26) wird deutlich, dass die Funktion ¢ den Wert d erreicht. Fiir d = U

kann vom Material keine Spannung mehr aufgenommen werden, so dass sich aus
der Gl.(5-24) der Wert

=1 (5-27)

ergibt. Auch hier ist wieder eine entsprechende Randbedingung fir die Feldgrofe d

einzuflhren, die als ,naturliche” bzw. Neumann-Randbedingung zu
Odh=0 (5-28)
gesetzt wird.

Vorteil dieser Modellierung ist, dass die phanomenologische Beschreibung der
Schadigung nach Gurson in einem Volumenelement nicht aufgegeben wird und dass
es in elastischen Gebieten nicht zu einem Schadigungswachstum (im Sinne von f >
fo) kommen kann. Benachbarte plastifizierte Gebiete beeinflussen ,ausschlieBlich®
die Flie3funktion GI.(5-24) Uber die neue FeldgroRe 4 im Sinne einer mdglichen
Entfestigung des Materials. Somit ergibt sich bzgl. der Parameteranpassung fur das
Modell die Forderung, dass vornehmlich die Wirksamkeit der effektiven Schadigung 4
in der FlieRbedingung berticksichtigt werden muss und so die Parameter der lokalen
Schadigungsentwicklung nicht zwangslaufig mit angepasst werden mussen.

Diese Erweiterung erfordert ggf. eine Anpassung der Materialparameter der
FlieRfunktion ¢, und ¢, sowie der Parameter des effektiven Hohlraumvolumenanteils
d. und %k, Die lokale Schadigungsentwicklung im Volumenelement wird somit
weiterhin klassisch modelliert, der nicht-lokale Anteil des Schadigungsprozesses wird
durch d beschrieben.
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5.5 Ratenabhangige Schadigungsentwicklung

Dem zur Herleitung der konstitutiven Gleichungen des hyperelastisch-plastischen
Stoffgesetzes aus Kapitel 3 verwendeten Ansatzes folgend, kann das
Schadigungsfeld als skalar-wertige kontinuumsmechanische GroRe aufgefasst
werden. Mit Hilfe der Vorgehensweise in [Sve1999] und [Sve2001] lasst sich 4 als
zusatzlicher innerer Freiheitsgrad betrachten. So kann die GI.(5-23) aus der dazu

gehorenden verallgemeinerten Ginzburg-Landau Beziehung

div(a—w.j ¥y (5-29)
o0d ) ad

hergeleitet werden (siehe auch [Reu2003b]). Hierbei ist
X=y+n (5-30)

das Ratenpotential, das aus der Summe der Rate der Freienenergiedichte ¢ und
dem Dissipationspotential 77 besteht. Vernachlassigt man eine mdogliche direkte
Koppelung zwischen elastischem Materialverhalten und der Schadigungsevolution,
so erhalt man die Konstitutivform

=1 Bpld - jf +Lyi3|od] (5-31)
fur = sowie
W=y +Lia,30d (5-32)

fur w, wobei y; der elastische Anteil der Freienenergiedichte ist. Hierbei
reprasentieren fp bzw. yp charakteristische lokale bzw. nicht-lokale
Dissipationsskalen fur den delokalisierten Schadigungsprozess. Ferner sind ap bzw.
Ip eine charakteristische Energieskala bzw. eine charakteristische Langenskala fur
diesen Prozess. Als Vereinfachung wird hier angenommen, dass diese
charakteristischen GréRen konstant sind. Einsetzen von Gl. (5-29), GI. (5-31) und Gl.
(5-32) liefert dann die Feldgleichung

Bpd =13 divla,0d +y,0d)+ B, (5-33)

fir d. Eine Beziehung aquivalent zu Gl.(5-23) ergibt sich hieraus im Grenzfall
ap - 0,d.h.

Bnd = yplp divlap0d) + By f (5-34)
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mit der der Identifikation

2
c= M (5-35)
Bp

Wie GL.(5-23) stellt Gl.(5-34) eine ratenunabhangige Modellierung von d dar. Im
Gegensatz entspricht der Grenzfall y, - 0, d.h.

Bpd =yplp0d* + By f (5-36)

genau wie GI.(5-33) selbst einer ratenabhangigen Modellierung von d. Skaliert man
Gl.(5-33)-Gl.(5-36) mit einer charakteristischen Kontinuumslangenskala [/, so wird
ersichtlich, dass das Verhaltnis /,//- den Einfluss des nichtlokalen Terms auf die
Entwicklung von d bestimmt. Im Rahmen einer numerischen Ldsung dieser
Feldgleichung mit Hilfe der FE-Methode kann /- mit z.B. der Elementkantenlange

identifiziert werden.

In den weiteren Kapitel wird die geschwindigkeitsunabhangige Formulierung aus
Kapitel 5.4 oder aquivalent basierend auf GI.(5-23) oder auf Gl.(5-34) aufgegriffen,
wobei ggf. auf Unterschiede bzgl. der Implementierung unter Berucksichtigung der
Evolutionsgleichung (5-35), wo erforderlich, gesondert hingewiesen wird. Im
Weiteren wird die Schreibweise aus GI.(5-23) verwendet.

5.6 Schwache Form und P.d.v.V.

Zur Berechnung von Anfangsrandwertproblemen der Kontinuumsmechanik ist das
gekoppelte System der partiellen Differentialgleichungen bestehend aus den
kinematischen Beziehungen, der lokalen Impulsbilanz und den Materialgleichungen
zu lésen. Nicht-lokale Abhangigkeiten in Form von Integralen oder Gradienten in den
konstitutiven Gleichungen erschweren den Einsatz solcher Formulierungen.

Far die Anwendung der modifizierten Evolutionsgleichung des
Hohlraumvolumenanteils im Rahmen der FE-Methode muss eine Formulierung
gefunden werden, die trotz der Verwendung von Gradiententermen auf numerische
Verfahren fuhrt, die den Einsatz standardisierter numerischer Losungsverfahren im
Zusammenhang mit einer impliziten Spannungsintegration auf lokaler Ebene
ermoglicht.

Mit der weiter in GI.(5-23) gewahlten Form der gradientenabhangigen

Schadigungsevolution
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d-c0%d=f (5-37)

verliert im Rahmen einer raten-unabhangigen Formulierung die Konsistenzbedingung
zur Bestimmung des Beitrages der plastischen Verzerrungen wegen 02 ihren

lokalen Charakter.

Wie u.a. in [DeB1992, Ram1998a, Ram1998b] gezeigt, kann durch das zusatzliche
Einfuhren des plastischen Multiplikators oder der akkumulierten plastischen
Vergleichsdehnung als Freiheitsgrad die Stoffgleichung im Rahmen einer FE-
Implementierung gelost werden, was jedoch auf sehr aufwendige numerische
Formulierungen unter der Verwendung von C?-stetigen Ansatzfunktion fiir die
Elementformulierungen fuhrt. Weiterhin missen bei solchen Ansatzen, wie in Kapitel
5.3 bereits ausgefuhrt, die Kuhn-Tucker-Bedingungen in einer diskretisierten Form im
Rahmen der FE-Gleichgewichtsiteration erfullt werden, wobei neue zusatzliche
Randbedingungen unter Berucksichtigung eines plastischen und nicht-plastischen
Volumenbereichs der diskretisierten Struktur eingefuhrt und erfullt werden mussen.
Zusammen mit den Problemen bei der Verwendung von Ansatzfunktionen hdherer
Ordnung bei der Elementformulierung in FE-Rechnungen erweist sich diese
Vorgehensweise  unter der  Zielsetzung einer  anwendungsorientierten
Implementierung eines ,nicht-lokalen® Gurson-Modells als problematisch und wird
hier nicht weiter verfolgt.

Jedoch kann eine  Formulierung der schwachen Form  fur die
Schadigungsentwicklung gefunden werden (u.a. in [Feu1997, Feu1998]), die auf ein
Variationsprinzip fuhrt, das numerisch effizient in einem FE-Programm implementiert
werden kann. Die Multiplikation der modifizierten Evolutionsgleichung

d-c0?d=f bzw. d - f—c0%d =0 (5-38)

mit einer skalaren Testfunktion 77, und deren Integration Uber ein Volumen V fihrt auf
die Bilanzgleichung

[ld-co?d=7)ng av =0 (5-39)
! .

Dieser Ausdruck ist identisch mit der starken nicht-lokalen Formulierung der
Feldgleichung in GI.(5-38), da bei beliebigen Werten fur die Testfunktion der
Ausdruck in den Klammern verschwinden muss, um das Integral zu null zu erfullen.

Zusammen mit der schwachen Formulierung des Gleichgewichts
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jK:DnudV—th]udr:o (5-40)
vV r

ergibt sich so eine ,gemischte Formulierung* des gekoppelten Feldproblems
bestehend aus dem Verschiebungs- und dem Schadigungsfeld. Die Betrachtung der

nunmehr ,schwachen Form*® der Schadigungsevolution
[@-7)n, +codmp, av-c[([Odt)n, ar =0 (5-41)
v r

zeigt, dass, unter der in GI.(5-28) postulierten Annahme, dass auf dem Gebietsrand I
mit dem Normalenvektor n die Bedingung

Od =0 (5-42)

erfillt ist, eine schwache Formulierung der Schadigungsevolution in Form einer
Bilanzgleichung

[((d=7)ng +codmn, Jar =0 (5-43)
v
gefunden werden kann. Bei Verwendung der Schadigungsvariablen 4 als
zusatzlichem Freiheitsgrad genugen Cl-stetige  Ansatzfunktionen der
Elementformulierung, da nun das Schadigungswachstum von der Beschreibung des
plastischen FlieRens entkoppelt ist und nur der erste raumliche Gradient des
Schadigungsfeldes aus den Ansatzfunktionen ermittelt werden muss.

Fur die in Kapitel 5.5 vorgestellte Form einer nicht-lokalen Erweiterung flhren

analoge Betrachtungen zu einer Variation der Schadigungsbilanz in der Form

d-fln, +c0dMn, dvV =0. (5-44)
Jld-7)
V

* Gemischte* Formulierung, da hier FeldgroRen unterschiedlicher physikalischer Bedeutung (Verschiebungen, Schadigung) im
Variationsprinzip Verwendung finden.

® Die Differenzierbarkeitsanforderungen an die Beschreibung des Schadigungsfeldes sind durch die Anwendung des
Variationsprinzips herabgestuft worden, daher die Bezeichnung ,,schwache” Form [Har1993], die hier nicht in Bezug zu der
Unterscheidung zwischen einer ,schwachen® und ,starken” nicht-lokalen Evolutionsgleichung der SchadigungsfeldgroRe
gebracht werden darf.
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5.7 Tafeln

Tafel 5.1: Nicht-lokales Gurson-Modell

Fliel3bedingung fur das nicht-lokale Modell:

P = JZ(M)+2q1 d*cosh(qztzr(r)j—(qld*)z ~1=0

2
Om

m

Beschleunigtes Hohlraumwachstum:

. D_
d*(d):{d e d=de ik, _ ai-ac)

d,+kyd-d,) fir d>d, (df-dc)

Wachstum und Entstehung von Hohlraumen:
lokaler Hohlraumvolumenanteil f = (l—f) tr(Dp) + A(em)é‘m
globales Schadigungsfeld d = /' —c0%d  bzw.

globales Schadigungsfeld d = f - c0%d

Nukleation von Hohlraumen:

Alg,) = o exp(—M]

27752

n

Aquivalenz der plastischen Dissipationsleistung von homogenem
Ersatzmedium und Matrixmaterial

M[Dp:(l_f)am‘ém

Schadigungsparameter:

do Hohlraumvolumenanteil des Materials im Ausgangszustand
d. Kritischer Hohlraumvolumenanteil

dr Endgultiger Hohlraumvolumenanteil

Jfa Volumenanteil hohlraumbildender Partikel

En Dehnungsmittelwert der Gaul3-Verteilung der Nukleation

Sn Standardabweichung der Gaul3-Verteilung der Nukleation
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6 Finite Elemente Methode

6.1 Einleitung

Im Rahmen der Anwendung der Finiten Elemente Methode wird das der Struktur

zugrundeliegende Gebiet durch eine Zerteilung in Finite Elemente approximiert.

Weiterhin

werden die FeldgroRen des Problems ausgehend von einem
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vorgegebenen Verschiebungsfeld angenahert. Die angewendeten
Variationsprinzipen (d.h. in der Regel das Prinzip der virtuellen Verschiebungen)
werden dabei im Mittel Uber das jeweilige Elementvolumen erflllt, wobei bei der
durchzufihrenden numerischen Integration Uber das Elementvolumen eine weitere
numerische Naherung des abzubildenden Zustand vorgenommen wird. Die
Umsetzung der in Kapitel 4 beschriebenen, lokalen Werkstoffmodellierung fuhrt auf
ein System nichtlinearer algebraischer Gleichungen in den Knotenfreiheitsgraden.
Durch den Einsatz des um eine FeldgroRe erweiterten Variationsprinzips in einer
»gemischten" schwachen Form fur die Simulation nicht-lokaler Schadigung (s. Kapitel
5) ist es erforderlich, die Schadigungsgroflie d als neuen zusatzlichen Freiheitsgrad
zu berucksichtigen. Hierzu ist ein geeigneter Elementtyp zu entwickeln und in ein FE-
Programm zu implementieren, der die zu beschreibenden Feldgrof3en « und d sowie
die entsprechenden virtuellen GréRen durch geeignete Ansatze approximiert. Die zur
numerischen Lésung des Gleichgewichts notwendige Linearisierung des
eingesetzten Variationsprinzips und die Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrix
werden in diesem Kapitel vorgestellt. Ausgehend von der Unterteilung der Belastung
in diskrete Zeitschritte wird anschlieRend ein Spannungsalgorithmus zur numerisch
effizienten Integration der Materialgleichungen des nicht-lokalen Gurson-Modells
hergeleitet. Die Lésung des daraus entstehenden nichtlinearen Gleichungssystems
erfolgt mit dem Newton-Verfahren.

Eine malgebliche Aufgabe der Implementierung des um einen Gradiententerm
erweiterten Gurson-Modells ist die Verifizierung und der Vergleich der Ergebnisse
anhand des vorgestellten ,klassischen® lokalen Gurson-Modells. Daher werden beide
in den Kapiteln 4 und 5 vorgestellten Materialmodelle in Zusammenhang mit eigens
entwickelten Elementtypen in das FE-Programm ABAQUS implementiert. Diese
Vorgehensweise ist erforderlich, da bei einer klassischen lokalen Implementierung
die aktuellen Werte des Hohlraumvolumenanteils in den Gaul3-Punkten eines
Elementes als innere Zustandsgrof’en gespeichert werden, bei einer Formulierung
mit d als zusatzlichem Freiheitsgrad diese Werte aber in den Knotenpunkten eines
Elementes gespeichert und erst durch eine Approximation Uber die Ansatzfunktionen
des Elements auf die Gaul3-Punktkoordinaten abgebildet werden. Auch wenn durch
die Verwendung der kritischen Lange ¢=0 die gradientenabhangige Form der
Evolutionsgleichung in die klassische Formulierung des Gurson-Modells Ubergeht,
wird die Gleichgewichtsbedingung der Evolutionsgleichung des Schadigungsfeldes
mit der neuen Elementformulierung nur in der ,schwachen® Form erflillt, so dass die

Ergebnisse nicht mit denen einer lokalen Formulierung ubereinstimmen.
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Das hier zum Einsatz kommende FE-Programm ABAQUS verwendet fur die
Abbildung zwei-dimensionaler Verschiebungszustande Elementformulierungen mit
vier Knoten (CPE4 und CAX4) eine modifizierte Berechnung des
Deformationsgradienten (,selectively reduced integration technique“ [Nag1974,
Hib1998a]), die bei Verschiebungszustanden, die zu einer Volumenanderung flhren,
abweichende Verzerrungen bewirken. Diese Modifikation bezieht sich auf die
Formulierung kleiner und grof3er Deformation und dient u.a. der Vermeidung von
Locking-Effekten bei der ebenen Elementformulierung [Hib1998a] und wird fir die

neuen Elementformulierungen GUbernommen.

Die folgenden Ausflhrungen beziehen sich auf die Implementierung des erweiterten
nicht-lokalen Gurson-Modells, wobei auf Abweichungen zur Implementierung des
lokalen Gurson-Modells im Einzelnen eingegangen wird. Die Implementierung der
gradientenabhangigen Formulierung des Gurson-Modells mittels der ABAQUS-
Schnittstelle UEL erstreckt sich auf die folgenden Teilaufgaben :

= Bestimmung der erforderlichen Elementtypen

= Verwaltung der Elementfreiheitsgrade und Implementierung von zwei
Elementformulierungen mit bilinearen Ansatzfunktionen fir die Abbildung ebener

Dehnungszustande und die Simulation axialsymmetrischer Strukturen

= formale Ausgestaltung des Aufbaus der Elementsteifigkeitsmatrix auf Grundlage
der Diskretisierung der Variationsprinzipien

= konsistente Linearisierung der Materialtangenten zum Aufbau der Blockmatrizen
fur die Bildung der Elementsteifigkeitsmatrix und Bildung der Element-Kraft-
Vektoren flr die Aufstellung des Kraftegleichgewichts der FE-Rechnung

= Entwicklung und Implementierung eines geeigneten Algorithmus zur

Spannungsintegration auf Gaul3-Punkt-Ebene

= Bildung der Elementsteifigkeitsmatrizen unter Bertcksichtigung grofRRer

Deformationen

6.2 Elementformulierung

Der zu betrachtende kontinuierliche Kérper mit der Referenzkonfiguration °B wird in n

finite Elemente in eine diskretisierte Struktur B 7F unterteilt, so dass gilt

B=B" =|JQ,. (6-1)
e=1
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FUr die in einem Element der Flache Q. abzubildenden Feldgrof3en und fur die
Interpolation der Geometrie sind geeignete Ansatzfunktionen zu finden. Hier wird das
isoparametrische Konzept verfolgt, bei dem fir die Abbildung der Elementgeometrie,
wie auch fur die Interpolation der Feldgréf3en, die gleichen Ansatzfunktionen und die
gleichen Stltzpunkte (namlich die Knotenkoordinaten) gewahlt werden. Diese
Vorgehensweise gewahrleistet die geometrische Vertraglichkeit der Abbildung und
der inkrementellen Verschiebungen. Dartber hinaus ist die rdumliche Formulierung
eines Kontinuumsproblems sehr einfach, da es keinen Unterschied macht, ob man
von der Ausgangs- oder Momentankonfiguration eines Elementes auf das der
isoparametrischen Formulierung zugrunde liegende Einheitsquadrat transformiert,

das eine Referenzkonfiguration darstellt.

Bezuglich der Auswahl eines geeigneten Elementtyps sind zunachst geeignete
Ansatzfunktionen flir die Abbildung der Feldgréfien im Element festzulegen. Hierbei
mussen fur die Interpolation der Feldgroen u und d nicht zwingend die selben
Ansatzfunktionen gewahlt werden, auch wenn fur die Diskretisierung der in Kapitel 5
vorgestellten Variationsprinzipien in beiden Fallen CP-stetige Ansatzfunktionen
geniigen [Pee1999]". Die Wahl der Ansatzfunktionen hat einen Einfluss auf die
Abbildung des Gradienten der Feldgroen und durch die Kopplung der
Verschiebungen mit dem globalen Schadigungsfeld auch auf die Abbildungsfahigkeit
hoher Schadigungsgradienten, was einen Einfluss auf die maximal verwendbare

Grolde der eingesetzten Elemente haben kann.

Im nachsten Abschnitt werden 4-Knoten-Flachenelemente mit linearen
Ansatzfunktionen und der Abbildung eines ebenen Dehnungszustandes flr kleine
Deformationen betrachtet. Die dargestellte Vorgehensweise unterliegt hierbei aber
keiner Einschrankung bzgl. der Erweiterung auf Elemente mit hdheren und
verschiedenen Ansatzfunktionen oder aber bzgl. der Verwendung von

Volumenelementen.

6.3 Ebenes Element mit bilinearen Ansatzfunktionen

Die Approximation des Ortsvektors X der Ausgangskonfiguration und des

Ortsvektors x der Momentankonfiguration von einem Punkt des Referenzelementes

' Bei C’-Ansatzfunktionen fiir die globale Schadigung und die Verschiebungen ergeben sich zum einen konstante
Dehnungszusténde im Element und konstante Schadigungsverlaufe. Weiterhin wird der Gradient der Schadigungsverteilung im
Element konstant abgebildet. Auch zu beriicksichtigen ist, dass die Spannungen nahezu linear im Element sind und durch die
direkte Abhangigkeit der lokalen Schadigung von dem globalen Schadigungsfeld auch nur linear abgebildet werden kénnen.
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Q. mit den Koordinaten ¢,7 wird durch auf dem Referenzelement definierte

Ansatzfunktionen N; mit dem Vektor N der bilinearen Ansatzfunktionen

"Nl [E+E)1+n)]
No| 1| (1=&)1+n)
N¢.7)= =— (6-2)
(&) Nsy| 4| @-&)(1-n)
(N4 | La+ENi-n)]
durchgefuhrt (s. Bild 6.2):
X = iN,. (€,7)X; und x = fzvl. (&.7)%,. (6-3)

i=1 i=1
Hierbei sind X, bzw. %, die Knotenkoordinaten der Ortsvektoren der Referenz- bzw.
Momentanelementkonfiguration. Die Approximationen der Feldgrofien in einem
Element ergeben sich flr die Verschiebungen bzw. die entsprechenden virtuellen
Grolen zu

u=N,i und n, =N,1,, (6-4)

wobei u der Vektor der Knotenverschiebungen und N, der Zuordnungsvektor der

linearen Ansatzfunktionen darstellt. Entsprechend gilt fur die Abbildung des neu
eingefuhrten Freiheitsgrades d und der zugeordneten virtuellen Grolde

d=N,dund 7, =N i, (6-5)
mit d bzw. 1, als Elementknotenvektor der Schadigungswerte und N, als dem
Zuordnungsvektor der linearen Ansatzfunktionen.

FUr die Berechnung der Verzerrungen und deren Variation werden die Ableitungen
des Verschiebungsvektors u, eines Elementes bendtigt :

aue S aN (Qz ,7) (6-6)
X 4 oX i

i=

Die partielle Ableitung von N; nach X, erfolgt nach

LH =[N N, ©7)

Y

wobei die Jacobi-Matrix J. die Transformation =zwischen Referenz- und

Ausgangskonfiguration eines Elementes darstellt:
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©
©

Bild 6.1: Diskretisierung einer Struktur

Referenzkonfiguration

{uy, v, d} {3, Vs, di}

[4] 5
/\ SN (L)

v CL-D L (D
L» E
X,u
{uls V], dl} {“za st dl}
Bild 6.2: Ebenes Element mit 4 Knoten und 12 Freiheitsgraden

X, N

Xig Xy 1| X2 1

J, = ’ =N N . 6-8

Xy Yy

Die zunachst als klein angenommenen Verzerrungen berechnen sich aus
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o o

_1 T - _| 0x 0y

s—E(Du+Du) mit Du—@ v | (6-9)
Ox Ody

wobei hier ausschlieBlich ebene Verzerrungszustande berlcksichtigt werden, so

dass gilt :
_i _
£, ox
e=| &, |=| 0 9 H (6-10)
ay | | v
2£xy i i
| 0y Ox |

Der so gebildete Spannungstensor ist wie folgt besetzt :

Oy Oy 0
=0, 0, 0| (6-11)
0 0 o

Die Abbildung der Verzerrungen erfolgt Uber eine entsprechende Zuordnungsmatrix

uber die Beziehung

e=B, i . (6-12)

Weiterhin wird der Gradient des Schadigungsfeldes Uber
Od =B,d (6-13)

aus den Elementknotenwerten der Schadigungswerte abgebildet. Bei der Abbildung
des Gradienten des Schadigungsfeldes wird die aktuelle raumliche Konfiguration des
Elementes betrachtet, wozu die Ableitungen der Ansatzfunktionen nach den
raumlichen Koordinaten (x, y) zu bilden sind. Fur die hier verwendeten

Zuordnungsmatrizen B, und B, gilt im Einzelnen :

N, 0 Ny, Ny, N3, Ny O 0 0 0
g 2| O Nol_ 0 0 0 0 Ny, Ny, N3, Ny, (6-14)
u 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

N,y N,X Nl,y Nz’y N3,y N4,y Nl,x Nz,x N3,x N4,X

'N N N N N
Bd — X2 1,x 2,x 3.x 4.x - (6-1 5)
Nl,y Nz,y N3’y N4’y
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Hierbei gilt fur die Vektoren der Ableitungen der Ansatzfunktionen im

Elementkoordinatensystem &, 77:

Nig| [~1+n Nig| |-1+¢

N - N -
Ne=[ 2 0=] T g N =) 2 =] TS (6-16)
> N3,£ 1+[7 i N3,l7 1+§

Nag| |-1-n Ny -1-¢

Bezuglich der Wirkung des Gradiententerms in der Evolutionsgleichung des globalen
Schadigungsfeldes d ist die Bedeutung der Wahl der (hier linearen) Ansatzfunktionen

des Verschiebungsfeldes u (s. Bild 6.3a) besonders hervorzuheben.

Die Ermittlung der raumlichen Ableitung der Schadigungswerte Uber die
Elementflache fuhrt auf linear veranderliche Schadigungsgradienten und auf einen
iiber der Elementflache konstanten 2. Gradienten des Schadigungsfeldes 0%d (s.
Bild 6.3a).

Weiter ist zwischen einer raumlichen und einer materiellen Berucksichtigung des
Gradienten zu unterscheiden, wie u.a. in [Gee2000] aufgefuhrt. Bevorzugt wird in
dieser Arbeit die materielle Bildung des Gradienten, da eine raumliche Betrachtung
bei starken Deformationen der Elementflache zu sehr hohem Gradienteneinfluss

fuhren kann.

Ebenes Element mit 4-Knoten und bi-linearen Ansatzfunktionen

(¢ r]) N;(En)

// //

N (é n) N‘}(C n

I// /l/

Bild 6.3a: Lineare Ansatzfunktionen der Abbildung der Schadigungs- und
Verschiebungsfreiheitsgrade in den Knoten der ebenen Elementformulierung.
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Ebenes Element mit 4-Knoten: Abbildung der Schadigungsverteilung
Id
L,
g
de M M

g /

x [ =

Bild 6.3b: Lineare Abbildung eines Schadigungsfreiheitsgrades und Abbildung der
raumlichen Anderung und des 2. Gradienten der Schadigung Uber die
undeformierte Referenzkonfiguration des Elementes.

6.4 Axialsymmetrische Formulierung

Fir eine Bestimmung der Schadigungsparameter des Gurson-Modells werden
ublicherweise Ergebnisse von Versuchen an gekerbten Rundzugproben
herangezogen. Diese finden in einer FE-Simulation ihre Entsprechung in eben
modellierten Modellen mit  axialsymmetrischen Elementen, die die
Rotationssymmetrie einer Rundzugprobe bericksichtigen und so die effiziente
Abbildung als ebene diskretisierte Struktur erlauben. Um entsprechende FE-
Rechnungen durchflihren zu kénnen, ist Uber die ebene Elementformulierung hinaus
ein Elementtyp zu entwickeln, der der Abbildung der geometrischen
Zwangsbedingung axialsymmetrischer Probengeometrien gerecht wird. In diesem
Abschnitt werden die hierzu durchzufiUhrenden Modifikationen an der

Elementformulierung des Elements flr ebene Verzerrungszustande aufgezeigt.

Bei der axialsymmetrischen Formulierung wird der, um eine Achse
rotationssymmetrische, Korper Uber Zylinderkoordinaten dargestellt. Hierbei sind »
und z die Radial- bzw. Axialkoordinaten in der Querschnittsflache des zu
beschreibenden Volumens
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Axialsymmetrische Elementformulierung

u(R,2)

, \ "L
X ]

> : » X(O©=0),R

Bild 6.4: Axialsymmetrische Elementformulierung

(s. Bild 6.4). FUr einen Drehwinkel 6= 0 stimmen » und z mit den globalen raumlichen

Koordinaten X und Z Uberein.

Unter der Annahme isotropen Materialverhaltens und aufgebrachter Lasten, die vom
Drehwinkel ® unabhangig sind, kann so die Verschiebung eines jeden materiellen
Punktes Uber die radialen und axialen Verschiebungen u, und u, beschrieben
werden, womit der Verzerrungs- und Spannungszustand Uber die Deformation in der
r-z-Ebene abgebildet wird. Der sich so einstellende Spannungszustand ergibt sich zu

0 |. (6-17)
0 0 o)V

Mit e;, e, und ey als Basisvektoren der Referenzposition eines Punktes X wird

sein Abstand R zur Rotationsachse und der axialen Koordinate Z als:

beschrieben. Sind e,, e, und ey, die Basisvektoren eines Punktes x in der

z

deformierten Konfiguration, so ergibt sich in Analogie die Lage des Punktes zu

Xx=re, tze,, (6-19)
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wobei der radiale und der axiale Basisvektor noch von der Umfangskoordinate
abhangig sind:

e, =e, (6), e, =e.(6). (6-20)
Der Verschiebungszustand eines Punktes wird dann vollstandig durch

r(R,Z)=R+u,(R,Z)
(R, Z)=Z+u,(R,Z) (6-21)
O(R,Z2,0)=0+®(R, Z)

beschrieben werden.

Die Approximation des Verschiebungsfeldes wird wieder durch die auf dem

Referenzelement definierte bilineare Ansatzfunktionen N; vorgenommen:

u, =N(g)a,
u, =N(g)a, (6-22)
=N@g)o

mit @&, ,a.undd® als Vektoren der Knotenkoordinaten des Elements. Uber die

r°"z

Definition des Deformationsgradienten F :3—;2 ergibt sich so die Matrixreprasentation
des Deformationsgradienten zu :

1+0u,/OR  Ou,/0Z 0
F=| Ou,/OR 1+0u,/0Z O |. (6-23)
0 0 r/R

Die diskretisierte Form des Verzerrungszustandes wird mit der Zuordnungsmatrix

Ny, Nay Ny, Ny, 0 0 0 0]
0 0 0 0 N, Ny, Ny, N
PN M M N (6-24)
X X X X
_Nl,y Nz,y N3’y N4'y Nl,x szx N3,x N4,x_
gebildet zu
8 = Bll,axﬁ - (6-25)

Hierbei ist die x-Koordinate des aktuellen Gaul3-Punktes gemaf der Definition
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4
X=) Nix' (6-26)
i=1

gegeben.

Die Eliminierung der 3. Zeile aus Gl.(6-24) fuhrt auf die Zuordnungsmatrix der
Formulierung fur 2D-Elemente mit ebenen Verzerrungszustanden (Gl.(6-14)), was
die Vereinheitlichung der Programmstruktur fur beide hier behandelten Elementtypen
erlaubt. FUr die Bildung des spater eingeflhrten Vektors der Elementknotenkrafte ist
zu beachten, dass die Knotenkrafte auf die aktuelle Umfangslange bezogen werden.

6.5 Diskretisierung

Die gemischte Form des  Variationsprinzips, bestehend aus  der
Gleichgewichtsbedingung und der schwachen Form der Entwicklung der
Schadigungsvariablen und unter Berucksichtigung der gegebenen
Randbedingungen, ergibt fir ein Volumen Q in R" :

[, {0 a0 =0

Ind(d—fwzmd)dg:o' (6-27)
Q

Die Anwendung des Divergenztheorems fuhrt unter Berlcksichtigung des
Randlastvektors t die Gleichungen:

r,(wd.m,)=[[On,]" ®aQ-[n, kdr =0

C - - (6-28)
ry(u.d.n,)= '[’7d (d _f)+CZD’7d Md dQ =0
Q

Die Linearisierung fir das inkrementelle Integrationsschema der Einzelterme aus
Gl.(6-28) fur die Inkremente der Grofden des lterationsschrittes i
o+l = gl0) +do | 2 = 40 4 g4 , f(i”) = f(l) +df (6-29)

ergibt
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i (wd.n,)=

i (u<f>,d<">,nu)+ D, (u("),d“'),nu)mu + D, (u@,d("),nu)md

| (6-30)
ré +1)(u,d,l7d) -
rOW®,d®,n, )+ Dr O ,a9 5, Jmu+ D, rP W ,d® i, )
mit den AbkuUrzungen
Durgi)( D a® q )mu [(D,0)0(au) 0, dQ
Q
Ddr(l)( () d(l) nu)md I Dd“ Oy, dQ
o (6-31)
Dur(’)(u(’) d(l),nd)mu:—j D,/ )0(au)7,40
Q
Dm0 (u.a® 1, )nd = fl— (D4 /) 14d2 + [ cO(8a) D7 0
Q
Die Ausdriicke D,6,D,6,D, f,D, f ergeben sich zu:
.
Ot
DdG = Z—Z
g (6-32)
D,f ==
S e
jd 0 o
0d 9d 0d od

Die Ausfihrung der einzelnen Ableitungsterme ist im Anhang zu finden.

Die Assemblierung Uber alle n Elemente e = 1..n einer diskretisierten Struktur mit den

in Gl.(6-28) beschriebenen diskretisierten Formen der FeldgrofRen fuhrt auf das
Gleichungssystem:

U,(v,.9,)= U [BiCB,ddQ=0
e:lQe

Uy (asv)=J [NI{d- f)+BleDddo . (6-33)
eZIQe

n .
=J [NiN,d-N;f+BjcB,ddQ =0
e=1Qe
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Hierbei ist v, der globale Knotenverschiebungsvektor und V,der globale

Knotenvektor der Schadigungswerte. Die Loésung des Gleichungssystems wird

iterativ mit dem Newton-Verfahren nach der Vorschrift

~ N\ (ntD) ~ \(n) PN
(Vuj ! :[Vuj " _I‘(—l{Uu(Vu7vd)
d \F U, (V. ¥y

(n)
)] (6-34)
gewonnen.

<>

Die Berechnung der Systemsteifigkeitsmatrix K erfolgt Uber die Beitrdge der

Einzelsteifigkeiten der Elemente gemaf

o(n) e
K = M"_) =K (6-35)

oo

In dieser Darstellung sind vereinfachend die Unbekanntenvektoren v, und v, zu

einem Vektor v der Systemfreiheitsgrade zusammengefasst. Das Problem stellt sich
also analog zur klassischen Elementformulierung dar, nur dass die zusatzliche
Approximation der "neuen" Feldgrdlie d berlcksichtigt werden muss.

6.6 Elementsteifigkeitsmatrix

Unter Berucksichtigung der Verzerrungen, des Gradienten der Schadigungsevolution
und der (hier allgemein formulierten) Spannungs-Dehnungs-Relation ergibt sich die

Elementsteifigkeitsmatrix eine Elementes zu

Ke:{{(uu I?udi|
Ku Kg

Die in Gl.(6-36) aufgefiihrten Blockmatrizen K, ,K,,;,K,, und K, werden aus der

Linearisierung des Variationsprinzips Gl. (6-30) unter Verwendung der Abkurzungen

der Gleichungen (6-32)1 2.3 4 ermittelt:

K,; = [B,(D0)N,dQ,
Qe

€

K, = [B;(D,0)B,dQ
Qe

Ka =~ jNg(Duf)BudQe Kau = _[Ng(l _(Ddf))Nd +BgcB dQ. .
Qe Qe

SchlieRlich ergeben sich die Elementknotenkrafte (s. Bild 6.5) aus der linearisierten
Form des Variationsprinzips GI.(6-28) unter Berlcksichtigung von GI.(6-30) und
Gl.(6-31) zu :

(6-36)

(6-37)
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Ebenes Schadigungselement mit 4 Knoten und 12 Freiheitsgraden
4 3
o "4,
S S
Ad, Ad,
e r. F-‘P‘_ FL\_ ‘ ~ #
FJ.J‘ Fj._l'
Fl,y Fz.y
¢ 1—) F.F <€
Ad} I1,x 2.x Adz
n i n i
g S
1 2
Bild 6.5: Kraftegleichgewicht an einem Element mit 12 Freiheitsgraden
F, = [BITdQ, ,
Qe
o : x : R (6-38)
F = [ N}(d- )+BlcOddQ, = [NIN,d-N] j+cB]B,ddQ,
Qe Qe

Fir den Fall elastischer Zustandsanderungen entfallt die Kopplung zwischen der
Spannungs- und der Schadigungsentwicklung, so dass mit einem linear-elastischen

Verhalten die Elementsteifigkeitsmatrix die folgende Form gewinnt:

_ (T _
Kuu - IBu (Ce)BudQe Kud =0
Qe (6-39)
Kz =0 Kau = J‘NgNd +B,cB,dQ, .
Qe

6.7 Beriicksichtigung groRer Deformationen

Fir die Berucksichtigung groRer Deformationen bei der Elementformulierung andert
sich die prinzipielle Vorgehensweise nicht, nur sind nun lineare und quadratische
Anteile des Verzerrungsmaldes zu berlcksichtigen und durch die damit veranderte
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diskretisierte Form des Variationsprinzips neue Blockmatrizen fur die Bildung der
Elementsteifigkeitsmtarix K, aus Gl.(6-36) zusatzlich aufzubauen.

Zunachst wird mit Hilfe des P.d.v.V. das Gleichgewicht in der Momentankonfiguration
zur Zeit t+At gefordert. Da alle GroRen in der Momentankonfiguration noch
unbekannt sind, werden die Gleichungen des P.d.v.V. auf bekannte Zustande
zurucktransformiert. Hier wird der letzte bekannte Gleichgewichtszustand zur Zeit ¢
als Referenzzustand verwendet, die Gleichungen werden so in der Updated
Lagrange- (U.L.-) Formulierung dargestellt.

Die in Gl.(6-28) formulierte Gleichgewichtsbedingung

[n, foaq=o0. (6-40)
Q

wird durch die Anwendung des Divergenztheorems umgeformt:

r,(udm,)=[[On,]" (raQ-[n, iar. (6-41)
Q r

Die Linearisierung der Einzelterme aus Gl.(6-41), schreibt sich
i (w,d,n,)=rO®,d? m, )+ 0,r®,a n, 2 (6-42)
mit der Abkurzungen

D,r . n,)u=[D,(r)tm,d2 + [TD, (On, Jic
Q Q

| or O(Au)0n,dQ + [ TD, (O, JdQ
Q

Qas

= ja—T O(Au) 0, dQ + [ TAD, dQ
o 08 Q
| or (Au) O, dQ + [ T(AL + 3AQ)dQ
Q

968

Hierbei ist
1 r), 1 T T
OAH=UdAu = Alln, =L +0AQ = E(JAH + nH )+5(5AH AH + AH dAH) (6-43)

das virtuelle Inkrement des Verschiebungsgradienten H. Die linearisierte Form des
Prinzips der virtuellen Verriickungen ergibt sich so zu
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[C:ALBALGY + [0 [B0VQdV =, ~ [o [AALAY . (6-44)
Q Q Q

Mit dieser Formulierung wird solange die inkrementelle Verschiebung Au klein genug
bleibt — im Rahmen der Mittelung durch finite Elemente — das Gleichgewicht gelost.
Damit koénnen die gesamten Verschiebungen ohne Einschrankung grol3e

Verschiebungen, Rotationen und Verzerrungen enthalten.

Fir die weitere Vorgehensweise erweist es sich als vorteilhaft, die aus dem
Verschiebungsfeld abgeleiteten symmetrischen Anteile aL, &L und &Q, in

Vektorschreibweise

- T
AL =(aLy; ALy ALyy ALy ALy ALps)

AQ =(a0; 80y 8033 80y, AQ); AQ23>T (6-45)
T=(T), Ty, T3 Ty T3 T23>T

zu formulieren. Mit dieser Darstellung wird die kompakte Schreibweise mit Vektoren
und Matrizen ermdoglicht. Die Darstellung der Verzerrungsmal3e aL, AL erfolgt fur

den ebenen Verzerrungszustand Uber die Zuordnungsmatrix

Nl,xl 0 N2,x1 0 N3,x1 0 N4,x1 0
0 Nl,xz 0 N2,x2 0 N3,x2 0 N4,x2

B, =
L 0 0 0 0 0 0 0 0o |
Nl,xz Nl,xl N2,x2 N2,x1 N3,x2 N3,x1 N4,x2 N4,x1
so dass gilt :
AL=B &i, und aAL=B ai,, (6-46)

mit onii, und ati, als  Vektoren der inkrementellen Knotenverschiebungen des

Elements. Der lineare Anteil der Verzerrungen des Prinzips der virtuellen

Verrlckungen aus Gl.(6-44)
Q
lasst sich so durch geeignete Zuordnungsmatrizen in der diskretisierten Form

darstellen, wobei hier nach den globalen Koordinaten zur Zeit ¢ differenziert wird. Die

linearen Spannungsanteile ergeben sich somit zu



Seite 6-18 6. Finite Elemente Methode

C:ALAL=[C: al] BLT=&4L" C ol = @a! BT C Bl s, . (6-48)
Der Materialoperator C wird hierbei in seiner Matrixdarstellung C als 6x6-Matrix

eingesetzt. Fur die rechte Seite aus Gl.(6-44) qgilt
TIAL =TAL" =&ia!B] T. (6-49)

Der quadratische Anteil aus GI.(6-44) mit gemischten Termen aus

Verschiebungsinkrement und virtuellen Verschiebungen

j T [BAQdV (6-50)
Q

wird mit den Spannungsmatrizen

T=|T;, Ty, Ty |und T=[0 T 0 (6-51)
und der Zuordnungsmatrix fur die Verschiebungs-Verzerrungrelation
Nl,x1 0 N2,x1 0 N3,x1 0 N4,x1 0
By = Ny, 0 Ny, 0  Ni, 0 Ny, 0 (6.52)
0 Ny 0 Ny 0 N3\ 0 Ny
0 Ny, 0 Ny 0  Ni,, 0  Nyy,
umgeformt, so das sich fur Gl.(6-50) der Ausdruck
ThQ= T%L(JAH +aH’ ):T&QT =i, By TBy b, . (6-53)

ergibt. Das Einsetzen der so formulierten Anteile des P.d.v.V. mit GI.(6-48), GI.(6-49)
und GI.(6-53) fuhrt auf die diskretisierte Form

du; [Bf CB dQaii, +&i; [BY TBy dQsi, = &i; A, ~di; [B{TdQ ,  (6-54)
Q Q Q

so dass die Elementsteifigkeitsmatrix aus zwei Anteilen K, und K,xi. zu bilden ist.

Ausgehend von der grundlegenden Gleichgewichtsbeziehung

[+A[KAﬁ:t+AIA_lF , (6-55)
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bei der der Subindex e weggelassen wurde, da diese Bedingung fir eine
elementweise Betrachtung ebenso wie fir eine assemblierte Struktur gilt, ergibt sich

fur die U.L.-Darstellung
(‘*AfKL+ fKNL)Aﬁ: A A-TF (6-56)

mit den Anteilen der Elementsteifigkeitsmatrix

K, = [YBL CTBdet(I)dQ (6-57)
Q
AR =[BT By det(J)dQ (6-58)
Q

und dem Vektor der Elementknotenkrafte :

“AF, = [ABITdet(5)dQ. (6-59)
Q

6.8 Inkrementelle Form der Gleichgewichtsbedingung

Zur Integration Uber die Zeit wird die bei impliziten Finite-Elemente-Programmen
ubliche inkrementelle Vorgehensweise gewahlt. Durch die Einfuhrung der
Schadigungsvariablen d als Freiheitsgrad kann die Spannungsintegration vollstandig

lokal auf Gaul3-Punkt-Ebene durchgefuhrt werden.

Neben den Verschiebungsinkrementen Au in den Knotenpunkten sind nun auch die
Inkremente des globalen Schadigungsfeldes d vorgegeben, so dass daraus am

Beginn eines Zeitschrittes die aktuellen Werte

Bp =10, + A0 (6-60)

dsp =d, +Ad (6-61)

und alle Grol3en der inneren Variablen aus dem letzten Zeitschritt bekannt sind bzw.
direkt ermittelt werden kénnen. Ausgehend von einem  bekannten
Gleichgewichtszustand zur Zeit ¢ wird so die Loésung des nicht-linearen

Gleichungssystems zur Zeit 1+4¢ durch Iteration bestimmt.

Als Konsequenz dieser Vorgehensweise sind die Spannungen und alle
Zustandsvariablen des Materials, ausgehend von einem bekannten Spannungs- und

Materialzustand, in jedem Gaul3-Punkt eines Elements zur Zeit ¢ Uber das
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Zeitintervall [t, t+4f] zu integrieren. Die raumliche Integration durch gewichtete
Summation der Gaul-Punkte ergibt die Elementknotenkrafte der globalen
Gleichgewichtsiteration entsprechend den Ausfuhrungen aus dem vorangegangenen
Kapitel. Die Knotenverschiebungsinkremente und die Schadigungsinkremente in den
Knotenpunkten aus dem lterationsschritt des Newton-Raphson-Verfahrens werden
dabei im GauB-Punkt durch Anwendung der Ansatzfunktionen ermittelt. Die
Implementierung dieses Verfahrens erfolgt Uber die, in dem FE-Programm ABAQUS
verfugbare, Schnittstelle UEL, die die Anwendung von benutzerspezifischen

Materialmodellen und Elementformulierungen erlaubt [Hib1998a].

6.9 Element-Integrationstechnik

Die Integration der Elementsteifigkeitsmatrix Uber die Flache Q. des ebenen

Elements wird in der deformierten Referenzkonfiguration des Elements durchgeflhrt,
so dass fir eine beliebige zu integrierende Funktion f(f,n) gilt:

+1+1

[ rE.nmaa= [ rEn)det(3(&.n))déan (6-62)

Qe -1-1

Hierbei erfolgt die numerische Approximation der Integrale Ublicherweise mittels des
Verfahrens der Gaul3-Integration, wobei die gewichtete Auswertung des Integrals an
diskreten Stutzstellen der Elementflache erfolgt:

+1+1 n
[ [ (&.n)det(d)acan = Zpl (.., )det(y, Jar, det(F) (6-63)
-1-1 p=

Der Ausdruck det(J,) transformiert die Referenzflache auf die raumliche
Ausgangskonfiguration und der Ausdruck det(F,) bericksichtigt die deformierte
GauR-Punktflache des Referenzelements. Die Werte der Gewichtungspunktea,,
sowie die Koordinaten der Stutzstellen & und 77, fur das Verfahren der Gaul3-
Integration im 4-Knotenelement sind der nachfolgenden Tabelle zu entnehmen:

% $ 7o ap
1 |-1/(3%°) -1/(3%% |1
2 |+1/(3%%) “1/(3%%) |1
3 |-1/(3%%) +1/(3%°) |1
4 |+1/(3%%) +1/(3%% |1
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Abweichend von der beschriebenen Gaul-Integration erfolgt die Integration
isoparametrischer Flachenelemente mit bi-linearen Ansatzfunktionen im FE-
Programm ABAQUS mittels der reduzierten selektiven Integrationstechnik
[Hib1998b]. Dabei wird die aktuelle Volumenanderung eines Gaul3-Punktes durch die
uber das Element gemittelte Volumenanderung ersetzt. Diese Vorgehensweise
verhindert das beim ,vollen Integrationsschema" auftretende ,Locking" von
Elementen bei diskreten  Verschiebungskonfigurationen und annahernd
inkompressiblem Materialverhalten. Die in [Nag1974, Hib1998a] beschriebene
Modifikation des Deformationsgradienten wurde bei der hier implementierten
Elementformulierung berlcksichtigt, um numerisches stabiles Verhalten der
Elemente zu erzielen und eine direkte Verifizierung der Ergebnisse mit ABAQUS-
Standardberechnungen unter Verwendung des Elementtyps CPE4 (Abbildung
ebener Verzerrungszustande) bzw. CPAX4 (ebene Elemente flir die Abbildung
axialsymmetrischer Strukturen) [Hib1998b] zu ermdglichen.

Bezlglich der Bildung des Deformationsgradienten F wird eine Korrektur
vorgenommen, so dass sich der gemittelte und im weiteren verwendete
Deformationsgradient wie folgt berechnet:

2 2
F= (ij F = (ij x (6-64)
J J ) 0X

mit J =det(F) und der, Uber das Elementvolumen gemittelten Determinante des

Deformationsgradienten

-1
J=— [Jar, 6-65
7 Vj (6-65)

Der symmetrische Anteil des Verzerrungsgeschwindigkeitsgradienten L ergibt sich
aus Verwendung des modifizierten Deformationsgradienten zu

D =symlFF)= ;( )+fl(j jj (6-66)

oder direkt uber die Verschiebungen u ausgedruckt zu :

D= sym[g j+fl( (g:] tr(g—:jj, (6-67)

mit
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g—“ -1 g—“dve (6-68)
X \% X

e
Ve

was auf die inkrementeller Form des Dehnungsinkrementes flhrt :

AD = sym(aaA—uJ +f I(rr( aaAﬁj - tr( 0hu D (6-69)

X X 0x

Das so berechnete Dehnungsinkrement muss in der Aufstellung der

Zuordnungsmatrizen berucksichtigt werden. Die Zuordnungsmatrix

Nl’x Nz,x N3’x N4’x Nl’y Nz,y N3’y N4’y
B, . - N(l),x N(z)’x Ng’x NSJ N(l),y N(z)’y Ng’y Ng’y | (6.70)
0 0 0 0 0 0 0 0
bildet den Ausdruck Itr(aanﬁijW. Itr[aaA—Xuj aus Gl. (6-69) ab, woraus sich die
Definition der zusatzlichen Zuordnungsmatrix ergibt:
B, = (Bumos ~Bumod): 6-71)
Die Verzerrungen ergeben sich so Uber die Zuordnungsmatrizen
AD =B, Ai + B, Ai. (6-72)

Fur die axialsymmetrische Elementformulierung wird weiterhin die ,out-of-plane"-
Komponente des Deformationsgradienten im Mittel gebildet:

Fy; = VL IF33 av,. (6-73)
(& Ve

6.10 Spannungsalgorithmus

Die Einschrankungen auf kleine elastische Verzerrungen, wie sie fur metallische
Werkstoffe auftreten, und klein angenommene Verzerrungsinkremente werden
verwendet, um einen effizienten Spannungsalgorithmus zu entwickeln. Die zur
Integration der konstitutiven Gleichungen verwendete Methode ist das Pradiktor-
Korrektor-Verfahren, bei dem zuerst das gesamte Deformationsinkrement als
elastisch angenommen wird. Von dieser Teilldsung (elastische Vorschatzung) aus
wird dann die plastische Deformation anhand der Projektion auf die Fliel¥flache



6. Finite Elemente Methode Seite 6-23

berechnet. Ausfuhrliche Erlauterungen zu dem vorgestellten Verfahren in
Zusammenhang mit der Integration der Stoffgleichungen des Gurson-Modells finden
sich in [Arn2000]. Entsprechend wird hier ein implizites Integrationsverfahren (Euler-
Ruckwarts-Integration) Uber den Zeitschritt

(1) = pg = gln1) — 4 n) (6-74)

angewendet.

1) der

Mit den Deformationsgradienten F) der Konfigurationen B; und F(
Konfigurationen Bu4 erfolgt die Definition eines relativen Deformationsgradienten

zwischen den beiden Konfigurationen:

plrel) = pla+1) F(n)_1 _ (6-75)

Wird L, im Intervall ndherungsweise als konstant angenommen, fuhrt die Integration

auf die exponentielle Form:

Frt) = exp (r ) L0 )R () (6-76)

Far kleine plastische Verzerrungsinkremente

£y =l 1)

«<1 (6-77)
wird der exponentielle Term durch die Entwicklung
exp (r(”) L(r’}”))= 1+70) L) 4 0(513 ) (6-78)

angenahert’. Die GI.(6-78) kann durch die Einfilhrung des elastischen Pradiktors
Fé"), definiert durch die Anwendung des relativen Deformationsgradienten auf die

elastische Deformation,
Fétr) — F(rel) Fe(n) , (6-79)
in Abhangigkeit vom elastischen Deformationsgradienten formuliert werden:

Fl) = B exp (r ) L) ™" (6-80)

€ €

Durch den direkten Zusammenhang der Mandel-Spannungen M mit dem elastischen
Anteil des Deformationsgradienten F., wie er sich aus der Verwendung des in Kapitel

2 Diese Naherung gilt exakt, wenn Lp2= 0, aber L, # 0. Dies ist z.B. der Fall fir reine Schubverzerrung. [Arn2000]
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3 skizzierten hyper-elastischen Stoffgesetzes ergibt, erweist sich diese Wahl der

Formulierung als vorteilhaft.

Mit der polaren Zerlegung von Fe(tr) gilt*:

() = g()" gle) = o) [T(n) W}Snﬂ) , C£n+1)] +< () ng) ’an+1)> N o(gg) (6-81)
und
R R0 = yl+) [1 +7() L(g“)] v 4o (glf) (6-82)

Treten, wie gefordert, nur kleine elastische Verzerrungen auf, d.h. U, =1, folgt

RUITRI o1+ 1w, (6-83)

(S (S
und die polare Zerlegung des Deformationsgradienten wird zu
F=R. R, U, . (6-84)

Mit der in Kapitel 2 erlauterten Annahme R, =1 ergibt sich zugleich, dass der

plastische Wirbeltensor W, (Plastic Spin) rein kinematisch bestimmt ist. Damit gilt

F=R, U (6-85)

evp
und somit R, =R aus der Eindeutigkeit von F=RU. Das Pradiktor-Korrektor-

Verfahren aus Gl. (6-81) reduziert sich dann auf die folgende Form fir den

elastischen Verzerrungstensor E :

B0+ = (1) ) plon) (6-86)

e e p

6.11 Integration der Materialgleichungen

Die Integration der Materialgleichungen erfolgt fur das lokale wie das nicht-lokale
Gurson-Modell in analoger Weise, da die neu eingefluhrte globale Feldvariable d
ausschlieRBlich als innerhalb eines Inkrements vorgegebener Wert in die
FlieBbedingung eingeht. Die lokalen konstitutiven Gleichungen beider Modelle
unterscheiden sich bis auf die Formulierung der FlieRbedingung nicht.

% In der Notation treten die Lie-Klammer [A,B] = AB —BA sowie die Jacobi-Klammer <A,B> = AB + BA auf.
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Die direkte Ermittlung der Spannungen M“*" und M ™ aus der Anwendung des
elastischen VerzerrungsmaRes E. = In Ue aus Kapitel 2 iber die Verzerrungen E

und E™ ermédglicht die Umformung des Ausdrucks der Mandel-Spannungen

M =C E, (6-87)

=C

ZU

:(T(n+l)D(n+l)) (6-88)

M) = ) ¢ 6

Die Euler-Ruckwarts-Integration der konstitutiven Gleichungen stellt so ein
Projektionsverfahren des Spannungspradiktors M) auf den am nachsten
gelegenen Punkt auf der Flie¥flache o) dar [Arn2000, Sim1991]. Fir die hier
behandelte isotrope Verfestigung ist bei einer druck-unabhangigen FlieRflache die
Projektionsrichtung durch die Normale an die Flie3flache gegeben. Durch Einsetzen
der assoziierten Flieldregel ergibt sich die vollstandige Form der Ruckwarts-Euler-
Integration.

Das hierbei zur Anwendung kommende Potential nach Gurson ergibt sich zu
MM
®(M, 0y, f)=

+ 2g, chosh[qz tzrg“)j - (q1 fD)2 -1, (6-89)

m m

bzw. flr die nicht-lokale Formulierung des Gurson-Modells unter Berlcksichtigung
der globalen Schadigungsgrofie d zu

o, (M,0,,,d)= MM, 2qldcosh[q2%j—(qld)2—l. (6-90)

m m

Im folgenden wird das Potential dort, wo keine weitere Fallunterscheidung
erforderlich ist, ® genannt.

Die Evolution der plastischen Vergleichsdehnung &, ergibt sich aus GI.(3.37). Durch
die assoziierte Flieliregel gilt die Proportionalitdt der Spannungen M mit der
plastischen Deformationsrate D,, :

MD, =(1-1)0y &, - (6-91)

Durch Einsetzen des FlieRgesetzes aus GI.(6-89) bzw. GI.(6-90) und der
entsprechenden Ableitung der Flieregel (s. Anhang) folgt
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Mmp:Mmai):—)ia— o0
oM

— 6-92
LFE (6-92)

und es tritt nur noch der plastische Multiplikator A und die Ableitung des Potentials ®
nach der Spannung o, auf. Das Produkt
M= ANt (6-93)

wird als inkrementeller plastischer Multiplikator aA eingefuhrt. Damit gilt die
inkrementelle Form fur die plastische Vergleichsdehnung mit der nach Gurson auf

die Verfestigung des Matrixmaterials bezogenen plastischen Dissipationsleistung:

(6-94)

Die Assemblierung der Gleichungen (6-88), (6-89) bzw. (6-90) und (6-94) sowie der
Gleichung fur die Evolution der lokalen Schadigung aus Kapitel 4 fuhrt auf das nicht-

lineare Gleichungssystem

M) = M® ZAq © {aqn("“)}

oM

f)_ s ol
" " (1-7) oo, , (6-95)

oo () ar o)
|- atea)

41 = 0) 4 (1
£ = 10w an i f)t{ o

das fur den Vektor
X= < M(n”)’ ggﬂ),f(nﬂ),/j(nﬂ) > T (6-96)

der unbekannten GrofRen zu losen ist.

Die konstitutive Bestimmung des im nicht-lokalen Modell eingefihrten
Schadigungsfeldes d ergibt sich durch die Formulierung des Variationsprinzips auf

globaler Ebene im Rahmen der Gleichgewichtsiteration der betrachteten Struktur.

6.12 Newton-Raphson-Verfahren

Die bevorzugte Wahl fur die numerische Losung dieses Gleichungssystems mit dem

Unbekanntenvektor x aus GI.(6-96) ist die Iteration mit dem Newton-Raphson-
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Verfahren. Mit dem LoOsungsvektor fur den (k)-ten Iterationsschritt des letzen

Gleichgewichtszustandes n

tF(i—l)H <&, (6-97)

und der Jacobi-Matrix J , als Matrix der Ableitungen der Zeilen in ¥ nach allen
unabhangigen Grolien im Vektor X,
orlx @)

(k) = }
J s (6-98)

ergibt sich fur die Korrektur Ax des Vektors x die lterationsvorschrift zu:

) =50 ¢ &0 Azl = —(j0) 7 ¢z 0). (6-99)
Als Startwert fiir die Iteration k£ =0 wird der Vektor

)= (ml), o)

m

7)) > T (6-100)

gewdhlt, der sich aus der elastischen Vorschatzung M ™ des aktuellen Inkrements
ntl und den Zustandsvariablen des letzten Gleichgewichtszustandes =
zusammensetzt. Konvergenz ist erreicht, wenn der Betrag des Fehlervektors eine
Fehlertoleranz &, unterschreitet:

‘f(i(k))‘ <Ey - (6-101)

Mit der Bestimmung des Ldsungsvektors GI.(6-96) kann auch der elastische Anteil
des Deformationsgradienten Fe(”“) bestimmt werden. Aus der polaren Zerlegung des

Deformationsgradienten

glr*1) = glr+1) o) (6-102)

[ [ [

folgt wegen der Beschrankung auf kleine elastische Verzerrungen und der Annahme
R, =1 und der daraus folgenden Ubereinstimmung R, =R:

g1 = glr+) glo+) (6-103)

€ €

Das Schema fur den Ablauf dieses Verfahrens in der Implementierung im Finite-
Elemente Programm ist in der Tafel 6.1 angegeben. Uber die Benutzerschnittstelle
UEL des FE-Programms wird das in der Programmiersprache C geschriebene
Programm zur Elementformulierung aufgerufen. Dort wird die Integration der
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Materialgleichungen in jedem GauR-Punkt durchgefiihrt. Die Anderungsterme der zu
den Knotenfreiheitsgraden konjugierten GroRen (Verschiebung : Kraft bzw.
Schadigung : Schadigungsfluss) etablieren die physikalischen Prinzipien, hier als das
P.d.v.V. und die Schadigungsvariation im FE-Programm.

Far die Berechnung der Kirchhoff-Spannungen wird unter der Annahme R, =R auf

die Transformationsbeziehung zwischen den Mandel-Spannungen und den
Kirchhoff-Spannungen aus Kapitel 2

K 0+ = g(#1) pg (#1) g 41) T (6-104)

zuruckgegriffen, die dann in das Variationsprinzip zur Gleichgewichtsermittiung
eingehen.

6.13 Ermittlung der Tangente der Stoffgesetziteration

6.13.1 Lokales Gurson-Modell

Fur die Bestimmung des Materialtangentenoperators des lokalen Gurson-Modells
ergibt sich der Zusammenhang zwischen Dehnungs- und Spannungsinkrement aus
der impliziten Euler-Ruckwarts-Integration (s.a.Gl.(6-88)) zu:

M=C :[s—ﬂ%j:c (e-AIN), (6-105)

wobei die Abklrzung

, O
N= 34; SERY +%4sinh(q2 @j I (6-106)
a-m

m

eingefuhrt worden ist.

Weiterhin ist mit &, das zur Mandel-Spannung M konjugierte Dehnungsmalf}
¢ =E, =InU_bezeichnet, da die Herleitung formal auch auf hypoelastisch-plastische
Formulierungen angewendet werden kann, wobei fur die Mandel-Spannungen die
Kirchhoff-Spannungen und das entsprechende Dehnungsmald eingesetzt werden
kdénnen.

Mit den Evolutionsgleichungen

1 0o

e S AM, = A ————
A (S P

(6-107)
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. 1 0P

=AM, =A(l-F)N:1I-Alg )] ——— 6-108

f=amy [( /) (m)(l—f)aamj (6-108)

aus Kapitel 4 fiihrt die Ableitung der Konsistenzbedingung @ = 0 fiihrt fiir das lokale

Gurson-Modell auf

d):aiM+a£f+aigm
oM of ° e,
0d 0P
=N:C :(£=AN)+—AM +—AM 6-109
—=e (8 ) af S a‘gm & ( )

=N:C :¢+|-N:C :N+a£Mf+ang A=0
= = of o€,

woraus sich durch Umformung der plastische Multiplikator zu

A NE e (6-110)
N:C :N—aﬁMf—Gng
=¢ of 0,

ergibt. Einsetzen in die Form des Spannungsinkrementes aus dem Pradiktor-
Korrektor-Verfahren GI.(6-105) fuhrt auf die Darstellung der Tangente des lokalen
Gurson-Modells zu:

1=C | NE N (= Cu 6-111
M=C |&- 30 30 &|=C:¢ (6-111)
N:C :N-""M,- " M,
=¢ o 7~ o0&,

mit der Tangente fur plastische Zustandsanderungen

C N& N (6-112)
- N:C :N—aﬂMf—ang
=¢ of 0&,

@)

Fir die Bildung des konsistenten Materialoperators der Stoffgesetzintegration mit
dem Pradiktor-Korrektor-Verfahren ist die Bildungsvorschrift der Mandel-Spannungen
gemal

n

M, =M ~AAC 1N, =C 2,0 ~BAC,iN, (6-113)

zu berucksichtigen. Die Bildung des Differentials dieses Ausdrucks fuhrt auf die

Einzelterme
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DM, : Ae =
%(ge 8,4 TAAC N, JAe=C :Ae
5 B 92 (6-114)
ﬁ(ge 8,4 ~AAC :Nn+1)AN = —(A/] ge): o AM
0

G_A(ge 8,0 ~AAC, :Nn+1)A)l = @e :Nn+1)A)l

woraus sich die linearisierte Form des Inkrements der Mandel-Spannungen ergibt:

_ d’d
M =C :Ae-\DAC |: AM +AAIC :N, 4 ). (6-115)
=e =e aMZ e
Mit der Umformung
0’ ) _
AM|1+AAC : T |1=C :Ae—AAC N (6-116)
= =C aM =C =¢C
und der Abkurzung
. C
C = - (6-117)
(1+A/] C: g CD]
= = aM?
ergibt sich so die Form:
AM = C : (Ae - NAA) (6-118)

Die Ableitung der Konsistenzbedingung in der inkrementellen Form fuhrt auf

ACD:ai:AM+a£Af+aiAgm
oM of o€,
S0P ¢ :(As—NAA)+ai’Af+ai’Asm (6-119)
oM = of o€,
:aﬁ:c*:(Aa—NAA)+aﬁMfM+aiM£M
oM "= of - e,

woraus sich das Inkrement des plastischen Multiplikators ergibt:

N:g*:As
aibai+ 0d de,, ’
of 04 o0&, 04

A =

(6-120)
N:gk N+

Einsetzen GI.(6-120) in die Form des Spannungsinkrements GI.(6-118) fuhrt auf
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*®

" N:C :Asg

AM=C :|Ae-N — (6-121)
N:C*:N+a£Mf+ang
= of 0,
und unter Verwendung der Abkurzung
* C
C = B (6-122)
1+AAC: az—q)
N - 0°M
auf den Ausdruck
) C :NJO(N:C
AM=|C - (= a?D ( =a)q) A, (6-123)
N:C :N+ M, +_ M,
= o 7 o0&,

womit der direkte Zusammenhang zwischen dem Spannungs- und dem
Dehnungsinkrement beschrieben ist.  Hieraus ergibt sich die Definition des

konsistenten inkrementellen Tangentenoperators fur plastische Zustandsanderungen

o ¢ :n)oly:c)
TS NN, ~ 00 (6-124)
=y e, f

@
f@!

C

im Vergleich zum Materialoperator der Stoffgesetzintegration:

c=c - Ee:N)D(Nzge)

-12
© Ly 0P 00 (6-125)

6.13.2 Nicht-lokales Gurson-Modell

Die Anwendung des nicht-lokalen Gurson-Modells fuhrt auf insgesamt vier
Materialoperatoren, die sich durch die Verwendung einer zweiten Feldgréfde und der
Kopplung des Verschiebungsfelds mit dem Schadigungsfeld ergeben. Aus dem
Spannungs-Dehnungszusammenhang ergeben sich nun wieder Uber die Ermittlung
des plastischen Multiplikators die zugehoérigen Materialoperatoren. Mit deren Hilfe
ermittelt man die Spannungsrate aus dem Dehnungsinkrement und dem
Schadigungsinkrement. Ebenso werden aus der Feldgleichung fur die
Schadigungsrate die Operatoren fur die Beitrage des Dehnungsinkrements und des
Schadigungsinkrements fur die Entwicklung des Schadigungsflusses bestimmt.
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Fur die Bildung des Spannungsinkrements gilt die zum lokalen Modell analoge Form

M:ge;(e—/laﬁ]:c (e- AIN). (6-126)

Mit der FlieRbedingung des nicht-lokalen Modells

T I

M M

(Dd(M,Jm,d): + 2qldcosh{q2t2r(;v[)j—(qld)2—l (6-127)

m m

ergibt die Ableitung der Konsistenzbedingung @ =0 fiir das nicht-lokale Gurson-
Modell

b= N+ 9%, 9Py, (6-128)
oM oe od

m

und weiter unter Berucksichtigung des Spannungsinkrements und der

Evolutionsgleichungen zu

d=N:C :(¢- 4 N)+ai/1 M€+ai)d
=e 0&, od
(6-129)

=N:C :£¢+|-N:C :N+aiM£ 1+9%5 -0
=e =e o€, od

Hieraus wird durch Umformung das Inkrement des plastischen Multiplikators

ermittelt:

N:ge :é+c;j;d
A= T 30 , (6-130)
N: :N——Mf——Mg
e o 7' o0&,

Ie

das eingesetzt in die Gleichung des Spannungsinkrements auf die Form

. N:ge:s+a£d
M=C_:(i-AN)=C_:|é- 4N (6-131)
N:C :N-——M;,-— M,

¢ of 0&,

fuhrt und mit der Abkurzung

+—M 6-132
TR (6-132)

schliefRlich
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0P
) N:C :N geiNa )
M=({C - =¢ e+ d (6-133)
=¢ N:g N-H N:ge:N—H

ergibt. Die Entwicklungsgleichung der globalen Schadigung fuhrt schlief3lich auf
d=f-c0?d=M;A-c0%d (6-134)

und unter Verwendung des Ausdrucks fur den plastischen Multiplikator zu

Z
e

Osz
N: C :N-H

=

:g+[1—Mf 0%/0d Jd ~c0%d . (6-135)
-H N:

@

(5]

Auch fur die Herleitung des konsistenten inkrementellen Materialoperators wird die
selbe Vorgehensweise wie bei der lokalen Form des Gurson-Modells gewahlt. Die

Bildung des Spannungsinkrements
Mn+1 = MS’lt‘I;')l _A/‘ ge : N/’l+1 = ge :81’1+1 _A/‘ ge :Ni’l+l (6'136)

fuhrt Gber die Bildung des Differentials

DMn+1 . AS =
0
% C.:€1 ~DAC N, JAe=C :Asg
0 _ 0’ (6-137)
ﬁ Ce :8n+1 -AA ge :Nn+1)AN =-AJ ge alv[—zAM
d
I (OFRE MYV OF :N,,H)A)I =C, N,
auf die Gleichung
R
AM=C_:Ae- (0 ge):aM—zAM+A/1 C.:N,.) (6-138)
und durch Umformen auf die Form
AM = C" : (Ae = NAA)mit €™ = = (6-139)

> )
(1+A/1 C: GZCDJ

¥
=

Die Differentiation der Konsistenzbedingung wird nun unter Berucksichtigung der
Differentiation des globalen Schadigungsfeldes durchgefihrt :
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2 =92 am+ 9P 00+ 9P pg
oM od o€

m

:a—:C*:(As—NA/l)+a£Ad+aiA£m , (6-140)
= od 0&,
" oD
=—:C :(As—NA/])+aAd+M£M:0

oM
o
oM
wobei fur die Ableitung der Fliel3funktion gilt:

o _ ad" tr(M
i 5(2 @ cosh(qz : (Jm)J - 2q12d5] . (6-141)

Fur den plastischen Multiplikator ergibt sich so durch Umformen der GI.(6-140)

M=~ ] (6-142)

. N:C :Ae-—Nd
MM =C":(Ae-NAA)=C":| Ae-N aida
N:C":N+ 22 %m
= de,, 041 ]
(6-143)
0P«
* —C :N
=|c" - = e 0d B
N:C*:N+ai& N:C*:N+ai&
= o€, 04 = g, 041
FUr das globale Schadigungsinkrement gilt die Bilanz
0=Ad -Af -cOAd, (6-144)
mit der Bildung des Differentials
Dd, ., = Dlpd - nf + 0% )=
%(Ad -0 + chAd)Ad =Ad . (6-145)
0 2 o0Af
—\d, —Of +c0°Ad DA =——AA =M A
o Y oA /

Somit ist die linearisierte Form der Bilanzgleichungen gegeben zu
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N
0=M, = e[ 1My 09/0d b (6-146)
N C* + O Em N C* +0CD Em
= de,, 04 = e, 0/
und
0P«
. NIC™:N & N
MM =|C" - T De + M (6-147)
N.C N+ 9P % N:C* N+ 0P %m
= de,, 0/ = de,, 0/
bzw.
AM = C% : £+ C*d
= = (6-148)
0=C*:Ae+C¥Nd
mit den Operatoren
0P«
[]3 * NIC :N od Eg N
€ =¢c- " ae, S T 00 de (6-149)
N:C :N+_— —-m N:C' N+ Ym
= de,, 0/ = de, 0/
und
N:C
c* =, S e C =m0 (e50)
N:C :N+_——-m N:C":N+ -~ “cm
= de,, 0/ = de,, 0/

wobei die aufgefihrten Ableitungen im Anhang (Kapitel 11) detailliert dargestellt

werden.

6.14 Konvergenzkriterien

Die Anwendung eines gemischten Variationsprinzips, bei dem die eingeflihrten
Freiheitsgrade des Elements verschiedene physikalische GroRen reprasentieren
(Verschiebung,  Schadigung) erfordert die besondere Beachtung der
Konvergenzkriterien der globalen Gleichgewichtsiteration der Systemsgleichungen.

Der Gleichgewichtszustand ist erreicht, wenn die Gleichung

D e (i71) £G (D) — 1+ A _ t+Ap(i=T) (6-151)
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erfullt ist, d.h. die Differenz zwischen den aufleren ,Kraften® A und den

~Knotenkraften® F sich innerhalb einer vorgegebenen Fehlertoleranz zu null ergeben:

1+ g _ AR (i) H < Eqenter (6-152)

Hierbei sind A und F die zusammengesetzten Vektoren der Knotenkrafte und der
Anderungswerte des globalen Schadigungsfelds. Gegeniiber einer klassischen
FE-Rechnung ist der Vektor der Elementknotenkrafte und der Elementfreiheitsgrade
mit Kraft und Schadigungswerten besetzt, so dass fur die verschiedenen ,Klassen”
von Freiheitsgraden unterschiedliche Fehlerschranken eingefuhrt werden mussen, so
dass qilt :

t+A¢ t+At (i1
A- FLS )H<£u,fehler und

A i—1
a tFa(ll )H < ‘gd,fehler ) (6'1 53)

mit F, als Vektor der Knotenkrafte und F; als Vektor der Werte der

Schadigungsanderung.

Das FE-Programm ABAQUS erlaubt flr jede der beschriebenen physikalischen
FeldgroRen die Angabe eigener Konvergenzkriterien* [Hib1998b]:  Der

Gleichgewichtszustand der Iteration des Inkrements » ist erreicht, wenn die grofite

auftretende Ungleichgewichtskraft 72, kleiner ist, als ein aus dem zeitlich iber die

Belastungsgeschichte gemittelter Fluss g9 und mit R7G“ gewichteter Grenzwert

Toax SR7G7 (6-154)
Ist dieses Kriterium erfiillt, so wird geprift, ob die groRte Losungskorrektur cZ,.
,klein" im Verhaltnis zum groRten Zuwachs des Freiheitsgrades Aul  ist, dessen
GroRe mit dem Faktor CZ gewichtet wird

cglax s Cr?Auglax . (6'155)

Ist der im momentanen Belastungsinkrement gemittelte Fluss g um einen Faktor

£ kleiner als g, gilt das Kriterium fiir ,zero flux“

g7 <e%G7, (6-156)

so dass die Losung nur dann akzeptiert wird, wenn die grofte auftretende

Ungleichgewichtskraft 7, klein gegenliber dem gemittelten Fluss ist

“Im folgenden bezeichnete GroRen mit dem Index (), beziehen sich jeweils auf die verwendeten FeldgroRen.
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r? <&, (6-157)
Ist dieses Kriterium nicht erflllt, was insbesondere fir die Entwicklung des globalen

Schadigungsfelds méglich ist®, so wird die Konvergenz nur dann akzeptiert wenn gilt

a a
Cmax < Cg Au

(6-158)

max |

Somit kann das ,zero flux“-Kriterium umgangen werden, wenn die Ungleichung
immer erflllt ist, was durch die Angabe von hohen Werten fir Cg erreicht werden

kann.

6.15 Elementverifikation

FUr die Verifikation des entwickelten Elementtyps bzgl. der Modellierung grofRer
Deformationen wird hier Dbeispielhaft der Belastungsfall bei reiner
Schubbeanspruchung ohne Schadigungsentwicklung fur eine hypoelastische und
eine hyperelastische Formulierung vorgestellt. Weiter werden Ergebnisse der
Schadigungssimulation des lokalen Gurson-Modells auf Basis der hyper-elastischen
Formulierung aus Kapitel 3 mit den Ergebnissen der erweiterten
Elementformulierung fur das nicht-lokale Gurson-Modell vorgestellt.

6.15.1 Elementverifikation fur groRe Deformationen

Zur Verifikation des entwickelten Elementtyps zur Abbildung ebener
Verzerrungszustande und der Berlcksichtigung groRer Deformationen wird der
Belastungsfalls der einfache Scherung (,simple shear®) untersucht (s. Bild 6.6). Fir

eine ebene Schubverzerrung nimmt der Deformationsgradient die Form

y 0
1 0 (6-159)
0 1

y(f)="2¢ . (6-160)

Die Simulation des Belastungsfalls erfolgt in Abstimmung mit der Modellverifikation
in [Arn2000] unter Berucksichtigung klassischer von-Mises-Plastizitat und linearer

isotroper Verfestigung und einer hypoelastischen und einer hyperelastischen

® Hierfiir ist der Quellterm des lokalen Schadigungsfelds verantwortlich, der lokal in der Struktur fiir groen
Schadigungszuwachs sorgen kann, obgleich die, tber die Struktur gemittelten, Schadigungsfliisse klein bzw. null sind.
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Formulierung. In Erganzung werden die Ergebnisse flr linear-kinematische
Verfestigung fur die hyperelastische Formulierung mit in die Betrachtung einbezogen,
wie sie in [Arn2000] fur eine hyper-elastische Implementierung mit kinematischer
Verfestigung ermittelt wurden. Fur die Rechnungen sind vier Materialparameter
anzugeben: Die elastischen Konstanten E=210GPa und v =0.3, fur die
Beschreibung des plastischen Materialverhaltens, die FlieRspannung ¢, = 500 MPa
und der isotrope Verfestigungsmodul H = 1000 MPa bzw. ¢ = 1000 MPa fur die
kinematische Verfestigungsmodellierung.

Bild [6.73] zeigt die Ergebnisse des Spannungsverlaufs der
Schubspannungskomponente der Kirchhoff-Spannungen K, fur den in ABAQUS
implementierten CPE4-Elementtyp und einer Modellimplementierung Uber die
Schnittstelle UMAT im Vergleich zu dem in Abschnitt 6.3 vorgestellten Elementtyp
und der Implementierung Uber die ABAQUS-Schnittstelle UEL. Die Ergebnisse der
UMAT-Rechnungen stimmen dabei exakt mit denen der Rechnungen mit der UEL-
Schnittstelle Uberein. Unterschiede ergeben sich erwartungsgemald fur den der
Schubspannungskomponentenverlauf der hyperelastischen Formulierung mit
kinematischer Verfestigung.

In den Bildern [6.7b] - [6.7d] ist die Kirchhoff-Spannungskomponente Ky, fur die
lineare isotrope Verfestigung der hyper-elastischen Formulierung [6.7b] und der
hypoelastischen Formulierung und der hyper-elastischen Formulierung mit linearer
kinematischer Verfestigung [6.7c] Uber der Schubbeanspruchung y aufgetragen.
Auch hier sind die Ergebnisse der UMAT- und der UEL-Implementierung in allen drei
Fallen identisch. Bei der hypoelastischen Formulierung [6.7b] treten die im 2. Kapitel
erwahnten Oszillationen auf. Fur die Spannung Ky fur die hyper-elastischen
Formulierungen [6.7a] und [6.7b] ergibt sich mit wachsender Schubverzerrung y ein
kontinuierlicher Anstieg, wobei sich die Unterschiede in der Hohe durch die

unterschiedlichen Verfestigungsmodellierungen ergeben.

6.15.2 Elementverifikation fiir die Schadigungssimulation

Fur die Verifikation der Schadigungsentwicklung werden Ergebnisse von
Rechnungen mit der Elementformulierung fur ebene Dehnungszustande und der
Elementformulierung fur die Simulation axial-symmetrischer Strukturen
herangezogen. Die so gewonnenen Ergebnisse werden mit den Resultaten der
entsprechenden Elementformulierungen des FE-Programms ABAQUS und einer

Implementierung des lokalen Gurson-Modells verglichen. Durch die Annahme einer
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homogenen Schadigungsverteilung und der Vernachlassigung des Gradiententerms
der nicht-lokalen Schadigungsevolution (¢=0) entsprechen sich die Gleichungen des

nicht-lokalen und des lokalen Gurson-Modells.

Es wird idealplastisches isotropes Verfestigungsverhalten mit einer FlieRspannung
von g, =500 MPa und einem linearen Verfestigungsmodul #=0 MPa angenommen.
Der hohe anfangliche Hohlraumvolumenanteil f,=0,1 und die Wahl des kritischen
Hohlraumvolumenanteils von  £.=0,1125 bedingen eine ausgepragte
Schéadigungsentwicklung bis zu einem finalen Hohlraumvolumenanteil von f;=0,18.
Die fur die Rechnung eingesetzten Materialparameter sind im Detail der Tabelle 6.1

zu entnehmen.

Die Bilder [6.8a] bis [6.8c] zeigen die Ergebnisse der Simulation einer reinen
Zugbeanspruchung und der Verwendung des ABAQUS eigenen Elementtyps CPE4
Uber die Schnittstelle UMAT und der Verwendung des Elementtyps mit
Schadigungsfreiheitsgrad Uber die Schnittstelle UEL. Fir die Spannungsverlaufe, die
lokale Schadigungsentwicklung fund die Entwicklung der Plastizitat p ergeben sich

gute Ubereinstimmungen zwischen den beiden Elementtypen.

Die Bilder [6.8d]-[6.8f] zeigen die Ergebnisse der Simulation einer reinen
Zugbeanspruchung der Verwendung des ABAQUS eigenen Elementtyps CAX4 und
der entsprechenden Formulierung mit zusatzlichem Schadigungsfreiheitsgrad fur die
Abbildung axialsymmetrischer Strukturen. Auch hier wird eine gute Ubereinstimmung
des Spannungsverlaufs, der lokalen Schadigungsentwicklung /' und der Entwicklung

der Plastizitat p erzielt.

6.16 Verifikation des Gradientenmodells

FUr die Untersuchung des Gradienteneinflusses des nicht-lokalen Gurson-Models
wird ein auf Zug beanspruchter Stab mit einer vorgegebenen
Schadigungsinhomogenitat untersucht. Der Stab wird mit drei verschiedenen
Elementkantenlangen /. = 1,0mm, /. = 0,5mm und /. = 0,25 mm bei gleichmaliger
Elementierung modelliert (Bild 6.9). Hierbei werden die 4-Knotenelemente mit
zusatzlichem Schadigungsfreiheitsgrad mittels der UEL-Schnittstelle des FE-
Programms ABAQUS verwendet.

Es wird ein idealplastisches isotropes Verfestigungsverhalten mit einer
FlieRspannung von g, =450 MPa und einem linearen Verfestigungsmodul #=0 MPa
angenommen. Der hohe anfangliche Hohlraumvolumenanteil f,=0,1 und die Wahl

des kritischen Hohlraumvolumenanteils von f. =0,012 bedingen eine rapide
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Schadigungsentwicklung in der Struktur bis zum Versagen einzelner Elemente bei
einem finalen Hohlraumvolumenanteil von f;=0,18. Die fur die Rechnung
eingesetzten Materialparameter sind im Detail der Tabelle 6.1 zu entnehmen. In der
Stabmitte wird als Schadigungsinhomogenitat in einem vorgegebenen
Flachenbereich ein anfinglicher Hohlraumvolumenanteil f,’= 1,1-f;, vorgegeben (s.
Markierung in Bild 6.9).

Der Vergleich der Ergebnisse der Kraft-Verschiebungs-Kurven in Bild 6.10 der drei
verschiedenen Strukturdiskretisierungen fur das ,lokale Modell“ (¢=0) zeigt deutlich
die pathologische Netzabhangigkeit einer lokalen Schadigungssimulation, in der die
Kraft-Verschiebungs-Kurven mit feiner werdender Diskretisierung ein zunehmend
beschleunigtes Versagensverhalten aufweisen.

Bild 6.11a zeigt die Kraft-Verschiebungs-Kurven des Stabes mit einer
Elementkantenlange /., = 1,0mm und einer Gradientenwirkung ¢= -0,5 bis ¢=1,0. Flr
negative Werte ¢<0 kommt es zu einer Schadigungskonzentration in dem mittleren
Bereich des Stabes, was zu einem beschleunigten Versagensverhalten der Struktur
in Form eines rapiden Kraftabfalls gegenuber der ,lokalen“ Rechnung mit ¢=0 flhrt.
Fur c-Werte gréRer null, wird ein zunehmend steiferes Strukturverhalten abgebildet,
da es durch den Einfluss des Gradiententerms zu einem Schadigungsausgleich in
der Struktur kommt. Fur groRer werdende Werte ¢ dominiert schlieBlich der
Schadigungsausgleich gegenuber der lokalen Schadigungsproduktion durch die
Anderung des lokalen Hohlraumvolumenanteils, so dass das Verfestigungsverhalten

nicht mehr durch die Schadigungsanderung beeinflusst wird.

Die Ergebnisse der Strukturdiskretisierung mit einer Elementkantenlange von /, = 0,5
mm und /. = 0,25 mm in Bild 6.11b und Bild 6.11c zeigen ein analoges Verhalten,

wobei hier nur Ergebnisse mit Werten ¢>0 Bertcksichtigung finden.

Eine Zusammenstellung der Kraft-Verschiebungs-Kurven der nicht-lokalen Rechnung
mit ¢=1,0 zeigt, dass die Netzabhangigkeit der Simulation durch einen
Schadigungsausgleich in der Struktur minimiert wird (Bild 6.12). Der unterschiedliche
Zeitpunkt des rapiden Abfalls der Kraft-Verschiebungs-Kurven ist durch das
Erreichen des maximalen Schadigungswertes f; in den Elementen bedingt, die den
tragenden Querschnitt der Struktur in Abhangigkeit von der Elementkantenléange
bzw. dem reprasentativen Gaul3-Punktvolumen abrupt verandern.

Abweichungen in dem Strukturverhalten ergeben sich in diesem Beispiel auch durch

die begrenzte Groe des Bereichs in dem sich die Schadigungszone beschrankt
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durch die Stabbreite ausbreiten kann. Weiterhin ist der Schadigungsbereich von den
Jfreien“ Stabrandern abgegrenzt, so dass der Schadigungsabfluss ausschliellich in
Langsrichtung des Stabes erfolgt.
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6.17 Tabellen

Tabelle6.1a: Materialparameter der duktilen Schadigung fur die
Beispielrechnungen

*

qi qz q3 Jo Je Jr Ju Jn Sn &
1,5 1,0 2,25 0,1 0,1125 0,18 0,5 0,1 0,1 0,3

Tabelle6.1b: Elastische Materialparameter und Verfestigungsparameter fiir
ideal-plastisches Verhalten fiir die Beispielrechnungen

E[MPa] |v HI[MPa] | g, [MPa]

210000 (0,3 |0 450
6.18 Bilder
v, t
i Auy g====75 &
|
I
P i i
- - I
-~ - < I
h 57 e 1
1‘1’]
Lb 1
“simple-shear”-Belastung “Zug”-Belastung
Ein-Element-Test Ein-Element-Test
ebener Verzerrungszustand ebener Verzerrungszustand
isotropes und kinematisches und
ideal-plastisches Verfestigung- axialsymmetrische Element-
verhalten, formulierung
ohne Schadigungssimulation mit Simulation duktiler
Schadigung

Bild 6.6: Elementverifikation fur grole Deformationen mit ,Ein-Element®-Tests
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Bild 6.8: Elementverifikation mit dem Gurson-Modell unter Zugbeanspruchung, ebenes 4-
Knotenelement mit bi-linearen Ansatzfunktionen:
a) Elementformulierung fiir den ebenen Verzerrungszustand,
b) axialsymmetrische Formulierung
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Au
A A
Schadigungs-
konzentration « >
_ _ 1,0 mm
fo=1.11
. Subelementierung
>
a4 >
0,5 mm
L1
Y 0,25 mm
I—P X

Bild 6.9: FE-Elementierung und Randbedingung eines ebenen Zugstabes mit verschiedenen
Elementkantenlangen

300,00 -

Kraft [N]

/,=1,0 mm

50,00 § 5 S
i %6 1.=0,25 mm
0,00 %mmmm
0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50

Verschiebung [mm]

Bild 6.10: Kraft-Verschiebungs-Kurven eines ebenen Zugstabs bei Diskretisierungen mit den
Elementkantenlangen /,=0,25 mm, /,=0,5 mm und /,=0,25 mm (lokales Gurson-

Modell)
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[=1,0 mm

1,=0,5 mm
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Bild 6.11: Kraft-Verschiebungs-Kurven des ebenen Zugstabs (Elementkantenlangen /.=1,0
mm) fur das nicht-lokale Gurson-Modell fur ¢-Werte von —-1,0 ... 0,5.
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Bild 6.12: Kraft-Verschiebungs-Kurven des ebenen Zugstabs bei Diskretisierungen mit den
Elementkantenlangen /,=0,25 mm, /.=0,5 mm und /,=0,25 mm fir das nicht-lokale
Gurson-Modell mit ¢=0,5.
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6.19 Tafeln

Tafel 6.1: Implementierung im Finite-Elemente-Programm

= Ermittlung der Deformationsgradienten F™, F”"") aus den Knotenverschie-
bungsvektoren u®”, u"*" fiir ein Element und Bestimmung des Gradienten
0d

= Berechnung der Zuordnungsmatrizen By, , Bnr , Bg
= Spannungsintegration und Ermittlung der Materialoperatoren D,,,, D..s, Dy, Dy

= Ermittlung der GaulR-Punkt-Beitrage zu den Knotenkraften und der

Elementsteifigkeitsmatrix des Elements

uu

= [B[D,, BV
V
_ (T 4
Kot _IBNLTBNLdV
V

K = [NiD N+BjcB,dV  mit
V
— T
K, = [B;D,,N dv
V

) >

11
o o -
o - o
- o

=-[NiD,B,dV
)

= Ermittlung der Elementknotenkrafte

F, = [B{TdV ,F, :jN}(d—f)+B}chdV
14 V

= Assemblieren der Steifigkeitsmatrix eines Integrationspunktes

K :{Kuu-l-KuuNL Kud:|
¢ K 4 K i

= Assemblieren der GP-Beitrage
4 4
K=K, ., F=)F,;
i=1 i=1

= Aktualisierung der inneren Zustandsvariablen des Elementes

= Ruckgabe der Elementsteifigkeitsmatrix und des Vektors der

Elementknotenkrafte
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Tafel 6.2: Spannungsintegration

Spannungsintegration mit den Vorgabewerten
() (1) pl) plen) o) geen (g wme, | §)")
Berechnung des relativen Deformationsgradienten und der elastischen

Vorschatzung

- -1 _ _ —
Fel =F, 1 F, F(Gtzr) - FreIFr? - Fr?+1AFp’ Cgr) _F(?r) F(?r) = /\I:E|

n

Bestimmung des elastischen rechten Strecktensors tber die Definition
Uy =N E; DE,

Logarithmischer elastischer rechter Strecktensor

Uy =InA; E; DE

Elastischer Rotationsanteil

Ry = F&)U&)—l

Elastische Vorschatzung der Mandel-Spannungen

M = Ce In Uftr)

Fallunterscheidung:

a) CD(M(tr),s g),q(n))s 0 = elastisch (M("”),s S,’f“),(j(”“)) = (M(tr),g Sg),q(”))
b) ® ( My).€ 5;:),51("))> 0 = plastisch

Lésung der Rickwarts-Euler-Integration mit dem Newton-Verfahren:
(M(tr),fgﬁ),(](")) N (M(n+1)’£$g+1)’q(n+1))

(Logarithmischer) Elastischer Strecktensor

InU® =C_"'M=ALE , U®=exp(A)E;0E;, C=F' F=ALE

Ermittlung des rechten Strecktensors
U=\ E TE,
Aktualisierung des elastischen Deformationsanteils

Fe =FU~'U¢ | =RUE
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7 Untersuchung des Elliptizitatsverlustes

Die Untersuchung des Losungsverhaltens der konstitutiven Gleichungen fuhrt auf
Kriterien zur Bestimmung des mdglichen Elliptizitatsverlustes bzw. des damit
verbundenen Einsetzens von Lokalisierungsphanomenen. In diesem Kapitel werden
fur das lokale Gurson-Modell und die nicht-lokale Erweiterung des Gurson-Modells
Kriterien  angegeben, die eine Untersuchung des Einsetzen von
Lokalisierungsphanomenen erlauben.
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In frihen Arbeiten [Hil1958, Hil1962, Rud1975, Ric1975, Ric1980] wird der
Elliptizitatsverlust des konstitutiven Gleichungssystems im inelastischen Fall als eine
materielle Instabilitdt interpretiert, die sich durch raumliche Singularitaten im
Geschwindigkeitsgradienten ausdrickt. In diesen Arbeiten werden die flr den
materiellen Tangentenmodul notwendigen Bedingungen zur Lokalisierung bei kleinen
Deformationen formuliert. Kriterien zur Untersuchung des Elliptizitatsverlust fur
elastisch-plastische Stoffgesetze mit assoziativer FlieRregel und nicht-assoziativer
Flielregel fir kleine und groRe Deformationen findet man u.a. in [Big1991a,
Big1991b, Big1993, Ste1997, Sza2000, Pet2000, Ste2000]. Fur ratenunabhangige
lokale Schadigungsmodellierung bei kleinen Deformationen wurden
Lokalisierungsbedingungen in [Dog1995, Ben1996] formuliert und untersucht. In
[Dog1995, Ben1996, Sza2000] wurden weiter allgemeingultige Kriterien fur die
Untersuchung der Lokalisierung und des Elliptizitatsverlustes bzw. des starken
Elliptizitatsverlustes elastisch-plastischer ratenabhangiger  Stoffgleichungen
aufgestellt. In jungster Zeit wurde auch fur das Gurson-Modell unter
Berucksichtigung kleiner Deformationen der Elliptizitdtsverlust in [Lew2002]

untersucht.

7.1 Kiriterien bei kleinen Deformationen

Zur Untersuchung des mdglichen Eindeutigkeitsverlustes der Loésung der
konstitutiven Gleichungen des Materialverhaltens wird die Ratenform der

Spannungsentwicklung Uber die Gleichung

T=

e

y: (7-1)

herangezogen, wobei C als Tensor 4. Stufe den Materialoperator fur elastisch-
plastische Zustandsénderungen beschreibt. Die GréRen Tund ¢ stehen hier

zunachst allgemein fur beliebige konjugierte Spannungs- und Dehnungsmalde, so.
z.B. die Cauchy-Spannung o und kleine Verzerrungen ¢ oder im Fall des in Kapitel 3
vorgestellten hyperelastisch-plastischen Stoffgesetzes fir die Mandel-Spannungen

M und den elastische logarithmische Verzerrungstensor InU..

FUr eine strenge Untersuchung des Eindeutigkeitsverlustes in Abhangigkeit vom
vorgegebenen Verschiebungsfeld muss die Ratenform der GI.(7-1) in Abhangigkeit
vom raumlichen Verzerrungsgeschwindigkeitsgradienten L =FF!=D+W oder

allgemeiner vom Verschiebungsinkrement ausgedrtickt werden:

T=c:e=(c, +C )L. (7-2)



7. Untersuchung des Elliptizitatsverlustes Seite 7-3
Fir die hier zunachst betrachteten kleinen Deformationen gilt der Zusammenhang

N T

825 Ua+0a ). (7-3)

Im allgemeinen Fall der ratenunabhangigen Form der Elastoplastizitat mit
assoziierter Flieiregel hat der Materialoperator in Gleichung (7-2) die folgende Form

gzg*—%c*:NDN:g*. (7-4)

Hierbei ist g*ein sich aus der Formulierung des Materialmodells ergebener Tensor

4.Stufe, N der aulere Normaleneinheitsvektor in Fliel3richtung und H ein Skalar
H=h-N:C :N (7-5)

mit / als ein das Verfestigungsverhalten beschreibenden Skalar.

Die Formulierung fur den Materialoperator fur eine allgemeine Klasse elastisch-
plastischer Materialien ist in  [Dog1995, For1995, For1996, Ben1995, Sza2000,
Lie2001] ausfluhrlich beschrieben und fir verschiedene Gurson-Modellvarianten u.a.
in  [Arn2000, Sch1995] fur kleine Deformationen und unterschiedliche
Integrationsverfahren hergeleitet.

Fir das Gurson-Modell ergibt sich der elastisch-plastische Materialoperator gemaf
den Betrachtungen aus Kapitel 6 zu :

Coc - " N)o (N ;g*)zg ) " :N)o (N7 7-6)

= = *. _ e . *
NC :N-h NC N Yo 00 os,
= of" of 04 de, 04

7.1.1 Kriterium fiir das lokale Gurson-Modell

Seien (Ta,éa) und (Tb,éb) zwei zulassige Losungen des Randwertproblems fir die

Spannungen T und die zugehdérigen Dehnungen ¢ wund Ag=¢,-$§,sowie

AT =T,-T, die Differenz zwischen beiden Loésungen. Das zugehdrige
Verzerrungsgeschwindigkeitsfeld Av verschwindet auf dem Rand des betrachteten
Kontinuums B nur dort, wo das Geschwindigkeitsfeld vorgegeben ist. Die
Anwendung des Variationsprinzips fuhrt so auf eine Bedingung fur den
Eindeutigkeitsverlust [Hil1958], wenn gilt:

jAT:Ag av =0. (7-7)
B
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Das Auftreten von Verzweigungsproblemen (,bifurcartion”) kann also solange
ausgeschlossen werden, solange es nicht einen Punkt in der untersuchten Struktur
gibt, fur den qilt

T:£>0 , (7-8)
d.h. dass es zu keiner Entfestigung (,condition of non-softening") kommt [Hil1958].

Die Entwicklung eines strengen Kriteriums fur das mogliche Auftreten des
Elliptizitatsverlustes wird durch die Untersuchung der konstitutiven Gleichungen des
angewendeten Materialgesetzes durchgefihrt. Die Ldésung des durch die
konstitutiven Gleichungen gestellten Anfangsrandwertproblems fuhrt auf ein System
partieller Differentialgleichungen elliptischen Charakters, das fur die lokale Form des
Gurson-Modells durch die Gleichgewichtsbedingung definiert ist.

Das im Rahmen der FE-Methode zu |6sende Differentialgleichungssystem dessen
Losungseigenschaften  zu  untersuchen sind, besteht aus der, der
Gleichgewichtsbedingung resultierenden, Gleichung:

div(T) = div(C:£)=0. (7-9)
Fir die Beschreibung der Anderung des Geschwindigkeitsfeldes u(x) wird ein
exponentieller Ansatz der Form

u(x) = iy exp(ik n x) (7-10)

eingefuhrt, mit u,als Amplitude, n als Richtungsvektor, & als Wellenzahl und x als Ort

eines Punktes des Geschwindigkeitsfeldes. Das Einsetzen des Ansatzes in GI.(7-9)

ergibt
divC:¢)=din C: L o o
= = 2{0x O0Ox
=div g:%(ikn 0 ag exp(ik n X) + ik uy O nexp(ikn B())j, (7-11)

==k>C:(n Oy +uiy On)nexp(iknX)=0

und weitere Umstellungen' das Gleichungssystem

{ n[Crh }[uo]:o (7-12)

1 1 1 1
! = EC(H Om+n( m)n = Eciﬂd (nkml + mn,; )nj = E(Cijklnkmlnj + njCﬁkln[mk) = 5(“ [C I]l)n
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mit der Amplitude des Geschwindigkeitsfelds als unabhangige Veranderliche, flr das

nur eindeutige LOosungen existieren, wenn die Determinante
det(n [C [h) = det(H) (7-13)

nicht zu null wird, wobei H im weiteren als akustischer Tensor® (2.Stufe) bezeichnet
wird. Zusammen mit der Betrachtung des gewahlten Ansatzes fur das
Verschiebungsfeld ist das Erreichen des  Singularitatspunktes  des
Gleichungssystems so interpretierbar, dass es einen Punkt in der Struktur gibt, fur
den ein Richtungsvektor n existiert, an dem der Ausdruck n - C - n singular wird, und
€S SO zu einer Dehnungsdiskontinuitat in Form eines Dehnungszuwachses (,strain
rate

jump®) mit unbekannter Amplitude u, kommen kann, der sich durch die Form

¢=1(a,On+nDu,) (7-14)

N|v—‘

auszeichnet.

Bild 7.1 zeigt beispielhaft die Vorgehensweise bei der Untersuchung des
Elliptizitatsverlustes an einer belasteten Struktur. Fur alle Punkte der Struktur wird fur
den gesamten Belastungsverlauf (Bild 7.1a) das Minimum der Determinante des
akustischen Tensors in Abhangigkeit vom Richtungswinkel ¢ bestimmt. Der
Nulldurchlauf der sich so ergebenen Funktion zeigt den Zeitpunkt des ersten
moglichen Eindeutigkeitsverlustes der Losung an (Bild 7.1b). Die Auswertung des
Spannungsverlaufs erlaubt weiter die Angabe der Spannungen im Moment des
Eindeutigkeitsverlustes (Bild 7.1c). Weiterhin kann, z.B. fir den Zeitpunkt des
Elliptizitatsverlustes, die Richtungsabhangigkeit des Kriteriums dargestellt werden,
und so die Richtung der Diskontinuitat der Verschiebungsantwort bestimmt werden.
Die Auswertung des Kriteriums fur den Elliptizitatsverlust in einem materiellen Punkt
in Abhangigkeit vom Belastungszustand und dem Richtungswinkel ergibt eine
Flachendarstellung fur den Wert des akustischen Tensors, wie in Bild 7.2 dargestellt.
Hierbei ist Punkt 1 der Zeitpunkt des ersten Auftretens des Elliptizitatsverlustes, der
sich durch einen Nullwert (Punkt 3) in der Kurve der richtungsabhangigen
Auswertung des akustischen Tensors (Punkt 2) auszeichnet. Die Betrachtung aller
Nullwerte des akustischen Tensors ergibt so eine Grenzlinie fur den
Eindeutigkeitsverlust der Losung.

2 Firr die Bildung des akustischen Tensors gilt in Indexschreibweise: H = n [C[h = ij =n; Ci/kl n
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Bild 7.1: Schematische Vorgehensweise bei der Untersuchung zum Elliptizitatsverlust
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Bild 7.2: Flachendarstellung zum Elliptizitatsverlust
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7.1.2 Kriterium fiir das nicht-lokale Gurson-Modell

Die nicht-lokale Erweiterung des Gurson-Modells erfordert die zusatzliche
Betrachtung des Inkrements des Schadigungsfeldes J fur die Forderung nach der
Erflllung der lokalen Gleichgewichtsbedingung

div(t)=div|c*® e +C*d )= o0, (7-15)

sowie die Erfullung der Bilanzgleichung der Entwicklung des globalen
Schadigungsfelds

0=C¥d+C%s-c0d, (7-16)
mit den in Kapitel 6 definierten GréBen C*, €, ¢* und C* . Fiir die Untersuchung

der Losungseindeutigkeit wird nun neben dem Ansatz des Verschiebungsfelds
gemal Gl.(7-10) ein gleichartiger Ansatz fur die Schadigungsgrofde gemacht:

u=u, exp(ikn B{)

o : 7-17
d =dyexpliknx) (7=17)

Dabei wird auf die getrennte Bezeichnung der Grélien n und % fur die beiden Ansatze
verzichtet.

Das Einsetzen der Ansatze aus GI.(7-17) in den ersten Term von GI.(7-15) fuhrt auf

. . T
div@csé):div C("gl 6_u+6_u
= 2|0x O0x

= ah'v(g’8 %(ikn O, exp(iknX)+ ik, Onexp(ikn B{)))

=—k*C*(n 0, + 1, On)nexp(ikn ) (7-18)
= —k* (n [C™ Dl)l'lo exp(ik n x)
=0
und fir den zweiten Term von GI.(7-15) auf :
divlc®d)= divlcod)
= div(c“d dyexp(ikn &)) . (7-19)
= dikn [€* exp(ikn X) =0

Zusammenfuhren von GI.(7-18) und GI.(7-19) fuhrt auf
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div(T) = aiv| e+ C™d )
= —k? (n [ El)ilo exp(ik n X) + d yikC®? exp(ik n X)
= (— K (n [ E’l)flo +dyikn [C* )exp(ikn X)
=0

. (7-20)

Das Einsetzen der Ansatze aus Gl.(7-17) in die Bilanzgleichung der
Schadigungsentwicklung Gl.(7-16) fuhrt auf die folgende Schreibweise der
Schadigungsbilanz:

0= Cdddo exp(ikn B{) +C% (% (ikn Huag exp(ikn B{) +ikuy U nexp(ikn B{))j (7-21)
-c0? (a"o exp(ikn D{))
Die Entwicklung der Einzelterme erfolgt durch

c¥d = Cdddo exp(ikn X),

C%i =" (% (ikn Oy exp(ik n X) +ik ity O nexp(ikn B‘))j und (7-22)

= ikC%n Or g exp(ik n X)
—c[?d = —cDZ(do exp(ik n B{))
=— 66? (do exp(ik n B{))
0 (. -
= —c& (dolk n exp(lk n |}))
= cdokz exp(ik n Bi)

Das Einsetzen dieser Ausdricke aus Gl.(7-22)123 in GI.(7-16) fuhrt auf die
Bilanzgleichung der Schadigungsentwicklung in der Form:

0=C¥d+C%¢-c0%d
= Cd, exp(ik n X) + ikC%n Oy exp(ik n X) + cd gk exp(ik n [X). (7-23)
= ikC%n O exp(ikn X) + (cdd + ck* )d'o exp(ik n [X)

Die Kombination der Ausdricke GI.(7-20) und GI.(7-23) fUhrt unter der
Berucksichtigung von

0 # exp(ik n X) fiir n,x OR> (7-24)

auf das zu I6sende Gleichungssystem
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l:—kz(n €™ ) #C™ } M :m, (7-25)

dmc® % +ck?||do] |0
das durch Bestimmung der zweiten Zeile
0=(C + ck? iy +ikC%n T (7-26)

nach d,aufgeldst

- ikC%n [,

@W+wﬁ

dy = (7-27)

und durch Einsetzen in die erste Zeile in GI.(7-25) in der folgenden Form reduziert
werden kann:

[0]=_ —kz(nﬂ=3“£ El) ikn [C* }Dﬂ

. (7-28)
- ikC%n [ilo]

(Cdd +ck2)

=|-k* (n [ 51)+ ikn [C*

Das so aufgestellte Gleichungssystem ist nur noch von der Ansatzfunktion des
Geschwindigkeitsfelds abhangig und der Wellenzahl k£ des Ansatzes aus GI.(7-17):

— 2 G 2 Cdan d |T-
o] =| -& (nEg 8 Dl)+k C 4 k2 nre }[HO] (7-29)
B ECGd Cdsﬁl . ’
= (n [gcs El)— (ll = )-'-(Ckz )}[“0]
Da
0 # exp(ikn X) fiir n,x OR> (7-30)

gilt, ist nun nur noch ein Gleichungssystem in Abhangigkeit von u, zu I6sen:
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== - b e E‘)}[uol

= C¥ 4 ck?

_ '(n - n.)—“EﬁC“d DCdﬁ)El}[uo]. (7-31)

V= CU + i

i od de
=|n g,a_—cddmc2 O |[u]
i C™ +ck

Auch hier gilt, dass eindeutige Losungen nur dann existieren, wenn die Determinante

det(n [C[h ) = det(H) (7-32)
nicht zu null wird. Hierbei ist

s _ CGd |:| Cds
Cdd +ck2

f@!
[@!

(7-33)

der flUr das nicht-lokale Gurson-Modell gultige Materialoperator in Form eines
Tensors 4.Stufe und H der akustische Tensor fur das gekoppelte Problem.

Im Vergleich zum Kriterium des lokalen Modells aus GI.(7-13) ist hier die Auswertung
der Determinante des akustischen Tensors in Gl.(7-32) nicht nur von der
charakteristischen Richtung des Losungsvektors n abhangig, sondern auch von der
Wellenzahl k£ des Ansatzes der Schadigungsanderung in Gl.(7-17)2 und von der im
Gradiententerm des nicht-lokalen Modells wirkenden Grol3e c.

Eine Untersuchung des mdoglichen Eindeutigkeitsverlustes kann daher nicht mehr
alleine an dem materiellen Zustand eines lokalen Punktes erfolgen, sondern muss
unter Berlcksichtigung der sich einstellenden globalen Schadigungsverteilung der
betrachteten Struktur fur eine konkrete Belastungssituation durchgefuhrt werden.

Ergebnisse hierzu werden in Kapitel 8 an Strukturrechnungen prasentiert.

Eine weitere Mdglichkeit besteht in der Stabilitatsuntersuchung unter
Berucksichtigung verschiedener Kombinationen der Wellenzahl £ des Ansatzes der
Schadigungsanderung in Gl.(7-17), und der spezifischen Lange ¢ an homogenen
Schadigungsverteilungen und Belastungsfallen. Die so gewonnenen Erkenntnisse
lassen Aussagen uber die Wahl des Parameters ¢ zu, um eine regularisierende
Wirkung des Gradiententerms der nicht-lokalen Entwicklungsgleichung der globalen
Schadigungsevolution zu erhalten.

Bild 7.3 zeigt schematisch die Auswertung des Kriteriums fur den Elliptizitatsverlust

fur eine homogene Belastung und Schadigungsverteilung in einem materiellen Punkt
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Minimum des Kriteriums
det(H) fur die gesamte
Belastungsgeschichte

o Bereich von k,c-Werten
A der Regularisierung
A A w

der Lésung

Wellenzahl &

Starke des Gradienten ¢

Bild 7.3: Einfluss der kritischen Lange und der Wellenzahl bzgl. des Elliptizitdtsverlustes
beim nicht-lokalen Gurson-Modell

in Abhangigkeit der kritischen Lange und der Wellenzahl:

FUr verschiedene Parameterkombinationen ergeben sich Bereiche fur die im
Belastungsverlauf Elliptizitatsverlust auftritt ( det(H)<O0 ) und solche in denen die
Ldsung regularisiert ist ( det(H)>0 ).

Hierbei gilt, dass fur grof3e Wellenzahlen k die erforderliche Gro3e der kritischen
Lange abnimmt, um den Eindeutigkeitsverlust der Losung wahrend der gesamten
Belastung ausschliefen zu kdénnen. Ebenso genltgen kleinere Wellenzahlen bei

grolier werdenden Werten von ¢, um die Losung des Problems zu regularisieren.

Der Grenzfall k== beschreibt eine Diskontinuitat im Verschiebungsfeld, die durch die
Wirkung des Gradiententerms regularisiert werden kann. Einen Sonderfall stellt der
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Ubergang des nicht-lokalen Modells in die Formulierung des lokalen Modells mit ¢=0
dar bei dem der nicht-lokale Term bei der Bildung des akustischen Tensors

verschwindet:

od de
Mo [Ecﬂja, (7-34
- C

Die Betrachtung des zu bestimmenden Gleichungssystems in der Form

[0] = {(n[C“a m)- =)ol m )}[uo] (7-35)

c¥ 4 ci?

zeigt, dass die Determinante zu null wird, wenn beide Summanden in der Matrix
gleich sind, so dass als Losungskriterium die Gleichung

i [nrce ) e ) Dl):() (7-36)

Cdd + Ck2

herangezogen werden kann.

7.1.3 Anwendung

Fir eine Abgrenzung des Phanomens der Lokalisierung bzw. des
Elliptizitatsverlustes ist die Anwendung der ,condition of non-softening" aus GI.(7-8)
zunachst ausreichend, die fur die Formulierung des zur Anwendung gebrachten
Gurson-Modells in den FE-Code implementiert wurde. Eine exakte Aussage fur das
mogliche Auftreten von Lokalisierung in einer belasteten Struktur ist das im
vorangegangenen  Abschnitt  vorgestellte  Kriterium  fur  Elliptizitatsverlust
entsprechend GI.(7-13) flr das lokale bzw. GI.(7-32) flUr das nicht-lokale Gurson-
Modell.

Der Materialoperator C ist aus der Losung der Stoffgleichungsintegration eines

Belastungsinkrements fur jeden beliebigen Punkt der Struktur bekannt, so dass das
Kriterium durch eine entsprechende numerische Umsetzung leicht zur Anwendung
gebracht werden kann.

Mit der Definition des akustischen Tensors gemal Gl. (7-13) in Indexschreibweise
H:n[gﬁl:ij=nl-Cijk1n1(ejDek) (7'37)

folgt die Form der einzelnen Komponenten zu
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Hy = "1(C1jk1”1 +Cjkany +C1jk3”3)
ny\Cojriny +Cojpany +Copans ). (7-38)

n3\Csjny + Csjpany +Csjp3n3

+

+

Far den hier betrachteten ebenen Dehnungszustand mit
n=n;e;mit i=123 und ny =0 (7-39)

und einem entsprechend besetzten Materialoperator, sowie unter der
Berucksichtigung der Symmetrieeigenschaften ergibt sich die
Komponentendarstellung des akustischen Tensors zu

Hy :”1(C1jk1”1 "'Cljkz”z)"'”z (Czjklnl +C2jk2n2)’ (7-40)

bzw. flr die Auswertung des Kriterium in GI.(7-13) zu

det(H ;)= det T Moy Hyy —HyHy, =0 (7-41)
¢ jk_eH g | 124121 = V.
21 22

Durch die Darstellung des Einheitsvektors n als Funktion einer Winkelkoordinate ¢ :
n' =[cos(¢) sin(g) 0]e;, (7-42)

wird die Anwendung des Kriteriums somit zu einem Minimierungsproblem bzgl. der
Winkelkoordinate des zunachst beliebigen Einheitsvektors n mit den Komponenten
des akustischen Tensors fur k=1,2und /=1,2:

Hy = cos¢(C1jk1 cos@ +C ji, sin ¢)+ sin¢(C2jk1 cos @ +C; jyp sin ¢) (7-43)
bzw.

Hyj =Cyyyy cos” ¢ +Cppy sin® ¢

Hyy =(Cyypp +Cyyay )cos psin g

Hy; =(Cia1y +Caayy )cos g sin

Hy, =Cyjpy 008> §+Coppy sin® ¢ (7-44)

Mit den Abkurzungen

a=Cy1Con
b=Cy112C0m (7-45)

— 2
c= C1111C2222 _2C1122C2112 _C1122

und der Auswertung der Determinante des akustischen Tensors gemaf Gl.(7-41) gilt
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fur das Kriterium des Elliptizitatsverlustes
0=sin*@(a—c+b)+sin’@(c-2a)+a (7-46)
bzw. ausgeschrieben

_ . 4 2
0 =sin ¢(C1111C2112 ‘(C1111C2222 —2C1122C112 ‘C1122)+C2112C2222)

. (7-47)
.2 2
+sin” ¢ (C1111g2222 =2C1122Co112 ~Chim ‘2C1111C2112)+C1111C2112

Mit Hilfe dieser Gleichung kann fir eine allgemein formulierte Klasse elastisch-
plastischer Stoffgesetze das Auftreten von Lokalisierung fur einfache
Spannungszustande qualitativ analytisch untersucht werden, wie u.a. in [Dog1995]
gezeigt.  Mittels einer geeigneten numerischen Anwendung konnen weiterhin
kritische Belastungszustande fur reale Materialien und Strukturen bestimmt werden.

7.2 Kriterien bei groBen Deformationen

Fur die Spezifizierung des Kriteriums fir Elliptizitatsverlust unter Berlicksichtigung
grolRer Deformationen ist der geometrische Spannungsanteil der Spannungsrate
durch die materielle Zeitableitung des Spannungstensors mit in die Betrachtung der
Auswertung einzubeziehen. Das Kriterium des Elliptizitatsverlustes wird im
folgenden fur das in Kapitel 3 naher erlauterte hyperelastisch-plastische Stoffgesetz
der Materialgleichungen sowie flir eine hypoelastisch-plastische Formulierung
hergeleitet und zur Anwendung gebracht.

7.2.1 Hyperelastisch-plastische Formulierung

Unter Verwendung der in Kapitel 3 vorgestellten hyperelastisch-plastischen
Formulierung des Stoffgesetzes und der Zusammenstellung der zugehorigen
Gleichungen in Tafel 7.2 konnen die Kirchhoff-Spannungen mittels einer ,Push-
Forward“-Operation von der plastischen Zwischenkonfiguration auf die
Momentankonfiguration gewonnen werden:

K,, =RM, ,R!. (7-48)

Die materielle zeitliche Ableitung der Kirchhoff-Spannungen gemafy Gl.(7-48) flhrt
auf die Rate der Kirchhoff-Spannungen:

T
dK =R, dMR +dReR§K+K(dReReT) : (7-49)

wobei
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M, .| = —””dEftr) =C:dE, (7-50)

die materielle Zeitableitung der Kirchhoff-Spannungsrate darstellt. Der

Materialoperator

_0M,,,
OES,,

[@!

(7-51)
ergibt sich aus der in Kapitel 6 vorgestellten Linearisierung der Integrationsvorschrift
der konstitutiven Gleichung. Weiter wird der elastische Anteil des Spintensors

W, =dR R] (7-52)

eingefuhrt, fur den als antisymmetrischer Tensor die Beziehungen

W, =-W,' (7-53)
und

dR.R.T)=dR R, T +R,aR,T =0 und dR.R," = -R.dR," (7-54)
gelten.

Gesucht ist eine Gleichung, die die Formulierung der Rate der Kirchhoff-Spannungen
aus Gl.(7-49) als Funktion des Deformationsgeschwindigkeitstensors D bzw. des
Verschiebungsinkrementes und den inneren Zustandsgrof3en darstellt:

dK =R,dMR] + WK +KW' = 7(F,D). (7-55)

Es ergibt sich entsprechend den Ausflihrungen in Kapitel 7.1 und 7.2 die Aufgabe,
die drei Summanden aus Gl.(7-55) in Abhangigkeit von D bzw. L zu formulieren.

Die logarithmischen VerzerrungenE_, =1n U konnen mittels der Padé-Approximation

[Bad1993] Uber den Zusammenhang

Ey) O 2(U?tr) - I)(U?tr) + I)_l (7-56)

ermittelt werden. Im Folgenden wird fir InU,vereinfachend E_geschrieben. Dabei

liegt der Gultigkeitsbereich fur die Naherung in Gl. (7-56) bei 0,7 < A; < 1,2, mit A; als
den Eigenwerten aus der spektralen Zerlegung von U‘ftr). Fur die als klein

angenommene elastische Verzerrung wird dieser Wertebereich nicht Uberschritten.

Die Ableitung von GI.(7-56) fuhrt auf den weiter unten verwendeten Zusammenhang
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dEs,, =a(ug,, - 1)au, (U, 1) (7-57)

Zur Ermittlung von dU. wird Uber die Definition des Trial-Wertes des elastischen

T 2
rechten Cauchy-Green-Tensor C{,, =F, F =U{, und der Ableitung des sich

daraus ergebenden Ausdrucks

2 T T T
U(etr) = F(etr) F(?r) = F,? FreI Fr?FreI (7'58)
die Gleichung
T T
U?tr)dU?tr) +dU (etr)U?tr) = 2F; Sym (Frel dFrel )F; (7'59)

bestimmt. Weitere Umformungen ergeben den Ausdruck
e e leT T e
dU Dsym(U(tr) F, sym (FreldFrel)Fnj' (7-60)
Das Einsetzen dieser Gleichung in GI.(7-61) fuhrt auf die gesuchte Gleichung
-1 -1_.T -1
dE{y = 4(Uftr) + 1) sym(Uftr) F¢ sym (FrTelarFrel )F,f) + (Uftr) + 1) + O(E%). (7-62)

FUr die Rotationsanteile aus GI.(7-49) gilt mit der Zerlegung des elastischen relativen
Deformationsgradienten:
R{iyUlu) = Fiuy = FraFy (7-63)
Differenzieren und Umstellen flhrt auf die Gleichung
dR (1 U(ypy + Ry dU () = dF o Fy, (7-64)
was unter Verwendung von GI.(7-60) auf die Formulierung

-1_ T T -1 T
dR(etr)R(etr) = dFrel Frfl: - R?tr) Sym (U?tr) Fr? Sym (Frel dFrel )Frfl: )Uftr) R?tr) (7'65)

fuhrt. FUr das Inkrement der Kirchhoff-Spannungen aus GI.(7-49) ergibt sich so die
Form

_ T T (dR T)T
dK =R_dMR! +dR _RK +K|dR R (7-66)

T
:Re((:j:dE?tr))R;r +dReRgKn+1 +Kn+l (dReRg) ,

wobei die Beziehung R, =R{,, verwendet wird, um im Folgenden den Subindex
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weglassen zu kdnnen. Der Ausdruck

dE, = 4(U(etr) + I)_1 sym (Uftr)_lFeT sym (FrTel dF, )Fe j + (U(etr) + I)_l + 0(15]23 ) (7-67)

muss hierbei zunachst als Funktion von dF,, formuliert werden. Mit den Operatoren

rel

C = 4(U?tr) +I)_1Q (U?tr) +I)_1' (7-68)
C, =F.'OF/, (7-69)
C,=Uf, O1und (7-70)
C sl(lﬁnlgl)

-2 (7-71)

wird GI.(7-67) in die folgende Form gebracht:

dEe=[(£1:C :C, :C.:C ):(Fglgl)]:dFrelng:dFrel _ (7-72)

=sym =3 =2 '=sym

Die hier und im Weiteren verwendeten Operatoren zwischen Tensoren 2. bzw. 4.
Stufe werden in der Tafel 7.4 erlautert. Ebenso wird der Ausdruck aus Gl. (7-65)

T _ -1 -1 1 T ) -1 T
?tr) R ?tr) - dFrel FI? -R (etr) Sym (U ?tr) Fe Sym (Frel dFrel Fe jU ?tr) R (etr) (7'73)
in die Form

T
dR{)R{yy =Cp 1dFy (7-74)

gebracht, wobei der Tensor gR durch die Zuordnung

Cp = [(IQUe_l)E(Esym C,:6,:C, )EﬁFrElQl)] (7-75)

definiert ist.

Das Einsetzen von GI.(7-72) und GI.(7-74) ergibt fir die inkrementelle Form der
Kirchhoff-Spannungen aus Gl. (7-49) die Formulierung

dK =R[C:(C, :dF, R +[C, :dFy]K . +K,C, :dF " (7-76)
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und weiter den Ausdruck
dK =R, (gi (ge tdF g ))RZ +C o (K ):dF g
=Cu “dFie +Cp 1dFyy : (7-77)
- @KM *Cre ): el

mit den Tensoren

Cp. =R,/ OR., (7-78)
Cin €. 1 €€, und (7-79)
Cir (Knﬂ):[(1<§+1g1)+(1<n+1 EI)]E=DR ’ (7-80)
mit Cium als materiellem Materialoperator und C.. als geometrischem

Materialoperator. Hier eingefihrte Tensoroperatoren werden in Tafel 7.4

beschrieben.

Uber die Definition des relativen Deformationsgradienten

- — -1
Fn+1 _Frean = Frel =F +1Fn (7'81)

n

gewinnt man den Zusammenhang zwischen dF,, und den unbekannten Zuwachsen

des Verschiebungsfeldes du Uber
dFrel = d(an) = Dn (dX) = Dn (dll), (7'82)
so dass man das Ergebnis

dK=(C . +C.. )L (7-83)

=RR

erhalt. Der akustische Tensor fur die Untersuchung der Eindeutigkeit des

Gleichungssystems ist somit

Hyyper =0 0C, , +Cpp )00 (7-84)

7.2.2 Hypoelastisch-plastische Formulierung

Im Rahmen von FE-Programmen ist bei Verwendung inkrementeller hypoelastisch-

plastischer Stoffgesetze (s. Tafel 7.3) unter Berlcksichtigung grofer Deformationen
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die materielle Spannungsableitung unter Verwendung der Jaumann-Rate
dK:dKJ+QK+KQT=£JK:D+QK+KQT. (7-85)

zu berucksichtigen.  Der Materialoperator ergibt sich aus der in Kapitel 6
vorgestellten Linearisierung der Rate der Kirchhoff-Spannungen

_ 0K,y

Cx = o (7-86)

Der Ausdruck QK +KQT wird tber die Definition des Spintensors (bzw. des

antisymmetrischen Anteils des rdumlichen Geschwindigkeitsgradienten)
Q= %(L -L7) (7-87)
in Abhangigkeit von L formuliert:

OK +KQ" = (L-D)K+K(L-D)" = % (LK -L'K -KL +KLT). (7-88)

Die Anwendung, der in Tafel 7.4. aufgefihrten Tensoroperatoren fuhrt auf die
Darstellung

QK+KQT=%(KTQI—IEKT—KQI+KEI):L. (7-89)

Das Einsetzen der GI.(7-88) in Gl. (7-85) ergibt die Schreibweise der Kirchhoff-Rate

in der Form

C. :D+%[KTQI—IEKT —KQI+KEI]:L

(7-90)

mit dem Tensor 4. Stufe

EQKKQEl[KTQI—IEKT—KQI+KEI]. (7-91)

= 2
AbschlieRend kann durch den Zusammenhang

D:%(L+LT):%(IQI+IEI):LngL:L (7-92)
die GI.(7-90) in die gesuchte Form gemal} Gl.(7-55) gebracht werden

dK =|C . +Cy, oL (7-93)
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mit C,, als materiellem Materialoperator und C. . als geometrischem

Materialoperator. Der akustische Tensor fur die Untersuchung der Eindeutigkeit des
Gleichungssystems ist somit

HhYPO =n [quL + gQKKQ )El : (7-94)

7.3 Ergebnisse

Im diesem Abschnitt sind die Ergebnisse der Untersuchung des Elliptizitatsverlustes
des lokalen und des nicht-lokalen Gurson-Modells zusammengefasst. Es werden
Untersuchungen des Elliptizitatsverlustes und der Lokalisierung fur die folgenden
Falle durchgefuhrt:

+ |okales Gurson-Modell bei kleinen Deformationen fiir einfache Lastfalle an
Ein-Element-Rechnungen

» lokales Gurson-Modell an Bruchmechanikproben aus einem realen Werkstoff

* lokales Gurson-Modell bei gro’en Deformationen fur einfache Lastfalle an
Ein-Elementrechnungen und verschiedenen Implementierungen (kleine
Deformationen, hypoelastisch-plastisch und hyperelastisch-plastisch)

* nicht-lokales Gurson-Modell fur einfache Lastfalle und kleine Deformationen:
Einfluss der Parameter ¢ und & auf die Regularisierung.

7.3.1 Untersuchung des Elliptizitatsverlustes fur das lokale Gurson-Modell an
einfachen Lastfallen

Zur Charakterisierung des moglichen Auftretens von Elliptizitatsverlust bei der
Anwendung des Gurson-Modells werden zunachst Ergebnisse von Rechnungen an
Ein-Element-Strukturen unter einfachen Belastungen vorgestellt. Hierzu wurde ein
idealplastisches isotropes Verfestigungsverhalten mit einer FlieRspannung von
0, =450 MPa und einem linearen Verfestigungsmodul #=0 MPa angenommen. Der
hohe anfangliche Hohlraumvolumenanteil f,=0,1 und die Wahl des kritischen
Hohlraumvolumenanteils von f. =0,1 bedingen eine rapide Schadigungsentwicklung
in der Struktur bis zum Versagen einzelner Elemente bei einem finalen
Hohlraumvolumenanteil von f;=0,18, um so deutliche Lokalisierungsphanomene
simulieren zu koénnen. Die flr die Rechnung eingesetzten Materialparameter sind im
Detail der Tabelle 7.1 zu entnehmen.

Bild 7.4 zeigt fur verschiedene durchgeflhrte Berechnungen die Anwendung des
Kriteriums fur Entfestigung GI.(7-8) und  Elliptizitatsverlust GI.(7-13).  Den
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Darstellungen ist jeweils der Richtungswinkel fur das Auftreten der Lokalisierung zu
entnehmen, sowie, als Projektion auf den Spannungsverlauf, der Zeitpunkt des
Auftretens der Entfestigung (Dreiecksmarker) bzw. der Lokalisierung (Kreismarker).
Die Ergebnisse sind flr Schub- und biaxiale Zug- sowie flr kombinierte Zug-Schub-
Belastung identisch mit den analytischen Betrachtungen fiir eine allgemeine Klasse
elastisch-plastischer Stoffgesetze aus [Dog1995]. Fur die Zugbelastungen wird der
Theorie entsprechend, zunachst das Entfestigungskriterium und anschlielend das
Kriterium fur den Elliptizitatsverlust erflullt. Fir die Schubbelastung und die
kombinierte Zug-Schub-Belastung wird bis zu der aufgebrachten Endverschiebung
keines der Kriterien erflllt, das Winkelminimum fur den Endbelastungszustand in
dem betrachteten Punkt kennzeichnet jedoch bereits den Winkel der moglichen

Lokalisierung in Ubereinstimmung mit den Angaben in [Dog1995].

7.3.2 Untersuchung des Elliptizitatsverlustes und der Lokalisierung fiir das
lokale Gurson-Modell an Bruchmechanikproben aus einem realen
Werkstoff

Fur eine detailliertere Untersuchung des Lokalisierungsverhaltens des lokalen

Gurson-Modells wurde das Kriterium Gl.(7-13) im Rahmen der Belastungssimulation

von Bruchmechanikproben aus dem Werkstoff 10MnMoNi5-5 [KIi2000] zur

Anwendung gebracht.

Bild 7.5 zeigt fur drei verschiedene Probengeometrien (RZP, M(T), C(T)) und fur
einen in [Kli2000] bestimmten Materialparametersatz des lokalen Gurson-Modells fir
den Werkstoff 10MnMoNi5-5 den Zeitpunkt der Erfullung der Kriterien GI.(7-8) und
Gl.(7-13) fur den Punkt der Struktur, in dem es zur Rissinitierung kommt. Hierbei ist
der Zeitpunkt der ersten Erfullung des Kriteriums auf dem Spannungsverlauf im
betrachteten materiellen Punkt, die Entwicklung des Hohlraumvolumenanteils und

die aullere Last durch einen Kreismarker gekennzeichnet.

Das Kriterium fur Elliptizitatsverlust wurde dabei in allen Rechnungen immer zuerst
im Punkt der Rissinitierung an der Rissspitze der Struktur erreicht, daher sind hier
die Ergebnisse anderer Bereiche der Struktur nicht dargestellt. Fur alle Rechnungen
gilt, dass bereits deutlich vor dem endgultigen Versagen des materiellen Punktes,
also vor dem Erreichen des Werts f; fur den Hohlraumvolumenanteil, das Kriterium
fur Elliptizitatsverlust erfullt ist. Die Eindeutigkeit der Losung ist somit bereits vor
Rissinitiierung nicht mehr sichergestellt. Die Kraft-Verschiebungsdiagramme bzw.
das Kraft-Durchmesseranderungsdiagramm zeigt, dass lange vor dem Uberschreiten
des Maximums der Kraft-Verschiebungs-Kurve der Elliptizitatsverlust auftreten kann.
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7.3.3 Untersuchung des Elliptizitatsverlustes fiir das lokale Gurson-Modell bei
groBen Deformationen fir einfache Lastfdlle an Ein-Elementrechnungen
und verschiedenen Implementierungen

Die verschiedenen Moglichkeiten der Implementierung des Gurson-Modells auf

Grundlage kleiner Deformationen, einer hypoelastisch- bzw. einer hyperelastisch-

plastischen Formulierung wirft die Frage auf, wie sich die Ergebnisse von FE-

Berechnungen bzgl. eines moglichen Elliptizitatsverlustes der konstitutiven

Gleichungen voneinander unterscheiden. Zur Untersuchung dieser Fragestellung

wird hier ein Vergleich der drei verschiedenen Implementierung des lokalen Gurson-

Modells bzgl. der Erfullung des Kriteriums fur Elliptizitatsverlust bei gleichen

einfachen Belastungssituationen und der Verwendung der in Tabelle 7.2

angegebenen Materialparameter vorgenommen.

Bild 7.6a zeigt den Spannungsverlauf von drei Rechungen fur eine
Zugbeanspruchung unter Behinderung der Querkontraktion. Die Ergebnisse der
Rechnung unter Berticksichtigung kleiner Deformationen bzw. der hypoelastisch-
plastischen und der hyperelastischen-elastischen Formulierung unterscheiden sich
dabei nur unwesentlich. Bei einem anfanglichen Hohlraumvolumenanteil von
f0=0,005 und einem kritischen Hohlraumvolumenanteil von f. =0,025 wird ebenfalls
fur alle drei Rechnungen ein Schadigungswert von f=0,038 erreicht, der noch deutlich
unter dem finalen Hohlraumvolumenanteil von f,=0,20 liegt (s. Bild 7.6b). Die
Abbildung 7.6c zeigt die Auswertung des Kriteriums flur Elliptizitatsverlust. Es ist
deutlich zu erkennen, dass das Kriterium fur alle drei Rechnungen im gleichen
Belastungspunkt erfullt wird, wobei der Verlauf der Kurve fur die hyperelastisch-
plastische Formulierung und die Rechnung mit kleinen Deformationen identisch ist.
Die Auswertung des Richtungswinkels im Moment der Erfullung des Kriteriums (Bild
7.6d) zeigt, dass auch dieser Wert von der Wahl der Formulierung fur die vorliegende
Belastungssituation unabhangig ist. Bemerkenswert ist, dass auch hier das Kriterium
deutlich vor dem Erreichen des kritischen Hohlraumvolumenanteils erfullt wird.

Bild 7.7a zeigt den Spannungsverlauf von drei Rechnungen fur eine kombinierte Zug-
Schub-Beanspruchung. Der Zeitpunkt des Stabilitatsverlustes liegt hierbei deutlich
spater (s.Bild 7.7b) als in dem vorangegangenen Beispiel und fallt mit dem Erreichen
des kritischen Werts des Hohlraumvolumenanteils von f. =0,025 zusammen (s.Bild
7.7c). Eine detaillierte Betrachtung des Zeitpunktes der Erflllung des Kriteriums
(s.Bild 7.7d) =zeigt, dass geringfugige Unterschiede bzgl. den verschiedenen
Implementierungen bestehen, was durch das Auftreten von materiellen Rotation

durch die uberlagerte Schubbeanspruchung bedingt ist. Die Richtungscharakteristik
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des Eindeutigkeitsverlustes unterscheiden sich nicht voneinander, wie in Bild 7.7e
deutlich zu erkennen ist. Weiterfiihrende, hier nicht gezeigte Rechnungen ergeben,
dass mit einer Erhdhung des Schubanteils die Losung stabilisiert, dass Kriterium also
nicht erfullt wird.

Das Auftreten einer moglichen Instabilitat ist offensichtlich nicht stark von der Wahl
der Formulierung abhangig, da die malRgebliche Ursache fur den Stabilitatsverlust
der voranschreitende Schadigungsprozess und die damit verbundene Entfestigung
ist, die nur schwach von der Wahl der Formulierung beeinflusst wird.

Weiterhin ist zu berlcksichtigen, dass bei verschiedenen Implementierungen die
Anpassung der Materialparameter des Gurson-Modells auf Grundlage
experimenteller Daten nicht zu identischen Ergebnissen flihren wird und sich so
weitere Unterschiede bei einer Stabilitatsuntersuchung gleicher Belastungsfalle fur

unterschiedliche Implementierungen ergeben kénnen.

Fir das Gurson-Modell erweisen sich kombinierte Belastungen mit hohen
Schubanteilen als regularisierend. Fur die Modellierung von Bruchmechanikproben
ist in der kritischen Phase der Belastungszunahme jedoch der Zuganteil dominant,
so dass ein Auftreten des Stabilitdtsverlustes bei der Anwendung des lokalen

Gurson-Modells in vielen Situationen unvermeidbar erscheint.

7.3.4 Untersuchung des Elliptizitatsverlustes fiir das nicht-lokale Gurson-
Modell bei kleinen Deformationen

Die Betrachtung des Kriteriums fur den Elliptizitatsverlust des nicht-lokalen Gurson-
Modells zeigt, dass, im Vergleich zum Kriterium des lokalen Modells aus GI.(7-13),
die Auswertung der Determinante in GI.(7-32) nicht nur von der charakteristischen
Richtung des Lésungsvektors n abhangig ist, sondern auch von der Wellenzahl k des
Ansatzes der SchadigungsfeldgroRe und von der kritischen Lange ¢ abhangt.
Weiterhin wirkt der Term c¢k? in GI.(7-32) unabhangig von der aktuellen
Schadigungsverteilung in einer Struktur, so dass auch bei einem homogenen
Schadigungsfeld, d.h. Od =0 bzw. Uf =0, die Auswertung des akustischen Tensors

von der Wahl der kritischen Lange bzw. der Wellenzahl abhangt.

Eine Untersuchung des maoglichen Stabilitatsverlustes kann daher nicht mehr alleine
an dem materiellen Zustand eines lokalen Punktes erfolgen, sondern muss unter
Berucksichtigung der sich einstellenden globalen Schadigungsverteilung der Struktur
fur eine konkrete Belastungssituation durchgefihrt werden. Ergebnisse hierzu
werden in Kapitel 8 an Strukturrechnungen prasentiert.
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Eine weitere Mdglichkeit besteht in der Stabilitatsuntersuchung unter
Berucksichtigung verschiedener Kombinationen der Wellenzahl £ des Ansatzes der
Schadigungsfeldgroe  und  der  kritischen Langec¢ an homogenen
Schadigungsverteilungen und Belastungsfallen. Die so gewonnenen Erkenntnisse
lassen Aussagen uber die Wahl des Parameters ¢ zu, um eine regularisierende
Wirkung des Gradiententerms der nicht-lokalen Entwicklungsgleichung der globalen

Schadigungsevolution zu erhalten.

Zu diesem Zweck wird beispielhaft die Untersuchung des Einflusses des nicht-
lokalen Parameters ¢ auf die Regularisierung der Lésung an einem einfachen
Belastungsfall homogener Deformation (kombinierte Zug-Schubbelastung) und
Schadigungsverteilung an Ein-Element-Rechnungen unter Bericksichtigung kleiner

Deformationen vorgestellt.

Bild 7.8a zeigt den Spannungsverlauf fur ein auf 16% Zugdehnung und 8% Schub
beanspruchtes Element. Die Materialparameter wurden dabei entsprechend der
Tabelle 7.2 gewahlt. Es wurde ein idealplastisches isotropes Verfestigungsverhalten
mit einer Flielspannung von gy =450 MPa und einem linearen Verfestigungsmodul
H=0 MPa angenommen. Der niedrige anfangliche Hohlraumvolumenanteil f=
dp=0,005 und die Wahl des kritischen Hohlraumvolumenanteils von d.=0,025
bedingen eine gemaligte Schadigungsentwicklung bei frihem beschleunigtem
Schadigungswachstum in Entsprechung der Schadigungsentwicklung duktiler
metallischer Werkstoffe bei Raumtemperatur. In Bild 7.8c ist die Entwicklung des
lokalen Hohlraumvolumenanteils f Uber die Belastung aufgetragen, wobei am Ende
der Belastung ein Wert von f=0,06 erreicht wird, der noch weit unter dem endgultigen

Versagen des Materials bei f;=0,2 liegt.

Bild 7.8c zeigt das Ergebnis der Auswertung des nicht-lokalen Stabilitatskriteriums
fur drei Werte-Kombinationen [k;; ¢]: Mit £,=0 und ¢=0 wird das Stabilitatskriterium
entsprechend dem lokalen Gurson-Modell ausgewertet und mit £,=0 und ¢=0,1 bzw.
k=10" und ¢=0,1 liegen zwei beispielhafte Wertabgrenzungen der Anwendung des
nicht-lokalen Kriteriums vor. Deutlich ist zu erkennen, dass bereits im anfanglichen
Verlauf der Belastung das Stabilitatskriterium den Nullwert durchlauft. Eine
detaillierte Betrachtung, wie in Bild 7.8d gezeigt, macht deutlich, dass fir
[£k:=0 ; ¢=0,1] und [k;=0 ; ¢=0] bei =0,156 der Wert des Stabilitatskriteriums durch die
Nulllinie verlauft. Fir [k,=10"° ; ¢=0,1] wird das Minimum der Kurve spater und ohne
einen Nulldurchgang durchlaufen, m.a.W. es kommt zu keinem Elliptizitatsverlust. Im
weiteren Verlauf der Belastung wird fur keine der drei Auswertungen der Nullwert des
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Kriteriums erneut erreicht.

Die vollstandige Auswertung des Stabilitatskriteriums unter Berlcksichtigung der
Abhangigkeit vom Richtungswinkel ¢ des Vektors n ist beispielhaft fir den ,lokalen®
Fall [k=0; ¢=0] in Bild 7.8f dargestellt. Hier ist Uber der, durch die Belastung und
modgliche Richtungswinkel ¢ aufgespannten, Flache der Wert des Stabilitatskriteriums
aufgetragen.

Wird fur die Simulation das Kriterium des Elliptizitatsverlustes flir den Wertebereich
[£=0..10; ¢=0 .. 0,10] berechnet und der, Uber die gesamte Belastungsgeschichte
ermittelte Minimalwert in Abhangigkeit von &, und ¢ aufgetragen, so ergibt sich die in
Bild 7.8e gezeigte Flachendarstellung. Mit zunehmender Lange ¢ tritt ein
Elliptizitatsverlust spater bzw. fir Werte ¢>0,05 gar nicht auf. Ahnlich verhalt sich der
Einfluss der Wellenzahl k. Hohe Wellenzahlen bedeuten, dass starke raumliche
Veranderungen des Schadigungsfelds abgebildet werden, was zur Folge hat, das der
Einfluss des Gradiententerms zu einer Regularisierung der Wirkung fihren kann.
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7.4 Tabellen

Tabelle7.1a: Materialparameter der duktilen Schadigung fur die
Beispielrechnungen

*

qi qz q3 Jo Je Jr Ju Jn Sn &
1,5 1,0 2,25 0,1 0,1 0,18 0,5 0,1 0,35 0,1

Tabelle7.1b: Elastische Materialparameter und Verfestigungsparameter fiir
ideal-plastisches Verhalten fur die Beispielrechnungen

E[MPa] |v H [MPa] oy [MPa]

210000 (0,3 0 450

Tabelle7.2a: Materialparameter der duktilen Schadigung fur die
Beispielrechnungen

*

qi q> qs Jo Je Jr Ju Jn Sn &
1,5 1,0 2,25 0,005 |0,025(0,2 0,5 0,005 |0,05 0,1

Tabelle7.2b: Elastische Materialparameter und Verfestigungsparameter fiir
ideal-plastisches Verhalten fur die Beispielrechnungen

E[MPa] |v H[MPa] |oy [MPa]

210000 (0,3 0 450

Tabelle7.3: Verfestigungs- und Schadigungsparameter fir 10MnMoNi5-5
Materialparameter fir isotrope und kinematische Verfestigung:

E [GPaq] oy [MPa] Ry [MPa] ki [-] R> [MPa] ko [-]

210,0 620,0 406,0 213,0 -167,0 62,1

Materialparameter flr duktile Schadigung:

fo Se fr S En Sn
0,0005 0,025 0,2 0,005 0,1 0,05

Konstanten des Gurson-Modells:

*

qi q: fu

1,9 1,0 0,75




7. Untersuchung des Elliptizitdtsverlustes

Seite 7-27

7.5 Bilder
__ 500 l .
m —_—
Qo400 |- O oo =
£ ; E '
c
geo | [ € L ~
=4
S 200
E I I I T e —
S 100
Q.
D —
Zug einachsig
1 1 1 1 1 1 1
0 005 01 015 0.2 0.25 0 45 9 135 180
Verschiebung
400 T T T T —_— T T
o =
o = 1
= 300 b—fAmm— 3 d -
& Gz
o200 Lo ] i
3
c
s
100 Moo oo i
& 0.3
0 . . l | l . 1 “simple shear”
0 01 02 03 04 05 45 90 135 180
Verschiebung ¢
800 T T |
©
o Oy
= 600 [————— =00 — — — 4
o
U2’2
g’ 400 F———AF,———————-
C +
c
8 20 f—Af——m e
n
0 L I L . . . Zug zweiachsig
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0 45 a0 135 180
Verschiebung ¢
600 —_ . | |
© =
a 5 - »
= 400 >
c
(]
c) -
c
2 200
C -
S 0.25
n
0 : . : Schub-Zug
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 45 90 135 180
Verschiebung ¢
A Kriterium far Entfestigung Kriterium far Elliptizitatsverlust
Bild 7.4: Untersuchung des Elliptizitatsverlustes fiir das lokale Gurson-Modell an einfachen

Lastfallen




Seite 7-28 7. Untersuchung des Elliptizitatsverlustes

C(T)-Probe, a,/W=0,51
2000 0,25 __. 6,0E+04
— - Z
e ~ = 50E+04
S 1500 1020 @ w >
> S
c D O 40E+04
2 1000 {015 © X
£ e
S ) 3,0E+04
@ 500 1010 @
2,0E+04
0 10,05
1,0E+04
-500 0,00 0,0E+00
0,00 0,20 0,40 0,00 0,50 1,00 1,50
Verschiebung V,, [mm] )
Verschiebung V, [mm]
M(T)-Probe
2000 025  _. 6,0E+05 |
= = Z !
N —
% 1600 020 ® L B50E+05
> 5 =
S 1200 2 5 40E+05
E 0,15 _ccu
©
&} 3,0E+05
G 800 3
1
400 F 0.10 2,0E+05
0 0,05 1,0E+05
0,0E+00
-400 0,00
0,00 0,20 0,40 0,60 0,00 0,20 0,40 0,60 0,80
Verschiebung V [mm] Verschiebung V [mm]
Rundzugprobe
2000 T 0,25 . 8,0E+04 [
—_ | o Z |
5 I < = 7,0E+04
| o Iz,
E 1600 °°o°°°°°°°°° 0,20 % o 60E+04 |
2 S > 8 :
2 1200 °°o fo1s B X 5,0E+04 |
c
S & S 4,0E+04 |
%) $ n |
800 ¢ wa 1 0,10 3,0E+04 1
& aat sababah 1
p s 2,0E+04 1
400 ¢ 4100 !
¢ 1,0E+04 .
& . ) é :
Oﬂ 0,00 0,0E+00
0,00 020 040 0,60 0,80 1,00 0,00 0,50 1,00
Durchmesseranderung Ad Durchmesseranderung Ad
o finaler Schadigungswert /= f; o Elliptizitatsverlust det(H)=0
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Tafel 7.1: Akustische Tensoren

Hyperelastische Formulierung
_ oM,
aEftr)

o)

< E4(U?tr) +I)_1Q (U?tr) +I)_1

c,, =5 51+1o1)

Cp. =ROR,"

c, =ov. e, oc,0c,0c JFL
C o =IKTa01)+ (K, T,

Cim =Cr. LI,

Hypoelastische Formulierung
— oK n+l
oD

=JK

C

El[KTDI—IEKT ~KOI+KOI
=QKKQ 2 — —

:L

D:l(lgnlgl):L: oL

kKo ): L

= +
thpo n[quL gQKKQ

2
K=(c

)t




7. Untersuchung des Elliptizitdtsverlustes

Seite 7-33

Tafel 7.2: Konstitutive Gleichungen der Hyperelastoplastizitat

M=C.,InU, =C.E,
— T
K =R MR

-1
Fro = Fn+1Fn

rel
¥, =expl Dl JF!
F&y =FoFy =F5, AFP
AFP = eXp(T DEH)
(FFp'l)T (FFp'l): FF.und F, =FF;'
Ry =Ris
Ul =Una eXP(T Dn+1) U AFP
E; ., +AtD E‘ar)
M, =C_:E,; =C :Ej,)-C_: (At n+1)
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Tafel 7.3: Konstitutive Gleichungen der Hypoelastoplastizitat
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Tafel 7.4: Tensoroperatoren

Einer u.a. in [Ste1997] definierten Notation folgend werden die
dyadischen Operatoren zwischen den Tensoren 2.Stufe A und B in
Indexschreibweise in Bezug auf ein kartesisches Koordinatensystem
definiert:

Verknipfung 1: IAEBJW = [A]ik[ﬂ il

Diese VerknlUpfung erlaubt die Anwendung der Operationen
[aA0B|:c=a E[C [BT] und C [ATB|=AT B

was die Bildung eines Tensors 4. Stufe fir die Ausfihrung eines

Produkts zweier Tensoren zweiter Stufe erlaubt :
|AT1}c=A bzw. c:[aTI]=AT €O

Verknlpfung 2: [AQB]W :[A]l,[]ﬂ Jk
mit [AUB]:C=ACT BT bzw. C:[A0B]=BT [T (A

Anwendungsbeispiel fir V1 und V2:

Die Wirbelterme der Jaumann-Raten-Formulierung

OK +KQT = (L-D)K +K(L-D)" :%(LK -L'K -KL +KLT)
ergeben mit Anwendung der oben aufgefuhrten Verknipfungen

QK +KQ" :%(KTQI—IEKT —Kg1+KEI)

Die Verknupfung zweier Tensoren 4.Stufe A[Bistin

Indexschreibweise wie folgt definiert:

AB=|c| ik |A] ijimn E]mnkl
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8 Anwendungen

Dieses Kapitel widmet sich der Anwendung des gradientenabhangigen Gurson-
Modells an einfachen Teststrukturen bei idealisiertem Materialverhalten

(Untersuchung des Einflusses der charakteristischen Lange) sowie der
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Untersuchung der Schadigungssimulation von Bruchmechanikproben aus realen
Materialien am Beispiel des Werkstoffes 10MnMoNi5-5.

8.1 Anwendung des gradientenabhangigen Gurson-Modells an einfachen
Teststrukturen bei idealisiertem Materialverhalten

Zu den hier dargestellten Ergebnissen gehort

= die Untersuchung des Einflusses des nicht-lokalen Gurson-Modells und der
charakteristischen Lange auf das Ergebnis von FE-Simulationen von
Schadigungszonen in einer einfachen rechteckigen ebenen Struktur mit einer
inhomogenen Schadigungsverteilung bei verschiedenen Netzdiskretisierungen
(Elementkantenlangen) und

= die Untersuchung der Unterschiede bzgl. der Formulierung des Gradiententerms
fur die geschwindigkeitsunabhangige Formulierung und eine in Kapitel 5.4
vorgestellte geschwindigkeitsabhangige Formulierung des Gurson-Modells

= sowie der Einfluss der Anwendung des nicht-lokalen Gurson-Modells auf die
Netzabhangigkeit der Auspragung von Schadigungszonen (Scherbander bzw.
Bereiche lokal konzentrierter Schadigungsverteilungen) an einer auf Zug
beanspruchten Struktur.

8.1.1 Einfache Zugscheibe mit Vorschadigung

Ziel der hier vorgestellten Simulationsergebnisse ist die Untersuchung der
Anwendung des nicht-lokalen Gurson-Modells im Vergleich zum lokalen Gurson-
Modell bzgl. der Netzabhangigkeit der Ergebnisse von FE-Rechnungen an einer
einfachen Zugscheibe mit inhomogener Schadigungsverteilung. Weiterhin wird durch
die Auswertung des Kriteriums fur Elliptizitatsverlust der durchgefuhrten Rechnungen
mit dem lokalen und dem nicht-lokalen Gurson-Modell der Nachweis der
regularisierenden Wirkung des nicht-lokalen Gurson-Modells erbracht.

Das nicht-lokale Gurson-Modell wird an einer zugbelasteten rechteckigen, am
unteren Rand fest eingespannten, Scheibe fur verschiedene Diskretisierungen mit
Elementkantenlangen mit /. = 1,0mm, /, = 0,5mm und /. = 0,25 mm bei regelmaRiger
Elementierung unter Berucksichtigung eines ebenen Verzerrungszustandes
angewendet (Bild 8.1). Hierbei kommt die Implementierung der 4-Knotenelemente
mit zusatzlichem Schadigungsfreiheitsgrad mittels der UEL-Schnittstelle des FE-
Programms ABAQUS [Hib1998b] zum Einsatz. Die Ergebnisse werden mit denen
einer lokalen Gurson-Modell-Rechnung und einer Diskretisierung durch ebene 4-
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Knotenelemente mit Verschiebungsansatzen (Typ CPE4, s. [Hib1998b]) verglichen.
Beiden Implementierungen liegt eine hyperelastische Formulierung zugrunde. Zur
Auspragung eines Schadigungsbandes ist in einem Punkt der Struktur ein erhdhter
anfanglicher Hohlraumvolumenanteil f,= 1,1-f, vorgegeben (s. Markierung in Bild
8.1).

Es wurde ein idealplastisches isotropes Verfestigungsverhalten mit einer
Fliellspannung von gy =450 MPa und einem linearen Verfestigungsmodul =0 MPa
angenommen. Der hohe anfangliche Hohlraumvolumenanteil f,=0,1 und die Wahl
des charakteristischen Hohlraumvolumenanteils von £.=0,1 bedingen eine rapide
Schadigungsentwicklung in der Struktur bis zum Versagen einzelner Elemente bei
einem finalen Hohlraumvolumenanteil von f;,=0,18, um so deutliche
Lokalisierungsphanomene simulieren zu konnen. Die fur die Rechnung eingesetzten

Materialparameter sind im Detail der Tabelle 8.1 zu entnehmen.

8.1.2 Ergebnisse fir das geschwindigkeitsunabhangige Modell

Die geschwindigkeitsunabhangige nicht-lokale Erweiterung des Gurson-Modells
wurde fir die Simulation einer zugelasteten Scheibe entsprechend Bild 8.1
eingesetzt. Fur die drei verschiedenen Strukturdiskretisierungen ergeben sich bei der
Abmessung 15mm x 10mm 150, 600 bzw. 2400 Elemente.

Bild 8.2 zeigt die Last-Verschiebungs-Kurven der Struktur fir die drei verschiedenen
Strukturdiskretisierungen, wobei die resultierende Reaktionskraft uber der
aufgebrachten Randverschiebung aufgetragen ist. Die mit Markern versehenen
Kurven wurden mit Rechnungen des nicht-lokalen Modells mit einer
charakteristischen Lange c¢=0 ermittelt. Die zugehorigen unterbrochenen Linien
wurden mit dem nicht-lokalen Gurson-Modell berechnet. Es zeigt sich, dass die
Ergebnisse bei gleichen Elementkantenlangen nicht exakt ubereinstimmen. Da in der
nicht-lokalen Rechnung die Werte des globalen Schadigungsfeldes in den
Knotenpunkten als Freiheitsgrade abgebildet werden und so die Ermittlung der
Entwicklung der Schadigung Uber die Gleichgewichtsiteration der Struktur erfolgt, ist
der Abstand zwischen den Abbildungspunkten der Schadigungswerte die gesamte
Elementkantenlange. Die Rechnung verhalt sich durch die, in den Knotenpunkten
,gespeicherten® Schadigungswerte und die so erfolgende Kopplung mit
angrenzenden Elemente nicht-lokal. Bei der lokalen Berechnung reprasentieren vier
GaulR-Punkte mit jeweils einem Viertel des Elementvolumens die diskretisierten

Schadigungswerte der Struktur. Bei gleicher Elementkantenlange flhrt so eine nicht-
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lokale Berechnung zu einer geringfugig ,steiferen jedoch im gleichen Mal}
netzabhangigen Abbildung des Strukturverhaltens.

Bild 8.3 =zeigt die Ergebnisse einer Untersuchung des Einflusses der
charakteristischen Lange c auf die berechneten Kraft-Verschiebungs-Verlaufe am
Beispiel der Strukturdiskretisierung mit einer Elementkantenlange von /,=0,25 mm.
Mit ansteigenden Werten von ¢ wird ein zunehmend steiferes Strukturverhalten
abgebildet, da die punktuell erhdhte Schadigungskonzentration durch die Wirkung
des Gradiententerms abgebaut wird.

Der Vergleich der unterschiedlichen Strukturdiskretisierungen in Bild 8.4 zeigt, dass
sich die Netzabhangigkeit der Systemantwort in Form der Kraft-Verschiebungs-
Kurven mit zunehmenden Werten von ¢ gegenuber den Ergebnissen der lokalen
Rechnungen stark reduziert. Deutlich ist der steigende Einfluss der dampfenden
Schadigungswirkung mit einer ,charakteristischen Lange“ von ¢=0,1 und ¢=0,5 an
dem steiferen Strukturverhalten zu erkennen, der zu einer steiferen Systemantwort
fuhrt. Der unterschiedliche Zeitpunkt des starken Lastabfalls der Kraft-
Verschiebungs-Kurven ist durch den Ausfall von Elementen am oberen Strukturrand
zu erklaren, da sich in Abhangigkeit von der Elementkantenlange die tragende
Restbreite durch den Steifigkeitsverlust einzelner Elemente unterschiedlich schnell
verkleinert.

Die Darstellung der raumlichen lokalen Schadigungsverteilung 7'in Bild 8.5 zeigt die
stark netzabhangigen Ergebnisse beim lokalen Gurson-Modell in Bezug auf die
Breite des sich einstellenden Schadigungsbandes, wobei die Breite des
Scherbandes gerade der Elementkantenlange entspricht und sich nicht an der

anfanglichen Gro3e der Schadigungsstorung orientiert.

Die Betrachtung der rdumlichen Verteilung des lokalen Schadigungsfeldes bei der
nicht-lokalen Gurson-Modellierung mit einer charakteristischen Lange von ¢=1,00 in
Bild 8.6 zeigt, dass die Schadigungsbander eine annahernd gleiche Breite
aufweisen. Die Breite des Schadigungsbandes erweist sich dabei als reduziert
abhangig von der gewahlten Elementkantlange und wird u.a. durch die GroRe des

Bereiches der anfanglich erhdhten Schadigungskonzentration gesteuert.

Analog zur Entwicklung des lokalen Schadigungsfeldes stellen sich fur die drei nicht-
lokalen Rechnungen die in Bild 8.6 gezeigten Verteilungen des nicht-lokalen
Schadigungsfeldes d ein, wobei die Hohe des erreichten Schadigungswertes

unterhalb der Werte der lokalen Schadigungsentwicklung liegen, da durch die
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Wirkung des Gradiententerms eine Dekonzentration der Schadigungszone bewirkt

wird.

Zur Untersuchung des regularisierenden Verhaltens der numerischen Losung des
nicht-lokalen  Gurson-Modells wurde im Punkt der anfanglich erhdhten
Vorschadigung das Kriterium fir den Elliptizitatsverlust bei der lokalen und der nicht-
lokalen Rechnung mit einer Elementkantenlange von /,=1,0 mm ausgewertet. Bild 8.7
zeigt den Wert der Determinante des akustischen Tensors H Uber den Verlauf der
aufgebrachten Randbelastung. Die Linie mit den gefiillten schwarzen Markern fir die
lokale Rechnung zeigt, dass Uber die Belastungsgeschichte das Elliptizitatskriterium
fur diesen Punkt in der Struktur erflllt wurde, d.h. ein Eindeutigkeitsverlust der
Systemantwort eingetreten ist. Bei der nicht-lokalen Rechnung (Linie mit weillen
Markern) kann dagegen kein Nulldurchgang des Kriteriums bis zum Versagen des
betrachteten Punktes festgestellt werden. Charakteristisch fir die lokale Rechnung
ist, dass der Elliptizitatsverlust bereits lange vor dem Erreichen des finalen
Hohlraumvolumenanteils von f;=0,18 auftritt.

8.1.3 Ergebnisse fiir das geschwindigkeitsabhiangige Modell

Im  Vergleich zu den vorangegangenen Rechnungen wurde das
geschwindigkeitsabhangige nicht-lokale Gurson-Modell an einer zugbelasteten
Scheibe der Dimension 10mmx12mm angewendet (Bild 8.8). Zur Auspragung eines
Schadigungsbandes ist auch hier in einem Punkt der Struktur ein erhohter
anfanglicher Hohlraumvolumenanteil f,"= 1,1/, vorgegeben (s. Markierung in Bild
8.8). Die flir die Rechnung eingesetzten Materialparameter entsprechen wiederum
der Tabelle 8.1.

Bild 8.9 zeigt die Last-Verschiebungs-Verlaufe der Struktur fur die drei
verschiedenen Strukturdiskretisierungen, wobei die resultierende Reaktionskraft Gber
der aufgebrachten Randverschiebung aufgetragen ist. Die mit Markern versehenen
Kurven wurden mit Rechnungen des nicht-lokalen Modells mit einer
charakteristischen Lange c¢=0 ermittelt. Die zugehorigen unterbrochenen Linien
wurden mit dem lokalen Gurson-Modell berechnet. Auch hier wird deutlich, dass die
Ergebnisse  bei gleichen Elementkantenlangen  erwartungsgemall  nicht
ubereinstimmen.

Bild 8.10 zeigt, dass sich die Netzabhangigkeit der Systemantwort in Form der Kraft-
Verschiebungs-Kurven bei der Anwendung des nicht-lokalen Modells mit
zunehmenden Werten von ¢ gegenuber den Ergebnissen der lokalen Rechnungen
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stark reduziert. Deutlich ist der steigende Einfluss der dampfenden
Schadigungswirkung mit einer ,charakteristischen Lange“ von ¢=0,05 an dem
steiferen Strukturverhalten zu erkennen, der zu einer steiferen Systemantwort fuhrt.
Der unterschiedliche Zeitpunkt des starken Lastabfalls der Kraft-Verschiebungs-
Kurven ist auch hier durch den Ausfall von Elementen am oberen Strukturrand zu
erklaren, da sich in Abhangigkeit von der Elementkantenlange die tragende
Restbreite durch den Steifigkeitsverlust einzelner Elemente unterschiedlich schnell
verkleinert.

Wird durch einen erhdhten Wert von £,"=0,9 gegeniiber dem Ausgangswert von
1.7=0,5 die Resttragfahigkeit des Materials beim Elementausfall stark herabgesetzt,
kann dieses Phanomen reduziert werden, wie den Last-Verschiebungs-Kurven aus
Bild 8.11 fur eine ansonsten der Rechnung in Bild 8.9 entsprechenden Simulation
entnommen werden kann.

Die Betrachtung der raumlichen Verteilung der lokalen Schadigungsentwicklung in
Bild 8.12 zeigt die stark netzabhangigen Ergebnisse beim lokalen Gurson-Modell in
Bezug auf Orientierung und Breite des sich einstellenden Schadigungsbandes, wobei
die Breite des Scherbandes gerade der Elementkantenlange entspricht. Fir eine
Elementkantenlange von [=0,25 mm wechselt die Orientierung des sich
einstellenden Schadigungsbandes um 90° gegenuber den Rechnungen mit [.=0,5
bzw /,=1,0. Die hier mit dem lokalen Gurson-Modell erzielten Ergebnisse weisen eine
gute  Ubereinstimmung zu den in [Feu1998] ahnlich durchgefuhrten
Strukturrechnungen  auf, wo ebenfalls ein  Orientierungswechsel des
Schadigungsbandes berechnet wird. Die Ursache flir den Orientierungswechsel des
Schadigungsbandes liegt in einer sekundaren Bifurkation der Simulation in der sich
zunachst das Schadigungsband in der anfanglichen Orientierung von 45° in der
Struktur auspragt, wobei es dann bei voranschreitender Belastung in einem Punkt
der Verzerrungsdiskontinuitat entlang des Bandes erneut zu einem sich dominant
auspragendem Verzweigungspunkt kommt, der zu einer finalen
Schadigungsentwicklung mit einem Orientierungswechsel um 90° fuhrt.

Die Betrachtung der Schadigungszonen bei einer nicht-lokalen Gurson-Modellierung
mit einer charakteristischen Lange von ¢=0,05 zeigt, dass die Schadigungsbander
eine annahernd gleiche Breite und fur alle drei Diskretisierungen die gleiche
Orientierung aufweisen. Die Breite des Schadigungsbandes erweist sich dabei als
unabhangig von der gewahlten Elementkantenlange und wird durch die GroRe des
Bereichs der anfanglich erhéhten Schadigungskonzentration gesteuert.
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Analog zur Entwicklung des lokalen Schadigungsfeldes stellen sich fur die drei nicht-
lokalen Rechnungen die in Bild 8.12 gezeigten Verteilungen des nicht-lokalen
Schadigungsfeldes d ein. Die Hohe des erreichten Schadigungswertes liegt hier
unterhalb der Werte der lokalen Schadigungsentwicklung, da durch die Wirkung des

Gradiententerms eine Dekonzentration der Schadigungszone bewirkt wird.

8.1.4 Rissfortschrittssimulation an einer Probe

Maldgebliche Zielstellung bei der Entwicklung eines nicht-lokalen
Schadigungsmodells ist es u.a., Bereiche konzentrierter Schadigungsentwicklung
netzunabhangig simulieren zu kdnnen. Die Anwendung einer Schadigungssimulation
fur die nicht-gleichmaRig diskretisierte Geometrie eines Bauteils verdeutlicht diese
Problematik am Beispiel einer zugbelasteten prismatischen Hutprobe (s. Bild 8.13).
FiUr die FE-Rechnung werden die im vorherigen Abschnitt erlduterten und in Tabelle
8.1 dargestellten Materialparameter verwendet. Bei der Probe handelt es sich um
den Viertelausschnitt einer auf Zug beanspruchten prismatischen Hutprobe, wie sie
u.a. in [Sie2001] zur Untersuchung der Entwicklung von Scherzonen in duktilen
Materialien verwendet wird. Charakteristisch flr das Versagensbild ist hierbei ein sich
zwischen den Radien 1 und 2 auspragende Scherzone in der Probe mit einem
Versagen des tragenden Querschnitts (s. Bild 8.13a).

Ist die Auspragung, der sich im Experiment einstellenden Schadigungszone bekannt,
so ist die Wahl der geeigneten Elementkantenlange und die Netztopologie von
entscheidender Bedeutung fur exakte Ergebnisse der FE-Simulation, die hier unter
Ausnutzung der Probensymmetrie als Halbmodell im ebenen Verzerrungszustand
erfolgt (s. Bild 8.13b). Die Auswertung der Schadigungsverteilung und des
Rissfortschritts unter Verwendung des lokalen Gurson-Modells zeigt, dass das
Schadigungswachstums mit voranschreitender Belastung ab einem gewissen
Schadigungsgrad der Elementorientierung folgt und so beliebige (netzabhangige)
Ergebnisse erzielt werden.

Anfanglich entsteht ein schmales Band konzentrierter Schadigung zwischen den
Punkten 1 und 4 (s. Bild 8.13c). Bei voranschreitender Belastung und erfolgter
Rissinitierung im Punkt 1 ,folgt® die Schadigungszone ausgehend der
Elementkantenorientierung unter 45°, um bei einer Anderung der Orientierung der
Elemente in Punkt 2 zu verzweigen (s. Bild 8.13d) und der Vorzugsorientierung in
Richtung von Punkt 3 zu folgen, um schlieBlich zum Versagen der Struktur zu fuhren
(s. Bild 8.13e).



Seite 8-8 8. Anwendungen

Durch die Anwendung des nicht-lokalen Gurson-Modells kann die Netzabhangigkeit
der Rissfortschrittsimulation Gberwunden werden, wie die Ergebnisse in Bild 8.13f-h
verdeutlichen. Anfanglich entsteht ein schmaler, senkrecht verlaufender Bereich
akkumulierter Schadigung (s. Bild 8.13f) dessen Breite und Orientierung sich auch
bei weiterer Lastaufbringung nicht andert (s. Bild 8.13g), bis schliellich der gesamte
Probenquerschnitt beim Erreichen des finalen Hohlraumvolumenanteils schlagartig
versagt (s. Bild 8.13h).

Ein Vergleich der Kraft-Verschiebungs-Verlaufe spiegelt die grundsatzlich
unterschiedliche Belastungssituation der Rechnungen wieder. Entsprechend dem
unregelmaligem Rissverlauf der lokalen Rechnung ergibt sich fur die markierte
Kurve in Bild 8.14 ein friher Lastabfall durch erste ausfallende Elemente gefolgt von
einzelnen unregelmaligen Lastabsenkungen durch weiteres Versagen einzelner
Elemente der FE-Struktur. Als Folge der kontinuierlichen Schadigungsentwicklung
Uber den gesamten tragenden Bereich der Struktur ergibt sich fir die Anwendung
des nicht-lokalen Gurson-Modells eine in Bild 8.14 als durchgezogene Linie
dargestellte Kurve des Kraftverlaufs, die bis zum endgultigen Versagen der Probe
keinen abrupten Lastabfall aufweist.

8.2 Anwendung an Bruchmechanikproben aus dem Werkstoff 10MnMoNi5-5

Die Anwendung des in den vorangegangenen Kapiteln entwickelten nicht-lokalen
Gurson-Modells und dessen Implementierung in das FE-Programm ABAQUS wird
am Beispiel eines realen Werkstoffs beispielhaft dargestellt. Neben der Anpassung
der Modellparameter am Beispiel des Werkstoffs 10MnMoNi5-5 werden Ergebnisse
der Berechnung bruchmechanischer Proben unter besonderer Bertcksichtigung der
Simulation duktilen Rissfortschritts im Vergleich zum lokalen Gurson-Modell
vorgestellt und bzgl. Netzabhangigkeit, Konvergenzverhalten etc. diskutiert.

Erlauterungen zur Charakterisierung des hier ausgewahlten formgeschweildten
Vergutungsstahls 10MnMoNi5-5 bzgl. der grundlegenden Materialeigenschaften,
dem Herstellungsverfahren, der Ergebnisse mikrostruktureller Analysen und der
Parameteranpassung zum lokalen Gurson-Modell finden sich in [Arn2000].

8.2.1 Bestimmung der Materialparameter

Die Bestimmung der Verfestigungsparameter wurde anhand von monotonen
Zugversuchen (B8x40 nach DIN 50125) mit Dehnungen bis zu uber 100%
durchgefuhrt, die Details der Versuchsdurchfuhrung sind in [KIi2000] beschrieben.
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Die Bestimmung der Schadigungsparameter des lokalen Gurson-Modells erfolgte
durch Finite-Elemente Simulationen der bei [KIi2000] dargestellten Versuche an
gekerbten Rundzugproben und Bruchmechanikproben. Im Gegensatz zur
Modellierung des Verfestigungsverhaltens kann hierbei nicht mehr die Vereinfachung
auf den eindimensionalen Fall durchgefuhrt werden. Die grundsatzliche
Vorgehensweise entspricht der Darstellung in [KIi1993], bei der die Anpassung fur
den Stahl StE 460 beschrieben wird.

Bei der gewahlten Vorgehensweise werden die fir die Parameteranpassung zur
Verfugung stehenden Versuche durch Finite-Elemente Simulationen reproduziert.
Dabei  wurden verschiedene Parametersatze innerhalb ausgewabhlter
Grollenordnungen und Grenzen gebildet und hinsichtlich der Qualitat der
Wiedergabe der Kraftverlaufe bewertet. Mit der Erfassung des Zeitpunktes der
Rissinitiierung und der Verifizierung der Risswiderstandskurve bei einer C(T)-Probe
kann die Gultigkeit fur Simulationen von Problemen der Bruchmechanik sichergestellt
werden. Die Schadigungsparameter, mit denen diese Anpassung der gesamten
Modellierung erzielt wurde, ist zusammen mit den Verfestigungsparametern in einer
Ubersicht in Tabelle 8.1 wiedergegeben.

8.2.2 Simulation duktilen Rissfortschritts an Bruchmechanikproben

Zur Simulation des Verhaltens von Proben und bauteildhnlichen Strukturen,
vorzugsweise unter einfachen Lastpfaden, werden mit den in Abschnitt 8.4
ermittelten Modell-Parametern Bruchmechanikproben unter einfachen monotonen
Lastpfaden simuliert. Dabei werden die lokale und die nicht-lokale Gurson-
Modellierung miteinander verglichen. Alle Strukturberechnungen werden an FE-
Netzen durchgefuhrt, die im Bereich der Rissausbreitung bzw. im Bereich der
Prozesszone verschiedene Diskretisierungen aufweisen. Dabei werden fiur die
Rundzugprobe (Bild 8.15) Elementkantenlangen mit /,=0,25mm, [.=0,125mm und
1,=0,0625 und fur die C(T)-Probe (Bild8.16) mit /,=0,2mm, /,=0,1mm und /,=0,05mm

bei regelmafiger Elementierung verwendet.

Bei der Elementierung wurden die Symmetriebedingungen der Probenformen
ausgenutzt, was die Darstellung der C(T)-Probe als Halbmodell ermdglicht und der
Rundzugproben als Viertelmodell. Die verwendeten FE-Netze sind in Bild 8.15 und
8.16 dargestellt. Aufgrund der zylindrischen Form der Zugproben mit Umfangskerb
reicht auch hier eine zweidimensionale Simulation unter der Annahme eines

rotationssymmetrischen Spannungszustandes aus.
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Die an den geometrischen Symmetrieachsen der Proben geltende Randbedingung
des ratenunabhangigen Modells fir den Schadigungsfreiheitsgrad d entspricht dabei

der, an freien Randern definierten natirlichen Randbedingung
0dTh=0, (8-1)

da durch die Belastungssymmetrie und damit die Symmetrie des sich einstellenden
Schadigungsfeldes keine Interaktion von Schadigungswerten ,gegenuber” der
Symmetrielinie auftreten und so der Schadigungsaustausch inaktiv bleibt.

8.2.3 Simulation duktilen Rissfortschritts an gekerbten Rundzugproben

Fir die Simulation der rotationssymmetrischen mittig gekerbten zylindrischen
Zugproben wird der in Kapitel 6 vorgestellte Elementtyp fur einfach
axialsymmetrische Strukturen verwendet. Fir die Simulation mit dem lokalen Gurson-
Modell kommt der ABAQUS Elementtyp CAX4 (s. [Hib1998b]) zum Einsatz.

Die Kraft-Durchmesseranderungs-Kurven der Belastungssimulation der
Rundzugprobe mit einer Elementkantenlange von [/,=0,2mm, /,=0,1mm und ¢=0,0 in
Bild 8.17 zeigen, dass die Netzabhangigkeit der Ergebnisse durch den Zeitpunkt des
Lastabfalls der Reaktionskraft der Probe gekennzeichnet ist. Mit voranschreitender
Belastung kommt es zu einem beschleunigten Rissfortschritt entlang der
Symmetrieachse der Probe, was im Experiment durch ein abruptes Versagen
gekennzeichnet ist. Fur kleiner werdende Elementkantenlangen wird ein zunehmend
frherer Versagenszeitpunkt berechnet. Die Bilder der lokalen Schadigungsverteilung
zum Zeitpunkt des Lastabfalls der Kraft-Durchmesseranderungskurve zeigen, dass
zu diesem Zeitpunkt nur wenige Elemente, ausgehend von der Probenmitte
geschadigt sind. Die Schadigungszone beschrankt sich dabei auf die GroRe der

Elemente in der Symmetrieebene des FE-Netzes.

Die Anwendung der nicht-lokalen Erweiterung des Gurson-Modells zur
Belastungssimulation mit ¢=0,1 fuhrt auf annahernd identische Versagenszeitpunkte
der drei verschiedenen Strukturdiskretisierungen (Bild 8.18), so dass die fur die
Parameterbestimmung relevante Schadigungscharakteristik der Proben unabhangig
von der Elementkantenlange abgebildet werden kann. Die Bilder der globalen
Schadigungsverteilung d und der lokalen Schadigungsverteilung 1 (Bild 8.18) zeigen
eine annahernd gleiche GroRe der Versagenszone unabhangig von der
Elementkantenlange entlang der Symmetrieebene der Struktur.
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8.2.4 Simulation duktilen Rissfortschritts an C(T)-Proben

FUr die Belastungssimulation der C(T)-Proben als 2D-Modell wird die im Kapitel 6
vorgestellte Elementformulierung fur die Abbildung ebener Verzerrungszustande
eingesetzt, die lokalen Vergleichsrechnungen sind mit dem entsprechenden
ABAQUS-Elementtyp CPE4 durchgefuhrt, wobei es sich um ein isoparametrisches 4-
Knotenelement mit linearen Ansatzfunktionen und der in Kapitel 6 vorgestellten
,selectively reduced“-Integration im ebenen Verzerrungszustand handelt.

Die Last-Verschiebungs-Kurven der FE-Rechnung der C(T)-Probe mit einer
Elementkantenlange /.=0,2mm, /,=0,1fmm und ¢=0,0 in Bild 8.19 zeigen die fur eine
lokale Rechnung typische Netzabhangigkeit der Ergebnisse, mit der Tendenz, dass
das Probenverhalten bei groeren Elementkantenlangen steifer abgebildet wird. Die
Ergebnisse der nicht-lokalen Simulation mit ¢=0,1 in Bild 8.20 lassen erkennen, dass
bzgl. der globalen Systemantwort in Form der Kraft-Verschiebungs-Verlaufe reduziert
netzabhangige Ergebnisse erzielt werden. Die Abweichung des Kraftniveaus erklart
sich auch hier durch die unterschiedliche GroRe der geschadigten Elemente (1= 1))
der drei verschiedenen Strukturdiskretisierungen, die den tragenden Restquerschnitt
(Ligamentlange) der Struktur unterschiedlich schnell verringern.

Die Betrachtung der sich einstellenden Schadigungszone nach dem Aufbringen der
Belastung (s. Bild 8.21) zeigt, dass bei der Rechnung mit dem nicht-lokalen Gurson-
Modell mit ¢=0,0 in den Strukturdiskretisierungen mit /.=0,2mm und /,=0,1mm ein
Bifurkationspunkt durchlaufen wird, der zu einer Verzweigung des Risses unter 45° in
die Probe hinein fuhrt. Die Rechnung mit ¢=0,05 flhrt nur noch in dem Netz mit einer
Elementkantenlange /,=0,1mm zu einem spateren Auftreten des Bifurkationspunkts
bis schlie8lich bei einem Wert von ¢=0,1 der Riss sich in beiden Strukturen gradlinig
entlang der Symmetrieebene ausbreitet.
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8.3 Tabellen

Tabelle 8.1: Verfestigungs- und Schadigungsparameter fir die
Beispielstrukturen

Materialparameter der duktilen Schadigung fur die Beispielrechnungen

qi q> qs Jo Je Jr Ju
1,5

*

Jn Sn &

1,0 2,25 |01 0,1 (0,18 |0,5 0,1 0,35 |01

Elastische Materialparameter und Verfestigungsparameter flr ideal-plastisches
Verhalten flr die Beispielrechnungen

E[MPa] |v H[MPa]l |oy [MPa]

210000 (0,3 0 450

Tabelle 8.2: Verfestigungs- und Schadigungsparameter fir 10MnMoNi5-5

Materialparameter flr isotrope und kinematische Verfestigung:

E [GPa] o, [MPa]

210,0 620,0

R1 [MPa] k1 [-1 Ry [MPa] ko [-1 R3 [MPa] ks [-]
406,0 213,0 -167,0 62,1 - -
Materialparameter fir duktile Schadigung:

fO fc ff fn Ean Sn
0,0005 0,025 0,2 0,005 0,1 0,05

Konstanten des erweiterten Gurson-Modells:

ai

[’

*

fu

1.5

1,0

0,75
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Bild 8.1: Einfache Zugscheibe mit Vorschadigung, 10x15 Elementdiskretisierung und
Netzverfeinerung
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Bild 8.2: Last-Verschiebungs-Kurven fir die nicht-lokale Gurson-Modellierung mit ¢=0 und
lokaler Gurson-Modellierung
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Bild 8.3: Last-Verschiebungs-Kurven fir verschiedene charakteristische Langen mit /,=1,0
mm Elementkantenlange
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Bild 8.4: Last-Verschiebungs-Kurven fiir Elementkantenlangen /,=0,25mm;0,5mm und 1,0
mm mit ¢=1,0
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lokale Schadigung £, lokale Schadigung £, lokale Schadigung £,
[,=1,0 mm [,=0,5 mm [,=0,25 mm
f=0,10 ... ...0,18

Bild 8.5: Finale Schadigungsverteilung fur das lokalen Gurson-Modell und fr
Elementkantenlangen /,=0,25mm;0,5mm und 1,0 mm
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1,=1,0 mm, ¢=0,5 1,=0,5 mm, ¢=0,5 1,=0,25 mm, ¢=0,5
f/=0,10 .... ...0,18
d=0,10 .... ...0,18

Bild 8.6: Finale globale und lokale Schadigungsverteilung flir das nicht-lokale Gurson-Modell
und far Elementkantenlangen /,=0,25mm;0,5mm und 1,0 mm und ¢=1,0 mm
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Bild 8.7: Lokalisierungskriterium fir die vorgeschadigte Zugscheibe im Punkt der
anfanglichen Schadigungskonzentration bis zur finalen Schadigungsentwicklung
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Bild 8.8: Einfache Zugscheibe mit Vorschadigung, 10x12 Elementdiskretisierung und
Netzverfeinerung
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Bild 8.9: Last-Verschiebungs-Kurven fiir die nicht-lokale Gurson-Modellierung mit ¢=0 und
die lokale Gurson-Modellierung
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Bild 8.10: Last-Verschiebungs-Kurven fir Elementkantenlangen /,=0,25mm;0,5mm und 1,0

mm mit ¢=0,05
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Bild 8.11: Last-Verschiebungs-Kurven fir Elementkantenlangen 7,=0,25mm;0,5mm und 1,0
mm mit ¢=0,05 und £,*=0,9
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Bild 8.12: Schadigungsverteilung im lokalen und nicht-lokalen Fall, lokal: f, nicht-lokal: f'und d
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experimentell beobachtete
Schadigungszone
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b) Elementierung im
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lokales Gurson-Modell, Schadigungsverteilung f
c) g )

nicht-lokales Gurson-Modell, Schadigungsverteilung /

r=0,10..... ...0,18

Bild 8.13: Scherbandentwicklung in einer prismatischen Hutprobe: Qualitativer Vergleich der
Schadigungsentwicklung (lokales und nicht-lokales Gurson-Modell mit ¢=0,1, s.
Tabelle 8.1, Probengeometrie [Sie2001]).
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Bild 8.14: Kraft-Verschiebungs-Kurve der Probe aus Bild 8.13 (lokales und nicht-lokales
Gurson-Modell)
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Bild 8.15: Geometrie und Diskretisierung einer gekerbten Rundzugprobe mit
Elementkantenlangen /,=0,25mm;0,5mm und 1,0 mm im Bereich der
Subelementierung
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Bild 8.16: Geometrie und Diskretisierung einer C(T)-Probe mit Elementkantenlangen

,=0,25mm;0,5mm und 1,0 mm im Bereich der Subelementierung
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Bild 8.17: Modellierung einer axialsymmetrischen Rundzugprobe: Schadigungsverteilung und
Kraft-Durchmesseranderungs-Kurve, lokales Gurson-Modell, Werkstoff
10MnMoNi5-5, Elementkantenlangen /,=0,25mm;0,5mm und 1,0 mm
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Bild 8.18: Modellierung einer axialsymmetrischen Rundzugprobe: Schadigungsverteilung und
Kraft-Durchmesseranderungs-Kurve, nicht-lokales Gurson-Modell, Werkstoff
10MnMOoNi5-5, Elementkantenlangen /.=0,25mm;0,5mm und 1,0 mm, ¢=0,1
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Bild 8.19: Kraft-Verschiebungs-Kurve, C(T)-Probe: lokales Gurson-Modell (10MnMoNi5-5),
Elementkantenlangen /,=0,25mm;0,5mm und 1,0 mm, ¢=0,1
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Bild 8.20: Kraft-Verschiebungs-Kurve, C(T)-Probe: nicht-lokales Gurson-Modell
(10MnMoNi5-5), Elementkantenlangen /,=0,25mm;0,5mm und 1,0 mm, ¢=0,1
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< » <M
0,2 mm 0,1 mm
a) lokale Schadigung f; ¢ = 0,0 (kein Gradienteneinfluss)

lokale Schadigung f; ¢ = 0,05

c) lokale Schadigung 1, ¢ = 0,1

Bild 8.21: Schadigungsverteilung, C(T)-Probe: nicht-lokales Gurson-Modell (10MnMoN:i5-5),
Elementkantenlangen /.=0,25mm;0,5mm und 1,0 mm, ¢=0,0-0,1
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9 Schlussbetrachtungen

9.1 Zusammenfassung

Diese Arbeit umfasst die Entwicklung, Implementierung und Anwendung einer nicht-
lokalen, gradientenabhangigen Erweiterung des lokalen Gurson-Modells zur
Simulation duktiler Schadigung fir metallische Werkstoffe.

Ausgangspunkt fur die nicht-lokale Erweiterung des Gurson-Modells stellt die
Zielsetzung dar, die lokale Beschreibung der Schadigungsentwicklung durch die
Evolutionsgleichung fur den Hohlraumvolumenanteil f in der Form von Needleman
und Tveergard [Nee1984] unverandert beizubehalten. Durch das Einfuhren einer
globalen skalaren SchadigungsfeldgroRe d wird die sich in einer Struktur einstellende
raumliche Schadigungsverteilung abgebildet. Die Entwicklung dieser Grolie wird mit
einem, die lokale Schadigungsentwicklung beschreibenden, Quellterm und unter
Berucksichtigung des Gradienten des globalen Schadigungsfeldes ermittelt. Durch
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die Abhangigkeit der lokalen FlieRbedingung von der Grole d, wirkt das globale
Schadigungsfeld auf die lokale Entwicklung des Hohlraumvolumenanteils f und
bestimmt so malgeblich das Entfestigungsverhalten des Materials. Die so
gewonnene Formulierung des Materialmodells wird auf Grundlage einer
hyperelastisch-plastischen Formulierung zur Beschreibung grofer Deformationen im

einzelnen erlautert.

Die fur die Implementierung eines solchen Materialmodells erforderlichen
Uberlegungen zur Anwendung mittels der Finite Elemente Methode werden
dargestellt und diskutiert. Hierzu gehodrt die, fur die Implementierung eines
gradientenabhangigen Materialmodells, erforderliche Elementformulierung mit einem
neuen, das globale Schadigungsfeld reprasentierenden, Freiheitsgrad, sowie die sich
daraus ergebenen Anforderungen an die numerische Integration der konstitutiven
Gleichungen des Modells und die Formulierung eines, das Verschiebungs- und das
Schadigungsfeld d bertcksichtigenden, gemischten Variationsprinzips.

Als Elementformulierungen werden ein 4-Knotenelement mit bilinearen
Ansatzfunktionen zur Abbildung ebener Dehnungszustdande sowie ein
4-Knotenelement zur Darstellung axialsymmetrischer Strukturen mit linearen
Ansatzfunktionen und den zugehdrigen Elementsteifigkeitsmatrizen entwickelt und
zur Anwendung gebracht. Hierbei wird zur Integration der Elementsteifigkeit die
Methode der ,selectively-reduced-integration“-Technik eingesetzt, um die
numerische Stabilitat der globalen Gleichgewichtsiteration zu gewahrleisten und den
direkten Vergleich mit Ergebnissen des FE-Programms ABAQUS und den dort
eingesetzten Elementtypen zu ermdglichen. Mit den so erarbeiteten theoretischen
Grundlagen ist die Implementierung des nicht-lokalen Gurson-Schadigungsmodells

in ein kommerziell verflgbares FE-Programm ermdglicht.

Die Auswertung von Simulationen einfacher Belastungsfalle fur das lokale und das
nicht-lokale Gurson-Modell unter Verwendung der entwickelten Elementtypen stellt
die erfolgreiche Verifikation der eingesetzten Elemente sowie des numerischen
Algorithmus zur Berucksichtigung grof3er Deformationen unter Beweis.

Die Probleme bei der Anwendung des lokalen Gurson-Modells im Rahmen der FE-
Methode bzgl. Netzabhangigkeit und Lokalisierungsphanomene sind malfdgeblich auf
den Elliptizitatsverlust des Gleichungssystems des gestellten
Anfangsrandwertproblems zurtckzufihren. Durch die Entwicklung und Anwendung
von Kriterien fur die Bestimmung des Eindeutigkeitsverlustes der Losung wird dieser
an Beispielrechnungen nachgewiesen und quantifiziert.
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Die Anwendung dieser Kriterien flr kleine und groRe Deformationen im Rahmen
einer hyperelastisch-plastischen und einer hypoelastisch-plastischen
Implementierung fuhrt auf Aussagen zu den Grenzen der Anwendbarkeit des lokalen
Gurson-Modells und auf den Nachweis der regularisierenden Wirkung des nicht-
lokalen Modells.

Der Vergleich des Auftretens von Elliptizitatsverlust des lokalen Gurson-Modells bei
kleinen Deformationen bzw. unter Anwendung einer hypoelastisch- und einer
hyperelastisch-plastischen Formulierung fur grol3e Deformationen weist darauf hin,
dass Auftreten einer moglichen Instabilitat nicht stark von der Wahl der konstitutiven
geometrischen Formulierung abhangig ist. Die malgebliche Ursache fir den
Stabilitatsverlust ist der voranschreitende Schadigungsprozess und die damit
verbundene Entfestigung.

Die Untersuchung einfacher Lastfalle an Bruchmechanikstrukturen zeigt auf, dass
der Elliptizitatsverlust der konstitutiven Gleichungen bei der Anwendung des lokalen
Modells bereits deutlich vor dem Versagen eines betrachteten materiellen Punktes
eintritt und so die Eindeutigkeit der ermittelten Systemantwort nicht mehr gegeben
ist. Hieraus ergibt sich die Notwendigkeit, Materialmodelle zu entwickeln, die
Lokalisierungsprobleme aufheben und die Netzabhangigkeit der erzielten FE-
Ergebnisse reduzieren. Die Auswertung des Kriteriums fur Elliptizitatsverlust der
nicht-lokalen Erweiterung des Gurson-Modells belegt, dass mit dem Wirken der
charakteristischen Lange wund der Kopplung von Verschiebungs- und
Schadigungsfreiheitsgraden der Verlust der Eindeutigkeit bei Strukturrechnungen
durch Berucksichtigung des raumlichen Schadigungsgradienten vermieden werden

kann.

Die Durchfihrung von FE-Rechnungen mit dem erweiterten nicht-lokalen Gurson-
Modell an einfachen Teststrukturen bei idealisiertem Materialverhalten sowie die
Untersuchung von Bruchmechanikproben aus realen Materialien erlauben
Ruckschlisse auf das Verhalten des nicht-lokalen Gurson-Modells im Vergleich zur
lokalen Formulierung und verdeutlichen die erfolgreiche Anwendung des Modells
bzgl. der Simulation duktiler Schadigung. Hierbei zeigt sich, dass die Ergebnisse der
lokalen Schadigungssimulation eine starke Netzabhangigkeit aufweisen, wobei es
mit abnehmender Elementkantenlange der diskretisierten Struktur zu einem
beschleunigten Schadigungswachstum bzw. Rissfortschritt kommt, was zu einer
zunehmend weicheren Abbildung der Struktursteifigkeit bei gleichzeitig friher
einsetzender Rissinitierung und anschliellendem Versagen fuhrt. Weiterhin ist zu
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beobachten, dass GroRe und Orientierung der Schadigungszonen sich nach
Malgabe der Elementgréfie und Netztopologie einstellen kdnnen. Die Anwendung
des nicht-lokalen Gurson-Modells erlaubt durch die Hinzunahme eines einzigen
neuen Materialparameters ¢ die Reduzierung der starken Netzabhangigkeit der FE-
Ergebnisse. Rechnungen zur Simulation von Scherbandern zeigen, dass sich eine
netzunabhangige GrolRe der Schadigungszone einstellt und auch die Orientierung

der Scherbander von der Elementkantenlange und Netztopologie unabhangig ist.

Mit der Anwendung des nicht-lokalen Modells zur Simulation duktilen Rissfortschritts
von gekerbten Rundzugproben und Bruchmechanikproben des Typs C(T) aus dem
Werkstoff 10MnMoNi5-5 kann der Nachweis fur die Anwendbarkeit des Modells an
realen Werkstoffen und bauteilahnlichen Strukturen erbracht werden. Hierbei erweist
sich als vorteilhaft, dass die Parameterbestimmung gegenuber der Anwendung des
lokalen  Modells lediglich um eine gesonderte Berucksichtigung der
Schadigungsparameter und der Bestimmung der kritischen Grof3e ¢ zu erganzen ist.
Die Ermittlung des Verfestigungsverhaltens kann durch lokale Modellierungen
erfolgen oder ganzlich entfallen, wenn Datenbestande aus Simulationsergebnissen

mit dem lokalen Modell zur Verfligung stehen.

9.2 Ausblick

Die Probleme bei der Anwendungen des Gurson-Modells werden durch die
Untersuchung der Lokalisierung und des Elliptizitatsverlustes nachgewiesen und
quantifiziert. Die hier gezeigten Ergebnisse von FE-Rechnungen belegen die
erfolgreiche Anwendung des Modells bzgl. der Simulation von FE-Strukturen. Hierbei
kann durch den Einsatz der nicht-lokalen Erweiterung des Gurson-Modells die
pathologische Netzabhangigkeit der Ergebnisse reduziert und das Auftreten von
Lokalisierungsphanomenen regularisiert werden.

Fur die Verwendung zur Simulation der duktilen Schadigung und des Rissfortschritts
realer metallischer Werkstoffe mussen Methoden entwickelt und zur Anwendung
gebracht werden, die fur verschiedene Werkstoffe die Bestimmung von
Parametersatzen der konstitutiven Gleichungen einschliellich des Wertes ¢
erlauben. Systematische Untersuchungen an den so gewonnenen Daten erlauben
eine weiterfUhrende Untersuchung des Charakters der charakteristischen Lange c als

materialspezifischer Kennwert.
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Weiterhin ist es erforderlich, die Verifikation des Modells an komplexen
Probenstrukturen nachzuweisen, wozu die Entwicklung neuer Elementtypen, wie von
Volumenelementen oder allgemein Elementtypen mit hoheren (nicht-linearen)
Ansatzfunktionen erforderlich ist. Somit wird die Anwendung des Modells auf
Grundlage experimenteller Versuchsdaten an bauteilahnlichen Strukturen unter

komplexen Belastungssituationen maoglich.

Eine offene Fragestellung bzgl. der gradientenabhangigen Entwicklungsgleichung
des globalen Schadigungsfeldes ist auch der Einfluss der Ratenabhangigkeit auf die
Ergebnisse von FE-Simulationen. Hier ist die Entwicklung erweiterter Formulierungen
notwendig, die die Starke des Einflusses des Gradiententerms Uber die Entwicklung
der Plastizitat steuern. Hierzu sind auf Grundlage der Gradientenplastizitat Modelle
zu entwickeln, die Uber eine nicht-lokale Beschreibung der Entwicklung der Plastizitat
die Schadigungsentwicklung regularisieren.

Weiterfuhrende Arbeiten bzgl. der Versagenssimulation von Bauteilen mittels der FE-
Methode sind hierbei erforderlich, da die Simulation des materiellen Versagens nach
Erreichen des Schadigungsmaximums und des damit verbundenen Rissfortschritts
uber das Herabsetzen der Elementsteifigkeiten der betroffenen Volumina bzgl. der
numerischen Stabilitat und der Genauigkeit der Losung keine vollstandig
befriedigende Ldsung darstellt.

AbschlieRend stellt sich die Anwendung nicht-lokaler Materialmodelle als ein
zukunftsweisender und erfolgversprechender Weg bei der Simulation des duktilen
Schadigungsverhaltens metallischer Werkstoffe dar, um die Anwendungsbereiche
und die Zuverlassigkeit der Finite Elemente Methode flr eine Beurteilung

hochbeanspruchter Bauteile zu erweitern.
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10 Notation

Skalare Groflen sind als lateinische und griechische Buchstaben in Kursivschrift
gesetzt. Vektoren im euklidischen Raum sind durch Kleinbuchstaben in Fettschrift
(a), allgemeine Vektoren zusatzlich mit Vektorpfeil (a), Tensoren 2. Stufe und
allgemeine Matrizen durch GroRbuchstaben in Fettschrift (A) gekennzeichnet.

Tensoren 4. Stufe sind durch zusatzliches doppeltes Unterstreichen hervorgehoben

(A).

Als Ausnahmen werden die Ortsvektoren der Ausgangskonfiguration als x und der

Momentankonfiguration als X bezeichnet, sowie die linken und rechten
Basisvektoren des Deformationsgradienten F als kleine (e; ) und gro3e Buchstaben

(E, ) unterschieden.

Tritt die Indexschreibweise auf, wird die Einstein-Summenkonvention verwendet. Die
Tensoroperationen werden unter Verzicht der Angabe der Basis in

Indexschreibweise dargestellt.
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10.1 Operatoren

alb=aq;b,
A[B=4;B;
allb=a;b;
AOB= 4,8
AOB=4,B;
AOB=A,B
C:A=Cyydy

C D = Cyjiwr Diimn

A

J2(A)

grad( )= )
Grad()=2-()
a( )=2-1( )

Skalarprodukt der Vektoren a und b
Skalarprodukt der Tensoren A und B
dyadisches Produkt der Vektoren a und b
dyadisches Produkt der Tensoren A und B
dyadisches Produkt der Tensoren A und B

dyadisches Produkt der Tensoren A und B

Produkt der Tensoren C und A

Produkt der Tensoren C und D

Transposition des Tensors A
Zum Tensor A inverser Tensor

Inversion des transponierten Tensors A

symmetrischer Anteil des Tensors A

antimetrischer Anteil des Tensors A

Spur des Tensors A

Determinante des Tensors A bzw. der Matrix A

10. Notation

materielle Zeitableitung des Vektors a bzw. Tensors A

Deviator des Tensors A

Betrag des Tensors A

zweite Invariante des Tensors A

materieller Gradient

raumlicher Gradient

Divergenz

Laplace-Operator eines skalaren Felds
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10.2 Indizes

(e elastischer Anteil

()p plastischer Anteil

()o Ausgangskonfiguration
() Momentankonfiguration

()™ Zeitschritt n
( )™V Zeitschritt n+1
( )™ relative GréRe zwischen den Zeitschritten » und n +1

( )™ Pradiktor-Schritt

()® e lteration

(e auf ein Element bezogene GroRe

() Ableitung nach der einer skalaren GrofRe x

()* Grofen in Darstellung in einem anderen ( )*-Bezugssystem
X Wertereprasentation einer Gro3e in einem Knotenvektor

10.3 Formelzeichen

Kapitel 2

B materieller Korper

OB Punkt des materiellen Korpers

B: Korper in der Momentankonfiguration

¢ Abbildung eines materiellen Punktes ¢ von der Bezugs- in die
Momentankonfiguration

X Ortsvektor der Referenzkonfiguration

X Ortsvektor der Momentankonfiguration

E Basisvektor der Referenzkonfiguration

E Basisvektor der Momentankonfiguration

dX infinitesimales Linienelement der Referenzkonfiguration

F Deformationsgradient
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DA

DV

)

O ®» < c

A, e

InU

infinitesimales Flachenelement

infinitesimales Volumenelement
Verschiebungsgradient

Einheitstensor 2. Stufe

rechter positiv definiter symmetrischen Strecktensor
linker positiv definiter symmetrischen Strecktensor
Drehtensor

rechter Cauchy-Green-Tensor

Eigenwerte und Eigenvektoren der Spektralzerlegung einer
raumlichen GroRe

Eigenwerte und Eigenvektoren der Spektralzerlegung einer

raumlichen Grolde

linker Cauchy-Green-Tensor

Geschwindigkeit

raumlicher Verzerrungsgeschwindigkeitsgradient
raumlicher Deformationsgeschwindigkeitstensor
Wirbeltensor

plastischer Multiplikator

Spintensor: Rotationsgeschwindigkeit
Nulltensor 2. Stufe
Green-Lagrange-Verzerrungstensor
Verzerrungstensor bei kleinen Deformationen
Almansi- Verzerrungstensor

logarithmischer Verzerrungstensor

10. Notation

Transformation eines Tensors A der Ausgangskonfiguration in einen

Tensor der Momentankonfiguration A
Tensor der Momentankonfiguration

Pull-Back
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Kapitel 3

Masse des materiellen Korpers %
Dichte des materiellen Korpers %
Kraftdichte

Normalenvektor

auf der Momentankonfiguration wirkender Spannungsvektor

raumlicher Cauchy-Spannungstensor
1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor
Kirchhoff-Spannungstensor

2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor
orthogonalen Tensor

Zaremba-Jaumann-Ableitung

Green-Naghdi-Ableitung
Oldroyd-Ableitung

Entropie je Masseeinheit

innere Energie je Masseeinheit

Warmefluss je Flacheneinheit
Warmequelldichte je Masse- und Zeiteinheit
absolute Temperatur

Freie spezifische Helmholtz-Energie
Dissipationsleistung

virtuelles Verschiebungsfeld

Zeitinkrement

Zeit

Einheitstensor 4. Stufe

elastischer Anteil der multiplikativen Zerlegung des

Deformationsgradienten

plastischer Anteil der multiplikativen Zerlegung des
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10. Notation

Deformationsgradienten

elastische Rotation der polaren Zerlegung des elastischen

Deformationsanteils
elastischer rechter Strecktensor

plastische Rotation der polaren Zerlegung des plastischen

Deformationsanteils
plastischer rechter Strecktensor

elastischer Anteil der additiven Zerlegung des raumlichen

Geschwindigkeitsgradienten

plastischer Anteil der additiven Zerlegung des raumlichen

Geschwindigkeitsgradienten

symmetrischer Anteil des plastischen Deformationsgeschwindigkeits-

tensors

antimetrischer Anteil des plastischen Verzerrungsgeschwindigkeits-

tensors

Vektors von skalaren und tensoriellen inneren Variablen
plastische Dissipationsleistung

elastischer Anteil der spezifischen freien Energie ¢
plastischer Anteil der spezifischen freien Energie ¢
Vektor interner skalarer Variablen
Mandel-Spannungstensor

elastischer logarithmischer Strecktensor (elastischer Hencky-Tensor)
Lamé-Konstante

Lamé-Konstante

Elastizitatsmodul

Querkontraktionszahl

Flie3bedingung

Vergleichsspannung

Fliellspannung des Matrixmaterials
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ki

B
Kapitel 4
Oo

f

q1 , 92

Jo

fe

£

Jn

fu

ky

&m

&n

Sn

Ry
Kapitel 5
w(x)
w(x,y)
pq

/

lc

qr
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Grolde des plastischen Inkrements (plastischer Multiplikator)
plastische Vergleichsdehnungrate

Tangentenmodul

Exponent des j-ten isotropen Verfestigungsterms

Amplitude des j-ten isotropen Verfestigungsterms

Fliellspannung des starr-idealplastischen Matrixmaterials
Hohlraumvolumenanteil

Konstanten des Gurson-Modells

effektiver Hohlraumvolumenanteil
Hohlraumvolumenanteil des Materials im Ausgangszustand
kritischer Hohlraumvolumenanteil

endgultiger Hohlraumvolumenanteil

Volumenanteil hohlraumbildender Partikel

ultimativer Hohlraumvolumenanteil

Faktor des beschleunigten Hohlraumwachstums
plastische Vergleichsdehnung des Matrixmaterials
Dehnungsmittelwert der Gaul3-Verteilung der Nukleation
Standardabweichung der Gauf3-Verteilung der Nukleation

anfangliche FlieRspannung fur isotropes Verfestigungsverhalten

Gewichtetes Volumenintegral Uber den betrachteten Korper
Gewichtungsfunktion

Shape-Parameter der Gewichtungsfunktion w(x)

charakteristische Lange

charakteristische Lange fur das nicht-lokale integrale Gurson-Modell

Schadigungsfluss
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c Starke des Gradienteneinflusses (charakteristische Lange)

o, Bezugsspannung

AYS aulRere Oberflache des plastischen Bereichs eines Volumens

sP aktuelle Grenzoberflache eines Belastungsschritts i zwischen

elastischen und plastischen Bereichen eines Volumens

d Skalare globale Schadigungsfeldgrofe

d’ globaler effektiver Hohlraumvolumenanteil

dy Hohlraumvolumenanteil des Materials im Ausgangszustand

d, kritischer Hohlraumvolumenanteil

d: ultimativer Hohlraumvolumenanteil

kq Faktor des beschleunigten Hohlraumwachstums

¥ Rate der Freienenergiedichte

T Dissipationspotential

WE elastischer Anteil der Freienenergiedichte

Bp s ¥ charakteristische lokale bzw. nicht-lokale Dissipationsskalen flr den

delokalisierten Schadigungsprozess

ap charakteristische Energieskala

Ip charakteristische Langeskala

n skalare Testfunktion

Kapitel 6

Qe Volumen eines Elements in der Referenzkonfiguration
N; Ansatzfunktionen

N Vektor von Ansatzfunktionen

X, % Vektoren der Knotenkoordinaten der Referenz- bzw.

Momenelementkonfiguration

=>
=
=

Vektor der (virtuellen) Knotenverschiebungen

(=9

My Elementknotenvektor der (virtuellen) Schadigungswerte

e Verschiebungsvektor eines Elementes
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B,
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Jacobi-Matrix

lineare und nicht-lineare Verzerrungs-Verschiebungs-

Zuordnungsmatrix

Zuordnungsmatrix zur Bildung des Gradienten der Schadigung aus
dem Elementknotenvektor der Schadigungswerte

lokale Raumkoordinaten in einem Element
Raumkoordinaten in axialsymmetrischer Darstellung

Ableitungen des Vektors der Ansatzfunktionen nach den lokalen

Raumkoordinaten 77, £ eines Elements

Basisvektoren der Referenzposition eines Punktes X in der
axialsymmetrischen Elementformulierung

Vektoren der Knotenkoordinaten eines axialsymmetrischen Elements
Zuordnungsmatrix fur die axialsymmetrische Elementformulierung
Anzahl der Gau-Punkte in einem Element

Index eines Gaul3-Punkts

globaler Knotenverschiebungsvektor

globaler Knotenvektor der Schadigungswerte

Vektor der Systemfreiheitsgrade

Systemanteile der Gleichgewichtsgleichung

Systemsteifigkeitsmatrix

Elementsteifigkeitsmatrix

Blockmatrizen der Elementsteifigkeitsmatrix

Elementknotenkraftvektor

linearer und quadratischer Anteil der Elementsteifigkeitsmatrix
linearer und quadratischer Anteil der Systemsteifigkeitsmatrix
Zeitintervall des n-ten Zeitschritts der Ruckwarts-Euler-Integration
unbekannter Vektor des Newton-Raphson-Verfahrens

Vektor der Ableitungen der Funktionsgleichungen des Newton-
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Raphson-Verfahrens

Fehler-Toleranz des Newton-Raphson-Verfahrens

Variablen fur die Bildung der Tangente der Stoffgesetzintegration
(Kontinuums-)Tangente des Stoffgesetzes

konsistente Tangente des Stoffgesetzes unter Bericksichtigung des
Integrationsverfahrens

Operatoren zur Bildung der Tangente der Stoffgesetzintegration des
nicht-lokalen Gurson-Modells

Vektor der aufReren Krafte
Vektor der Knotenkrafte

Fehlertoleranzen bei der Losung des Systemgleichgewichts

Grolte auftretende Ungleichgewichtskraft des Feldes a
zeitlich Uber die Belastungsgeschichte gemittelter Fluss
maximale Losungskorrektur des Feldes a

groldter Zuwachs eines Freiheitsgrades des Feldes a
im momentanen Belastungsinkrement gemittelter Fluss
Schwerwinkel

vorgegebene Schadigungsinhomogenitat

Wellenzahl

Imaginaranteil
Richtungsvektor

akustischer Tensor (2.Stufe)

akustischer Tensor fur die hypoelastische bzw. hyperelastische
Formulierung

unbekannte Amplitude des Exponentialansatzes des
Geschwindigkeitsfeldes

unbekannte Amplitude des Exponentialansatzes der
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Schadigungsanderung
Richtungswinkel des Richtungsvektors
inkrementelle Rate eines Tensors bzw. Skalars

elastischer Spintensor (Rotationsgeschwindigkeit)

Elementkantenlange
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11.1 Gleichungen zur Losung des lokalen Gurson-Modells

FUr die Berechnung der Jacobi-Matrix des lokalen Newton-Verfahrens sind die

Ableitungen des Potentials ® des Gurson-Modells

3IM M tr (M 2
®(M,0,, /)= =7+ 2q1chosh[q22rE, )J-(qlfm) -1

m m

zu bilden.

Die ersten Ableitungen von @ sind:
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, a
09 _3 L anS sinh(qz i) (M)j I

m m m

, , 0
_acD :_iM m -N2S 9/ tr(M)sinh(qz tzr(M)j

m m

0
cad =GL(241 Cosh(qz tzr(;w)jﬂqffu]

m

Die zweiten und gemischten Ableitungen von @ sind:

0’d 3 1 2q q2 fD tr(M)
R
2 , 0 2 .0
0°® = - 63 M - £l Q22f sinh[qz tr (M)j I- 04> S tr (M)cosh[qz tr (M)j I
oMoo,, o o 20, 20’31 20,
2 g
0°® — af |:ql q> Sinh(qz tr (M)J I:|
oMof Oof | o, 20,
2 0
0" = AT tr (M)sinh(qz r (M)]
aa-m of of Uﬁl 20,
7D _ 9 D H . tr(M 3 /- tr(M
20 = gM ™M +—q10qr3r21f tr (M)smh(q2 Zr(am)] + qlzq;f;f tr (M)? cosh{qz Zr(am)j

Die Ableitungen der Spur von d®/dM :

2 0
atr(aaci/iaM) _ 3q; c;zzf Cosh( o (M)j I

m

m

our(0p/oM) _(of ™) 341 95 sinh tr (M)
of of 25

m m

otr(0P/OM) _ 345 g, l:sinh(qz tzr(M)] Ll (M)COSh(qz @H

2
00, o O 20, m
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Modifizierter Hohlraumvolumenanteil "

f far f<(f.- 1)

fotk (f-1.) far £>(f,+7,)
" 1
()= rﬁ[(f%ff)(kf-l)ﬂf etttk 1)) r=(f.+ 1)

+fc(2fr_fc+kf(fc_2fr))] Df>(fc_fr)
1 far f<(f.-f)
"’g’;= ks fir £>(f,+ /)
4lf 212l soek () s < (r+ )00 (- ,)

Nukleationsfunktion 4 (g, ):

\ 27Ts,2Z 255
04(e,) _ (en—€,)
agmm - mSZ A(gm)

Isotrope Verfestigungsfunktion R(em) als Exponentialansatz:

.
O = Rlew) =Ry + > R [expl-k, &)1
=

-
%=H(£m)= i—ijj exp(—kj Em)
0&,, =

Isotrope Verfestigungsfunktion R (em) fur lineare Verfestigung:
On=R(en)=R, +Hey,

00,
o€

m

=const. = H
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11.2 Jacobi-Matrix des Newton-Verfahrens (lokales Gurson-Modell)

Die Jacobi-Matrix J des k.-ten Berechnungsschrittes des Newton-Verfahrens aus

dem Kapitel 6 wird aus den Ableitungen des Vektors

i+ @ g o f0%
= oM

04 gl DA ool
" " (l—f(”)) 00,

nach den im Vektor

<) = (M), 50

sCm »

PG
zusammengefassten tensoriellen und skalaren Variablen berechnet:

_oF (i ("))

J(k)<i,j> =

6X<j>
Die Jacobi-Matrix wird hier zur ubersichtlichen Darstellung in einzelnen Spalten j
angegeben. Im Weiteren wird auf die Auffiihrung des hochgestellten Index

verzichtet, da sich die Ableitungen alle auf den (n)-ten Schritt der lokalen Iteration
beziehen:

Spalte af(i(k)) OM :

-1-2AC :62?(1()
= = aim
a o2ol)
or(x")) _ _81—f Moo,
M| f)atr(an(k Jom) Al )M >l
oM "1~ f)omao,,
aolk)
oM
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Spalte af(i (k)

Spalte af(i

T

Spalte af(i (k)

(k) )/af :

)agm:

MH (e

)aM:

m) (-1

(%) ]
_ MH(gm)ggaQL
= aMaa
) 92 CD "Sn
(
6tr 6CD /aM M He,)a*oW
l_f) azam
6<D
e o |
-AMC 2¢(k)
= oMof
s ol ar a0l
(1-f)oonor (1-f) 00y,
aq;(k) aqp(k) A(gm) ach(k) 1 aq;(k)
am | 7" Tam | (- f)| a0 ar (-7) o0
aok)
of

-C
= oM
1 ook
(1-/) 90,
< )+6A(£m)M 1 6¢’(k)
o€, (1- 1) 0o,

11.3 Gleichungen zur Losung des nicht-lokalen Gurson-Modells

Seite 11-5

Fir die Berechnung der Jacobi-Matrix des lokalen Newton-Verfahrens sind die ersten

und zweiten Ableitungen des Potentials ® der nicht-lokalen Formulierung,

g

o(M,0,.d)= > M

m

m

et

>+ 2q,d cosh(qz 5
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zu bilden. Zusatzlich zu den in Abschnitt 12.1 definierten Ableitungen sind die folgen
Ableitungen neu bzw. zusatzlich zu bilden:

Ableitungen des Potentials ®:

2 2
o _, O’ _, otr(0d/oM) _ 0 0% otr(dd/oM)

Y ’ y - VY, ’ = 0
of aM of of 90, of of
ad od 9 (]2 20, 0

RO aa’ q1q2 r( )sinhq tr(M)
don,od  dd o2 20

m

Ableitungen des modifizierten Hohlraumvolumenanteil d";

d fir d<(f,. -/,
forkp(f=1.)

)

1 )

d"(d)= F[(arz+f,2)(/cf—1)+2d(fc+fr+kf(fr-fc)) fir d <(f, +1,)
)

r

+fc (2fr_fc+kf(fc_2fr))] Dd>(fc_fr
. 1 fir d<(f.-f,)
Y- b fir d>(f, +1,)
od
(ep=1)+2(fotf, 4k (1= 12) fir d<(f,+£)0d>(f. - 1)

11.4 Jacobi-Matrix des Newton-Verfahrens (nicht-lokales Gurson-Modell)

Die Jacobi-Matrix J des k.-ten Iterationsschritts wird aus den Ableitungen des Vektors
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= oM
—51(111‘) .\ gl(;’) ~ A an(k)
l—f(”)) 0o,

nach den im Vektor ¥ :(M(k),s(k) f(k),/i(k))T zusammengefassten tensoriellen

m

und skalaren Variablen berechnet. Durch die Berucksichtigung des globalen
Schadigungswertes d in der Fliel3funktion, die nun nicht mehr direkt von der lokalen
Schadigung f abhangig, mussen die Eintrage der Jacobi-Matrix neu definiert werden.
Die Jacobi-Matrix wird hier zur Ubersichtlichen Darstellung in einzelnen Spalten ;

angegeben, dabei ist das Zeitinkrement A7 angegeben:

1. Spalte af(i(k))/aM :

0°’M
A 9ol
oilc®) (1- f)oMao
oM
_oufoo® M) VR
2A(1-7) oM A(gm)(l—f)aMaam
gk

oM
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2. Spalte af(i(k))/an :

2 (k)
-aH(e,)C sl
=¢ oMdo,,
M H(g,) 0%0W
ar(x®) = e
0&,, & ol
ol a0® /3 AH 0°“P
w (e )1 1) tr( > /M)—A(gm)A(l_(;IS/I) PEp
oo
H(gm)aam
3.Spalte af(i(k))/af :
_ 0 _
ar ool
ai: i(k) _ (1—f)2 aam
> " (x)
® A 1 fh[0)
_1+—Mt{ M ]‘A(m)(l—f)[ (1-s) 0%]
L 0 _
4. Spalte af(i(k)) A
e go®
=~ om
1 aq)(k)
oi(x ™) _ e

onA

b -2 1

m

11.5 Ableitung firr den linearisierten Materialoperator

Die vollstandige Ableitung der Schadigungsevolution ergibt sich zu:



11. Anhang Seite 11-9

A A ) A Al s

A B

mit der Ableitung des Terms A

e T ROt R ()

Al A2

und den weiter ausgefiihrten Ableitungen der Terme A1

0 4 00
g{M} =%

und A2 zu

Einsetzen von A1 und A2 in A ergibt die Gleichung

acp{(1-f>tr(g;;)}+aﬁ{-t{g;;)+MM}

of of

Die Ableitung des Terms B fuhrt auf:

0 {A(gm)(A 0P }:i{m}/(gm) 10w 0 {A(gm)L‘L"}

o 1-f)oo,, | o (-f)oo, o

mit den Ableitungen von B1

) v U v e

o 1-f)oo, | o 1-f)aa,, r (- f) o,
Bla Bl1b

und den so entstehenden Ableitungen der Terme B1a
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0

o Alen)
0oy 28" 0k
oA En) P

(em-2) Y R L Y I
> Alen) (1-7)ocgn0f (1-f)? 00y,

n

N

und B1b:

o) 1 0P| _0f,_1)0P 1 00
"f{(l‘f)a%} (-1 (1-1)00,0/

1 oP N 1 od
(1- f) 00y, (1= f)00,0f

Einsetzen der gebildeten Ableitungen von B1a und B1b in B1

Sl

0
T R

__(em-g) oo e m o0 | 1 o0
A(m){ (1-f)oo,, of (1—f)200m}( f)oo

+A(€m){ 1 aq>+(1 OCD}

m

(1-f) 00y, (1-r)ac,0f
:_(fm—fn)A(g) M0 | o 1 9D
52 (- P o0, | 00,0 (1-f)oo,

1 1 ood o
rAlen) {(1—f)aam+aamaf}

und schliel3lich von B1 nach B fuhrt auf:

11. Anhang
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of (l_f) aa-m
g ) 1 opl
= A(‘gm)—
of 1-f) do,,
_(5m_5n)A(£) a o apl) _62q>(k)_ 1 oW .
A S "1-f) 00, | don0f (1-f) 0oy,
+
1 1 ao® 52k
A(‘Sm) +
(1-)(-r) o0, 90,0

a0l g0 (¢ -£) a? a0 [ 9206 1 o
_ A(Em) af aO-m S,2l (l_f) ao-m aa-m af (l_f) ao-m

(1-r) { 1 ap® ang(k)}
+ A/ ( +

1-f)do,, 080,0f

11.6 Ableitungen zur Ermittlung der Elementsteifigkeitsmatrix

Die Linearisierung der Einzelterme des Variationsprinzips flur das inkrementelle

Integrationsschema ergibt die in Kapitel 6 erlauterten Anteile der
Elementsteifigkeitsmtatrix K flr die Elementflache Q. :

Qe
Kdu == .[N;(Duf)BudQe
Qe
Kau = INg(Ddf)Nd +B,cB,dQ,
0

Die in Kapitel 6 eingefuhrten Abklrzungen ergeben sich dabei zu:
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66[6X6] NIC :N
D,c=— =C - =
0 = .
€ N:-C*:N 0P de,
= 0&,, 04
D G:a_c[1x6] - g* NH
a® =3 .
N(g :N)_Hz
. [6x1] o
of N:C
Duf:_ _Mf =
Oe N:C N+ 0P de,,
= 0&,, 04
K Id/dd
Daf=5q 1My "53¢ ¢
N:C N+
= 0&,, 04

Die Dimension der Elementmatrix und der zugehorigen Anteile ergeben sich bei

einem Element mit » Knoten fur ebene Verzerrungszustande zu:

K[3nx3n] — |:Kuu Kud:l
Kdu Kdd

KW[anzn] _ J’BE[an4] (DMG)[4X4]BM[4X2n] 4Q,
Qe

Kud[ann] - J‘BE[ZHX4] (Ddﬁ)[4X1]Nd[lxn] dQ,
Qe

Kdu[nxn] - _ J‘N}"[nxl] (Duf)[1X4]Bu[4X2n]dQe
Qe

Kdd[nxn] — jNg[mﬂ] (Ddf[IXI])Nd[lxn] +B§[HX2]CBd[2XH]dQe
Q

€
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12 Verzeichnisse

12.1 Bilder

Kapitel 2

Bild 2.1 Ausgangskonfiguration und Momentankonfiguration

Bild 2.2 Multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten

Kapitel 3

Bild 3.1 Plastische Zwischenkonfiguration: Multiplikative Zerlegung des
Deformationsgradienten

Kapitel 4

Bild 4.1 Bruchoberflache nach duktiler Schadigung mit typischem Wabenbruch

[K1i2000]
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Bild 4.2
Bild 4.3
Bild 4.4
Bild 4.5
Bild 4.6
Bild 4.7
Kapitel 5
Bild 5.1
Kapitel 6
Bild 6.1
Bild 6.2

Bild 6.3a

Bild 6.3b

Bild 6.4
Bild 6.5
Bild 6.6

Bild 6.7

Bild 6.8

Bild 6.9

Bild 6.10

Phanomenologische Beschreibung duktiler Schadigung
Flielflache des Gurson-Modells im Hauptspannungsraum
Effektiver Hohlraumvolumenanteil

Einfluss der plastischen Vergleichsdehnung des Matrixmaterials
Verzweigungsproblem bei entfestigendem Materialverhalten

Verzweigung durch Strukturdiskretisierung

Elastisch-plastischer Grenzibergang

Diskretisierung einer Struktur
Ebenes Element mit 4 Knoten und 12 Freiheitsgraden

Lineare Ansatzfunktionen der Abbildung der Schadigungs- und
Verschiebungsfreiheitsgrade in den Knoten der ebenen

Elementformulierung.

Lineare Abbildung eines Schadigungsfreiheitsgrades und Abbildung
der raumlichen Anderung und des 2. Gradienten der Schadigung Uber
die undeformierte Referenzkonfiguration des Elements.

Axialsymmetrische Elementformulierung
Kraftegleichgewicht an einem Element mit 12 Freiheitsgraden
Elementverifikation fur gro3e Deformationen mit ,Ein-Element“-Tests

Elementverifikation fur grof3e Deformationen unter reiner

Schubbeanspruchung, ohne Schadigung

Elementverifikation mit dem Gurson-Modell unter Zugbeanspruchung,
ebenes 4-Knotenelement mit bilinearen Ansatzfunktionen, a) ebener
Verzerrungszustand, b) axialsymmetrische Formulierung

FE-Elementierung und Randbedingung eines ebenen Zugstabes mit

verschiedenen Elementkantenlangen

Kraft-Verschiebungs-Kurven eines ebenen Zugstabes bei
Diskretisierungen mit den Elementkantenlangen /,=0,25 mm, [,=0,5

mm und /.=0,25 mm (lokales Gurson-Modell)
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Bild 6.11

Bild 6.12

Kapitel 7
Bild 7.1

Bild 7.2

Bild 7.3

Bild 7.4

Bild 7.5

Bild 7.6

Bild 7.7

Bild 7.8

Kapitel 8
Bild 8.1

Kraft-Verschiebungs-Kurven des ebenen Zugstabes
(Elementkantenlangen /,=1,0 mm) fur das nicht-lokale Gurson-Modell
fur c-Werte von -1,0 ... 0,5.

Kraft-Verschiebungs-Kurven des ebenen Zugstabes bei
Diskretisierungen mit den Elementkantenlangen /,=0,25 mm, [,=0,5

mm und /,=0,25 mm fir das nicht-lokale Gurson-Modell mit ¢= 0,5.

Schematische Vorgehensweise bei der Untersuchung zum

Elliptizitatsverlust
Flachendarstellung zum Elliptizitatsverlust

Einfluss der kritischen Lange ¢ und der Wellenzahl & bzgl. des

Elliptizitatsverlustes beim nicht-lokalen Gurson-Modell

Untersuchung des Elliptizitatsverlustes flr das lokale Gurson-Modell
an einfachen Lastfallen

Untersuchung des Elliptizitatsverlustes und der Lokalisierung fur das
lokale Gurson-Modell an Bruchmechanikproben aus einem realen
Werkstoff (10MnMoNi5-5)

Untersuchung des Elliptizitatsverlustes einer Strukturrechnung (Zug)
fur das lokale Gurson-Modell an einer Ein-Elementrechnung und
verschiedenen Implementierungen (kl. Deformationen, hypoelastisch

und hyperelastisch)

Untersuchung des Elliptizitatsverlustes einer Strukturrechnung
(Zug/Schub) fur das lokale Gurson-Modell an einer Ein-
Elementrechnung und verschiedenen Implementierungen (kl.

Deformationen, hypoelastisch und hyperelastisch)

Untersuchung des Elliptizitatsverlustes flr das nicht-lokale Gurson-
Modell bei kleinen Deformationen: Einfluss der Parameter ¢ und k auf
die Auswertung flr einen homogenen Belastungsfall (Zug) in einer
Struktur

Einfache Zugscheibe mit Vorschadigung, 10x15
Elementdiskretisierung und Netzverfeinerung
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Bild 8.2

Bild 8.3

Bild 8.4

Bild 8.5

Bild 8.6

Bild 8.7

Bild 8.8

Bild 8.9

Bild 8.10

Bild 8.11

Bild 8.12

Bild 8.13

Bild 8.14

Bild 8.15

Last-Verschiebungs-Kurven flur nicht-lokale Gurson-Rechnung mit ¢=0
und lokaler Gurson-Modellierung

Last-Verschiebungs-Kurven fur verschiedene kritische Langen mit

[.=1,0 mm Elementkantenlange

Last-Verschiebungs-Kurven fir Elementkantenlangen le=0,25mm;

0,5mm und 1,0 mm mit ¢c=1,0

Schadigungsverteilung fur das lokalen Gurson-Modell und fir
Elementkantenlangen le=0,25mm;0,5mm und 1,0 mm

Schadigungsverteilung fur das nicht-lokale Gurson-Modell und fur

Elementkantenlangen 1e=0,25mm;0,5mm und 1,0 mm und c¢=1,0 mm

Lokalisierungskriterium flr die vorgeschadigte Zugscheibe im Punkt
der anfanglichen Schadigungskonzentration bis zur finalen

Schadigungsentwicklung

Einfache Zugscheibe mit Vorschadigung, 10x12
Elementdiskretisierung und Netzverfeinerung

Last-Verschiebungs-Kurven flr nicht-lokale Gurson-Rechnung mit c=0
und lokaler Gurson-Rechnung

Last-Verschiebungs-Kurven fur Elementkantenlangen
[,=0,25mm;0,5mm und 1,0 mm mit ¢=0,05

Last-Verschiebungs-Kurven fir Elementkantenlangen
[.=0,25mm;0,5mm und 1,0 mm mit ¢=0,05 und £,*=0,9

Schadigungsverteilung im lokalen und nicht-lokalen Fall, lokal: £, nicht-
lokal: fund d

Scherbandentwicklung in einer Probe: Qualitativer Vergleich der
Schadigungsentwicklung (lokales und nicht-lokales Gurson-Modell mit
¢=0,1, s.Tabelle 1, Probengeometrie [Sie2001].

Kraft-Verschiebungs-Kurve der Probe aus Bild 8.13 (lokales und nicht-

lokales Gurson-Modell)

Geometrie und Diskretisierung einer gekerbten Rundzugprobe mit
Elementkantenlangen /,=0,25mm;0,5mm und 1,0 mm im Bereich der

Subelementierung
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Bild 8.16

Bild 8.17

Bild 8.18

Bild 8.19

Bild 8.20

Bild 8.21

12.2 Tafeln
Kapitel 3
Tafel 3.1
Kapitel 4
Tafel 4.1
Kapitel 5
Tafel 5.1
Kapitel 6
Tafel 6.1

Tafel 6.2

Geometrie und Diskretisierung einer C(T)-Probe mit
Elementkantenlangen /,.=0,25mm;0,5mm und 1,0 mm im Bereich der

Subelementierung

Modellierung einer axialsymmetrischen Rundzugprobe:
Schadigungsverteilung und Kraft-Durchmesseranderungs-Kurve,
lokales Gurson-Modell, Werkstoff 10MnMoN:i5-5,
Elementkantenlangen /,=0,25mm;0,5mm und 1,0 mm

Modellierung einer axialsymmetrischen Rundzugprobe:
Schadigungsverteilung und Kraft-Durchmesseranderungs-Kurve, nicht-
lokales Gurson-Modell, Werkstoff 10MnMoNi5-5,
Elementkantenlangen /,=0,25mm;0,5mm und 1,0 mm, ¢=0,1

Kraft-Verschiebungs-Kurve, C(T)-Probe: lokales Gurson-Modell
(10MnMoNi5-5), Elementkantenlangen /,=0,25mm;0,5mm und 1,0 mm,
c=0,1

Kraft-Verschiebungs-Kurve, C(T)-Probe: nicht-lokales Gurson-Modell
(10MnMoNi5-5), Elementkantenlangen /,=0,25mm;0,5mm und 1,0 mm,
c=0,1

Schadigungsverteilung, C(T)-Probe: nicht-lokales Gurson-Modell
(10MnMoNi5-5), Elementkantenlangen /,=0,25mm;0,5mm und 1,0 mm,
¢=0,0-0,1

Hyperelastisch-plastisches Modell mit isotroper Verfestigung

Gleichungen des lokalen Gurson-Modells

Gleichungen des nicht-lokalen Gurson-Modells

Implementierung in FE-Programm

Spannungsintegration
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Kapitel 7

Tafel 7.1 Akustische Tensoren

Tafel 7.2 Konstitutive Gleichungen der Hyperelastoplastizitat
Tafel 7.3 Konstitutive Gleichungen der Hypoelastoplastizitat
Tafel 7.4 Tensoroperatoren

12.3 Tabellen

Kapitel 6

Tabelle6.1a Materialparameter der duktilen Schadigung flr die Beispielrechnungen

Tabelle6.1b Elastische Materialparameter und Verfestigungsparameter fur ideal-

plastisches Verhalten fur die Beispielrechnungen
Kapitel 7
Tabelle7.1a Materialparameter der duktilen Schadigung fur die Beispielrechnungen

Tabelle7.1b Elastische Materialparameter und Verfestigungsparameter fir ideal-
plastisches Verhalten fur die Beispielrechnungen

Tabelle7.1a Materialparameter der duktilen Schadigung fur die Beispielrechnungen

Tabelle7.1b Elastische Materialparameter und Verfestigungsparameter fur ideal-
plastisches Verhalten fur die Beispielrechnungen
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