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Wissen von (angehenden) Lehrkraften zum Ubergang von der
durchschnittlichen zur lokalen Anderungsrate

Die Tatsache, dass Konzepte der Differentialrechnung vielen Lernenden
nicht nur in sekundéren, sondern auch in tertidren Bildungsgingen Schwie-
rigkeiten bereiten (Thompson & Harel, 2021), wird bereits seit mehreren
Jahrzehnten untersucht. Insbesondere besteht dieses Problem im Hinblick
auf die Ableitung als lokale Anderungsrate. Die lokale Anderungsrate wird
oft entlang des Ubergangs von der durchschnittlichen Anderungsrate moti-
viert. Ein Ansatzpunkt zur ndheren Betrachtung des Problems betrifft den
Mathematikunterricht und Mathematiklehrkrifte. In der fachdidaktischen
Literatur werden die Ableitung und das Konzept lokale Anderungsrate be-
schrieben und Vorschlige zur Unterrichtsvorbereitung gegeben (z.B.
Greefrath et al., 2016). Bisher kaum untersucht ist allerdings die systemati-
sche Darlegung normativer Aussagen iiber Wissensinhalte von Lehrkréften.
In dem diesem Beitrag zugrundeliegenden Forschungsvorhaben soll daher
das Wissen von (angehenden) Mathematiklehrkriften im Hinblick auf den
Ubergang von der durchschnittlichen zur lokalen Anderungsrate untersucht
und verglichen werden, wozu als erstes die systematische Erfassung von
Wissensinhalten fiir Lehrkrifte vorgenommen wird.

Einleitung und theoretischer Rahmen

In der Schulmathematik lernen Jugendliche neue Konzepte oft, indem sie auf
dem Vorwissen zu einem verwandten Konzept aufbauen. Dies gilt insbeson-
dere fiir den Erwerb des Ableitungsbegriffs inkl. seiner Grundvorstellung
'lokale Anderungsrate' (Greefrath et al., 2016). Der Ableitungsbegriff wird
oft ausgehend von der durchschnittlichen Anderungsrate motiviert, welcher
die Jugendlichen in der Sekundartstufe I vor allem im Zusammenhang mit
Geradensteigungen begegnen. Allerdings bereiten diese mathematischen
Konzepte Lernenden haufig Schwierigkeiten, die sich auf unvollstindiges
oder fehlerhaftes Wissen bzgl. Variablen, Funktionen, Anderungsraten
selbst (Teuscher & Reys, 2010) und Grenzwerten zuriickfiihren lassen. Auch
im deutschsprachigen Raum lasst sich bei angehenden Mathematiklehrkraf-
ten eine schwichere Beriicksichtigung der Anderungsraten-Sichtweise auf
die Ableitung vermuten. In der Studie von Greefrath et al. (2023) aktivieren
Studierende bei den meisten der thnen vorgelegten Problemstellungen eher
die Vorstellung der Ableitung als Tangentensteigung als die der lokalen An-
derungsrate.

In diesem Forschungsvorhaben wird von der Perspektive ausgegangen, dass
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Lehrkrifte auf Grundlage ihres Professionswissens handeln. Dieses wird be-
reits seit mehreren Jahrzehnten mit unterschiedlichen Konzeptualisierungen
beforscht. Gegenstandsspezifisch ist allerdings noch weitestgehend unklar,
liber welches Wissen Lehrkriifte im Zusammenhang mit dem Ubergang von
der durchschnittlichen zur lokalen Anderungsrate verfiigen. Um dieses ge-
nauer einschitzen und zukiinftig gezielt ausbauen zu konnen, sind empiri-
sche Studien notwendig. Um einen theoretischen Vergleichspunkt zu schaf-
fen, wird zunichst die Frage 'Uber welche Wissensinhalte sollten Lehrkriifte
im Hinblick auf den Ubergang von durchschnittlicher zu lokaler Anderungs-
rate verfiigen konnen?' beantwortet.

Methode

Huget (2024) entwickelt in ihrer Dissertation die Methode der didaktisch
orientierten Rekonstruktion zur Strukturierung eines mathematischen In-
halts, die zur systematischen Generierung von normativen Aussagen iiber
Lehrkréaftewissen eingesetzt werden kann. Die Methode ist im Hinblick auf
den Ubergang von durchschnittlicher zu lokaler Anderungsrate besonders
geeignet, weil sie liber die Herausstellung von themen- bzw. konzeptspezi-
fischen Wissensinhalten hinaus auch den systematischen Vergleich zwi-
schen mehreren Konzepten ermoglicht.

Um Wissen iiber einen Lerninhalt auf Lehrkraftebene in kleinere Einheiten
(Wissensbausteine) zu zerlegen, wird in einer ersten Phase ein mathemati-
sches Konzept ausgehend vom mathematischen Kern im Hinblick auf seine
Bezugssysteme, das benotigte Vorwissen, Reprisentation auf verschiedenen
Darstellungsebenen, verbundene Grundvorstellungen und grundlegende di-
daktische Konzepte (v.a. fundamentale Ideen und prototypische Beispiele)
untersucht. In einer zweiten Phase werden die Zerlegungen auf Gemeinsam-
keiten und Unterschiede untersucht sowie eine Zuteilung der Wissensbau-
steine zu verschiedenen Wissensarten vorgenommen.

Allerdings beinhaltet die didaktisch orientierte Rekonstruktion nach Huget
(2024) lediglich unmittelbar an den Lerninhalt ankniipfende Uberlegungen.
Demgegeniiber wird beispielsweise die Beachtung von Lernvoraussetzun-
gen der Lernenden, die z.B. Kattmann et al. (1997) in ihrem Modell der di-
daktischen Rekonstruktion vorsehen, nicht ndher betrachtet. Da Wissen iiber
Lernvoraussetzungen relevant flir Lehrkréfte ist, wird das Modell der didak-
tisch orientierten Rekonstruktion (Huget, 2024) um weitere Aspekte aus ma-
thematikdidaktischen Modellen ergidnzt. Dazu wurden die Modelle der di-
daktischen Rekonstruktion nach Kattmann et al. (1997) und der "Four-level
approach" nach HuBmann und Prediger (2016) hinsichtlich iiber rein stoff-
didaktische Anteile hinausgehende Anteile untersucht. Die Gemeinsamkeit
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dieser beiden Modelle gegeniiber Huget (2024) ist die Beachtung der Ler-
nendenperspektive auf den Lerninhalt. Be1 HuBmann und Prediger (2016)
wird diese anhand von drei Leitfragen thematisiert. Die Leitfragen zielen auf
(1) typische individuelle Vorstellungen von Lernenden ab, (2) wie diese in-
dividuellen Vorstellungen mit intendierten Vorstellungen zusammenhéngen
und (3) inwieweit typische bzw. idiosynkratische Hiirden bestehen. Zusétz-
lich werden diese Informationen mit ithren Konsequenzen zur Erstellung ei-
nes Lernpfades verkniipft.

Eine Adaption des Modells der didaktisch orientierten Rekonstruktion be-
lauft sich daher auf die Ergdnzung um individuelle Lernendenvorstellungen
und ihre typischen Hiirden in Lernprozessen. Eine weitere Adaption der di-
daktisch orientierten Rekonstruktion betrifft die zu erfassenden Darstel-
lungsebenen: Huget (2024) stellt bereits selbst heraus, dass die im Modell
vorgesehene Unterteilung in die enaktive, ikonische und symbolische Ebene
um eine sprachliche Ebene nach Prediger und Wessel (2013) ergédnzt werden
konnte, da diese fiir Diagnose und Forderung relevant sind.

Ergebnisse und Ausblick

Als Ergebnis einer didaktisch orientierten Rekonstruktion der Konzepte
'durchschnittliche Anderungsrate' und 'lokale Anderungsrate' konnten Wis-
sensinhalte auf Lehrkraftebene {iber die beiden mathematischen Konzepte
individuell identifiziert werden. Zur Strukturierung wurde eine Zuordnung
der Wissensinhalte zu den jeweils fiir sie hintergriindigen fundamentalen
Ideen vorgenommen. In Abb. 1 ist der Ausschnitt eines Wissensnetzes dar-
gestellt, das Wissensinhalte gegeniiberstellt, die vor dem Hintergrund der
fundamentalen Ideen 'Charakterisierung einer Funktion' und 'Optimierung'
stehen.

Lokale Anderungsrate

e dy
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Abb. 1: Ausschnitt eines Wissensnetzes

Die Darstellung als Netz lasst anhand der Verbindungen einzelner Wissens-
inhalte eine reichhaltige Ubersicht iiber Gemeinsamkeiten und Unterschiede
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der Konzepte zu, welche zur Strukturierung und Orientierung im weiteren
Forschungsverlauf verwendet wird. Im néchsten Forschungsschritt wird das
Wissen angehender und praktizierender Mathematiklehrkréfte vor dem Hin-
tergrund der Wissensinhalte erhoben, die im ersten Schritt identifiziert wur-
den. Da dieses mitunter komplexe Wissensformen beinhaltet, die insbeson-
dere (Fehl-)Vorstellungen, Einstellungen und Unterrichtspraxis mitein-
schlieBen, wird das Wissen qualitativ erhoben. In halbstrukturierten Inter-
views soll das Wissen der teilnehmenden Lehrkriifte zur Lehre des Uber-
gangs von durchschnittlicher zu lokaler Anderungsrate unter Riickblick auf
die Wissensnetze rekonstruiert werden. Die Interviews werden vor dem Hin-
tergrund fachlicher mathematischer Aspekte sowie konkreter ausgewahlter
Probleme aus der Unterrichtspraxis in Vignettenform, die zu typischen
Schwierigkeiten Lernender korrespondieren, durchgefiihrt.
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