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Entwicklung inhaltlicher Vorstellungen zum arithmetischen
Mittel von Lernenden durch Darstellungsvernetzung

Theoretischer Hintergrund

Inhaltliche Vorstellungen zu mathematischen Begriffen und Operationen
werden durch konkrete Handlungen mit Objekten, in Form von Bildern und
schriftlichen Symbolen, sowie durch ihre Verbalisierung sichtbar und durch
die Vernetzung dieser Darstellungsformen kann Verstandnis diagnostiziert
und gefordert werden (vgl. Cobb & Jackson, 2021; Duval, 2006). Das Ver-
netzen von Darstellungen beinhaltet das Wechseln zwischen verschiedenen
Darstellungsformen und geht aber dariiber hinaus, indem erklért wird, wie
die Darstellungen jeweils zusammenhingen (Renkl et al., 2013). Aufgaben
mit Darstellungswechsel sollen daher dazu auffordern, zu erkldren, wie die
Struktur des Gegenstands oder der Operation in den Darstellungen zu erken-
nen ist, damit Verstdndnis diagnostiziert und gefordert werden kann.

Das arithmetische Mittel ist eine statistische Kennzahl, die zum Beschreiben
und Vergleichen von Datensédtzen verwendet wird, und daher fiir den Um-
gang mit Daten eine hohe Relevanz hat (vgl. Cai, 1998). Inhaltliches Ver-
stindnis zum arithmetischen Mittel beinhaltet neben einem Verstindnis fiir
die statistischen Aspekte des Begriffs auch inhaltliche Vorstellungen zum
Rechenalgorithmus (vgl. Cai, 1998). Die Vorstellung des Ausgleichens liegt
vor, wenn die Werte additiv ausgeglichen werden, bis alle Werte gleich grof3
sind. Unter der Vorstellung des gleichméBigen Verteilens wird das Zusam-
menfassen und anschliefende gleichmiBige Verteilen auf die Anzahl der
Werte verstanden (vgl. Sill, 2016).

In dem vorliegenden Beitrag wird eine Aufgabe zur Diagnose und Férderung
von Verstdndnis zum arithmetischen Mittel vorgestellt und der Lernweg ei-
nes Schiilers damit skizziert.

Diagnose und Forderung von Verstandnis zum arithmetischen Mittel

Mit besonderer Beriicksichtigung der Darstellungsvernetzung wurde eine
Aufgabe zur Diagnose und Forderung von inhaltlichen Vorstellungen zum
arithmetischen Mittel entwickelt (Rolka & Geldermann, 2024). Darin wird
zunéchst gezeigt, wie eine Schiilerin den Durchschnitt der Werte 3, 7 und 8
berechnet hat. Der Arbeitsauftrag lautet: ,,Zeige mit einem Bild, dass 6 der
Durchschnitt dieser drei Zahlen ist: 3, 7 und 8. Aullerdem soll erklart wer-
den, wie der Durchschnitt in der bildlichen Darstellung zu erkennen ist.
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Durch die zusétzlich eingeforderte Erklarung wird die Vernetzung der Dar-
stellungen adressiert, sodass Verstdndnis sichtbar werden kann.

Im Anschluss findet eine Gruppenphase statt, in der sich die Lernenden zu-
nichst arbeitsteilig mit jeweils einer Beispielbearbeitung der Aufgabe be-
schiftigen, die entweder die Vorstellung des Ausgleichens oder die Vorstel-
lung des gleichméfligen Verteilens zeigt. Zu jeder inhaltlichen Vorstellung
gibt es zwei solcher Beispielbearbeitungen, iiber die sich die Lernenden an-
schlieend zu viert austauschen. Im Rahmen einer Interviewstudie konnte
bereits gezeigt werden, dass durch die Auseinandersetzung mit Beispielbe-
arbeitungen inhaltliche Vorstellungen zum arithmetischen Mittel aktiviert
werden (Geldermann & Rolka, 2024).

Abschlieflend wird die eigene Bearbeitung der Aufgabe nochmals in den
Blick genommen und die Méglichkeit zur Uberarbeitung gegeben. Durch die
Reflexion kann eine Entwicklung der inhaltlichen Vorstellungen erkennbar
werden.

Methode

Die Studie ist im QuaMath-Programm angesiedelt. Im Fortbildungsmodul
,Daten und Zufall Jhg. 5-10* fiihrte eine Lehrkraft eine Erprobung der be-
schriebenen Aufgabe in einer 9. Klasse durch. Die Stichprobe bestand aus
16 Lernenden, die bereits das arithmetische Mittel aus dem Mathematikun-
terricht kannten und das beschriebene Material vollstindig bearbeiteten. Die
Auswertung der Lernendendokumente erfolgte mittels qualitativer Inhalts-
analyse (Kuckartz & Radiker, 2024). Als Kategorien dienten die inhaltlichen
Vorstellungen ,Ausgleichen® und ,gleichmiBiges Verteilen‘. Wurden die
Werte des Datensatzes und auch das arithmetische Mittel bildlich und verbal
dargestellt, ohne dass eine inhaltliche Vorstellung identifiziert werden
konnte, so wurde dies mit ,Spuren‘ kodiert. Darstellungen, die weder inhalt-
liche Vorstellungen noch Spuren zeigten, wurden mit ,keine Vorstel-
lung® kodiert. Im Folgenden wird ein Einzelfall vorgestellt, der besonders
anschaulich zeigt, wie sich die inhaltlichen Vorstellungen zum arithmeti-
schen Mittel entwickeln konnen.

Lernweg von Noel

Beim Bearbeiten der Aufgabe zeigt Noel weder in der bildlichen Darstellung
noch in der Erkldrung inhaltliche Vorstellungen zum arithmetischen Mittel.
Stattdessen stellt er die Formel lediglich mit anderen Symbolen dar und ver-
balisiert sie in der Erklarung (s. Abb. 1, links).
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Erklare, wie du den Durchschnitt in deinem Bild erkennen kannst. Erklare, wie du den Durchschnitt in deinem Bild erkennen kannst.
Die  Punkte stellen die  Zahlen dar. wWewn wan 3 Kinder wollen Bowlen. Doch sie sind verschieden
Z(0) +2(0) +2(0) rechnet, dann Rommt 12(0) raus. Wewn man aufgeteilt. Der erst hat 8 Bowling Kugeln (BK), der 2. 3 BK
12(0) durch 3 (Zahlew) rechnet, Rowmwmt & (o) raus. und der 3. hat F BK. Der erste gibt dewm 2. zwel BK ab und

der 2. eine BK. Jetzt sind alle gliccklich.

Abb. 1: Noels Bearbeitung der Aufgabe (links) und seine Uberarbeitung (rechts)

Im Rahmen der arbeitsteiligen Gruppenarbeit beschéftigt er sich zunichst
mit einer der beiden Beispielbearbeitungen zur Vorstellung des Ausglei-
chens. In seiner Beschreibung der Beispielbearbeitung werden Spuren von
Verstdandnis zum arithmetischen Mittel sichtbar, weil er sich nur auf die ge-
rechte Verteilung bezieht (,,Damit alle gliicklich sind, kriegt jeder 6.%). Dies
setzt sich in den Notizen zu den weiteren Beispielbearbeitung, die im Rah-
men der Gruppenphase besprochen wurden, fort. Allein zu einer der Bei-
spielbearbeitungen mit gleichméBiger Verteilung notiert er, dass ,,18 Apfel
gesammelt und sie auf 3 Kinder verteilt [wurden]“. Da er jedoch die Aus-
gangswerte nicht beriicksichtigt, wurde die Vorstellung des gleichméBigen
Verteilens auch hier nicht vollumfassend beschrieben. Fiir die Uberarbeitung
der eigenen Bearbeitung wihlt er einen neuen Kontext und stellt dar, wie
eine ungleiche Anzahl von Bowlingkugeln umverteilt wird, bis alle gleich
viele Kugeln haben (s. Abb. 1, rechts). Im Gegensatz zu seiner ersten Bear-
beitung liegt hier nun eine sinnvolle bildliche Darstellung und eine dazu pas-
sende Erklarung vor, die die Vorstellung des Ausgleichens zeigen. Durch
den Vergleich der beiden Bearbeitungen wird deutlich, dass die Gruppen-
phase zu einer Entwicklung der inhaltlichen Vorstellungen beigetragen hat.
Dies zeigt sich insbesondere dadurch, dass es Noel abschlieBend gelingt, die
Darstellungen in einem neuen Sachkontext miteinander zu vernetzen.

Diskussion

Sicherlich kann das Darstellen des Ausgleichens und des gleichméaBigen
Verteilens als Bild eine Herausforderung sein, weil mehrere Schritte einer
Handlung visualisiert werden miissen. Allerdings ist das Ubertragen der For-
mel in andere Symbole, wie in dem Bild von Noel, eine Vorgehensweise, die
auch zu anderen Lerngegenstinden bei derartigen Aufgaben beobachtet
wurde (vgl. Kuhnke, 2013). Dies lasst vermuten, dass der Lerngegenstand
kalkiilorientiert eingefiihrt oder aber zu schnell zur Formel iibergegangen
wurde, sodass der Lernende nicht auf eine inhaltliche Vorstellung zuriick-
greifen kann.
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Nach dem gemeinsamen Austausch {iber die Beispielbearbeitungen zu der
Aufgabe werden in dem vorgestellten Fall inhaltliche Vorstellungen in der
Uberarbeitung der eigenen Darstellung sichtbar. Aus den schriftlichen Bear-
beitungen geht jedoch nicht hervor, wie dieser Prozess genau abgelaufen ist
und welche Diskussionsmomente zu einer Entwicklung der inhaltlichen Vor-
stellungen beigetragen haben. Detailliertere Beobachtungen des gemeinsa-
men Gesprichs liber die Beispielbearbeitungen konnen hier Einblicke geben,
wie der Aushandlungsprozess in der Gruppe das Verstindnis zum arithmeti-
schen Mittel fordert.

Finanzierung

Diese Forschung ist Teil des QuaMath-Programms, das im Rahmen des
Deutschen Zentrums fiir Lehrkréftebildung Mathematik (DZLM) durchge-
fiihrt und von der Kultusministerkonferenz (KMK) gefordert wird.
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