Zur Topologie bewerteter Koordinaten-

strukturen projektiver Ebenen

Dissertation
zur Erlangung des akademischen Grades eines
Doktors der Naturwissenschaften
(Dr. rer. nat.)

Der Fakultat fiir Mathematik der
Technischen Universitat Dortmund
vorgelegt von

Sebastian Scheel

28.05.2024



Dissertation

Zur Topologie bewerteter Koordinatenstrukturen projektiver Ebenen

Fakultat fiir Mathematik
Technische Universitat Dortmund

Erstgutachter: Prof. Dr. Franz Kalhoff

Zweitgutachter: Prof. Dr. Detlev Hoffmann

Tag der miindlichen Priifung: 02.09.2024



Inhaltsverzeichnis

0 Einleitung

1 Grundlegende Definitionen und bekannte Ergebnisse

Loops . . . . . . .
Ternarkorper . . . . . ...

Uniforme Bewertungen . . . . .. ... ... ... ... ..

2 Nilpotente & neutrale Elemente

Nilpotenzmengen . . . . . . . . . . ... ... ... ..
Beschrénktheit in topologischen Ternarkérpern . . . . .

Nilpotente & neutrale Elemente . . . . . . . . .. .. ..

3 Topologische Ternarkorper vom Typ V

4 Topologien uniformer Bewertungen

Uniforme Bewertungen und nilpotente Elemente . . . . .
Uniforme Rang-1-Bewertungen . . . . . ... .. .. ..

Charakterisierung der Topologien uniformer Bewertungen

5 Uniforme Absolutwerte

Uniforme Absolutwerte . . . . . . . . ... ... ... ..
Uniforme Absolutwerte & Topologie . . . . . . . .. ...
Charakterisierung der Topologien uniformer Absolutwerte

Uber die Existenz archimedischer, uniformer Absolutwerte

6 v-Ableitungen uniform bewerteter Quasikérper

v-treue Ableitungen . . . . . . .. ... L.

Sphérisch vollstdndige, uniform bewertete Quasikorper

7 Zur Konstruktion diskret uniform bewerteter Quasikorper
Diskret uniform bewertete Quasikorper . . . . . . .. ..

Eine Konstruktion von Beispielen . . . . . . . . ... ..

Literaturverzeichnis

10
14

21
22
26
30

41

51
52
60
64

73
73
7
84
95

111
112
121

125
125
136

147






Kapitel O

Einleitung

Die Betrachtung projektiver Ebenen und ihrer geometrischen Eigenschaften ist ein klassi-
sches Untersuchungsgebiet in der Geometrie, welches bereits seit mehreren Jahrhunderten
Forschungsgegenstand vieler Mathematiker ist. Eine zentrale Rolle kommt in dieser Theo-
rie dem Satz von Desargues zu: Dieser geometrische SchlieSungssatz ist bekanntermaflen
in den klassischen projektiven Ebenen iiber einem (in dieser Arbeit stets nicht notwendig
kommutativen) Koérper erfiillt und erlaubt es ebenso, in einer projektiven Ebene, welche
diesen erfiillt, bzgl. eines fest gewéhlten Viereckes Koordinaten derart einzufiihren, dass die
projektive Ebene gerade als projektive Ebene iiber einem Korper darstellbar ist. Ebenso
sind bereits die projektiven Ebenen {iber kommutativen Korpern charakterisiert worden -
sie sind genau die projektiven Ebenen, in denen das Axiom von Pappus gilt. In diesen Fillen
ist es somit moglich, geometrische Eigenschaften der projektiven Ebene durch algebraische
Eigenschaften einer zugrunde liegenden Koordinatenstruktur auszudriicken und zu charak-
terisieren.

Harr fithrte 1943 in seiner Arbeit [12] diesen bekannten Koordinatisierungsprozess nun
fiir eine beliebige projektive Ebene durch und erhielt so als Koordinatenstruktur der pro-
jektiven Ebenen eine algebraische Struktur, welche heutzutage als Terndrkorper bekannt
ist; ebenso wies er nach, dass in Analogie zum Korperfall ein gegebener Terndrkorper in
natiirlicher Weise eine projektive Ebene hervorbringt. Da in allgemeinen projektiven Ebe-
nen neben der Existenz eines fiir die Koordinatisierung notigen Viereckes nur die jeweils
eindeutige Existenz von Verbindungsgeraden und Schnittpunkten zur Verfiigung steht, weist
ein Terndrkorper im Allgemeinen deutlich schwichere algebraische Eigenschaften als etwa
ein Korper oder kommutativer Kérper auf - am auffélligsten (und namensgebend) ist hier-
bei, dass bei dieser Konstruktion auf der koordinatisierenden Menge K nicht mehr zwei
binére, innere Verkniipfungen + und -, sondern stattdessen eine ternére, innere Verkniipfung
T: K x Kx K — K entsteht. Es ist zwar moglich, mittels der terndren Verkniipfung wie-
der zwei bindre Verkniipfungen auf K einzufiihren; diese reichen im Allgemeinen aber nicht
aus, um den Ternérkoérper und damit die dariiber liegende projektive Ebene eindeutig zu
bestimmen.




KariTeL 0. Einleitung

Aus Sicht der projektiven Geometrie stellen die Ternarkorper als Koordinatenstrukturen
projektiver Ebenen somit eine Verallgemeinerung der Korper und der kommutativen Korper
dar. Dieser Umstand motiviert natiirlich die Ubertragung vieler Konzepte und Ergebnisse fiir
Koérper und kommutative Korper auf das Niveau der Ternarkorper. Mit Hinblick auf den Ge-
genstand dieser Arbeit sind hierbei vor allem die uniformen Bewertungen auf Ternarkorpern
von KarHorr hervorzuheben, welche 1988 in [18] eingefiithrt worden sind und die Bewer-
tungen der Korper und kommutativen Korper widerspiegeln. In dieser Arbeit werden wir
einen speziellen Aspekt der uniformen Bewertungen auf Terndrkorpern aufgreifen und die
Topologien, welche von diesen induziert werden, untersuchen. Das Ziel hierbei ist eine Cha-
rakterisierung dieser Topologien im Stil der Charakterisierung der Topologien bewerteter
Korper von Kowarsky, DurBauMm [28].

Im Folgenden wird noch auf den Aufbau dieser Arbeit eingegangen und eine Ubersicht iiber
die einzelnen Kapitel gegeben.

Kapitel 1 befasst sich mit den grundlegenden Begriffen und Definitionen, die wir in dieser
Arbeit betrachten werden. Ebenso werden wir bekannte Ergebnisse diskutieren und Beispiele
auffithren. Im Vordergrund stehen hierbei die Einfithrung der Koordinatenstrukturen projek-
tiver Ebenen und ihrer Hierarchie sowie die Untersuchung der von der terniren Verkniipfung
abgeleiteten bindren Verkniipfungen. Wir werden daher ebenfalls den Begriff einer Loop
einfithren und diskutieren. Schliellich werden wir uniforme Bewertungen auf Ternédrkorpern
definieren, ihre zugehorige Topologie konstruieren und das Kapitel mit einer Liste uniform
bewerteter Ternarkorper abschliefen.

In Kapitel 2 werden wir unser Vorgehen bei der Charakterisierung der Topologien unifor-
mer Bewertungen motivieren und zwei Aspekte hervorheben, die sich als mafigebend fiir
die Ubertragung der Klassifikation von KowaLsky, DorBauM [28] herausstellen werden: Die
Diskussion nilpotenter und neutraler Elemente eines topologischen Ternarkorpers sowie der
Eigenschaft eines topologischen Ternérkorpers, vom Typ V zu sein. Zur Diskussion des ersten
Aspektes werden wir in diesem Kapitel Nilpotenzmengen neu einfithren und eine Ubertragung
des Beschranktheitsbegriffes topologischer Korper auf topologische Ternédrkorper diskutie-
ren. Anschlieend werden nilpotente und neutrale Elemente topologischer Ternédrkorper ein-
gefithrt und ihre Eigenschaften in Hinblick auf die Topologie untersucht.

Kapitel 3 befasst sich dann mit der Diskussion des zweiten obigen Aspektes: Hierzu werden
wir topologische Ternérkoérper vom Typ V durch eine Modifikation bzw. Verallgemeinerung
der von SzAMBIEN [46] bereits eingefiihrten Ubertragung dieses Begriffes auf topologische
Terndrkorper definieren und einige direkte Folgerungen dieser Definition diskutieren. An-
schlieBend werden wir diese Definition mit dem vorangegangenen Kapitel in Verbindung
setzen und die nilpotenten und neutralen Elemente topologischer Terndrkorper vom Typ V
untersuchen.

In Kapitel 4 befassen wir uns dann schliefllich mit den Topologien uniformer Bewertun-
gen auf Ternédrkorpern. Zunédchst werden wir die nilpotenten und neutralen Elemente sowie
die Typ-V-Eigenschaft dieser topologischen Terndrkorper diskutieren und weiter den Begriff
einer uniformen Rang-1-Bewertung einfithren, welcher uns die Formulierung unserer ange-




strebten Charakterisierung erleichtern und diese verschénern wird. Diese Charakterisierung
der Topologien uniformer Bewertungen wird uns schlielich in (4.12) als Ubertragung von
Kowarsky, DurBauMm [28] auf topologische Terndrkorper gelingen und einige Korollare nach
sich ziehen, die vor allem die Topologien uniformer Bewertungen mit einer abelschen Wer-
tegruppe in schoner Weise klassifizieren.

Das Ziel in Kapitel 5 ist es nun, die bisher erfolgte Charakterisierung der Topologien uni-
former Bewertungen aus anderer Perspektive als eine Charakterisierung der topologischen
Ternarkorper vom Typ V aufzufassen: Da sich im klassischen Fall topologischer kommutati-
ver Koérper vom Typ V die Topologie nicht nur als die Topologie einer Bewertung, sondern
ebenfalls als die Topologie eines Absolutwertes des Korpers ergeben kann, stellt sich schnell
die Frage nach der Ubertragung dieses Konzeptes auf Ternirkorper und somit auf einen
Abschluss der Charakterisierung topologischer Terndrkorper vom Typ V - zumindest im
Fall eines beschrinkten, erweiterten Radikals. Hierzu werden wir in kompletter Analogie zur
Einfiihrung der uniformen Bewertungen als Verallgemeinerung der Bewertungen von Korpern
den Begriff eines uniformen Absolutwertes einfithren und in der Tat nachweisen, dass ihre
zugehorigen Topologien unsere Charakterisierung komplettieren. Die relativ ertraglose Suche
nach Beispielen dieses Konzeptes - im Wesentlichen sind R, C, H und O die einzig bekannten,
vollstdndigen Terndrkorper mit einem archimedischen, uniformen Absolutwert - lédsst aller-
dings wenig Hoffnung, hierbei 'neue’ topologische Ternédrkorper abgedeckt zu haben. Dieser
Intuition folgend werden wir daher im Anschluss noch erfolgreich einige Kriterien iiber die
eventuelle Nicht-Existenz fiir Terndrkorper mit einem archimedischen, uniformen Absolut-
wert, welche nicht bereits Alternativkoérper sind, behandeln.

In Kapitel 6 entfernen wir uns von der bisherigen Fragestellung der Topologien uniformer
Bewertungen bzw. Absolutwerte sowie der topologischen Ternéarkérper vom Typ V und wen-
den uns dem zweiten Themenbereich dieser Arbeit zu: der Konstruktion uniform bewerteter
Quasikorper im Stile der Dickson-Konstruktion [8] endlicher Fastkorper. Da wir den Fokus
dieser Arbeit auf den ersten Themenkomplex legen - und der Umfang dies widerspiegelt - ,
wird anstatt an dieser Stelle zu Beginn des sechsten Kapitels eine spezifische Einleitung
in dieses Thema gegeben. Anschliefend werden wir eine v-treue Ableitung eines uniform
bewerteten Quasikorpers (K, +,-,v) als eine gewisse Familie von Automorphismen des Vek-
torraumes K, welche zugleich Isometrien des ultrametrischen Raumes (K, d,,) sind, einfiihren
und nachweisen, dass diese stets eine weitere Quasikorper-Multiplikation ¢ definiert, mit der
(K, +,0,v) ebenfalls einen uniform bewerteten Quasikorper bildet, und dass in der Tat je-
de solche Quasikorper-Multiplikation auf diese Weise entstehen muss. Weiter werden wir die
Auswirkungen sphérischer Vollstéandigkeit auf v-treue Ableitungen in diesem Zusammenhang
betrachten.

Im letzten Kapitel 7 werden wir uns speziell den vollstdndigen, uniform bewerteten Qua-
sikérpern (K, +,-,v) zuwenden, deren uniforme Bewertung v gerade die abelsche Gruppe
Z als Werteloop und eine triviale Einschrénkung auf den Primkorper von K besitzt: Das
Ziel ist es hierbei zu zeigen, dass diese stets mittels einer v-Ableitung aus einem bewerteten
kommutativen Korper entstehen; insbesondere ist v also die Bewertung eines kommutativen
Korpers, welcher dieselbe Addition wie K besitzt. Es wird uns sogar gelingen, diesen Korper
als den Laurentreihenkorper eines kommutativen Korpers zu identifizieren, sodass v sich ge-
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rade als seine Grad-Bewertung ergibt. Als Abschluss der Arbeit werden wir eine Familie von
Beispielen solcher diskret uniform bewerteter Quasikérper konstruieren.

Abschliefend mochte ich noch den Menschen danken, die mir das Schreiben dieser Arbeit
ermoglicht, mich beim Verfassen stets unterstiitzt und die nétige Motivation gegeben ha-
ben: Zunéchst bedanke ich mich natiirlich bei meinem Betreuer Franz Kalhoff, der mir eine
Anstellung an der Universitéit ermoglichte, mir in vielen hilfreichen Gespréchen, welche ich
stets mit neuen Ideen und Sichtweisen verliefl, mit seinem Fachwissen zur Seite stand und
mir dabei dennoch die Freiheit lief3, diese Arbeit stiickweise meinen eigenen Interessen und
Ansétzen entsprechend aufzubauen. Auch méchte ich mich bei meinen Kollegen und Kom-
militonen am Lehrstuhl bedanken, deren Fragen und Gespréiche stets meinen Blick auf das
Thema neu schérften. Schliefllich danke ich noch meiner Frau, die mir in allen Phasen dieses
Prozesses stets zur Seite stand und mich immer unerschiitterlich unterstiitzte.




Kapitel 1

Grundlegende Definitionen und
bekannte Ergebnisse

In diesem ersten Kapitel méchten wir diejenigen Definitionen und bekannten Folgerungen
festhalten, auf die wir im Laufe der Arbeit zuriickgreifen werden. Auch die in den folgenden
Kapiteln auftretenden Notationen sollen hier eingefithrt werden. Schliellich werden noch ei-
nige Beispiele der auftretenden uniform bewerteten Koordinatenstrukturen aufgelistet.

Loops

Zunéchst mochten wir uns den Loops zuwenden, welche als grundlegende bindre Struktur
eine zentrale Rolle in dieser Arbeit einnehmen werden. In einer Loop stehen neben der ein-
deutigen Losbarkeit zweier Arten von Gleichungen nur noch die Existenz eines neutralen
Elementes zur Verfiigung; insbesondere muss eine Loop nicht notwendig assoziativ sein. Sie
stellen somit eine Verallgemeinerung des Begriffs einer Gruppe dar.! Fiir eine Einfithrung
in das Thema der Loops sei neben der Arbeit von ArLBerT [1] vor allem auf das Buch von
Bruck [3] verwiesen.

Viele der weiterfithrenden, strukturgebenden Definitionen von Gruppen sind bereits erfolg-
reich auf Loops iibertragen worden; so ist etwa die Theorie von Loops mit einer Anordnung,
welche die von Gruppen iiblichen Monotoniegesetze erfiillt, gut ausgebaut worden. Ein guter
Einstieg in das Thema der angeordneten Loops findet sich etwa im Buch von Priess-CraMPE
[34]; weiter sei zu diesem Thema auch auf den einfiihrenden Paragraphen des Kapitels von
Kavnorr, Priess-CrampE [6, §XIV] verwiesen.

In der Literatur findet sich auch der Begriff Quasigruppe mit neutralem Element fiir eine Loop.
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(1.1) Definition:

(a) Eine nicht leere Menge L zusammen mit einer bindren, inneren Verkniipfung
-+ L x L —> L heiit Loop, wenn die folgenden Axiome gelten:

(L1) Fiur alle z,y € L existieren jeweils eindeutige a,b € L mit x -a = y und
b-z =y. Wir notieren diese Elemente als «\v := a bzw. ¥/z ;= b.
(L2) Es gibt ein Element 1 € L, sodass fiir alle z € L stets 1 -z = x - 1 = z gilt.

Eine Loop, in der das Assoziativgesetz gilt, ist daher bereits eine Gruppe.

Fiir eine Loop (L, -) in multiplikativer Schreibweise schreiben wir auch kurz xy := x -y
fir x,y € L, wenn die Verkniipfung aus dem Kontext gegeben ist. Wir nennen eine
Loop (L, -) kommutativ, wenn zy = yz fir alle x,y € L gilt.

Ist eine Loop (L, +) in additiver Schreibweise gegeben, so wird ihr neutrales Element
mit 0 € L bezeichnet und fiir x,y € L schreiben wir die eindeutig existierenden
Losungen der obigen Gleichungen als = + (y = x) := y bzw. (y — ) + x := y. Ebenso
notieren wir fiir alle x € L in gewohnter Weise —x := 0 — x sowie =z :=0 - x.

(b) Es seien (L,-) und (L',-") jeweils Loops. Eine Abbildung ¢ : L — L’ heifit Loop-
Homomorphismus,! wenn o(z -y) = p(x) ' p(y) fiir alle 7,y € L gilt.

(c) Essei (L,-) eine Loop. Eine Teilmenge M C L heifit Unterloop von L, wenn (M, -) mit
der auf M x M eingeschrankten Loop-Verkniipfung wieder eine Loop bildet.

(d) Eine Loop (L, -, <) mit einer Ordnungsrelation? < auf L heit angeordnete Loop, wenn
sie fiir alle z,y, z € L das Monotoniegesetz

r <y — rz < yz und zx < 2y
erfiillt. Fiir x,y € L mit x # y und x < y schreiben wir wie gewohnt auch x < y.

(e) Es sei (L,-) eine Loop. Eine Teilmenge M C L heifit normal (in L), wenn fiir alle
z,y € L jeweils gelten:®

Mz = oM, M(zy) = (Mz)y, (zM)y = x(My), (zy)M = z(yM).

(1.2) Bemerkung:

Es seien (L,-) eine Loop, z,y € L und M C L.
(a) (Bruck [3, S.9]) Es gelten?

@)y = x = H\wo) sowie )\ = Yy = T\ .

'Wie bei Gruppen-Homomorphismen nennen wir einen surjektiven Loop-Homomorphismus auch Loop-
Epimorphismus und einen bijektiven Loop-Homomorphismus einen Loop-Isomorphismus.

2Hiermit meinen wir eine reflexive, antisymmetrische, transitive, totale Relation auf L.

3Hierbei verwenden wir die gewohnte Komplexschreibweise Mx := {mz € L | m € M}; entsprechend auch
fiir die anderen auftretenden Mengen.

4Fiir eine Loop (L, +) in additiver Schreibweise gelten fiir alle z,y € L somit (z+y)—y = v = (y+2) =y
sowlex — (x~y) = y = - (z—y).
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(b) (AuBERT [1, S.512]) M ist genau dann eine Unterloop von L, wenn M nicht leer und je-
weils unter der Loop-Verkniipfung sowie den beiden einseitigen Quotientenbildungen -/.
und .\ abgeschlossen ist, d.h. genau dann, wenn M # () ist und MM, M/p, M\M C M
gelten.?

(c) (SmiLey [45, Rem. 3]) M ist genau dann normal, wenn fir alle z,y € L gilt:
(eM)y = z(yM) = (zy)M .
(d) Die Mengen (), {1} und L sind offenbar?® stets normale Teilmengen von L.

(e) (Bruck [3, S.61]) Ist M eine normale Unterloop von L, so bildet die Menge
L/M = {MzePB(L) | zeL}

zusammen mit der Komplexverkniipfung (Mx)(My) := M (zy) fur z,y € L eine Loop
mit Einselement M.

(f) Ist (L, -, <) eine angeordnete Loop, so gelten fiir alle x,y, 2 € L offenbar? auch:
r <y = or S Yz, TS AV, Ffy S Ffa, W\ < el

(1.3) Beispiel:

(a) (Hucues [14, S.522], Priess-CrampE [34, S.7f.]) Ist ein r € Ry mit r # 1 fest gewéhlt,
so bildet R zusammen mit der Verkniipfung

T4y falls zy >0
Tty = x4y falls zy <0 und |z| > r|y| fir z,y e R
riz 4y falls zy <0 und |z| < rly|

und der gewohnlichen Anordnung auf R eine angeordnete Loop (R, +, <) mit neutralem
Element 0, welche weder assoziativ noch kommutativ ist.

(b) (Skuiros [44, S.36f.]) Die Menge R bildet zusammen mit der Verkniipfung

{ r+y+axy falls z,y >0
rPDy =

fir z,yeR
rT+y sonst

und der gewohnlichen Anordnung auf R eine angeordnete, kommutative Loop (R, &, <)
mit neutralem Element 0, welche nicht assoziativ ist.

'Hierbei verwenden wir erneut die gewohnte Komplexschreibweise MM := {ab € L | a,b € M }; entsprechend
auch fiir die Mengen M/m sowie M\M.

2Fiir eine Loop (L, +) in additiver Schreibweise ist M C L somit genau dann eine Unterloop von L, wenn
M#Qist und M + M, M —M, M-=M C M gelten.

3Betrachte fiir ,y € L die Gleichungen aus (c): Fiir M = {) sind die drei auftauchenden Mengen alle gleich (;
fiir M = {1} ergeben sich diese drei Mengen alle zu {zy}; und fiir M = L entsprechenden diese drei Mengen
jeweils wieder L, da die Links- bzw. Rechtsmultiplikation mit einem Element aus L nach (L1) bijektiv ist.

4Die ersten beiden Ungleichungen folgen direkt aus der Kontraposition des Monotoniegesetzes aus (1.1,d);
und wére in dieser Situation etwa z/z < #/y, so folgte mit dem Monotoniegesetz und der Transitivitdt der
Widerspruch z = #/a-2 < #/y-x < Z#/y-y = z; die letzte Ungleichung folgt analog hierzu.
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In dem folgenden Satz werden wir einige einfache Aussagen fiir normale Teilmengen einer
Loop festhalten. Da in der Literatur allerdings meist normale Unterloops anstatt beliebiger
normaler Teilmengen im Zentrum der Untersuchung stehen, werden wir die Behauptungen
dieses Satzes explizit nachweisen. Fiir die Diskussion einiger dieser Behauptungen fiir nor-
male Unterloops siehe etwa Arsert [1, S.513ff.] oder Bruck [3, §IV.1].

(1.4) Lemma:

Es seien (L, ) eine Loop, die Teilmengen M, M;, N C L (i € I) normal' sowie N’ C L eine
beliebige Teilmenge.

(a) Es gelten

M/Nt = M -1nN und N\M = M - N\ sowie M/y = N\M .
(b) Die Mengen

(M, M, M\N, MN, My = n\M

iel iel
sind jeweils wieder normale Teilmengen von L.

(c¢) Sind M, N und N’ zusétzlich unter der Loop-Verkniipfung abgeschlossen, so auch die
Mengen M N’ und M/N = N\M.

Beweis: Zu (a): Die ersten beiden Aussagen folgen sofort aus der Normalitit von M, da
fiir alle x € L
sowie  z(a\M) = M = (z-\)M = z(a\l-M) = z(M-2\})

gelten. Fiir die dritte Gleichung ist mit dem bereits Gezeigten nur noch /v = ~n\! nachzu-
weisen; dies folgt aber direkt aus der Tatsache, dass fiir alle x € L stets gilt:

r € YN = 1 € zN = Nz = x € N\l.

Zu (b):  Nach (1.2,c) ist eine Teilmenge von L offenbar genau dann normal, wenn sie fiir
alle x,y € L unter den vier Abbildungen?

L — L, z = (gcy)\((IZ)y)7 (gcy)\(fc(yZ))7 x\((@y)Z)/y)’ x\(y\((zy)z))

!Hierbei bezeichne I eine beliebige, nicht leere Indexmenge.

2Bei BRUCK [3, §IV.1] sind normale Unterloops von L in #hnlicher Weise beschrieben und entsprechende
Eigenschaften untersucht worden; so findet sich die Behauptung fiir den Durchschnitt normaler Unterloops
dort etwa als Theorem 1.2 und die Behauptung fiir das Produkt zweier normaler Unterloops in Lemma 1.5.
Im Zusammenhang normaler Unterloops ergibt sich die Betrachtung der anderen Mengen natiirlich nicht.

8



Loops

jeweils abgeschlossen ist. Da diese vier Zuordnungen nach (L1) jeweils bijektiv auf L und die
Teilmengen M;, M, N (i € I) nach Voraussetzung jeweils unter diesen abgeschlossen sind,
sind es offenbar auch die Mengen (,.; M;, |J;c; M; sowie M\N. Da fiir alle z,y € L

(@(MN))y = (@M)N)y = (@M)y)N = ((@y)M)N = (zy)(MN)
= ((zyy M)N = (z(yM))N = z((yM)N) = z(y(MN))
gilt, ist nach (1.2,c) auch die Menge M N normal. Mit (a) und dem bereits Bewiesenen ist

fiir die Normalitdt von M/nv = N\M nur noch die Normalitdt von /¥ nachzuweisen. Fiir alle
x,y,2 € L gelten hierbei

@y\(@2)y) € /N — 1 € @\(@w) . N
= ay € (xy)((zy)\((M)y)-N> = (@2)y)N = ((@z)N)y
= x € (zz)N = xz(zN) = 1 € zN = z € 1N
sowie
@y)\(=w2) € n — 1 € @\=w) N
= ay € (:Ey)((zy)\(x(yz))-N> = (2(y2))N = z((y=)N)
= y € (yz)N = y(zN) = 1 € zN — z € 1N,

d.h. es folgen fiir alle x,y € L stets
@y\(@-YNy) = 1/§ sowie @\ -YN) = 1/
also  (z-YN)y = x(y-Yn) = (zy)-Yn.
Mit (1.2,c) ist !/~ daher bereits normal und die Behauptung gezeigt.

Zu (c): Gelten MM C M und N'N" C N’, so auch (MN')(MN') = (MM)(N'N") C MN'.
Mit (a) und dem bereits Bewiesenen geniigt es fiir die Abgeschlossenheit von M/ny = N\M
unter der Loop-Verkniipfung zu zeigen, dass 1/~ unter dieser abgeschlossen ist; seien hierfiir
z,y € 1/N gegeben. Wegen /N = ~\! nach (1.2,d) und (a) sind nach (1.2,a) dann /y,z\! € N
und es folgt

y-Nl € NN ¢ N, dh 1 € YUn-(Yy-2\) 2 (n-1) o\,
also r € N1y und damit xy € (Yn-Yyy (b) N .

Somit gilt in der Tat 1/nv - 1/n C 1/N.




KapiTeL 1. Grundlegende Definitionen und bekannte Ergebnisse

Terndrkorper

Das Hauptaugenmerk werden wir in dieser Arbeit auf die Untersuchung gewisser Ternér-
korper legen: Wie bereits in der Einleitung erwéhnt, ergeben sich die Ternédrkorper als die
Koordinatenstrukturen beliebiger, projektiver Ebenen und spiegeln bestimmte geometrische
Aspekte dieser in ihren algebraischen Eigenschaften wider. Ebenso wie diese geometrischen
Merkmale projektiver Ebenen in Abstufungen auftreten,! ergibt sich in natiirlicher Wei-
se eine Hierarchie unter den Koordinatenstrukturen projektiver Ebenen, von denen wir im
Folgenden die fiir diese Arbeit relevanten einfithren mochten. Fiir eine Einfithrung in die
Koordinatisierung projektiver Ebenen verweisen wir neben der urspriinglichen Arbeit von
Harw [12] ausdriicklich auf das Buch von Pickerr [32].

Bei der Theorie topologischer Terndrkorper und ihrer Eigenschaften beziehen wir uns auf
die Arbeit von SarLzmann [36] sowie das Buch von Sarzmanw et al. [37], insbesondere §41.

Schlielich werden wir noch das Radikal eines Terndrkorpers einfithren: Seine Definition
ermoglicht es, einige der gewohnten Rechengesetze beziiglich der Nebenklassen des Radikals
- trotz der eingeschrénkten algebraischen Eigenschaften eines Terndrkorpers und der weni-
gen aus diesen resultierenden Rechenregeln - anwenden zu kénnen. Fiir die Definitionen des
Radikals und des darauf aufbauenden erweiterten Radikals verweisen wir auf die Arbeit von
Kavuorr [17]; die entsprechenden Rechenregeln befinden sich etwa in den Arbeiten [20], [21]
sowie [22] von KALHOFF.

(1.5) Definition und Satz:

(a) Eine Menge K mit |K| > 2 zusammen mit einer terndren, inneren Verkniipfung
T: K x K x K — K heiit Terndrkorper, wenn die folgenden Axiome gelten:

(T1) Es gibt Elemente 0,1 € K mit 0 # 1, sodass fiir alle m,z,c € K stets
T(m,0,¢) =T(0,z,¢) = cund T(m,1,0) = T(1,m,0) = m gelten.

(T2) Fiir alle m,n,c,d € K mit m # n existiert genau ein v € K mit
T(m,u,c) =T(n,u,d).

(T3) Fiir alle m,z,v € K existiert genau ein ¢ € K mit T'(m, x,c) = v.

(T4) Fiir alle z,y,v,w € K mit x # y existiert genau ein (m,c) € K? mit
T(m,z,c) =vund T'(m,y,c) = w.

(b) Es seien (K, T) ein Terniirkorper und die Verkniipfungen + und - definiert durch?
r+y = T, z,y) und x-y = T(x,y,0) fir x,y e K .

Dann bilden (K,+) eine Loop mit neutralem Element 0 sowie (K*,-) eine Loop?

1So impliziert das Aziom von Pappus bereits das Aziom von Desargues vgl. PICKERT [32, §5.2].

2Alternativ wird in einiger Literatur auch die Definition x + y := T(z,1,y) fiir z,y € K verwendet; wir
orientieren uns aber an der Konstruktion aus PICKERT [32, S.38f.], auf welche sich jeweils auch die Arbeiten
von KALHOFF beziehen, vgl. etwa [17, S.101].

3Hierbei bezeichne in gewohnter Weise K* := K\{0}.
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Ternérkorper

mit neutralem Element 1. In unserer Notation verwenden wir stets Punkt-vor-Strich-
Rechnung, d.h. wir schreiben oft xy 4+ z := (x - y) + z ete. fiir z,y, z € K.

(¢) Zwei Terndrkorper (K,T) und (K’,T") heiflen isomorph, wenn es eine bijektive Ab-
bildung ¢ : K — K’ gibt, welche o(T(m,z,c)) = T'(p(m),¢(z),¢(c)) fir alle
m, x,c € K erfiillt; wir nennen diese Abbildung ¢ einen Terndrkdrper-Isomorphismus.!

(d) Ein Ternérkorper (K,T,.7) mit einer Topologie auf K heifit topologischer Ternir-
korper, wenn die Abbildung 7" sowie die Abbildungen aus (T2)-(T4) jeweils stetig? sind.

(e) Es sei (K,T) ein Terndrkorper. Die normale Unterloop von (K*,-), die von allen
r € K* erzeugt wird, fiir die es a,b,c,d,m,n,u,x € K mit a # b, m # n, u # x
und T'(m, u,c) = T(n,u,d) gibt, sodass mindestens eine der Gleichungen

T(m,z,a) — T(m,z,b) = r(a—"0)
oder  T(n,z,d)—T(m,z,c) = r((n—m)(z—u))

gilt, heiBt Radikal von (K,T) und wird mit R := R(K,T) bezeichnet. Die normale

Unterloop von (K*,-), die von R und allen r € K* erzeugt wird, fiir die es z,y,z € K*
mit z(yz) = r((zy)z2) oder xy = r(yx)

gibt, heifit erweitertes Radikal von (K,T) und wird mit R, := R,(K,T) bezeichnet.

(f) Essei (K, T) ein Terndrkorper. Wegen 0 -z = z -0 = 0 fiir alle z € K sagen wir, dass
eine Teilmenge M C K normal ist, wenn M\{0} C K* eine normale Teilmenge der
Loop (K*,-) ist.?

(1.6) Satz: (Kavuorr [20], [22])

Es seien (K, T) ein Ternarkorper, M, M’ N C K Teilmengen mit RM C M und RM' C M’
sowie x € K. Dann gelten:

(a) M ist normal in (K, +). 20, Lem. 1.3(1-4)]
(b) M—M = M- M. 4
(¢) —(MN) = (=M)N = M(~N). 20, Lem. 1.3(7)]
(d) M—=N = M+ (-=N) uwnd N—M = N+ (=M). 22, Lem. 1.3(3)]

() s(M+M') = oM +xM' und N(M+M') C NM+ NM' . [20, Lem. 1.3(5)]

1Offenbar bildet ein Terniirkérper-Isomorphismus stets das Null- bzw. Einselement von (K,T) auf dasjeni-
ge von (K’',T'") ab; insbesondere ist ein Ternirkorper-Isomorphismus jeweils ein Loop-Isomorphismus der
additiven bzw. multiplikativen Loop von (K,T) auf die von (K',T").

?bzgl. der jeweiligen Produkt- bzw. der entsprechenden Spur-Topologie auf den Definitionsbereichen

3Mochten wir stattdessen ausdriicken, dass M eine normale Teilmenge der Loop (K,+) ist, so sagen wir
explizit, dass M normal in (K,+) ist.

4Dies ist eine sofortige Konsequenz aus (a) und (1.4,a) in additiver Schreibweise.
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KapiTeL 1. Grundlegende Definitionen und bekannte Ergebnisse

(f) M+M)ax = Me+Mzx und (M+M)N C MN+MN . [20, Lem. 1.3(6)]
(g) Sind M, M’ zusitzlich normal, so ist auch M + M’ normal.! 2

(1.7) Bemerkung:
Es seien (K, T) ein Ternérkorper und M C K.

(a) (K,T) bildet sowohl zusammen mit der diskreten als auch der indiskreten Topologie
auf K jeweils einen topologischen Ternérkorper.?

(b) (Hormann, StramBacu [6, S.255f.)) Ist (K, T,.7) ein topologischer Ternérkorper, so
sind (K, +, 7) und (K*, -, ) topologische Loops.* Insbesondere sind sowohl die Links-
und Rechtsaddition mit einem Element x € K als auch die Links- und Rechtsmulti-
plikation mit einem Element y € K* Homdomorphismen des topologischen Raumes
(K, 7). Somit operiert die Homdomorphismengruppe des topologischen Raumes (K, .7)
stets 2-transitiv® auf K.

(c¢) Die Mengen
+R := RU(—R) sowie + R, == R,U(—R,)
sind jeweils normale Unterloops® von (K*, ).
(d) (Karnorr [21, S.66]) Die Faktorloop K*/R, ist eine abelsche Gruppe. Somit gelten:

(i) Ist R,M C M, so ist M normal.”

(ii) Ist RyM C M und sind Elemente xy,...,z, € K gegeben (n € N), so ist die
Menge M (zy - ... - ;) unabhéngig von der Klammerung und der Reihenfolge des
Produktes z; - ... - x,,.

Yim Sinne von (1.5,f) bzgl. der multiplikativen Loop (K*,-)

2Die Gleichungen aus (1.2,c) fiir M + M’ folgen direkt aus den entsprechenden Gleichungen fiir M und M’
sowie den Rechenregeln aus (e),(f); beachte, dass diese wegen R(Mx) = (RM)x C Mz ebenfalls fiir Mengen
der Gestalt Mx mit x € K gelten.

3Ist .7 die diskrete, d.h. .7 = PB(K), oder indiskrete, d.h. .7 = {), K}, Topologie auf K, so sind T sowie die
Abbildungen aus (T2)-(T4) trivialerweise stetig. Diese Topologien werden bei der Definition topologischer
Ternérkorper daher manchmal ausgeschlossen, siehe etwa SALZMANN et al. [37, Def. 41.3].

4D.h. sowohl die drei Abbildungen K x K — K, (z,y) +— x+vy, v —y, x =y, als auch die drei Abbildungen
K* x K* — K*, (z,y) — zy, %/y, y\7, sind alle stetig bzgl. .7, vgl. HOFMANN, STRAMBACH [6, Def.
IX.1.1]. Fiir die Spur-Topologie von .7 auf K* schreiben wir hierbei erneut .7.

°D.h. zu (w, ), (y,2) € K x K mit w # x und y # z gibt es stets einen Homomorphismus ¢ des topologischen
Raumes (K,.7) mit ¢(w) =y und ¢(z) = 2.

SWir fiihren die Diskussion fiir das Radikal R; fiir R, ist diese komplett analog: Nach (1.4,b) in additiver
Schreibweise ist die Menge —R = = R wieder normal; und erneut mit (1.4,b) dann auch +R. Insbesondere
spielt die Wahl der Art der Differenz keine Rolle. Nach KALHOFF [21, Lem. 0.1(4)] sowie (1.6,c) ist weiter
(=R)(—R) = R; und mit (1.6,c) ebenfalls R(—R) = (—R)R = —(RR) = —R. Schlieflich ist mit (1.4,a) fiir
die Abgeschlossenheit von +R unter den beiden einseitigen Quotientenbildungen nur noch 1/(-r) C —R zu
zeigen: Dies folgt, da fiir alle » € R nach (1.6,b,c) stets 1 € R = Rr = (—(= R))r = (—(—=R))r = (-=R)(-r)
gilt; beachte, dass diese Rechenregeln wegen R(—R) = —R ebenfalls fiir die Menge —R gelten.

"Dieser Argumentationsschritt wird in #hnlicher Form auch in KALHOFF [23, S.154] vollzogen.
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Ternérkorper

(1.8) Definition und Satz:
(a) (Pickerr [32, S.89f.]) Ein Terndrkorper (K, T) heifit linear, wenn

T(m,z,c) = mzx+c fiir alle m,z,c e K

gilt. In diesem Fall ist die terndre Verkniipfung 7T also bereits durch die beiden Loop-
Verkniipfungen + und - vollstéindig bestimmt und (K, +, -) bildet eine Doppelloop.! Tst
(K, +,-) dagegen eine Doppelloop, so bildet (K, 7T") mit obiger Definition der ternéren
Verkniipfung T wieder einen linearen Ternarkorper.

Da die Begriffe linearer Terndrkorper und Doppelloop im Sinne aus (a) gleichwertig sind,
werden wir einen linearen Ternéirkérper meist als (K, +, -) notieren.?

(b) (Pickert [32, S.90]) Ein linearer Terndrkorper (K, +,-) heiBt Cartesischer Korper,
wenn die additive Loop (K, +) assoziativ (und damit bereits eine Gruppe) ist.
Eine Menge K mit |K| > 2 und zwei bindren, inneren Verkniipfungen + und - ist
genau dann ein Cartesischer Korper, wenn die folgenden Axiome gelten:

(C1) (K,+) ist eine Gruppe mit neutralem Element 0.
C2
C3
C4
C5h

Es gibt ein Element 1 € K*, sodass fiir alle x € K stets 1 -x =2 -1 = z gilt.
Firallexz e K gilt 0.z =2-0=0.

(C2)
(C3)
(C4) Fiir alle z,y,z € K mit x # y existiert genau ein a € K mit —xa + ya = 2.
(C5) Fiir alle z,y,z € K mit x # y existiert genau ein b € K mit bz — by = 2.
(c¢) (Pickert [32, S.90ff.], AnprE [2, S.173f.]) Ein Cartesischer Korper (K, +,-) heifit
(Links-)Quasikérper, wenn er das linksseitge Distributivgesetz® erfiillt.
Eine Menge K mit |K| > 2 und zwei binéren, inneren Verkniipfungen + und - ist

genau dann ein (Links-)Quasikorper, wenn die folgenden Axiome gelten:
(Ql) (K, +) ist eine Gruppe mit neutralem Element 0.
(Q2) (K*,-) ist eine Loop mit neutralem Element 1.
(Q3) Fiir alle z € K gilt 0- 2 = 0.
(Q4) Fiir alle x,y, z € K mit x # y existiert genau ein a € K mit —za + ya = z.
(Q5) Fiir alle z,y, 2z € K gilt x(y + 2) = zy + z=.
Die additive Gruppe (K, +) eines (Links-)Quasikorpers ist stets kommutativ. Durch

N(K) := {ZEK ‘ (x+y)z = xz+yz, (vy)z = z(yz) fiirallea:,yeK}

'Fiir die axiomatische Definition einer Doppelloop sei auf PICKERT [32, S.61fF., S.89f.] verwiesen; wir werden
diese im Laufe der Arbeit nicht benotigen und uns an dieser Stelle daher auf die Axiome eines Cartesischen
Korpers sowie eines Quasikorpers beschrianken.

2Die terniire Verkniipfung 7" ist dann stets durch T'(m, z,¢) = mz + c fiir alle m, x,c € K gegeben.

3Hiermit ist das Distributivgesetz aus (Q5) gemeint. In analoger Weise ist die Definition eines Rechts-
Quasikorpers als ein Cartesischer Korper mit dem rechtsseitigen Distributivgesetz moglich; alle Aussagen
und Formulierungen dieses Abschnittes iibertragen sich auf diese, indem man die Reihenfolge aller Multi-
plikationen sowie die Worte ’links’ und ’rechts’ vertauscht. Beachte, dass in der Arbeit von ANDRE [2] ein
Quasikorper als ein Rechts-Quasikérper in unserem Sinne definiert ist. In dieser Arbeit werden wir stets
(Links-)Quasikérper betrachten, fiir die wir dann einfach Quasikdrper schreiben.
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KapiTeL 1. Grundlegende Definitionen und bekannte Ergebnisse

ist der Kern des Quasikorpers K definiert; N(K) bildet einen Kérper' und K ist ein
Rechts-Vektorraum? iiber N(K). Ist k C N(K) der Primkorper von N (K), so nennen

wir k auch den Primkérper von K.

(d) Ein (Links-)Quasikorper (K, +,-) heifit (Links-)Fastkorper, wenn die multiplikative
Loop (K*,-) assoziativ (und damit bereits eine Gruppe) ist.?

(e) Ein (Links-)Quasikorper (K, +,-) heiBt Alternativkérper, wenn er ebenfalls das rechts-
seitige Distributivgesetz erfiillt und in der multiplikativen Loop (K*,-) die folgende
Abschwichung des Assoziativgesetzes gilt:*

z(ry) = (zz)y und (xy)y = z(yy) fir alle z,y € K .

(f) Ein Alternativkérper (K, +, ) heilt Kdrper,> wenn die multiplikative Loop (K*,-) as-
soziativ (und damit bereits eine Gruppe) ist.

(g) Ein Korper (K, +, -) heiBBt kommutativer Kérper, wenn die multiplikative Gruppe (K*, )
kommutativ ist.

Uniforme Bewertungen

Wir werden uns nun einem weiteren, strukturgebenden Aspekt der Theorie der Ternéarkorper
zuwenden, welcher im Zentrum dieser Arbeit stehen soll: den wuniform bewerteten Terndr-
korpern. Der Begriff der uniformen Bewertung eines Terndrkorpers entsteht hierbei aus der
Verallgemeinerung des Bewertungsbegriffes kommutativer Korper auf die schwécheren Ko-
ordinatenstrukturen projektiver Ebenen und sind von Karuorr [18] eingefiihrt worden. Si-
gnifikant erlaubt die Forderung, dass jedes Element des Radikals auf das neutrale Element
der Werteloop abgebildet wird, eine Vielzahl an Rechenregeln im Argument einer uniformen
Bewertung und so die Ubertragung vieler Folgerungen der klassischen Bewertungstheorie auf
uniform bewertete Ternérkorper. In den folgenden Arbeiten [18], [20], [21], [22] von KaLHOFF
sind viele Eigenschaften uniformer Bewertungen und des mit diesen eng verkniipften Begriffs
eines uniformen Bewertungsringes in Analogie zur klassischen Theorie untersucht worden,
von denen wir an dieser Stelle die fiir unsere Zwecke relevantesten wiedergeben werden.

Imit der von K vererbten Addition und Multiplikation; beachte, dass Kérper in dieser Arbeit nicht notwendig
kommutativ sein miissen, vgl. (f).

2mit der Quasikérper-Addition als Vektoraddition sowie der Einschrinkung der Quasikérper-Multiplikation
auf K x N(K) als Skalarmultiplikation

3 Auch hier kann analog der Begriff eines Rechts-Fastkorpers eingefiihrt werden; in dieser Arbeit werden stets
Links-Fastkorper betrachtet und daher einfach Fastkdrper fiir diese geschrieben.

4Eine Loop mit dieser Eigenschaft wird auch alternativ genannt, siehe hierzu auch PICKERT [32, S.157ff.].

5Beachte, dass Korper meist als kommutativ vorausgesetzt werden - ein nicht notwendig kommutativer Kérper
wird dann Schiefkorper genannt. Wir folgen bei den Definitionen dieser Arbeit dem klassischen, geometri-
schen Benennungsschema.
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Uniforme Bewertungen

Abschlielend werden in diesem Abschnitt einige Beispiele uniform bewerteter Ternarkorper
gesammelt. Hierbei soll besonders die jeweilige Echtheit der uniform bewerteten Koordi-
natenstrukturen hervorgehoben werden, d.h. dass es sich bei diesen Beispielen um uniform
bewertete Ternérkorper / Cartesische Korper / Quasikorper handelt, welche nicht bereits
lineare Terndrkorper / Quasikorper / Korper etc. sind.

Im gesamten Abschnitt - und damit fiir den Rest des Kapitels - sei (K, T") ein Terndrkorper.

(1.9) Definition:

(a) Essei (T, -, <) eine angeordnete Loop und 0 ¢ T ein Element mit 0 < T'.! Eine uniforme
Bewertung auf (K, T) mit Werteloop T ist eine surjektive? Abbildung v : K — T'U{0}
von K auf I'U {0}, welche fiir alle z,y € K die folgenden Axiome erfiillt:

(V1) v(z) =0 = r = 0.

(V2) o(zy) = v(z)u(y) -

(V3) v(z—y) < max{v(z), v(y)} .

(V4) o(r) =1 fiir alle re R(K, T) .
Wir nennen (K, T,v) dann auch einen uniform bewerteten Terndrkérper. Die uniforme
Bewertung v heifit weiter ¢rivial, wenn I' = {1} ist - andernfalls nicht trivial.

(b) Wir nennen zwei uniform bewertete Ternéarkorper (K,T,v) und (K’,T',v") als uni-
form bewertete Terndrkorper isomorph, wenn es einen Ternérkorper-Isomorphismus
¢ : K — K’ gibt, welcher zusitzlich v = v’ o ¢ erfiillt.

(c¢) Ein wniformer Bewertungsring auf (K,T) ist eine Teilmenge A C K, welche die fol-
genden Axiome erfiillt:
(A1) (A, +) ist eine Loop.
A2) AA C A.
A3) R(K,T) C A.
A4)
A5) Fiir alle z € K gilt x € A oder /= € A4

Der Bewertungsring A heifit trivial, wenn A = K ist - andernfalls nicht trivial.

A ist normal.?

(
(
(
(

!Dies bedeutet in gewohnter Weise 0 < + fiir alle v € I'; ebenso gelte im Folgenden 0-v = ~v-0:= 0 fiir v € I

2Beachte, dass im Falle einer nicht notwendig surjektiven Abbildung v : K — T'U {0}, welche die Axiome
(V1)-(V4) erfiillt, die Menge A := v(K™*) nach (V1) und (V2) eine (angeordnete) Unterloop von I' und die
Nachbeschrinkung v : K — A U {0} mit (V1) somit eine surjektive Abbildung ist, welche offenbar immer
noch die Axiome (V1)-(V4) erfiillt. Die Forderung der Surjektivitdt von v in der Definition beugt somit
einfach dem immer wiederkehrenden Riickzug auf diesen Fall vor.

3im Sinne von (1.5,f) bzgl. der multiplikativen Loop (K*,")

4Beachte, dass aufgrund von (1.4,b) mit A auch die Menge K\A normal ist und daher insbesondere
(x\A) = (K\A)\! gilt; unter Voraussetzung von (A4) ist das Axiom (Ab5) somit dazu dquivalent, dass
fir alle x € K stets © € A oder z\! € A ist. Die Wahl des linksinversen Elements 1/z vor dem rechtsinversen
Element «\! in (A5) weist somit keinen praktischen Vorteil auf.
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(d) Ist v eine uniforme Bewertung auf (K,T'), so definieren wir die beiden Teilmengen
I,, A, C K durch

I, = {zeK | v(®) <1} sowie A, = {zeK | v) <1}.

(1.10) Satz und Definition:

(a) (Karuorr [20, S.796)) Ist v eine uniforme Bewertung auf (K, T), so ist A, ein uniformer
Bewertungsring von (K, T'). Hierbei ist A, genau dann trivial, wenn v es ist.!

(b) (Karuorr [20, Thm. 1.4]) Ist A ein uniformer Bewertungsring von (K, T"), so bildet die
Faktorloop K*/A zusammen mit der mengentheoretischen Inklusion eine angeordnete
Loop und die Abbildung

va . K — K*/JA U {{0}}, r = Az,

ist eine uniforme Bewertung auf (K,7) mit Werteloop K*/A. Hierbei ist v4 genau
dann trivial, wenn A es ist.?

(¢) (Kavnorr [20, Thm. 1.4]) In den Situationen von (a) und (b) gilt A,, = A und die
beiden uniformen Bewertungen vy, und v sind dquivalent,® d.h. die obigen Beziehungen
sind (bis auf eventuelle Aquivalenz) eineindeutig.

(d) (Karnorr [20, §2], [22, Prop. 1.7]) Ist v eine uniforme Bewertung auf (K, 7") mit Werte-
loop I', so wird durch

d, - KxK — TU{0}, (z,y) — v(x—vy),

eine Ultrametrik auf K definiert. Wir nennen (K, T, v) vollstindig, wenn der ultrame-
trische Raum (K, d,) vollsténdig ist; und ebenso heifit (K, T, v) sphdrisch vollstindig,
wenn (K, d,) es ist.* Definieren wir fiir jedes z € K die Kugeln

B(z,y) = {?JEK ‘ dv(x,y):v(x—y)<7} um z mit Radius y eI,

so bilden die Kugeln (B (x,y))w o die Umgebungsbasis® von x einer nicht indiskre-

ten® Topologie .7, auf K, mit der (K, T,.7,) einen topologischen Ternirkérper bildet.
Hierbei ist die Topologie .7, genau dann diskret, wenn v trivial ist.”

n [20] ist v nach Voraussetzung stets nicht trivial; wegen v(K*) = T ist die Aquivalenz aber offensichtlich.

2Erneut ist die Aquivalenz K*/A = {A} <= A = K offensichtlich.

3In dem Sinne, dass es einen ordnungstreuen Loop-Isomorphismus o : I' — K*/A,, der Werteloop von v auf
die Werteloop von v4, mit v4, = o ov gibt.

4Fiir die Definition einer Ultrametrik mit beliebiger, angeordneter Bildmenge sei auf PRIESS-CRAMPE [35]
verwiesen; ebenso sind dort die Definitionen eines sphdrisch vollstandigen - dort sphdrisch kompakt genannt
- sowie eines wvollstindigen ultrametrischen Raumes zu finden.

°In dem Sinne, dass die Menge B(xz,7v) fiir v € T stets eine Umgebung von z und jede Umgebung von x
Obermenge einer Kugel um x ist.

SDenn wegen v(1) = 1 ist etwa 1 ¢ B(0,1) und B(0,1) somit eine Umgebung von 0, welche ungleich K ist.
"Denn offenbar gibt es genau dann ein v € I' mit B(0,7) C {0}, wenn I' = {1} ist.
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Uniforme Bewertungen

(1.11) Satz: (Karnorr [17], [21], [22])

Fiir alle Teilmengen M C K mit RM C M und alle Elemente ¢, d, m,n,u,z,y,z € K mit
T(m,u,c) =T(n,u,d) gelten:

(a) M(T(m,z,¢)—T(m,z,d) = M(c—d) )
(b) M(T(m,z,c) = T(n,z,d)) = M((m—n)(z—u)) '
(c) M(T(m,z,c)—T(m,y,c)) = M(m(z—y)) . 22, Lem. 1.3(6)]
(d) M(T(m,z,c) —T(n,z,c)) = M((m—n)z) . 22, Lem. 1.3(6)]
(e) M(z—vy) = M((x+2)—(y+2)) . 21, Lem. 0.1(1)]
() Mz—y) = M((z42)—(2+y)) 21, Lem. 0.1(1)]
(g) M(x—y) = M(~(y—2)). 22, Lem. 1.3(5)]
(h) M(z—y) = M((—y)+z) [17, Lem. 2.2(3)]?
(i) Mz+y) = M(z—(-y)) . [17, Lem. 2.2(4)]?
() M(z(~y) = M((~x)y) = M(—(zy)). [21, Lem. 0.1(5)]
(k) M(zy—xzz) = M(z(y—2)) . 21, Lem. 0.1(2)]
(1) M(zz—yz) = M((z—y)z) . 21, Lem. 0.1(2)]

Ist v eine uniforme Bewertung auf (K,7), so haben somit insbesondere die Vertreter der
obigen Nebenklassen jeweils denselben Wert unter v,> d.h. fiir alle Elemente der obigen
Gestalt gelten somit:

(@) v(T(m,z,¢)— T(m,z,d)) = v(c—d)
(b) o(T(m.z,¢) = T(n.z,d) = v((m—n)(z—u))
(© o(T(m.z.c) = T(m.y.c)) = v(m(x—y))
(@) v(T(m,z,c) ~ T(n,z,c)) = v((m—n)a)
ete.

Bezieht sich daher in der Arbeit eine Gleichung fiir eine uniforme Bewertung auf diesen Satz,
so ist hierbei stets dieser Zusammenhang gemeint.

!Diese beiden Regeln folgen direkt aus der Definition des Radikals, vgl. auch die Begriindung dieser Gleichun-
gen fiir uniforme Bewertungen bei KALHOFF [18, Prop. 1.2(1)].

2Beachte, dass diese Behauptungen durch Multiplikation der dortigen Aussagen mit M folgen, vgl. dem
Argumentationsschritt im Beweis von KALHOFF [21, Lem. 0.1].

3Denn sind Elemente a,b € K mit Ra = Rb gegeben, so gibt es ein r € R mit a = rb und aus (V2) und (V4)
folgt direkt v(a) = v(rb) = v(r)v(b) = v(b), vgl. auch den Beweis von [18, Prop. 1.2] mittels der Gleichungen
fiir das Radikal aus KALHOFF [17, Lem. 2.2].
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KapiTeL 1. Grundlegende Definitionen und bekannte Ergebnisse

(1.12) Satz: (Kavruorr [18])

Es sei v eine uniforme Bewertung auf (K, 7). Fiir alle z,y € K gelten:
(a) v(r—vy) = v(y— ) [18, Prop. 1.2(2)]
(b)
()

(d) v(z+y) < max{v(z), v(y)} [18, Prop. 1.3]
)

(e) v(z)#v(ly) = ov(x-y) = vl@+y) = max{v(z), v(y)} [18, Prop. 1.3]

Die Eigenschaft (e) heifit auch Dominanzprinzip der uniformen Bewertung v.

r—y) = v(x=y) !

o
(
v() = v(=z) = v(=2) ’
(

(Y

(1.13) Beispiel:

(a) (TscHETWERUCHIN [49], GRUNDHOFER, SALZMANN [6, Prop. XI.11.7], KaLuorr [22, S.219)])
Es seien (K, +, -, v) ein uniform bewerteter, sphérisch vollstandiger Cartesischer Korper
und ¢ eine Isometrie von (K, d,) mit ¢(0) = 0 sowie p(1) = 1. Mit der neuen terniren
Verkniipfung

-t fall <1
T'(m,x,c) = { o (pm)e(z) +¢(c)) alls v(m) fir m,z,ce K
mx + ¢ sonst
bildet (K,T",v) einen uniform bewerteten, sphérisch vollstindigen Ternidrkorper mit
Nullelement 0 und Einselement 1, welcher im Allgemeinen nicht linear ist.

(b) (Mourron [30], Pickerr [32, S.93f.], Karnorr [22, Prop. 3.5]) Es sei (K,+,-,v) ein
uniform bewerteter Kérper® und ein k € K mit k£ # 1 und v(k) = 1 fest gewéhlt. Mit
der neuen Multiplikation

fall 1
roy = { hy alls v(w), vly) < fir v,y e K

Ty sonst

bildet (K,+,¢,v) einen uniform bewerteten Cartesischen Korper mit Einselement 1,
in welchem weder das linksseitige noch das rechtsseitige Distributivgesetz erfiillt ist.

(c¢) (Kaunorr [19, §1, §2], [22, Prop. 3.2]) Es seien (I, -, <) eine angeordnete Loop, 0 ¢ T
ein Element mit 0 < I' und (K, +,-) ein Cartesischer Korper. Fiir eine Abbildung
x: ' — K definieren wir

den Trdger von x durch s(z) := { vyeTl } zy #0 }

max(s(z)) falls dieses existiert

und den Grad von x durch d(x) := {
0 sonst

'Die Behauptung folgt direkt aus (1.11,f) mittels v(z = y) = v((y+ (z = y)) —y) = v(z —y) fiir alle 2,y € K.
2Dies ist eine sofortige Konsequenz aus (a) und (b) mit jeweils z = 0.

3nicht notwendig kommutativ, vgl. (1.8,f)
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Uniforme Bewertungen

Diejenigen Abbildungen z : I' — K, die einen anti-wohlgeordneten Triger' besitzen,
heiBen formale Potenzreihen auf I' dber K. Wir schreiben (mit einem Symbol ¢ ¢ K)

Ty = x(7) sowie Yooatl =
vyel

und bezeichnen die Menge aller formalen Potenzreihen auf I' iber K mit K ((I')). Mit
den Verkniipfungen

(Z xvf’) + (Z yvt'y) = > (zy+y)t"

~ver ~yel ~yel
sowie? (Z xﬁ”) : (Z thV) = > ( > xay5>t7
~el ~er ~er a,gel‘
af=y

fiir 7 cp 27, D2 op yyt” € K((I)) bildet (K((T")),+, ") einen Cartesischen Kérper,
auf welchem durch

d(z) falls = # 0
0 falls =0

J . K(I)) — T'u{o}, r = { .
eine uniforme Bewertung mit Werteloop I' gegeben ist. Der uniform bewertete Carte-
sische Kérper (K((I)),+, -, ) ist sphérisch vollsténdig.

(AnDRE [2, S.185], Karnorr [21, Ex. 2.6]) Die Menge C bildet zusammen mit der
gewohnlichen Addition sowie der neuen Multiplikation

Y fall =2
roy = { Y alls |l fir z,y e C
Ty sonst

einen Quasikorper (C, +, ¢) mit Einselement 1, in welchem weder das rechtsseitige Dis-
tributivgesetz noch das Assoziativgesetz der Multiplikation erfiillt ist. Fiir sein Radikal
gilt R(C,+,0) = R,(C,+,0) = C*.

(Kavuorr [22, Prop. 3.7]) Es seien (K, +,-,v) ein uniform bewerteter, sphérisch voll-
standiger Quasikorper, k sein Primkorper und (®,),er eine Familie von Automorphis-
men des k-(Rechts-)Vektorraumes K, welche zugleich Isometrien von (K, d,) sind und
P, (1) =1 fur alle v € I' sowie ®; = idk erfiillen. Mit der neuen Multiplikation

Dz fall 0
rToy = { TPz (y) alls = 7 fir z,y e K

0 falls x =0
bildet (K, +,<,v) einen uniform bewerteten, sphérisch vollstdndigen Quasikorper mit
Einselement 1. Dieser erfiillt im Allgemeinen weder das rechtsseitige Distributivgesetz
noch das Assoziativgesetz der Multiplikation.?

'Hiermit sind diejenigen Abbildungen z : ' — K gemeint, fiir die jede nicht leere Teilmenge von s(z) ein
grofites Element besitzt. Im Gegensatz zur Konstruktion in [19] wéhlen wir hier direkt die duale Ordnung
auf T' (und somit als formale Potenzreihen diejenigen Abbildungen mit anti-wohlgeordnetem anstatt wohlge-
ordnetem Triger), um mit der Gradabbildung eine uniforme Bewertung in unserem Sinne zu erhalten, siehe

[19, Prop, 2.2].

2Hierbei sei die Reihenfolge der Summanden in den auftretenden (stets endlichen) Summen der Gestalt

> a.Ber Tays in absteigender Folge nach o bzgl. der Ordnung in I" gegeben.
af=y
3Vgl. hierzu das explizite Beispiel in [22, S.222].
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Kapitel 2
Nilpotente & neutrale Elemente

Die Untersuchung der topologischen Kérper, deren Topologie von einer Bewertung oder ei-
nem Absolutwert des Korpers induziert wird, ist in den 1940er-Jahren von SHAFAREVICH [42],
Kapransky [24] und ZeLinsky [53] begonnen worden. Diese miindete ein paar Jahre spéter
in der Arbeit von Kowarsky und DirBaum [28], welche schliellich eine Charakterisierung
dieser Korpertopologien lieferte. Fiir eine modernisierte Aufarbeitung dieses Beweises fiir
kommutative Korper sei auf das entsprechende Kapitel im Buch von ENGLER und PRESTEL
10, §B] verwiesen, auf welches wir im Folgenden des Ofteren Bezug nehmen.

Das Ziel des ersten Teiles dieser Arbeit ist es nun, diesen klassischen Satz iiber die Topologien
bewerteter Korper auf das groflere Gebiet der Topologien uniform bewerteter Ternarkorper
zu iibertragen und eine Charakterisierung dieser topologischen Ternérkorper zu erreichen.

Die Charakterisierung dieser Topologien fufit auf der Untersuchung (analytisch) nilpoten-
ter Elemente;! die Konstruktion eines Bewertungsringes, dessen zugehérige Bewertung eine
gegebene Topologie erzeugt, wird hierbei mittels einer Fallunterscheidung iiber die Existenz
eines von Null verschiedenen, (analytisch) nilpotenten Elementes gefiihrt. Die klassische De-
finition (analytisch) nilpotenter Elemente stellt sich allerdings fiir die Ubertragung dieses
Konzeptes auf Ternédrkorper nicht als praktikabel heraus,? sodass wir stattdessen die Folge-
rung aus Kowarsky, Dursaum [28, Satz 10]* dieser Definition als Ausgangspunkt fiir unsere
Verallgemeinerung wéhlen, welcher eine entscheidende Rolle im Beweis dieser Charakteri-
sierung zukommt. Dieses Kapitel soll der Einfithrung nilpotenter und neutraler Elemente in
topologischen Ternarkorpern sowie der Diskussion ihrer allgemeinen Eigenschaften dienen.

In diesem Kapitel sei (K,T) stets ein Terniirkérper. Weiter bezeichne zN fiir x € K* die
Menge aller Produkte ™ mit n € N bei beliebigen Klammerungen dieser Produkte.

!Dies sind Elemente x € K*, fiir die zu jeder Umgebung U von 0 ein ng € N mit 2" € U fiir alle n > ng
existiert, vgl. etwa SHAFAREVICH [42, S.133] sowiec KAPLANSKY [24, S.528].

2Da die Multiplikation in einem Terniirkérper nicht notwendig (potenz-)assoziativ ist, ist zunichst etwa nicht
klar, ob fiir n € N eine fest gewéhlte, eine beliebige oder alle Klammerungen des Produktes 2" betrachtet
werden sollen.

3Siehe auch ENGLER, PRESTEL [10, Lem. B.10(2)]; dort wird aus der Nicht-Nilpotenz eines Elementes » € K*
die Beschréinktheit der Menge {z~™ € K* | n € N} bzgl. der Topologie gefolgert.
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KarrTeL 2. Nilpotente & neutrale Elemente

Nilpotenzmengen

(2.1) Definition und Satz:

Fiir ein Element 2 € K* sei die Teilmenge (z) C K* definiert als die minimale,! normale,
multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von K*, welche x enthélt, d.h. durch

(x) = ﬂ X 2

re X C K*
X normal mit XXCX

Diese Menge heifit Nilpotenzmenge von z. Fiir alle x,y € K* sowier € Rund s € R, gelten:

z € (y) — () C (y) .

)
)

() (» ¢ R ud  (-r) C £R.
) (s) C R, und  (—s) C %R, .
)

Beweis: Zu (a): Gilt z € (y), so ist (y) offenbar eine normale, multiplikativ abgeschlos-
sene Teilmenge von K*, welche x enthélt, und nach Konstruktion folgt direkt (z) C (y).
Umgekehrt folgt aus (x) C (y) nach Definition sofort x € (z) C (y).

Zu (b):  Die Menge (z) (y) ist als Produkt normaler, multiplikativ abgeschlossener Teil-
mengen von K* nach (1.4,b,c) wieder eine normale, multiplikativ abgeschlossene Teilmenge
von K*, welche wegen x € (x) und y € (y) insbesondere xy enthilt. Nach Konstruktion gilt
daher (zy) C (z) (y).

Zu (c,d):  Da die Mengen R, £R, R, und £R, nach (1.7,c) jeweils normale Unterloops
von K™ sind, enthalten sie nach Konstruktion mit einem Element x auch bereits seine ge-
samte Nilpotenzmenge (z).

Zu (e): Da zN offenbar multiplikativ abgeschlossen ist, ist die Menge R,z nach (1.7,d(i))
und (1.4,c) eine normale, multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von K*, welche x enthélt,
und nach Konstruktion folgt direkt (z) C R,z". Weiter muss die Menge (z) wegen ihrer
multiplikativen Abgeschlossenheit mit dem Element z auch alle Produkte z™ mit n € N bei
beliebigen Klammerungen enthalten, d.h. es gilt 2 C ().

O

Ihzgl. der mengentheoretischen Inklusion

2Da K* selbst eine normale, multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von K* ist, welche offenbar stets alle
x € K* enthilt, ist die Indexmenge dieses Durchschnittes niemals leer und es treten keine Fragen zur Wohl-
definiertheit der Menge () auf. Weiter ist (z) als Schnitt normaler, multiplikativ abgeschlossener Teilmengen
von K* welche x enthalten, nach (1.4,b) wieder eine solche Teilmenge von K* - und minimal mit diesen
Eigenschaften nach Konstruktion.
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Nilpotenzmengen

(2.2) Satz:

Fiir alle z,y, z € K* gelten:

(@) (*/y) = (\o) -

(b) (=) = (W) = (\w) .

() (x) = (Yom) = (w\) .

(d) () = (@) = () .

() (Vo) = (ew) = Fuv) .

) @) = My-z) = (\) = How) = (w\) .

(€) (Yay) = (a-ly) = (Yy-a\) = \-\) = (W) = (V) .

Beweis: Zu (a): Nach der Definition und Normalitat der Mengen (y\z), (#/y) gelten
o=y € yL\) = Gy, dh 2y € (),
sowie  z = y-y € (yy = y(y), dh. 4\ € (Fy ,
und mit (2.1,a) sind bereits (z/y) C (y\#) sowie (y\*) C (¢/y), also (z/y) = (y\=).
Zu (b,c): Diese Gleichungen folgen direkt aus (a) mittels
@) = (o) 2 o(woh) und @) = (@f) 2 (\e)

sowie () = {w=)\l) @ (1)) und () = (W) 2 (@O\L)

Zu (d): Zunéchst gilt nach Definition und Normalitdt der Menge ((z2)/(y2))
vz = @ (yz) € (wa)(yz) = ((=w)y)z,
d.h. es folgt r € (@) y und damit oy € ((@2)/(y2)) .
Ebenso ist mit der Definition und Normalitdt der Menge ((=#)/(zy)) auch
= Cfe-(2y) € (D) (zy) = 2({9/en)y)
d.h.es folgt o € (@)/y)y
und damit 2z € ((9/e)y)z = (E9/ey) (y2) ,
also @2)/(yz) € ((0)/(zy)) .
Nach der Definition und Normalitéit der Menge (¢/y) gilt schlielich
ro= -y € (hy,
d.h. es folgt 2w € z2((y)yy) = () (2y) und damit (z2)/(zy) € (2/y) .
Mit (2.1,a) folgt somit insgesamt (#/y) = ((@2)/(yz)) = ((=@)/(zy)).
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KarrTeL 2. Nilpotente & neutrale Elemente

Zu (e): Die Gleichungen folgen direkt aus (d) mittels

=
—
=

i) @ (Cfe) = Wen)  wd  (Ya) D (0 0um) = @)

Zu (f): Mit (d) und (a) folgt zunéchst

—~
=

Vo) L (D onw) = (@h) = (@) D Wew) 2 (@) .

—
=
N

Es sind somit nur noch die ersten beiden Gleichungen zu zeigen: Nach Definition und Nor-
malitdt der Menge (1/y - x) gilt zunéchst

Yy-x € (fy-a)y = (Yo-y)(Yy-2) = Yo ((Yu-2)y),
dh.esfolgt 2z € (Yy-x)y  und damit  2/y € (Yy-x) .
Ebenso ist mit der Definition und Normalitat der Menge (z - y\!) auch
PN € () = ) o) = ()
d.h. es folgt r € y(x-y\l)
und damit — Vy-x € Yy (yzo\)) = (Vuep) o) = (2 .
Nach der Definition und Normalitét der Menge (#/y) gilt schlieflich
v o= y-y € (F)y,
dhoesfolgt 25\ € (()y) - N = (#)y-o\) = () .
Mit (2.1,a) folgt somit insgesamt (z/y) = (1/y - x) = (z - y\1).

Zu (g): Mit (f) und (a) folgt zunéchst

~
—
~

((V9)/) ® (o 1y = (g A1) @) {2\ - \1) & (/) @) (D)

Es ist somit nur noch die erste Gleichung zu zeigen: Nach Definition und Normalitdat der
Menge (/= - 1/y) gilt zunéchst

Youtfy € (Yartfy) = (Yor2) (Mo t) = Yo (Y Yy)2),
d.h. es folgt Yy € (Yo Yy
und damit 1 = Yyoy € ((Yo-Y)a)y = (Yo Yy)(zy),

also 1/(:cy) € <1/z'1/y> .
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Nilpotenzmengen

Weiter ist ebenso mit der Definition und Normalitat der Menge (1/(ay))
L = Yy (ry) € (Ha)(xy) = (2(/ew))y,
d.h. es folgt Vy € x(Y@y)

und damit 1/:(3 . 1/y S 1/93 . ((L’ <1/(xy)> ) = (l/x . I) <1/(:t:y)> = <1/(:cy)> .
Mit (2.1,a) folgt somit insgesamt (1/(zy)) = (Ya - 1/y).

Wir mochten an dieser Stelle noch zwei weitere Rechenregeln fiir Nilpotenzmengen im Stile
von (2.2) diskutieren, welche fiir Ternérkorper im Allgemeinen nicht gelten:

- Fiir z,y € K* gilt im Allgemeinen (zy) # (yz); betrachte als explizites Beispiel hierzu
etwa die angeordnete Loop I' := (R, +, <) aus (1.3,a) mit 7 := 2 sowie den uniform
bewerteten Cartesischen Korper (R((F)), +,, 5) der formalen Potenzreihen auf I' iiber
R aus (1.13,c): Wegen'

d(Ye-t) = 6(1) = 0
und St-1) = 8(t) + (1) = 1+(-1) = 14 (-2) = —
ist t- 1/t ¢ {1} = (1) = (/¢ - t), also insbesondere (t-1/t) # (/¢ - 1).

N

Fiir alle z,y € K* gilt allerdings stets

Yo -2) 20 @) = () = Yew-y) (- G\

- Fir z,y € K* gilt im Allgemeinen (Y/(zy)) # (y\! - 1/z); d.h. die vierte mogliche Ge-
stalt der Nilpotenzmenge aus (2.2,g) muss nicht notwendig mit den dort aufgezéhlten

ibereinstimmen. Betrachte in derselben Situation wie oben den uniform bewerteten
Cartesischen Korper (R((T)),+,-,d): Wegen'

6(Yew) = 6(1) = 6(1) = 0
und G- Yom) = 6D +6(om) = (= 1)+ (=(=1))
= (-3)+(=(-2) = (-5 +4 = 7
ist A\l 1/ ¢ {1} = (1) = (Y(ve-n), also insbesondere (Y/(ye-n) 7 (\- (/).

(2.2,f)

Fiir alle x,y € K* gelten mit der obigen Betrachtung allerdings stets
(/@) (Mo fy) = (Y om) - Ya) = (3\1-Y/s) mit

2.2.f S.0. :

wnd () 27 ALY G @on\) = G- e mit

2.2.f
( = ) 1/(1/(1/(1/?/)))

<
i

= ((ww\)\! .

=N
|

'Fiir ein v € T bezeichne —v bzw. < v hierbei das links- bzw. rechtsinverse Element von « in der Loop T,
d.h. dasjenige Element aus I' mit (=) + v =0 bzw. v + (=) = 0.
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KarrTeL 2. Nilpotente & neutrale Elemente

(2.3) Satz:

Fiir alle z € K* gelten:
@) (o) = G\ = Yo = @\
(b)  Yav C (Ya) C Ry-1/aV.

Beweis: Zu (a): Fiir alle x € K* gelten zunéchst (1/z) = (2\!) nach (2.2,a) sowie ebenso
/(@) = (»)\! nach (1.2,d) und (1.4,a). Nach (1.2,d) und (1.4,b,c) ist }/(z) ebenfalls normal und
multiplikativ abgeschlossen mit /= € 1/(z), sodass nach Konstruktion (1/z) C /(@) fiir alle
x € K* gilt.

Aus dem bereits Bewiesenen folgt dann auch die andere Inklusion, denn fiir alle x € K™ ist

()

(2.2)c) S.0.

(Vo) C Yoy, dh Yy = @\ C o)\ = (Vo) .

Zu (b): Da die Faktorloop K*/R, nach (1.7,d) eine abelsche Gruppe ist, folgt die Behaup-
tung fiir alle x € K* direkt mittels

2.1e

( ) a (2-1,e)
it C Yy oy C

Ro(fa) "2V R

Beschranktheit in topologischen Ternadrkorpern

Die Nilpotenzmenge (1/z) = 1/(z) wird sich im weiteren Verlauf als geeignete Verallgemei-
nerung der Menge {z™" € K* | n € N} herausstellen, deren Beschranktheit im klassischen
Beweis topologischer Korper eine Folge der Nicht-Nilpotenz des Elementes x € K* gewe-
sen ist.! Beachte, dass im Falle eines kommutatives Kérpers diese beiden Mengen wegen
R, = {1}, vgl. KarLnorr [23, S.154], und (2.3,b) zusammenfallen.

Nach der obigen Diskussion einiger Eigenschaften von Nilpotenzmengen werden wir uns
im Folgenden daher dem zweiten Aspekt dieser Verallgemeinerung widmen und einen Be-
schrinktheitsbegriff fiir topologische Terndrkorper einfithren: Hierbei orientieren wir uns
stark an der entsprechenden Definition von Beschréanktheit in topologischen Ternarkorpern
von SzaMmBIEN [46, S.181] sowie dem Beschrianktheitsbegriff topologischer Koérper von
KowaLsky, DurBauM [28, S.138f.].2

Im Folgenden sei (K, T,.7) stets ein topologischer Ternirkorper.

1vgl. erneut KOWALSKY, DURBAUM [28, Satz 10] bzw. auch ENGLER, PRESTEL [10, Lem. B.10(2)]

2In SZAMBIEN [46, S.181] ist ein beidseitiger Beschriinktheitsbegriff eingefithrt worden, den wir aber
nicht in der dortigen Stéirke benttigen werden. Wir kombinieren diesen daher mit dem einseitigen Be-
schrinktheitsbegriff aus KOWALSKY, DURBAUM [28, S.138f.].
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(2.4) Definition: (vgl. Kowarsky, DurauMm [28, S.138f.], Szampien [46, S.181])

Es sei M C K eine Teilmenge von K.

(a) M heifit links-beschrankt, wenn fiir alle Umgebungen U von 0 stets eine Umgebung V'
von 0 mit VM C U existiert.

(b) M heiBit rechts-beschrdankt, wenn fiir alle Umgebungen U von 0 stets eine Umgebung V
von 0 mit MV C U existiert.

(c) M heiBt beschrinkt, wenn M sowohl links- als auch rechts-beschrinkt ist.!

(d) M heifit links-unbeschrinkt bzw. rechts-unbeschrdnkt, wenn M nicht links-beschrankt
bzw. nicht rechts-beschrankt ist.

(e) M heiit unbeschrinkt, wenn M nicht beschrankt ist, d.h. wenn M links- oder rechts-
unbeschrénkt ist.

(2.5) Satz:

(a) (vgl. EnGLER, PrEsTEL [10, Cor. B.4]) Die Menge K ist genau dann links- oder rechts-
beschrinkt, wenn die Topologie .7 diskret oder indiskret ist.?

(b) (vgl. Encrer, PresteL [10, Lem. B.3(3)]) Jede Teilmenge einer links- bzw. rechts-
beschrankten Teilmenge von K ist wieder links- bzw. rechts-beschréankt.

(c¢) Endliche Vereinigungen links- bzw. rechts-beschriankter Teilmengen von K sind wieder
links- bzw. rechts-beschrénkt.

(d) (vgl. ENGLER, PrESTEL [10, Lem. B.3(2)]) Endliche Teilmengen von K sind beschrénkt.

(e) Eine normale Teilmenge von K ist genau dann links-beschrénkt, wenn sie rechts-
beschrénkt ist. In diesem Fall ist sie also bereits beschrankt.
Insbesondere ist jede normale, unbeschréankte Teilmenge von K sowohl links- als auch
rechts-unbeschréankt.

(f) (vgl. KowaLsky, DurBAUM [28, Satz 2]) Sind M C K eine normale, beschriankte so-
wie N C K eine links- bzw. rechts-beschréankte Teilmenge von K, so ist die Menge
MN = NM wieder links- bzw. rechts-beschréankt.

Beweis: Zu (a): Ist .7 diskret, d.h. ist {0} eine Umgebung von 0, so gilt fiir alle Umge-
bungen U von 0 stets {0} - K = K - {0} = {0} C U und K ist somit beschrénkt.

Ist .7 dagegen indiskret, d.h. ist K die einzige Umgebung von 0, so ist K wegen KK C K
ebenfalls beschréankt.

Diese Definition stimmt mit dem Beschrinktheitsbegriff von SZAMBIEN [46, S.181] iiberein.

2In diesem Fall ist K nach (e) dann bereits beschriinkt.
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Ist .7 dagegen weder diskret noch indiskret, so gibt es eine Umgebung U von 0 mit U # K
und fiir alle Umgebungen V' von 0 gilt VK = KV = K ¢ U (denn es gibt stets ein Element
z € V\{0}, da .7 nicht diskret ist), d.h. K ist sowohl links- als auch rechts-unbeschrénkt.

Zu (b): Esseien M C K eine links- bzw. rechts-beschrankte Teilmenge von K und N C M
eine Teilmenge von M. Ist eine Umgebung U von 0 gegeben, so gibt es dann eine Umgebung
V von 0 mit VM C U bzw. MV C U und es folgt direkt auch VN C VM C U bzw.
NV c MV CU.

Zu (c):  Es seien M,N C K links- bzw. rechts-beschrinkte Teilmengen von K. Ist eine

Umgebung U von 0 gegeben, so gibt es dann Umgebungen V.V’ von 0 mit VM, V'N Cc U
bzw. MV, NV’ C U und die Umgebung W :=V NV’ von 0 erfiillt

W((MUN) = (WM)U(WN) ¢ (VM)U(V'N) ¢ U
baw. (MUN)W = (MW)U(NW) c (MV)U(NV') C U.

Iterativ folgt die Behauptung dann auch fiir beliebige endliche Vereinigungen links- bzw.
rechts-beschrankter Teilmengen von K.

Zu (d): Offenbar ist () stets beschrinkt. Mit (c) geniigt es daher, die Beschrinktheit von
einelementigen Teilmengen {x} C K zu zeigen: Im Fall z = 0 ist fiir alle Umgebungen
U von 0 offenbar U - {z} = {z} - U = {0} C U. Ist dagegen = # 0 und eine Umgebung U
von 0 gegeben, so sind U/z und 2\U ebenfalls Umgebungen' von 0 mit U/z-{x} = {z}-2\U = U.

Zu (e): Essei M C K eine normale Teilmenge von K. Dann gilt fiir alle Umgebungen V
von 0 insbesondere VM = MV und die Teilmenge M ist somit genau dann links-beschrankt,
wenn sie rechts-beschréankt ist, d.h. genau dann, wenn sie beschréankt ist. Mit der Kontrapo-
sition dieser Aussage folgt die zweite Behauptung.

Zu (f):  Ist in dieser Situation eine Umgebung U von 0 gegeben, so gibt es dann Um-
gebungen V', V/ von 0 mit MV C U und V'N C V bzw. NV’ C V und es folgt

VI(MN) = M(V'N) ¢ MV c U

bzw.  (MN)V' = M(NV') ¢ MV C U.

(2.6) Satz:

Es sei R beschrénkt. Dann gilt:

(a) (vgl. Kowarsky, DurBaUM [28, Satz 2]) Sind M, N C K links- bzw. rechts-beschrénkte
Teilmengen von K, so sind auch die Mengen M + N, M — N und M = N jeweils wieder
links- bzw. rechts-beschréankt.

Denn die Rechts- und Linksmultiplikation mit z ist jeweils stetig mit 02 =z -0 = 0, vgl. (1.7,b).
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Ist sogar R, beschrankt, so gelten weiter:

(b) Jede links- oder rechts-beschréinkte Teilmenge von K ist bereits beschrinkt.!

(c) (vgl. KowaLsky, DurBauM [28, Satz 2]) Sind M, N C K jeweils beschrinkte Teilmengen
von K, so ist auch die Menge M N wieder beschrankt.

Beweis: Zu (a): Ist eine Umgebung U von 0 gegeben, so existiert zunichst eine Umgebung?
V von 0 mit V +V C U. Da in dieser Situation die Mengen RM und RN nach (2.5,f)
wieder links- bzw. rechts-beschrénkt sind, gibt es dann Umgebungen W, W’ von 0 mit
W(RM),W'(RN) C V bzw. (RM)W,(RN)W' C V und die Umgebung W = W N W’
von 0 erfiillt

)

— — (

W(M+N) c W(RM)+(RN)) ¢ W(RM)+W(RN)

c W(RM)+W'(RN) ¢ V+V c U
)

—~

baw. (M +N)W < ((RM)+ (RN))W UV (RMYW + (RN

c (RM)W+((RNW' c V+V C U.

Somit ist die Summe zweier links- bzw. rechts-beschrinkter Teilmengen von K stets wieder
links- bzw. rechts-beschrankt. Da —R nach (1.7,c) normal und wegen —R = (—1)R, vgl.
(1.6,c), nach (2.5,d,f) auch beschrénkt ist, sind nach (2.5,f) ebenso die Mengen (—R)M und
(—R)N links- bzw. rechts-beschrankt. Somit folgt die Links- bzw. Rechts-Beschrénktheit von
M — N bereits aus dem Bewiesenen und (2.5,b) mittels

M-N ¢ M—(@RN) "2 M+ (—(@®N) "2 M+ ((-R)N) .

Also ist ebenso diese einseitige Differenz zweier links- bzw. rechts-beschrinkter Teilmengen
von K stets wieder links- bzw. rechts-beschrankt. Schlielich sind nach (2.5,f) die Mengen
RM und RN links- bzw. rechts-beschrénkt und die Links- bzw. Rechts-Beschrénktheit von
M = N folgt schlieBlich aus dem Obigen und (2.5,b) durch

M-N c (RM)-(RN) "2 (RM) - (RN) .

Zu (b): Ist M C K eine links-beschrankte Teilmenge von K und weiter eine Umgebung U
von 0 gegeben, so gibt es Umgebungen V, W von 0 mit R,V C U sowie WM C V und es
folgt auch

MW C R,MW) = R WM) Cc RV C U.

Ist M C K dagegen eine rechts-beschrinkte Teilmenge von K und eine Umgebung U von 0
gegeben, so gibt es analog Umgebungen V, W von 0 mit R,V C U sowie MW C V und es
gilt ebenfalls

WM C R, WM) = R,MW) C R,V C U.

n diesem Fall stimmt unser Beschrénktheitsbegriff natiirlich mit dem von SZAMBIEN [46, S.181] {iberein.
2Denn die Addition + ist stetig mit 0 + 0 = 0, vgl. (1.7,b).
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In beiden Fallen ist M somit bereits beschrankt.

Zu (c):  Es seien beschriankte Teilmengen M, N C K von K gegeben; mit (b) geniigt
es zu zeigen, dass die Menge M N rechts-beschréankt ist. In dieser Situation ist die Men-
ge R,M nach (2.5,f) beschrankt - ist daher eine Umgebung U von 0 gegeben, so gibt es
insbesondere Umgebungen V, W von 0 mit (R,M)V C U und NW C V und es folgt

(MN)W C R,((MN)W) = R, (M(NW)) = (RM)NW) C (RM)V C U.

]

Nilpotente & neutrale Elemente

Nach der Betrachtung dieser beiden Aspekte haben wir nun alles an der Hand, um unseren
Begrift nilpotenter und neutraler Elemente einzufiihren.

(2.7) Definition: (vgl. KowaLsky, Dursaum [28, Satz 10])*

(a) Ein Element z € K heifit nilpotent,> wenn z = 0 gilt oder x # 0 und die Nilpotenz-
menge (1/z) unbeschriankt ist. Wir bezeichnen die Menge der nilpotenten Elemente von

(K,T,.7) mit

Ny = {0} U {z€ K" | () ist unbeschréinkt } C K .

(b) Ein Element z € K* heifit neutral, wenn sowohl z als auch !/z nicht nilpotent sind,
d.h. wenn die Nilpotenzmengen® (z) und (1/z) jeweils beschréinkt sind. Die Menge der
neutralen Elemente von (K, T, .7) notieren wir als

N* = {ze K" | (z) und (V) sind jeweils beschréinkt } < K*.

(c) Schliellich bezeichnen wir die Mengen der nilpotenten und neutralen Elemente von
(K,T,.7) mit

N = Ny U N~

= {0} U {2z € K* | () unbeschriinkt oder (z),(Y/x) beschrénkt } .

!Siehe erneut auch ENGLER, PRESTEL [10, Lem. B.10(2)].

2Da bei uns keine Verwechselungsgefahr mit Nilpotenzbegriffen anderer Gebiete (wie etwa der Gruppentheorie
etc.) besteht, werden wir in dieser Arbeits stets einfach nur nilpotent anstatt analytisch nilpotent schreiben.

3Beachte, dass nach (2.2,c) stets (1/(v/»)) = (z) fiir alle z € K* gilt.
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(vgl. ENGLER, PrESTEL [10, Lem. B.11(6)]) N* ist eine normale Unterloop von (K*,-).
Ist 7 diskret oder indiskret, so sind Ny = {0} sowie N* = K* und N = K.

(d) (vgl. ExcrER, PrESTEL [10, Lem. B.11(4)]) Das Produkt eines nilpotenten mit einem
neutralen Element ist wieder nilpotent, d.h. es gelten

NoN* = N*N, = N und NN* = N*N = N.

(e) Das Produkt eines nicht nilpotenten mit einem neutralen Element ist wieder nicht
nilpotent, d.h. es gelten

(K\No)N* = N*(K\Ny) = K\Ng

und  (K\N)N* = NX(K\N) = K\N.

(f) Das Produkt zweier nicht nilpotenter Elemente ist wieder nicht nilpotent, d.h. es gelten

(K\No)(K\No) = K\No  und  (K\N)(K\N) C K\N .

(g) (vgl. ENGLER, PrEsTEL [10, S.195]) Es gelten

Vi\Ng) = m\WN)\! C N und Yr\wvy = &N\E C Ny .

Beweis:  Zu (a): Wir zeigen fiir die Normalitdt von Ny, dass Np\{0} eine normale
Teilmenge von K* ist, vgl. (1.5,f), und fiihren fiir die Dauer dieses Beweises hierfiir die
Notation Nj := Ny\{0} ein. Da fiir alle n,z,y € K*

(2.2,d) (2.2,d) (2.2,¢)

(Y(@o\emw) =" (@) (@nyy) =" (Fan) = (Yn)

. 2.2,d 2.2,d 2.2,
sowie  (Y(@neom) T2V (@) T2V wam) P27 (1)

gelten, ist die Nilpotenzmenge (1/n) somit genau dann unbeschrinkt, wenn die beiden obi-
gen Nilpotenzmengen jeweils unbeschréinkt sind. Also ist n genau dann nilpotent, wenn die
Elemente (zy)\((#)%) und (ay)\(#(¥n) jeweils nilpotent sind, und es folgen

(Z,y)\((:ng)y) = Ng und (J:y)\(x(yNg)) = N;,
dh.  (aNg)y = =z(yNg) = (zy)Ng -

Somit ist N nach (1.2,c) bereits normal. Ebenso gelten fiir alle n,z,y € K*

(@) 2 (@) P2V (o)) P2 ()

P20 (wom)fay) 20

(2.2,b)

() “="(n)

sowie {(@y)\(=ym))

31



KarrTeL 2. Nilpotente & neutrale Elemente

d.h. die Nilpotenzmenge (n) ist genau dann beschrénkt, wenn die beiden obigen Nilpotenz-
mengen jeweils beschriankt sind. Zusammen mit dem obigen Ergebnis ist n also genau dann
neutral, wenn die Elemente (zy)\((#n)¥) und (ay)\(#(¥n)) jeweils neutral sind. Erneut folgen

(a}y)\((mNX)y) = N~* sowie (zy)\(m(yNX)) = N~ ,
d.h. (xkN* )y = z(yN*) = (zy)N*.

Erneut ist N* nach (1.2,c) bereits normal. Schliefllich ist N = Ny U N* als Vereinigung
normaler Mengen wieder normal, vgl. (1.4,b).

Zu (b):  Mit (a) ist nur die Unterloop-Eigenschaft fiir N* zu zeigen: Zunéchst ist offenbar
(/1) = (1) = {1} und diese Menge nach (2.5,d) beschriankt, d.h. es ist 1 € N*. Seien nun
z,y € N* gegeben, d.h. die Nilpotenzmengen (z) , (/=) , (y) , (1/y) jeweils beschrénkt. Es sind
xy, %/y,y\* € N* zu zeigen - betrachte hierfir

wy) " @) i)
W) 20 o) 7 01 0
W) C20 () OO ey O ) @)
sowie (/) 27 (o) P20 Wer) O27 (aeyy O (1 ()

Nach (2.5,f,b) sind mit (x), (}/z), (y), (}/y) damit auch die Nilpotenzmengen
(wy) s M) s Gl Yew) s G\ sowie (o)

beschriankt, d.h. die Elemente xy, /y und y\¢ sind jeweils wieder neutral.

Zu (c):  Ist .7 diskret oder indiskret, so ist K und damit jede Teilmenge von K be-
schréinkt, vgl. (2.5,a,b). Insbesondere sind fiir alle z € K* die Nilpotenzmengen (z) und (/)
beschrénkt, d.h. nach Definition sind Ny = {0} sowie N* = K* und N = K.

Zu (d):  Mit (a) gelten offenbar NgN* = N* Ny sowie NN* = N*N; und wegen 1 € N*
nach (b) ist weiter Nog C No/N*. Zum Nachweis der Inklusion NgN* C N seien ein x € Ny
und ein y € N* gegeben. Im Fall x = 0 ist xy = 0 € Ny und nichts zu zeigen; es sei im
Folgenden daher = # 0, d.h. die Nilpotenzmengen (1/=) unbeschrénkt und (y) beschrinkt.
Dann gilt

(2.2,f)

W) P20 ) 20 W) ) W) )

Wiire (1/(xy)) beschrankt, so folgte mit (2.5,f,b) auch die Beschrénktheit von (1/z); im Wi-
derspruch zur Voraussetzung. Also muss (1/(zy)) unbeschriankt sein, d.h. es ist zy € Ny.
Mit dem bereits Bewiesenen folgt dann schliefSlich auch

NN* = (NgUNX)N* = (NpgNOUN*N*) € NunNs = N
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Zu (e):  Mit (a) gelten offenbar (K\No)N* = N*(K\Ny) sowie (K\N)N* = N*(K\N);
und wegen 1 € N* nach (b) ist weiter K\N C (K\N)N*. Zum Nachweis der Inklusion
(K\N)N* C K\N seien ein x € K\N und ein y € N* gegeben, d.h. die Nilpotenzmengen
(x) unbeschrankt und (Y/z) , (y) , (1/y) jeweils beschriankt. Dann gelten
(2.2,8) (2.1,b)
() "= Yoy C () ()
(2.2,f) (2.L,b)

sowie () = (@)fy)y =" Yy (zy) C (Vo) (zy) .

Nach (2.5,f,b) ist damit auch (1/(zy)) beschrinkt - und wére (zy) beschrinkt, so folgte mit
(2.5,fb) auch die Beschranktheit von (x); im Widerspruch zur Voraussetzung. Also muss
(xy) unbeschréankt und (/(zy)) beschrankt sein, d.h. es ist zy € K\N.

Mit dem bereits Bewiesenen folgt dann schliefSlich auch

(K\No)N* = (E\(N\N*))N* = ((K\N)UN*)N*
= ((K\N)N*)U(N*N*) Y OK\NUNT = K\N.

Zu (f):  Sind zum Nachweis von (K\N)(K\N) C K\N Elemente x,y € K\N gegeben,
d.h. die Nilpotenzmengen (z), (y) jeweils unbeschriankt und (Y/z), (1/y) jeweils beschréinkt,
so gelten

) OZ2 a1y U () ()
sowie (@) = (@) 20w, @) “C 04 ()

Nach (2.5,f,b) ist damit auch (1/(zy)) beschriankt - und wére (zy) beschriankt, so folgte mit
(2.5,f,b) auch die Beschrinktheit von (x); im Widerspruch zur Voraussetzung. Also muss
(xy) unbeschriankt und (/(zy)) beschriankt sein, d.h. es ist zy € K\N.

Wegen 1 € N* C K\ Ny nach (b) ist offenbar K\ Ny C (K\Ny)(K\No); und mit dem bereits
Bewiesenen folgt dann schliellich auch

(K\No)(K\No) = ((I\N)UN")((K\N)UN¥)

= ((K\N)(K\N)) U ((K\N)N*) U (N*(K\N)) U (N*N*)
“E (KA\NY U (K\N) U (K\N)UN* = K\N .

Zu (g): Nach (a), (1.2,d) und (1.4,b) sind die Mengen K\ Ny und K\ N wieder normal und
es gelten bereits 1/(x\No) = (K\No)\l und Y/(xk\n) = (k\N)\! nach (1.2,d) und (1.4,a). Ist ein
xr € K\ Ny gegeben, d.h. die Nilpotenzmenge (1/z) beschréankt, so konnen zwei Fille eintreten:

- Ist (Y/(/=)) ebenfalls beschrénkt, so ist nach Definition /= € N*.
- Ist (Y/(/2)) dagegen unbeschréinkt, so ist nach Definition /= € Nj.

Insgesamt ist also in beiden Fillen 1/= € N, d.h. es ist 1/(x\Ny) C N.
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Ist stattdessen ein y € K\N gegeben, d.h. die Nilpotenzmengen (y) unbeschriankt und (1/y)
beschrankt, so ist wegen (y) = (Y/(/)), vgl. (2.2,c), nach Definition bereits 1/y € Ny. Somit
gilt auch Y/(xk\n) C Np.

]

(2.9) Lemma:

Es seien .7 nicht diskret und U eine normale, beschrankte Umgebung von 0.

(a) (vgl. ENGLER, PrESTEL [10, Lem. B.5])! Die Menge
V= {z€eK |Us CcU} Cc K
ist eine normale, multiplikativ abgeschlossene, beschrinkte Umgebung von 0.

(b) Bildet die Familie (Ux).cx~ eine Kette,? so gilt fiir die in (a) konstruierte normale,
multiplikativ abgeschlossene, beschrinkte Umgebung V' von 0 zusétzlich 1/(x\v) C V.

Beweis: Zu (a): Wegen der Beschrianktheit von U gibt es insbesondere eine Umgebung
W von 0 mit UW C U, d.h. nach Konstruktion ist W C V und V damit ebenfalls eine
Umgebung von 0. Da nach Definition weiter UV C U gilt und .7 nicht diskret ist, existiert
insbesondere ein x € U\{0} mit zV C U. Also ist

v oc v "oy,
und nach (2.5,d,f,b) ist damit auch V' beschriankt. Weiter gilt fir alle z,y € V
Uly) = (Uz)y C Uy C U,

d.h. es ist xy € V und V daher multiplikativ abgeschlossen. Schliellich ist nur noch die
Normalitit von V zu zeigen - fiir alle z,y € K* und v € V gelten hierbei?

U- @)\(@)9) = @\(@U)y) C @\Ey) = @\@)V) = U,
U-\(@9) = \(@@afy) o \(@0)h) = A\(E0h) = \e@U) = U,
U @\Ew) = @\ewlv) C  @\ol) = @\@Ev) = U,
U-\AE) = \A@OD) ¢ \GE@D) = \QE) = N\ = U
Damit folgen
@p)\(@V))  \NE) - @y)\E@V) | \GNE) T
d.h. (@V)y = z@yV) = (zy)V .

Mit (1.2,c) ist V daher bereits normal.

lsiehe auch KOWALSKY, DURBAUM [28, S.143]

?bzgl. der mengentheoretischen Inklusion

3Beachte, dass fiir normale Teilmengen M von K in analoger Weise zu (1.4,a) auch M - y\# = y\(M=) fiir alle
x,y € K* gilt, denn es ist stets y(M - y\#) = M(y-y\z) = Mz = y-\Ma).
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Zu (b): Ist in dieser Situation ein x € K'\V gegeben, so gilt nach Konstruktion Uz ¢ U. Da
(Ux) e+ eine Kette bildet, muss in diesem Fall daher U C Ux gelten. Wegen der Normalitét
von U folgt hieraus dann U - 1/z =U/e C U, d.h. /o € V, vgl. (1.4,a).

O

(2.10) Satz: (vgl. ENcLER, PrESTEL [10, Lem. B.10(1)])

Es sei U eine normale, beschréankte Umgebung von 0.

(a) Fir die Menge Ny der nilpotenten Elemente gilt: Es ist Ng = {0} oder Nj ist eine
normale Umgebung von 0.

(b) Die Menge N der nilpotenten und neutralen Elemente ist eine normale Umgebung
von 0. Hierbei ist N = K genau dann, wenn Ny = {0} gilt.

Beweis: Zu (a): Nach (2.8,a) ist Ny stets normal. Betrachte den Fall Ny # {0}; nach (2.8,¢c)
ist 7 dann insbesondere nicht diskret und nach (2.9,a) gibt es eine normale, multiplikativ
abgeschlossene, beschriankte Umgebung V' von 0.

Es sei nun ein x € No\{0} gegeben, d.h. die Nilpotenzmenge (1/z) unbeschrinkt. Es geniigt
zu zeigen, dass fiir dieses nilpotente Element dann Vaz C Ny gilt, - denn da mit V' auch
Vz eine Umgebung! von 0 ist, ist Ny dann ebenfalls eine Umgebung von 0. Sei daher ein
y € Vx gegeben: Ist y = 0, so ist y € Ny nach Definition. Ist dagegen y # 0, so existiert ein
v € V\{0} mit y = vz, d.h. mit +\v = x. Da V normal und multiplikativ abgeschlossen ist,
ist in dieser Situation (v) C V und es folgt

2.2,a)

) = (ew) "2 e\ (v -v (o) () < () V.

Wiire (1/y) beschrinkt, so folgte mit (2.5,f,b) auch die Beschranktheit von (1/z); im Wider-
spruch zur Voraussetzung. Also muss (1/y) unbeschréinkt sein, d.h. es ist y € Ng.

(22/) > (2-éb)

Zu (b):  Nach (2.8,a) ist N stets normal. Im Fall Ny = {0} folgt mit (2.8,g) sofort
K* =1k~ C N, dh. esist N = K und dies trivialerweise eine Umgebung von 0.
Ist dagegen Ny # {0}, so ist Ny nach (a) eine Umgebung von 0; und N wegen Ny C N damit
ebenfalls. Erneut ist .7 nach (2.8,c) dann insbesondere nicht diskret und nach (2.9,a) gibt es
eine normale, multiplikativ abgeschlossene, beschrankte Umgebung V' von 0. Dann ist auch
No NV eine Umgebung von 0, d.h. es existiert insbesondere ein Element z € (Ny N V)\{0}.
Die Nilpotenzmenge (1/z) ist daher nach Definition unbeschrinkt und (x) wegen (z) C V
nach (2.5,b) beschriankt; d.h. mit (2.2,c) ist also /= € K\ N. Insbesondere ist damit N # K.
[

'Denn die Rechtsmultiplikation mit x ist offen mit 0 -z = 0, vgl. (1.7,c).
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KarrTeL 2. Nilpotente & neutrale Elemente

Es lassen sich aber leider nicht alle gewiinschten Eigenschaften der Menge der nilpotenten
Elemente aus dem klassischen Fall topologischer kommutativer Korper iibertragen: So ist
etwa die multiplikative Abgeschlossenheit der Menge Ny nicht notwendig gegeben, da ohne
weitere Kenntnisse iiber die Existenz gewisser normaler Umgebungen von 0 nicht klar ist,
ob es Elemente z € N\ {0} gibt, fiir die sowohl (1/z) als auch (z) unbeschréinkt sind.!

Schon fiir topologische Korper ist diese multiplikative Abgeschlossenheit nicht unbedingt
gegeben und muss vorausgesetzt werden, siehe Kowarsky, DurBaUM [28, Satz 18], oder etwa
aus der Beschranktheit der Kommutatorgruppe gefolgert werden, siche Kowarsky, DURBAUM
[28, Satz 19]. Wir werden spéter in (3.6,c) ebenfalls sehen, dass fiir topologische Ternérkorper
vom Typ V in Verallgemeinerung hierzu die multiplikative Abgeschlossenheit von Ny eine
Konsequenz der Beschrinktheit des erweiterten Radikals R, ist.?

Zunéchst konnen wir nur eine Liste an Kriterien fiir die multiplikative Abgeschlossenheit
von Ny - und damit auch die multiplikative Abgeschlossenheit von N - zusammenstellen:

(2.11) Satz:

(a) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) NoNo C Ny .

(i) 1 ¢ NoNp .

(iii) No = {0} U {z € K~ ‘ (z) ist beschréinkt und (1/z) ist unbeschréinkt } .
(iv) N = {0} U {zeK* | () ist beschrénkt } .

(v) No = {0} U (Yux\w) .

(vi) N = {0} U (YV&\n) .

(vii) Fir alle x € K* ist (x) oder (1/=) beschrinkt.

(viii) Fiir alle z,y € K* mit (x) und (y) unbeschrénkt ist auch (ry) unbeschrinkt.

(b) Ist Ny multiplikativ abgeschlossen, so gelten weiter
NoN = NNy, = N und NN = N.

(c) Ist Ny # {0}, so sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Es gibt eine normale, beschrénkte Umgebung U von 0 so, dass die Familie (Uz) z¢ g+
eine Kette? bildet.

(ii) Es gibt eine normale, multiplikativ abgeschlossene, beschrinkte Umgebung V'
von 0 mit Y/(x\v) C V.

IBetrachten wir stattdessen die Definition nilpotenter Elemente fiir kommutative Kérper, so ist die multipli-
kative Abgeschlossenheit sofort klar, vgl. ENGLER, PRESTEL [10, Lem. B.11(1)].

2Beachte, dass fiir kommutative Kérper stets R, = {1} nach KALHOFF [23, S.154] gilt und dies nach (2.5,c)
trivialerweise beschrankt ist; und dass fiir Korper das erweiterte Radikal nach Definition gerade der Kom-
mutatorgruppe entspricht.

3bzgl. der mengentheoretischen Inklusion
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Sind diese Eigenschaften erfiillt,! so sind Ny und N jeweils normale, multiplikativ
abgeschlossene Umgebungen von 0 mit 1/(k\n) C Ny C N.

Beweis: Zu (a): (i=1ii): Waiére in dieser Situation 1 € NyNy, so folgte hieraus insbe-
sondere 1 € NgNy C Ny; im Widerspruch zu 1 € N* nach (2.8,b).

(ii = iii):  Offenbar gilt in (iii) stets die Inklusion D. Fiir die Inklusion C sei nun ein
r € No\{0} gegeben, d.h. die Nilpotenzmenge (1/z) unbeschrénkt. Ware (z) = (}/(y2)), vgl.
(2.2,c), ebenfalls unbeschrénkt, so folgte /= € Ny und damit 1 = /= - & € NyNy; im Wider-
spruch zur Voraussetzung. Also muss (x) in der Tat beschrénkt sein.

(iii = iv): Die Behauptung folgt direkt aus der Voraussetzung sowie N = Ny U N*.

(iv=v): Wegen 0 € Ny und (2.8,g) gilt stets die Inklusion D. Fiir die Inklusion C
sei nun ein € Ny\{0} gegeben, d.h. die Nilpotenzmenge (1/z) unbeschrénkt. Nach Voraus-
setzung ist dann 1z ¢ N und es folgt x = (1/)\! € (K\M)\! = Y/(x\N), vgl. (2.8,g).

(v = vi): Die Behauptung folgt direkt aus der Voraussetzung sowie

(2-5;13) (

YW = Ywnuns) = (Yaw) U (Ynx) VE\w) UN .

(vi = vii): Nach Voraussetzung gilt dann auch
K\N = K\(Y&\w~) = Yoo} .

Ist daher ein z € K* mit (1/z) unbeschrankt gegeben, so ist nach Definition z € Ny und
somit /= € K\N, d.h. (x) = (Y /=), vgl. (2.2,¢), ist insbesondere beschrénkt.

(vii = viii):  Sind x,y € K* mit (z) und (y) unbeschrinkt gegeben, so ist nach Vor-
aussetzung insbesondere (1/y) beschréankt. Weiter gilt

(2.2,f) (2.L,b)
() = (@) "=" M- (zy)) < (V) (zy) .
Wire (zy) beschriankt, so folgte mit (2.5,f,b) auch die Beschrinktheit von (z); im Wider-
spruch zur Voraussetzung. Also muss (xy) unbeschriankt sein.

(viii =>i): Es seien z,y € Ny gegeben. Im Fall 0 € {z,y} folgt sofort zy = 0 € Ny;
es sei im Folgenden daher x,y # 0, d.h. die Nilpotenzmengen (Y/z), (1/y) unbeschriankt. Mit
der Voraussetzung ist dann auch (V/(zy)) = (Y= - 1/y), vgl. (2.2,g), unbeschriankt, d.h. es ist in
der Tat xy € Ny.

Tm folgenden Kapitel werden wir in der Lage sein, unter einer (fiir die Betrachtung der Topologien unifor-
mer Bewertungen notwendigen) Zusatzvoraussetzung diese Aussage in die Aquivalenz mitaufzunehmen, vgl.
hierzu (3.5,b).
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Zu (b):  Mit (2.8,a) gilt offenbar NgN = NNp; und wegen 1 € N nach (2.8,b) ist weiter
Ny C NyN. Die Inklusion NgN C N, folgt aus der Voraussetzung mittels

(2.8,d)
NoN = N()(N()UNX) = (N()NQ) U (N()NX) C NyUNy, = Ny.
Hieraus folgt dann auch sofort
NN = (NyUNSIN = (NoN)U(N*N) ®2Y NyjuN = N

Zu (c¢): (1=1ii): Wegen (2.8,c) kann die Topologie .7 in dieser Situation nicht diskret
sein und die Behauptung folgt daher direkt aus (2.9,b).

(ii =1i): Wir zeigen, dass die Familie (Vz),eck+ in diesem Fall bereits eine Kette bildet;
seien hierzu x,y € K* gegeben. Betrachte die folgende Fallunterscheidung:

- Ist #/y € V, so folgt direkt
Ve = V(Ey-y) = Vo2gfy)y ¢ (VV)y C Vy.

- Ist dagegen «/y ¢ V', so ist nach Voraussetzung /(=) € 1/(x\v) C V und es folgt
1 € V.z/y, d.h. Vy € V((V-2ly)y) = (VV)(/y-y) C Va.

Fiir den Nachweis des Zusatzes sei nun eine normale, multiplikativ abgeschlossene, be-
schrankte Umgebung V' von 0 mit 1/(x\v) C V aus (ii) gegeben. Wir zeigen im Folgenden
die Eigenschaft aus (a(vii)); sei hierfiir ein x € K* mit (x) unbeschrénkt gegeben. Wire
x € V), so folgte auch (z) C V', weil V' normal und multiplikativ abgeschlossen ist, und mit
(2.5,b) wére (x) beschriankt; im Widerspruch zur Voraussetzung. Somit muss stattdessen
1/z € 1/(k\v) C V gelten und mit analoger Argumentation ist daher (1/z) C V beschrinkt.
Wegen Ny # {0} sind Ny und N in dieser Situation nach (2.10,a) und (b) also normale,
multiplikativ abgeschlossene Umgebungen von 0; und es ist 1/(k\n) C Ny C N nach (2.8,g).
O

Zum Abschluss dieses Kapitels betrachten wir nun noch Zusammenhénge der Menge der
nilpotenten bzw. nilpotenten und neutralen Elemente mit der Addition des zugrunde liegen-
den Terndrkorpers: Im Gegenzug zum klassischen Fall bewerteter Korper, vgl. KowaLsky,
DurBauM [28, Satz 2], ist die Beschrénktheit der Summe bzw. Differenz zweier beschrénkter
Mengen erst unter der Voraussetzung der Beschrianktheit des Radikals klar.

Abschlielend werden wir fiir den Fall, dass sogar das erweiterte Radikal beschrinkt ist,
noch nachweisen, dass die Nilpotenz eines Elementes x € K* (in unserem Sinne) bereits
vollstéindig durch die Unbeschrianktheit der Menge /2" bestimmt ist - in diesem Fall spiegelt
unsere Definition die Folgerung aus Kowarsky, DurBauM [28, Satz 10] bzw. ENGLER, PRESTEL
[10, Lem. B.10(2)] vollends wider.*

IDiese wird sich fiir uns dabei sogar als Aquivalenz herausstellen, auch ohne weitere Voraussetzungen.
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(2.12) Satz:

Es sei R beschrénkt. Dann gelten:
(a) Esist £+R C N*.

(b) Es gelten RNy = Ny sowie RN* = N* und RN = N; insbesondere sind Ny, N*
und N jeweils normal in (K, +).

(c¢) Das additive Links- und Rechtsinverse eines nilpotenten bzw. neutralen Elementes ist
wieder nilpotent bzw. neutral, d.h es gelten

No = —-Ny = =Ny, N =-N"= =N und N =-N = =N.
(d) Es gelten
No+ Ny = Nog— Ny = Nog=DNy , N*4+N* = N = N* = N*= N~
und N+N = N-N = N=N.
(e) Es gilt

No+N* = N+ Ny = Ng— N* = N*—=Ny = Ny= N~ N* =N .

Ist sogar R, beschréinkt, so gelten weiter:
(f) Esist +R, C N*.

(g) Die Menge der nilpotenten Elemente besitzt die Darstellung
Ny = {0} U {ze K" | (V=) ist unbeschréinkt }

= {0} U {xEK* | 12N ist unbeschréinkt} .

Beweis: Zu (a,f): Es sei ein r € £R bzw. ein s € £R, gegeben. Da £R bzw. R,
nach (1.7,c) eine normale Unterloop von K* ist, sind dann auch (r),(Y/r) C +R bzw.
(s),(1/s) C £R,. Weil mit R bzw. R, auch —R = (—=1)R bzw. —R, = (—1)R,, vgl. (1.6,c),
nach (2.5,d,f) beschrénkt sind, ist nach (2.5,c) ebenso die Menge +£R bzw. £R, beschrinkt
und es folgt somit die Beschranktheit der Nilpotenzmengen (r), (1/r) bzw. (s), (1/s), vel.
(2.5,b). Somit ist r bzw. s in dieser Situation neutral und es folgt £ R C N* bzw. £R, C N*.

Zu (b):  Wegen 1 € R sind offenbar Ny C RN, sowie N* C RN*. Da nach (a) insbe-
sondere R C N ist, gelten weiter

RN, ¢ N*N, ®2Y N, wnd  RN* < NXNx CED pc
Hieraus folgt dann schliellich ebenfalls
RN = R(NgUN™) = (RNy)U(RN*) = NyUN* = N.

Nach (1.6,a) sind Ny, N* und N dann bereits normal in (K, +).
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Zu (c): Nach (b) gelten die Gleichungen = Ny = —Nj sowie = N* = —N*und = N = —N
jeweils direkt wegen (1.6,b). Ebenso folgen

N Y Ny S CriNy & NN, Y g
sowic  —N* © _(rnr) 9 Cpyve @ v @89
Hieraus folgt dann bereits die jeweils andere Inklusion mittels
No = —(=DNy) = —(—Ny) C —N
und N* = —(=N*) = —(-N*) C —=N~*.
Schliefflich gilt damit auch
—N = —(NyUNX) = (=Ny)U(=N*) = NyUN* = N.

Zu (d): Nach (b) gelten die Gleichungen Ny = Ny = Ny — Ny sowie N* = N* = N* — N*
und N = N = N — N direkt wegen (1.6,b). Ebenso folgen mit (b) dann

No—No "V No+ (-N) € Np+ N
NX NX (1id) NX _+_ (_NX) (;) NX _|_ NX
sowie N-N "2V Ny (—N) Y NyN.

Zu (e): Nach (b) gelten die Gleichungen Ny = N* = Ny — N* und N* = Ny = N* — N
direkt wegen (1.6,b). Wegen (b) ist ebenfalls Ny + N* = N* + N und es gelten weiter

No— N* B2V N4 (o 2 N+ N

(1.6,4) ©

und NX—NQ = NX+(—N0) NX+NQ.

Zu (g): Esseiein x € K* gegeben. Dann gelten nach (2.1,e) und (2.3,b)
(Yo)' . Yo' C (Ya) C Ra(Ye)", Ro- Yt

Ist (1/2)N bzw. /2% unbeschrinkt, so muss nach (2.5,b) also auch (1/z) unbeschriinkt sein;
und ist (1/z)N bzw. /2 beschriinkt, so ist nach (2.6,c) auch R,(1/z)Y bzw. R, -1/+" beschrinkt
und damit auch (1/z), vgl. (2.5,b).

Also ist  genau dann nilpotent, wenn (1/z)N und 1/z¥ jeweils unbeschrinkt ist.
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Kapitel 3
Topologische Terndrkérper vom Typ V

Nachdem wir im letzten Kapitel bereits mit den nilpotenten und neutralen Elementen die
Werkzeuge fiir die gewiinschte Charakterisierung der Topologien uniformer Bewertungen im
Stile von Kowarski, DurBAUM [28] untersucht haben, werden wir uns nun dem Hauptkriteri-
um fiir die Existenz einer uniformen Bewertung, welche eine gegebene Topologie induziert,
zuwenden: Namlich der Eigenschaft, ob ein topologischer Ternarkérper vom Bewertungstyp
oder kurz vom Typ V ist.

Im Falle eines Korpers ist diese Eigenschaft bei Kowawrski, DurBaum [28] dadurch gegeben,
dass fiir jede Umgebung U von 0 die Menge (K\U)™! beschréinkt ist; es sind mehrere hierzu
dquivalente Eigenschaften bekannt, welche etwa auch die Formulierung dieses Begriffes in
topologischen Ringen zulassen,! siehe hierzu etwa SueLr [43, §16.3 Thm. 3, §16.5 Thm. 2].

Von SzamBien [46, S.181] ist in Verallgemeinerung dieses Konzeptes bereits ein Begriff fiir
einen topologischen Ternérkorper vom Typ V eingefithrt und untersucht worden: Dort heifit
(K, T,7) vom Typ V, wenn fiir jede Umgebung U von 0 die Menge (k\v)\! (beidseitig) be-
schrénkt ist. Diese Eigenschaft ist nach Karuorr [20, Prop. 2.4] in der Tat notwendig fiir die
Topologien uniformer Bewertungen. Es stellt sich allerdings heraus, dass wir anstatt der For-
derung beidseitiger Beschranktheit nur Beschrénktheit bzgl. einer beliebigen Seite benttigen
und dass die Wahl der Menge (x\v)\! der rechtsinversen Elemente von K\U keinen prakti-
schen Vorzug vor der Menge der 1/(x\v) der linksinversen Elemente aufweist, sodass wir in
dieser Arbeit die folgende Abschwéichung dieser Definition betrachten werden:

(3.1) Definition: (vgl. Szamsien [46, S.181])

Ein topologischer Terndrkorper (K, T,.7) heifit vom Typ V, wenn fiir jede Umgebung U
von 0 (mindestens) eine der Mengen

V) oder (k\v)\l links- oder rechts-beschriankt ist.

1So wird ein topologischer Ring etwa vom Typ V genannt, wenn das Produkt zweier von 0 weg beschrinkter
Mengen wieder von 0 weg beschrénkt ist, siehe SHELL [43, §16.3 Def. 2]
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Jeder topologische Terndrkorper vom Typ V im Sinne von Szamsien [46, S.181] ist insbeson-
dere auch ein topologischer Ternérkoérper vom Typ V in diesem Sinne.

Bevor wir uns nun der Ubertragung einiger klassischer Ergebnisse topologischer Korper vom
Typ V bzw. der Anpassung der Resultate Szampiens [46] auf unsere abgeschwiichte Definiti-
on widmen werden, moéchten wir noch einmal folgendes Lemma fiir allgemeine topologische
Ternérkorper formulieren:

(3.2) Lemma:

Es sei (K, T,.7) ein topologischer Ternérkorper.
(a) Ist .7 diskret oder indiskret, so ist (K,T,.7) vom Typ V.1

(b) (GRUNDHOFER, SALZMANN [6, S.314])? Ist .7 nicht indiskret, so ist (K, ) bereits ein
regulidrer Hausdorff-Raum.

(c) (vgl. SueLL [43, §16.3 Thm. 2]) Fiir jede Umgebung U von 0 mit 1 ¢ UU gelten
(K\U) U (Ymxw) = K* und (K\U) U (o)) = K*.

Insbesondere sind also U C {0} U (Y/(x\v)) sowie U C {0} U ((x\v)\!) und diese beiden
Mengen somit ebenfalls Umgebungen von 0.

(d) (vgl. SHELL [43, §16.3 Thm. 2]) Fiir jede normale Umgebung U von 0 mit UU # K und
alle v € K\(UU) gilt

(K\U) U (z-Yux\w) = K*.

Insbesondere ist fiir alle x € K\(UU) also U C {0} U (z - Y/(x\v)) und die Menge
{0} U (Y/(x\v)) somit ebenfalls eine normale Umgebung von 0.

Beweis: Zu (a): Nach (2.5,a,b) ist in diesem Fall jede Teilmenge von K beschrénkt; also
fiir jede Umgebung U von 0 insbesondere die beiden Mengen /(x\v) und (x\v)\l.

Zu (c):  Offenbar gelten wegen 0 € U stets die Inklusionen (K\U) U (Yx\v)) C K*
sowie (K\U) U (x\0)\l) C K*. Existierten weiter z,y € K* mit z ¢ (K\U) U (Y(x\))
oder y ¢ (K\U) U (x\0)\!), so miissten jeweils z,y € U und «\l,1/y € U gelten; dies fiihrte
aber zum Widerspruch 1 = z-2\! € UU bzw. 1 = 1/y -y € UU. Somit gilt bei den beiden
Inklusionen jeweils sogar Gleichheit.

Insbesondere gelten daher auch U\{0} C 1/(x\v) sowie U\{0} C (xk\0)\!, d.h. es sind weiter
U C {0} U (Yx\v)) sowie U C {0} U ((x\0)\!) und diese beiden Mengen ebenfalls Umge-
bungen von 0.

!Sogar im Sinne von SZAMBIEN [46, S.181]; beachte, dass diese Topologien in der dortigen Definition ausge-
schlossen sind, die Behauptung fiir diese aber trivial erfiillt ist.

2Beachte, dass die diskrete Topologie dort ausgeschlossen, die Behauptung fiir diese aber trivial erfiillt ist.
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Zu (d): Esseiein x € K\(UU) gegeben. Erneut ist die Inklusion (K\U)U (x-Y/(x\v)) C K*
wegen 0 € U und z # 0 klar. Existierte wieder ein y € K* mit y ¢ (K\U) U (x - /(k\1)), so
miisste y € U und (2\»)\! € U gelten; hiermit wére aber auch

1 € a2v-U, d.h. es wire € z(\v-U) = (z- U = yU,

woraus der Widerspruch z € yU C UU folgte. Also gilt auch in diesem Fall bei der Inklusion

sogar Gleichheit.

Insbesondere gilt daher auch U\{0} C x - Y/(x\v), d.h. es ist weiter U C {0} U (x - V/(x\1)).

Somit gilt ebenfalls 2\U C {0} U (Y/(x\v)); und da mit U auch «\U eine Umgebung' von 0 ist,

ist es somit auch {0} U (Y/(x\v)). Weiter ist diese Menge nach (1.2,d) und (1.4,b) normal.
[

(3.3) Satz und Definition:

Es seien (K, T,.7) ein topologischer Ternérkorper vom Typ V und 7 weder diskret noch
indiskret.

(a) Fiir jede normale Umgebung U von 0 ist die Menge 1/(x\v) = (xk\v)\! beschrénkt.

(b) (vgl. Kowarsky, DurBauM (28, Satz 8|) (K, T, .7) ist lokal links- oder rechts-beschrinkt,
d.h. es existiert eine links- oder rechts-beschrinkte Umgebung von 0.

(c) Eine normale Umgebung U von 0 ist genau dann beschrankt, wenn UU # K gilt.

(d) Ist eine links- oder rechts-beschrinkte Umgebung U von 0 gegeben, so gilt fiir alle
normalen Teilmengen M C K:

M ist beschrénkt = UM # K.

Beweis: Zu (a): Es sei eine normale Umgebung U von 0 gegeben. Nach (1.2,d) und
(1.4,b) ist dann auch die Menge 1/(x\v) = (k\v)\! normal; da sie nach Voraussetzung links-
oder rechts-beschriankt ist, ist sie mit (2.5,e) daher bereits beschrénkt.

Zu (b): Da (K,Z) nach (3.2,b) ein Hausdorff-Raum ist, existiert insbesondere eine Umge-
bung V von 0 mit 1 ¢ V. Weiter gibt es eine Umgebung® U von 0 mit UU C V, d.h. insbe-
sondere mit 1 ¢ UU. Mit (3.2,c) folgen daher U C {0} U (Y/(x\v)) sowie U C {0} U ((x\0)\!).
Da (K,T,7) vom Typ V ist, ist eine der Mengen 1/(k\v) oder (x\v)\! links- oder rechts-
beschrankt; und damit ist auch U links- oder rechts-beschriankt, vgl. (2.5,d,c,b).

Zu (c):  Es sei eine normale Umgebung U von 0 gegeben. Ist U beschriankt und wire
UU = K, so wire nach (2.5,f) auch K beschrankt und die Topologie nach (2.5,a) daher
diskret oder indiskret - im Widerspruch zur Voraussetzung.

'Denn die Linksmultiplikation mit x ist stetig mit - 0 = 0, vgl. (1.7,b).
2Denn die Ternirkorper-Multiplikation ist stetig mit 0-0 = 0, vgl. (1.7,b).
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Gilt dagegen UU # K, so gibt es ein x € K\(UU) und mit (3.2,d) folgt U C {0}U(z-Y/(x\v)).
Da (K,T,7) vom Typ V ist, ist die Menge /(x\v) nach (a) beschrankt und mit (1.2,d) sowie
(1.4,b) normal; und somit ist auch z - 1/(x\v) nach (2.5,d,f) beschriankt. Also ist auch U nach
(2.5,d,¢,b) beschrinkt.

Zu (d): Es seien eine links- oder rechts-beschréinkte Umgebung U von 0 sowie eine normale
Teilmenge M C K gegeben. OBdA! sei hierbei 0 ¢ M # (). Wir zeigen im Folgenden die
Kontraposition der Behauptung.
Ist UM = K und wire M beschrankt, so wéare nach (2.5,f) auch K links- oder rechts-
beschrankt und .7 nach (2.5,a) somit diskret oder indiskret - im Widerspruch zur Voraus-
setzung.
Ist M dagegen unbeschréinkt, so muss fiir alle Umgebungen V' von 0 stets M ¢ 1/(k\v) oder
M ¢ (x\v)\! gelten, da eine dieser Mengen links- oder rechts-beschrankt ist und M ansonsten
nach (2.5,b,e) beschriankt wire. Somit gilt fiir alle Umgebungen V' von 0

4,a

i\t U2y ¢ K\V, dh () NV £ 0.

Da fiir alle x € K* mit U auch z\U eine Umgebung? von 0 ist, folgt hieraus insbesondere
(Ym) N (2\U) # O fiir alle x € K*. Somit existiert fiir alle z € K* ein Element v € U mit

x\“ € l/M, d.h. mit 1 e z\“M,
also mit r € z(a\w-M) = (v-)M = uM.

Dabher ist fiir alle x € K* stets x € UM und wegen 0 € UM C K folgt somit UM = K.
O

(3.4) Satz: (vgl. Szamsien [46, Prop. 4])

Es seien (K, T,.7) ein topologischer Ternéirkorper vom Typ V und 7 weder diskret noch
indiskret. Die Topologie .7 ist dann minimal unter allen nicht indiskreten Topologien
auf K, mit denen (K,T) einen topologischen Ternédrkorper bildet, d.h. ist .’ C 7 eine
grobere nicht indiskrete Topologie auf K und (K, T, .7") ebenfalls ein topologischer Ternér-
korper, so gilt bereits 7' = 7.

Beweis: Es sei eine nicht indiskrete Topologie .7’ C 7 auf K gegeben, sodass (K, T,.7")
ebenfalls einen topologischen Terndrkorper bildet. Da nach (1.7,b) sowohl die Homéomor-
phismengruppe von (K,.7) als auch die von (K,.7") jeweils 2-transitiv auf K operiert,
geniigt es zum Nachweis der anderen Inklusion zu zeigen, dass jede Umgebung von 0
bzgl. 7 ebenfalls eine Umgebung von 0 bzgl. .7’ ist. Sei hierfiir eine Umgebung U
von 0 bzgl. 7 gegeben.

'Denn im Fall M = (), {0} ist die Behauptung mit (2.5,d) klar; und gehe im Fall {0} ¢ M ansonsten zu der
Menge M\{0} iiber, welche nach (1.5,f) normal und mit (2.5,d,c,b) genau dann beschrénkt ist, wenn M es
ist - beachte hierbei auch UM = U(M\{0}) wegen 0 € U und M\{0} # 0.

2Denn die Linksmultiplikation mit z ist stetig mit x -0 = 0, vgl. (1.7,b).
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Da (K,.7") nach (3.2,b) ein Hausdorff-Raum ist, existiert insbesondere eine Umgebung V"’
von 0 bzgl. 7" mit 1 ¢ V'. Weiter gibt es dann eine Umgebung! V' von 0 bzgl. 7’ mit
VV C V', d.h. insbesondere mit 1 ¢ VV. Mit (3.2,c) folgen daher V' C {0} U (}/(x\v)) sowie
V C {0} U (x\W\!). Da 7" C 7 gilt und (K,T,.7) vom Typ V ist, ist eine der Mengen
V\vy oder (x\v)\! bzgl. 7 links- oder rechts-beschréankt; und damit ist auch V' bzgl. 7
links- oder rechts-beschréankt, vgl. (2.5,d,c,b).
Daher existiert eine Umgebung W von 0 bzgl. .7 mit WV C U oder VW C U; und da &
nicht diskret ist, gibt es insbesondere ein w € W\{0} mit wV C U oder Vw C U, d.h. mit
V C w\U oder V' C U/w. Somit ist auch eine der Mengen «\U und U/w eine Umgebung von 0
bzgl. 7' - und in beiden Fillen ist U ebenfalls eine Umgebung? von 0 bzgl. 7.

[

Nun folgt die in (2.11) angekiindigte Aquivalenz, welche die multiplikative Abgeschlossenheit
der Menge der nilpotenten Elemente eines topologischen Ternédrkorpers vom Typ V an die
Existenz gewisser normaler Umgebungen von 0 kniipft:

(3.5) Satz:
Es sei (K, T,.7) ein topologischer Ternéarkorper vom Typ V mit Ny # {0}.

(a) (vgl. ENGLER, PrESTEL [10, Lem. B.11(3)]) Existiert eine normale, beschrinkte Umge-
bung U von 0 und ist Ny multiplikativ abgeschlossen, so sind Ny, N* und N jeweils
beschrankt.

(b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) Die Menge N, der nilpotenten Elemente ist eine normale, multiplikativ abge-
schlossene, beschriankte Umgebung von 0.

(ii) Es gibt eine normale Umgebung U von 0 mit UU # K so, dass die Familie
(Uz)pcx~ eine Kette? bildet.

(iii) Es gibt eine normale, multiplikativ abgeschlossene, beschréinkte Umgebung V'
von 0 mit Y/(x\v) C V.
(iv) Es gibt eine normale, multiplikativ abgeschlossene, beschriankte Umgebung W
von 0 mit (K\W)(K\W) Cc K\W.
(v) Es gibt eine normale Umgebung W von 0 mit (K\W)(K\W) - K\W
und 1 ¢ WWW.
(¢) (vgl. EnGLER, PrEsTEL [10, Lem. B.11]) Sind die Eigenschaften aus (b) erfiillt, so ist

die Menge N der nilpotenten und neutralen Elemente eine normale, multiplikativ ab-
geschlossene, beschréankte Umgebung von 0 mit 1/(x\n) C Ny C N,

!Denn die Terniirkérper-Multiplikation ist stetig mit 0-0 = 0, vgl. (1.7,b).
2Denn die Links- bzw. die Rechtsmultiplikation mit w ist offen mit w -0 =0-w = 0, vgl. (1.7,b).

3bzgl. der mengentheoretischen Inklusion
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KariteL 3. Topologische Ternédrkoérper vom Typ V

Beweis: Zunéchst sei bemerkt, dass .7 wegen Ny # {0} in dieser Situation weder diskret
noch indiskret sein kann, vgl. (2.8,c).

Zu (a):  Wegen Ny, N* C N geniigt es mit (2.5,b) zu zeigen, dass N beschrankt ist.
Wegen (2.10,a) ist Ny in dieser Situation eine normale Umgebung von 0 und aufgrund der
multiplikativen Abgeschlossenheit von Ny gilt N = {0} U (}/(x\No)) nach (2.11,a(vi)). Da
(K,T,.7) vom Typ V ist, ist daher 1/(x\No) mit (3.3,a) bereits beschréankt - und damit auch
N nach (2.5,d,c).

Zu (b): (il <= iii): Wegen (3.3,c) entspricht diese Aquivalenz bereits der aus (2.11,c).
(i=iv): In dieser Situation ist Ny wegen (2.8,f) bereits die gesuchte Umgebung von 0.

iv=-v): Ist 1 ¢ WW, so ist W bereits die gesuchte Umgebung von 0. Ist dagegen
1 € WW (und damit insbesondere auch 1 € W), so betrachte stattdessen die Menge

= {0} U (Y/ax\w)): Da nach (3.3,c) WW # K gilt, ist W nach (3.2,d) eine normale
Umgebung von 0. Weiter ist W nach (1 4,c) multiplikativ abgeschlossen da K\W es ist,
und wegen 1 ¢ K\W ist 1 ¢ W > WW. SchlieBlich ist auch K \W multiplikativ abgeschlos-

sen, denn es ist

K\W = K\ (Yuw) = Yo

und W\{0} nach Voraussetzung multiplikativ abgeschlossen, vgl. erneut (1.4,c).

(v =iii): Setze V := {0} U (Y(x\W)): Wegen 1 ¢ WW ist V nach (3.2,d) eine nor-
male Umgebung von 0 mit W C V. Weiter ist V' multiplikativ abgeschlossen, da K\W es
ist, vgl. (1.4,c); und beschrankt wegen (3.3,a) und (2.5,d,c). Schlieflich erfiillt diese Menge

Viwy = Yra\mim) = Yyaan) = Y@y = W\{0} c V.

(iii = 1): Nach (2.11,c) ist Ny in dieser Situation eine normale, multiplikativ abgeschlos-
sene Umgebung von 0, welche nach (a) dann ebenfalls beschrankt ist.

Zu (c): Nach (b) und (2.11,c¢) ist N dann eine normale, multiplikativ abgeschlossene Um-
gebung von 0 mit Y/(k\n) C Ny C N, welche nach (a) ebenso beschrankt ist.
[l

Abschlielend werden wir nun topologische Ternarkorper vom Typ V mit beschréinktem erwei-
terten Radikal betrachten und in diesem Fall sowohl unsere Definition nilpotenter Elemente
mit der klassischen fiir Kérper aus Kowarsky, DurBaum [28] als auch unsere Definition to-
pologischer Terndrkorper vom Typ V mit der von SzamBieN [46] in Verbindung setzen:
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(3.6) Satz und Definition:

Es seien (K, T,.7) ein topologischer Terndrkorper vom Typ V, 7 weder diskret noch indis-
kret und R, beschrénkt. Dann gelten:

(a) Fiir jede Umgebung U von 0 sind die Mengen !/(x\v) und (x\v)\! jeweils beschrinkt.!

(b) (vgl. Kowarsky, DurBauM (28, Satz 8]) (K, T,.7) ist lokal beschrinkt, d.h. es existiert
eine beschrankte Umgebung von 0. Insbesondere gibt es sogar eine normale, multipli-
kativ abgeschlossene, beschrinkte Umgebung von 0.

(¢) (vgl. ENGLER, PrESTEL [10, Lem. B.11]) Es ist Ny = {0} oder NN ist eine normale,
multiplikativ abgeschlossene, beschrankte Umgebung von 0.

(d) (vgl. ENcLER, PrESTEL [10, Lem. B.11]) Ist Ny # {0}, so ist N eine normale, multipli-
kativ abgeschlossene, beschriankte Umgebung von 0 mit 1/(x\n) C Ny C N.

(e) (vgl. KowarLsky, DurBaum [28, Satz 10]) Die Menge der nilpotenten Elemente besitzt
die Darstellung?

fiir alle Umgebungen U von 0 gibt es ein ng € N,
Ny = re K sodass fiir alle n > ng stets 2™ € U bei allen Klam-
merungen der Produkte z" gilt

Beweis: Zu (a): Es sei eine Umgebung U von 0 gegeben. Da (K, T,.7) vom Typ V ist,
ist dann 1/(k\v) oder (xk\v)\! links- oder rechts-beschriankt - und damit ist nach (2.6,b) eine
der beiden Mengen bereits beschrankt. Da die Faktorloop K*/R, nach (1.7,d) eine abelsche
Gruppe ist, gilt R, - Y/(xk\U) = R, - (k\0)\l; und da R, beschrinkt ist, folgt mit (2.6,c) und
(2.5,b) aus der Beschrénktheit der einen dann auch die Beschrianktheit der anderen Menge.

Zu (b):  Nach (3.3,b) existiert eine links- oder rechts-beschréankte Umgebung U von 0,
welche mit (2.6,b) dann bereits beschrankt ist. Setzen wir V := R,U, so ist V wegen U C V
ebenfalls eine Umgebung von 0, welche nach (2.6,c) wieder beschrinkt ist; und weiter ist V/
wegen R,V =V normal, vgl. (1.7,d(i)). Somit ist V eine normale, beschrankte Umgebung
von 0 und die Behauptung folgt aus (2.9,a).

Zu (c): Ist Ny # {0}, so ist Ny nach (b) und (2.10,a) eine normale Umgebung von 0.
Mit (3.5,a) geniigt es nun zu zeigen, dass Ny multiplikativ abgeschlossen ist - hierfiir weisen
wir direkt die Eigenschaft aus (2.11,a(vii)) nach.

Sei hierzu ein z € K* so gegeben, dass die Nilpotenzmenge (1/z) unbeschrénkt ist. Nach
(2.3,b) und (2.5,b) muss dann auch die Menge R, - 1/z unbeschréinkt sein. Weiter existiert

1Jeder topologischen Ternirkorpers vom Typ V mit beschrinktem, erweiterten Radikal ist also ebenfalls ein
topologischer Terndrkérper vom Typ V im Sinne von SZAMBIEN [46, S.181]; es gilt sogar nun zusitzlich,
dass die Menge der Linksinversen 1/(x\U) ebenfalls beschrénkt ist.

2Da nach KALHOFF [23, S.154] fiir kommutative Korper stets R, = {1} gilt und dies nach (2.5,c) trivialerweise
beschrankt ist, fallt fiir kommutative Koérper vom Typ V unsere Definition nilpotenter Elemente also mit
der klassischen zusammen.
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KariteL 3. Topologische Ternédrkoérper vom Typ V

nach (b) eine normale, multiplikativ abgeschlossene, beschrinkte Umgebung U von 0; oBdA!
sei hierbei R,U = U. Es gilt dann

Ut = (RU)- et = U(RyYor) 2V K
insbesondere gibt es also ein n € N mit?
1 S U . 1/:)3” s dh mit :L‘n (- (U . 1/33”)1‘” — U(l/xn . l‘n) — U .

Aufgrund der multiplikativen Abgeschlossenheit von U ist dann auch (z")* € U fiir alle
k € N und alle Klammerungen dieser Produkte. Wir zeigen nun, dass in dieser Situation

Uz = LnJ Uz’
i=1

gilt.> Die Inklusion D ist hierbei natiirlich klar; fiir die Inklusion C sei nun ein m € N mit
m > n fest gewéhlt. Division von m durch n mit Rest in der Art m = kn +r mit k,r € N
und 0 < r < n liefert dann

Uzm = yghntr 740 (U@™*)a" < (UU)2" c Uz",

d.h. die Mengengleichheit ist gezeigt. Somit ist die Menge Uz" die endliche Vereinigung der
Mengen Uz, Uz?, ..., Uz"; da diese nach (2.5,d,f) jeweils beschriinkt sind, muss nach (2.5,c)
also auch Uz beschrinkt sein. Da .7 weder diskret noch indiskret ist, ist K nach (2.5,a)
unbeschrinkt; d.h. insbesondere muss Uz" # K gelten. Wegen

K # U2V = (RU)N = U(R,2Y)

folgt mit (3.3,d) hieraus, dass die Menge R,z und damit auch (z) beschriinkt ist, vgl. (2.1,e)
und (2.5,b).

Zu (d): Die Behauptung folgt direkt aus (c) und (3.5,c).

Zu (e):  Nach (b) existiert eine normale, multiplikativ abgeschlossene, beschréinkte Um-
gebung U von 0 mit oBdA! R,U = U.

Fiir die Inklusion C sei ein x € Ny gegeben. Ist x = 0, so gilt fiir jede Umgebung V' von 0
sofort 0" =0 € V fiir alle n € N und jede Klammerung des Produktes. Es sei im Folgenden
daher z # 0, d.h. die Nilpotenzmenge (1/z) unbeschrankt. Nach dem Beweis von (c) bzw.
(2.11,a(vii)) sind die Nilpotenzmenge (z) und nach (2.1,e) insbesondere die Menge 2 dann
beschriankt. Setzen wir in dieser Situation V := Uz, so ist diese Menge wegen Ux C V
wieder eine Umgebung?® von 0, welche wegen R,V = V nach (1.7,d(i)) normal und wegen
(2.6,c) ebenso beschrankt ist. Weiter erfiillt sie

Ve = (UaV)r = UG@"-2) c UsN = V.

1Gehe ansonsten zur normalen, multiplikativ abgeschlossenen, beschriankten Umgebung R,U von 0 iiber, vgl.
(1.4,b,c) und (2.6,c).

2unabhingig von der Umklammerung des Produktes 2" wegen R,U = U, vgl. (1.7,d(ii))

3erneut unabhiingig von der Klammerung der Produkte 23, ...,2", da R,U = U gilt, vgl. (1.7,d(ii))

4Denn die Rechtsmultiplikation mit z ist offen mit 0 -2 = 0, vgl. (1.7,b).
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Es sei nun eine beliebige Umgebung W von 0 gegeben. Da V' beschrankt und .7 nicht diskret
ist, existiert dann insbesondere ein y € K* mit Vy C W. Da /2" nach (2.12,g) unbeschréankt
ist, muss nach (a) und (2.5,b) insbesondere

et ¢ Yy,  dho 20 (Vy) £ 0,

gelten.! Somit existiert ein ny € N mit 2™ € Vy C W fiir alle Klammerungen dieses
Produktes 2™, da R,(Vy) = (R,V)y = Vy gilt, vgl. (1.7,d(ii)). Induktiv folgt hieraus
™ e Vy C W fiir alle n > ng und alle Klammerungen der Produkte 2", denn gilt 2™ € Vy
fiir ein m € N und jede Klammerung des Produktes 2™, so folgt direkt fiir alle Klammerungen
des Produktes ™" ebenso

(1.7,d(ii))

g™ € Rya™t! Ry(2™-z) C R.((Vy)z) = R.(y(Vz))

C R(yV) = (RV)y = Vy ¢ W.

Somit ist x in der Tat ein Element mit der geforderten Eigenschaft.

Fiir die Inklusion D sei nun ein x € K so gegeben, dass fiir alle Umgebungen W von 0 stets
ein ng € N mit 2™ € W fiir alle n > ng und alle Klammerungen der Produkte 2" existiert.
Im Fall x = 0 ist € Ny klar; im Folgenden sei daher x # 0. Da fiir alle y € K* mit U auch
y\U eine Umgebung? von 0 ist, folgt fiir alle y € K* hieraus insbesondere die Existenz eines
no € N und eine Klammerung des Produktes x™ mit

™ € Y\U d.h. mit yx™ e U, also mit y € Ulgno e U - Ygno

Dabher ist fiir alle y € K* stets y € U - 1/z und wegen 0 € U - 1/ C K folgt somit
K == U : l/xN == (RaU) : l/xN = U(Ra : l/xN) .

Nach (3.3,d) ist die Menge R, - /=" somit unbeschrénkt; und da R, beschriankt ist, muss
nach (2.6,c) somit 1/=" unbeschriankt sein. Mit (2.12,g) ist daher x € Nj.
O]

'Denn Vy ist eine Umgebung von 0, da die Rechtsmultiplikation mit y offen mit 0 -y = 0 ist, vgl. (1.7,b).
2Denn die Linksmultiplikation mit y ist stetig mit y - 0 = 0, vgl. (1.7,b).
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Kapitel 4
Topologien uniformer Bewertungen

Nach der Diskussion nilpotenter und neutraler Elemente in Kapitel 2 sowie topologischer
Ternarkorper vom Typ V in Kapitel 3 schlagen wir nun den Bogen zu den Topologien uni-
former Bewertungen. Wie in KaLuorr [20, Prop. 2.4] bereits gezeigt worden ist, liefern die To-
pologien uniformer Bewertungen stets einen topologischen Ternérkorper vom Typ V im Sinne
von SzAMBIEN [46, S.181] - und damit insbesondere auch einen topologischen Ternarkorper
vom Typ V in unserem Sinne.!

Auch die nilpotenten und neutralen Elemente dieser Topologien lassen sich durch die uni-
forme Bewertung leicht charakterisieren: Die neutralen Elemente ergeben sich genau als die
Urbilder einer gewissen? normalen, konvexen Unterloop A der Werteloop I' unter der uni-
formen Bewertung v; und die nilpotenten Elemente sind gerade die Elemente, die unter v
einen Wert annehmen, der kleiner als jedes Element aus A ist.

Das Ziel dieses Kapitels ist schliellich die Klassifizierung der Topologien uniformer Bewer-
tungen im Stile von Kowarski, DurBaum [28], welche uns in (4.12) gelingen wird. Zunéchst
mochten wir aber fiir die Topologien uniformer Bewertungen auf Ternédrkérpern noch einmal
explizit die folgenden - bereits in (1.10,d) erwéhnten - Ergebnisse festhalten:

(4.1) Satz: (Kavuorr [20, Cor. 2.3])

Es seien (K, T, v) ein uniform bewerteter Ternidrkorper, v nicht trivial und I' die Werteloop
von v. Definieren wir fiir jedes x € K die Kugeln

B(z,7) = {yeK | dz,y)=v(z—y) <7} um z mit Radius vy eI,

so bildet die Familie (B (z, 7))7@ die Umgebungsbasis von x einer Topologie .7, auf K, wel-

che weder diskret noch indiskret ist und mit der (K, T, .7,,) einen topologischen Ternarkorper
bildet.

!Genauer werden wir in (4.2,a) sehen, dass fiir diese Topologien die Begriffe von Links-, Rechts- und beidsei-
tiger Beschrianktheit sogar alle zusammenfallen.

2Siehe (4.5) und (4.6) fiir genauere Details.
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KapiTEL 4. Topologien uniformer Bewertungen

Uniforme Bewertungen und nilpotente Elemente

Unsere Absicht ist nun, die Aussagen dieses Abschnittes' nur auf Grundlage der Eigenschaf-
ten aus (4.1) zu formulieren, sodass wir sie nicht nur auf die Topologien uniformer Bewertun-
gen, sondern in Kapitel 5 auch auf die Topologien uniformer Absolutwerte anwenden konnen.

Hierfiir seien im gesamten Abschnitt daher
- (K, T, 7) ein topologischer Terndrkorper,
- 7 weder diskret noch indiskret

- sowie v : K — T"U {0} eine surjektive Abbildung von K auf eine angeordnete Loop
I' # {1} mit einem Element 0 < I' derart, dass die Axiome (V1), (V2) und (V4) einer
uniformen Bewertung erfiillt sind und das System (B (z, 7))veF eine Umgebungsbasis

von x € K der Topologie .7 bildet.

Fiir diese Abbildung v seien die Mengen
I, = {zeK| vx)<1} und A, = {zeK | v)<1}

wie gewohnt definiert.

(4.2) Satz:

Es seien (K, T,.7) und v : K — I' U {0} wie oben beschrieben. Dann gelten:

(a) Fir alle Teilmengen M C K sind dquivalent:
(i) M ist beschrénkt.
(ii) M ist links- oder rechts-beschrénkt.
(iii) Es gibt ein v € I' mit v(M) < .
(iv) Es gibt ein v € ' mit v(M) < 7.

(b) (vgl. Karuorr [18, Rem. 1.1]) Die Mengen I, und A, sind jeweils normale, multiplikativ
abgeschlossene, beschrinkte Umgebungen von 0 mit 1/(x\4,) C I, C A,.

(c) (vgl. Kaunorr [20, Prop. 2.4]) Fiir jede Umgebung U von 0 sind die Mengen 1/(x\v)
und (k\U)\! jeweils beschrénkt; insbesondere ist (K, T,.7) also vom Typ V.

(d) R ist beschrankt.

(e) Ist I" eine abelsche Gruppe, so gilt R, C A,\I,; insbesondere ist R, beschrankt.

Beweis: Zu (a): (i=ii), (ili = iv): Jeweils klar.

!Genauer die Sitze (4.2) bis einschlieflich (4.6).
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(ii = iii):  Nach Voraussetzung ist [, = B(0,1) eine Umgebung von 0. Ist M links-
beschriankt, so gibt es insbesondere ein x € K* mit «M C [,, da 7 nicht diskret ist.
Fiir alle y € M folgt dann

v(x)v(y) = v(zy) < 1, d.h. v(y) < o@\l.

Mit der Wahl 7 := v(2)\! € I gilt somit v(M) < 7. Ist M dagegen rechts-beschrénkt, so gibt
es analog ein x € K* mit Mx C I, und fiir alle y € M folgt ebenso

v(yv(z) = wv(yr) < 1, d.h. v(y) < Yo .

In diesem Fall gilt fiir v := /o) € I" also v(M) < 7.

(iv=-1i): Es seien ein v € I' mit v(M) < = sowie eine Umgebung U von 0 gegeben.
Nach Voraussetzung gibt es dann ein § € I' mit B(0,d) C U und die Mengen V := B(0, /)
und W := B(0,+\%) sind ebenfalls Umgebungen von 0. Fiir alle x € M sowie alle v € V' und
w € W folgen dann

vive) = vww(z) < vy = 4
und  v(zw) = v(z)v(w) < -4\ = 4.
Somit gelten
VM < B(0,§) Cc U sowie MW < B(0,6) ¢ U
und M ist damit beschrankt.

Zu (b): Nach Voraussetzung sind I, = B(0,1) und damit auch A, Umgebungen von 0, wel-
che nach (a) jeweils beschréankt sind. Da v|g« nach (V1) und (V2) ein Loop-Epimorphismus
von (K*,-) auf (T,-) ist, sind I, und A, als Urbilder der normalen,! multiplikativ abge-
schlossenen Teilmengen {y € I' | v < 1} bzw. {y € I' | v < 1} von I" wieder normal und
multiplikativ abgeschlossen. Weiter ist fir alle z € K\ A, stets v(z) > 1 und daher v(1/z) < 1,
d.h. es gilt Y/(x\4,) C I,.

Zu (c): Es sei eine Umgebung U von 0 gegeben; nach Voraussetzung gibt es dann ein
v €T mit B(0,v) C U. Fiir alle z € K\U gilt daher v(x) > v und es folgen

U(I/x) = 1/v(ac) < 1/7 und ’U(x\1> = U(.Z‘)\l < 'y\l .

Nach (a) sind die Mengen 1/(xk\v) und (k\v)\! daher jeweils beschrinkt.
Zu (d): Die Behauptung folgt direkt aus (V4) und (a).

Zu (e): Daw

i~ nach (V1) und (V2) ein Loop-Epimorphismus von (K*,-) auf (I, ) ist,

!Die Normalitét dieser beiden Mengen folgt direkt aus dem Monotoniegesetz der angeordneten Loop I'; so ist
etwa v((zy)\((z2)¥)) = (v(@)v(y)\(V@VENVWY) < (v(@)v(y)\(@)v@) = 1 fir alle z,y € K* und z € I, und
damit (zl,)y C (xy)I, etc.
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geniigt es zum Nachweis der ersten Behauptung, diese fiir alle Erzeuger von R, nachzuwei-
sen. Fiir alle radikalen Elemente r € R ist dies hierbei nach (V4) klar; ist r € K* dagegen
ein Element mit

x(yz) = r((:cy)z) oder xy = r(yx)

fiir bestimmte z,y, 2 € K*, so folgt in beiden Féllen direkt

o(r) = v(Ew)/(@y) = Zééﬁiiﬁ% = ol

bzw. o(r) = o(@W/we) = Z% - Zg;zg; = 1.

Somit gilt v(r) =1 fiir alle » € R,. Die Beschrianktheit von R, folgt dann direkt aus (a).
[

(4.3) Satz:
Es seien (K,T,.7) und v : K — I' U {0} wie oben beschrieben. Dann gelten:

(a) Es ist Ny = {0} oder Ny ist eine normale, multiplikativ abgeschlossene, beschrénkte
Umgebung von 0.

(b) Ist Ny # {0}, so ist N eine normale, multiplikativ abgeschlossene, beschrankte Umge-
bung von 0 mit 1/(x\n) C Ny C N.

(c) Fir alle z € K sind dquivalent:
(i) z € No.
(ii) Es existiert ein y € Ny mit v(z) < v(y).
(iii) Fir alle z € N* ist v(x) < v(2).
(d) Fiir alle 2 € K* sind #quivalent:
(i) z € N*.
(ii) Es existiert ein y € N* mit v(z) = v(y).
(iii) Es existieren y,y" € N* mit v(y) < v(z) < v(y').
(iv) Es existiert ein y € N* mit v(y) < v(x) < v(Yy).
(v) Fiir alle z € Np\{0} ist v(z) < v(z) < v(Y/2).
(e) Fur alle z € No\{0} und y € N* ist

v(@) < w(y), v(Y), v\ < o(Ye), v(\l) .
(f) Es gelten Ny C I, sowie A,\[, C N* und A, C N.

Beweis: Zu (a): Mit (4.2,b,c) folgt die Behauptung direkt aus (3.5,b).
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Zu (b): Die Behauptung folgt mit (4.2,c) und (a) direkt aus (3.5,c).

Zu (c): (i==ii): Klar.

(ii = iii): Es seien ein y € Ny mit v(z) < v(y) sowie ein z € N* gegeben. Ist y = 0, so
folgt v(z) = 0 und damit sofort v(x) = 0 < v(z) wegen z # 0. Es sei im Folgenden daher
y # 0, d.h. die Nilpotenzmenge (1/y) unbeschrénkt.

Wiire in dieser Situation v(z) < v(x), so folgte insbesondere v(z) < v(y), d.h. 2/y € A,. Da
A, normal und multiplikativ abgeschlossen ist, folgte hieraus (#/y) C A, und damit

(2.2,¢) (2.2,d) . (2.2,f) (2.1,b)
(o) "= Flew) "= (W) =7 (Y=-2fy) () ) (Y Ay
Da z neutral und A, beschrankt ist, wire somit (1/z) A, nach (2.5,f) beschrénkt - und damit
auch (1/y) nach (2.5,b); im Widerspruch zur Voraussetzung. Also muss v(z) < v(z) gelten.

(iii =1): Es gelte nun v(z) < v(z) fiir alle z € N*. Im Fall x = 0 ist die Behaup-
tung klar; es sei im Folgenden daher x # 0.

Wegen 1 € N* gilt dann insbesondere v(z) < v(1) =1, d.h. es ist « € I,. Da I, normal und
multiplikativ abgeschlossen ist, folgt hieraus (z) C I, und die Nilpotenzmenge (z) ist nach
(2.5,b) beschrénkt. Nach (2.11,a(iv)) und (a) gilt somit z € N; und weil nach Voraussetzung
offenbar x ¢ N> ist,! folgt hieraus bereits x € Nj.

Zu (d): (1= 1ii), (il = iii): Jeweils klar.

(iii = iv): Es seien y,y’ € N* mit v(y) < v(z) < v(y') gegeben. Ist v(y') < v(Yy),
so folgt direkt v(y) < v(z) < v(y') < wv(Y/y) mit y € N*. Ist dagegen v(y') > v(1/y), so folgt

v\) = we\ < wep\t = v(ew\) = o(y) < e@) < uly) = o(Yew)
mit y’\IENX.2

(iv=v): Esseien ein y € N* mit v(y) < v(z) < v(l/y) sowie ein z € Ny\{0} gege-
ben. Nach (c) gilt dann v(2) < v(y), d.h. es ist auch v(1/y) < v(1/z) und es folgt

o(z) < oy) < u@) < (k) < o0/

(v=1): Es gelte nun v(z) < v(z) < v(1/2) fir alle z € Ny\{0}. Hieraus folgt fiir alle
z € No\{0} dann ebenfalls

’U(Z) = ’U((l/z)\l) — v(1/2)\1 < v(x)\l — U(;v\l) )
Insbesondere muss also «\! ¢ Ny gelten® und es folgt

(2.8,8)
r = Yoy € Yy C N.

Da aber nach Voraussetzung offenbar x ¢ N ist,* muss bereits x € N* gelten.

Denn es ist v(z) £ v(x).

2Beachte, dass N* nach (2.8,b) eine Loop ist.

3Denn es ist v(2\l) £ v(z\1).

4Denn es ist x # 0 sowie z ¢ No\{0} wegen v(z) £ v(z).
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Zu (e): Damit y € N* auch die Elemente 1/y und 4\! nach (2.8,b) jeweils neutral sind, ist
lediglich v(x) < v(y) < v(Y/z), v(2\l) fur alle x € No\{0} und y € N* zu zeigen; die erste
Ungleichung folgt dabei bereits aus (c¢) und es gilt stets v(y) < v(1/z) nach (d).

Wairen schliellich ein € Np\{0} und ein y € N* mit v(z\!) < v(y) gegeben, so folgte auch
v(1/y) < v(z) und nach (c¢) damit bereits der Widerspruch 1/y € Nj.

Zu (f): Wegen 1 € N* gilt nach (c) insbesondere v(z) < v(1) =1 fiir alle z € Ny, d.h. es
ist Ny C I,. Ist weiter ein # € K* mit v(x) = 1 gegeben, so ist insbesondere v(z) = v(1) mit
1 € N* und nach (d) folgt direkt z € N*, d.h. es ist auch A,\I, C N*.
Fiir die letzte Behauptung ist mit dem gerade Bewiesenen nur noch I, C N zu zeigen: Sei
hierfiir ein = € I, gegeben. Ist v(z) < v(y) fiir alle y € N*, so folgt x € Ny nach (c); und
gibt es stattdessen ein y € N* mit v(y) < v(z), so ist insbesondere v(y) < v(z) <1 =v(1)
mit y,1 € N* und es gilt £ € N* nach (d). In beiden Féllen ist also z € N.

[

(4.4) Lemma:

Es seien (K,T,.7) und v : K — ['U {0} wie oben beschrieben; zusitzlich gelte Ny = {0}.
Weiter seien eine Teilmenge A C I', ein v € ' mit 1/y < A < ~ sowie ein z € K* mit
v(x) = 7 gegeben. Definieren wir die Mengen A, A’ C I" durch

A= o((@) U () 2 o((@) U e((Ya) © T
und A = {5€F‘371,72€A: 71§5§72} c It

so ist A’ eine normale, konvexe Unterloop von I' mit A - A" #£T.

Beweis: Es seien A C I', v € I' und z € K* wie oben gegeben und die Mengen A
und A’ entsprechend definiert. Da v|g+ nach (V1) und (V2) ein Loop-Epimorphismus von
(K*,-) auf (T, ) ist, sind v({x)) und v((}/z)) als Bilder normaler Teilmengen wieder normal;
und mit (1.4,b) ist somit auch A normal. Weiter gilt

(1.4,a)

Ya =27 A = (w@)\) U () = (Yo@n) U v((z) = A.

Wir weisen im Folgenden nun die geforderten Eigenschaften an A’ nach.

A’ ist konvex: Es seien 01,0, € A’ und ein v € ' mit §; < v < J, gegeben. Nach
Konstruktion von A’ gibt es dann insbesondere ~;,v, € A mit v; < §; und &y < 75, d.h.

1< o0 <oy < b < oy

Somit ist ebenfalls v € A’

A - A" Wegen v = v(z) € v((z)) C A und /4 = v(Yz) € v({Y/z)) C A ist nach Kon-

struktion offenbar v,1/y € A’. Aus /vy < A < 7 folgen daher sowohl ~,1/y € A’\A als auch
A C A’ mit der Konvexitit von A

IMit dieser Definition ist A’ = conv(A) nichts anderes als die konvexe Hiille von A in T
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A’ ist normal: Es seien «, 8 € I' und ein § € A’ gegeben; nach Konstruktion gibt es dann
Y1,72 € A mit 11 < § < 5. Da A normal ist, gelten mit ;1,7 € A dann auch

@@\(@1B) | o\((@)5) = (ap\(@Br) | g\(\@) e A fir i=1,2.

Mit Hilfe des Monotoniegesetzes folgen aus der Gleichung 7, < 6 < 75 dann

(aB)\((@71)5) < (@p)\(@)F) < (ap)\((@72)8) |

o\((@#)m)/5) < o\((99)/5) < o\((@®2)/5)

(@p)\(@(B)) < (aB)\((89)) < (a)\(@(B72))
sowie A\(e\((@8)m)) < A\(\(@®9) < A\(e\(@®2)

Nach Konstruktion sind damit
(@@)\(@)B) - \((@9)/5) = (ap)\(BD)) = g\(e\®)) e A
und es folgen schlieflich
@\(@A)B) | a\(@D2/8) | (ag\(@(BAY) | g\(\®a)) AT
d.h. (@A = «a(pA) = (aB)A’.
Mit (1.2,c) ist A’ daher bereits normal.

A’ ist eine Unterloop von I":  Wegen 7,1/y € A’ ist nur die Abgeschlossenheit von A’
unter der Verkniipfung sowie den beiden einseitigen Quotientenbildungen zu zeigen. Seien
hierzu 6,0" € A’ gegeben; nach Konstruktion gibt es dann 71, v2,7;, 75 € A mit v3 < § < 9
und v < 0" < ~4. Setzen wir

w o= min{y,m}, g = max{y,%} € A,
so gilt jeweils auch

"y € A sowie 7 € A,
da die beiden Mengen v((x)) und v(({1/=)) als Bilder der multiplikativ abgeschlossenen Men-
gen (x) und (!/z) unter dem Loop-Epimorphismus v|g+ jeweils multiplikativ abgeschlossene
Teilmengen von I' sind. Mit Hilfe der Monotoniegesetze folgt weiter

NN S om0 < w0 Ny
und somit ist ebenfalls 00" € A’ d.h. insgesamt A’A" C A.
Ist nun ein 6 € A’ gegeben, so gibt es nach Konstruktion v;,v € A mit v; < § < 3. Dann
sind auch 1y, /5. € /A = A mit 1/, < 1/s < 1/4,, d.h. es ist ebenfalls 1/s € A’] also insgesamt
1/ar C A'. Es folgt daher auch

1.4,a)

ana U2 a U A ny c AN A
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A" #T: Da nach Voraussetzung Ny = {0} gilt, sind insbesondere die Elemente z und z\!
nicht nilpotent, d.h. die Nilpotenzmengen (z) und (1/z) sind jeweils beschriankt. Also ist auch
die Menge (z) U (1/z) mit (2.5,c) beschrankt und nach (4.2,a) gibt es ein 7 € I" mit

A= o({m)ue)) < 7.

Dann muss auch A’ < 7 gelten: Denn existierte ein § € A’ mit ¥ < J, so géibe es nach
Konstruktion insbesondere auch ein 75 € A mit v < 6§ < 7; im Widerspruch zu A < 7.
Somit ist 7 € ['\A'.

O

(4.5) Satz und Definition:

Es seien (K,T,.7) und v : K — I"'U{0} wie oben beschrieben; weiter sei A := v(N*) C I'.
Dann gelten:

(a) A ist eine normale, konvexe Unterloop von I'. Hierbei gilt A # I' genau dann, wenn

(b) Es sind
No = {zeK | vz)<A} und N* = v H(A) .
(c) Ist Ny # {0}, so gilt fiir jede normale, konvexe Unterloop A’ von I" mit A’ # I" bereits

A" c A. Wir sagen in diesem Fall daher, dass A die! mazimale, normale, konvexe
Unterloop von I" mit A # T ist.

(d) Ist Ny = {0}, so existiert zu jeder normalen, konvexen Unterloop A’ von I mit A’ # I’
stets eine normale, konvexe Unterloop A” von I' mit A" C A” # I". Somit besitzt I" in
diesem Fall keine maximale, normale, konvexe Unterloop A’ mit A" #£ T'.

Beweis: Zu (a): Da v|g- nach (V1) und (V2) ein Loop-Epimorphismus von (K*,-)
auf (T',-) ist, ist A als Bild der normalen Unterloop N* wieder eine normale Unterloop
von I'. Weiter ist A konvex: Denn sind o, € A, ein v € I' mit a < v < § und Elemente
z,y € N* und z € K* mit v(z) = a, v(y) = 5 und v(z) = v gegeben, so gilt

v(E) = a < wz) < B = vy

und nach (4.3,d) ist z mit  und y ebenfalls wieder neutral, d.h. es ist z € N*. Nach
Konstruktion ist damit v = v(z) € A.

Ist hierbei Ny = {0}, so sind fir alle z € K* die Nilpotenzmengen (x) und (1/z) stets
beschrénkt, d.h. es ist N* = K* und damit A = v(K*) = I'. Ist dagegen Ny # {0} und
ein x € Np\{0} gegeben, so gilt nach (4.3,c) dann v(z) < v(y) fiir alle y € N*, d.h. es ist
v(x) < A. Somit ist insbesondere v(z) € I'\A.

IFiir jede weitere normale, konvexe Unterloop A” von I' mit A” # T, welche diese Eigenschaft erfiillt, muss
offenbar insbesondere A” C A und A C A” gelten, d.h. A ist mit dieser Eigenschaft eindeutig bestimmt.
Wir sprechen daher stets von der maximalen, normalen, konvexen Unterloop A von I' mit A #T.
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Zu (b): Die Mengengleichheit fiir Ny folgt direkt aus (4.3,¢) und der Definition von A. Bei
der Mengengleichheit fiir N> ist die Inklusion C nach Definition von A klar; und ist fiir die
Inklusion D ein € K* mit v(z) € A gegeben, so gibt es ein y € N* mit v(z) = v(y) und
nach (4.3,d) folgt bereits x € N*.

Zu (c¢): In dieser Situation ist A nach (a) eine normale, konvexe Unterloop von I' mit
A # T'. Sei weiter A’ ebenfalls eine normale, konvexe Unterloop von I' mit A’ # T'.

Zum Nachweis der Inklusion A" C A seien ein 6 € A’ sowie ein x € K* mit v(z) = § gegeben.
Da die Menge v~ (A’) als Urbild der normalen Unterloop A’ unter dem Loop-Epimorphismus
v|x+ wieder eine normale Unterloop von K* ist, sind mit z € v~!(A’) insbesondere auch
(2) (1) C o (A).

Wegen A" £ T gibt es weiter ein Element v € I'\A'. Existierten «, § € A’ mit a < v < 3,
so folgte aus der Konvexitat von A’ direkt der Widerspruch v € A’ - also muss A’ < ~
oder v < A’ gelten. Es folgt daher A’ < ~ oder A’ = /A < 1/y und mit der Nota-
tion 7 := max{y,1/~} € T ist somit in jedem Fall A" < 5. Insbesondere ist dann auch
v({z)),v({}/z)) < 7 und nach (4.2,a) sind die Nilpotenzmengen (x) und (1/z) somit be-
schriankt, d.h. es ist z € N* und es folgt § = v(z) € A. Insgesamt gilt also A’ C A.

Zu (d):  Es sei in dieser Situation eine normale, konvexe Unterloop A’ von I' mit A" # T
gegeben. Analog zum Beweis von (c) gibt es dann ein 7 € T' mit A’ < 5; d.h. es gilt auch
15 < 1ar = A also /5 < A’ < 5. Nach (4.4) gibt es dann bereits eine normale, konvexe
Unterloop A” von I' mit A’ - A" #£T.

O

(4.6) Korollar:
Es seien (K, T,.7) und v : K — I'U {0} wie oben beschrieben.

(a) Die Werteloop I' besitzt genau dann eine maximale, normale, konvexe Unterloop A
mit A # T', wenn Ny # {0} gilt. In diesem Fall sind dann

No = {zeK | v(@)<A} # {0} und N* = v 1(A).

(b) Die Werteloop T" besitzt genau dann keine maximale, normale, konvexe Unterloop A
mit A # I', wenn Ny = {0} gilt. In diesem Fall ist dann N* = K*.

Beweis: Zu (a): = : Essei A die maximale, konvexe Unterloop von I' mit A # I
Nach (4.5,d) muss in dieser Situation Ny # {0} sein; und nach (4.5,¢) ist hierbei v(N*) = A.
Die Behauptung folgt somit bereits aus (4.5,b).

<= Die Behauptung folgt direkt mit (4.5,c).

Zu (b):  Die Aquivalenz entspricht der Kontraposition von (a). Ist Ny = {0}, so sind
fir alle x € K* die Nilpotenzmengen (z) und (1/z) stets beschrankt, d.h. es ist N* = K*.
[
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Uniforme Rang-1-Bewertungen

Die Ergebnisse aus (4.2)-(4.6) werden uns fiir die Betrachtung der uniformen Absolutwerte
in Kapitel 5 geniigen, sodass wir uns nun fiir den Rest des Paragraphen vollstdndig den
uniformen Bewertungen widmen werden.

Eine besondere Rolle wird in Hinblick auf (4.6,a) dabei denjenigen uniformen Bewertun-

gen zukommen, deren Werteloop I' eine spezielle maximale, normale, konvexe Unterloop A
mit A # I besitzt - ndmlich die kleinst mogliche {1}. Dies motiviert die folgende Definition:

(4.7) Definition:

Es seien (K,T,v) ein uniform bewerteter Terndrkorper und I' die Werteloop von v. Wir
nennen v eine uniforme Rang-1-Bewertung auf (K,T), wenn {1} die maximale, normale,
konvexe Unterloop von I" mit {1} # I ist.

Insbesondere ist eine uniforme Rang-1-Bewertung stets nicht trivial.

Diese Definition weist eine starke Ahnlichkeit zu der Definition von Rang-1-Bewertungen be-
werteter kommutativer Korper auf: So sind diese als nicht triviale Bewertungen definiert, de-
ren Wertegruppe keine nicht triviale, konvexe Untergruppe besitzt, vgl. etwa Priess-CrRaAMPE
[34, S.93] - in anderen Worten, deren abelsche Wertegruppe G die maximale, normale, konve-
xe Unterloop {1} mit {1} # G besitzt. Die obige Definition kann daher als Verallgemeinerung
dieses Konzeptes bewerteter kommutativer Kérper auf uniform bewertete Terndrkorper ver-
standen werden.

Ein Aspekt Rang-1-bewerteter kommutativer Korper geht bei dieser Verallgemeinerung al-
lerdings verloren: So sind die Wertegruppen von Rang-1-Bewertungen kommutativer Korper
stets ordnungstreu in die additive Gruppe der reellen Zahlen einbettbar,! und diese daher
stets zu einer Bewertung dquivalent, deren Wertegruppe eine Untergruppe von R ist.

Dies muss fiir uniforme Rang-1-Bewertungen eines Ternérkorpers nicht mehr der Fall sein:
Betrachte hierzu etwa die angeordnete Loop I' := (R, ®, <) aus (1.3,b) und den Cartesi-
schen Kérper (R((I')),+,-,0) der formalen Potenzreihen auf I' iiber R. Da I' nach SkLiros
[44, S.36f.] keine konvexe Unterloop auer {0} und R besitzt,? ist {0} somit natiirlich auch
die maximale, normale, konvexe Unterloop von I' mit {0} # I', d.h. § ist eine uniforme Rang-
1-Bewertung. Da I' aber nicht assoziativ ist, kann diese Loop nicht zu einer Untergruppe von
(R, +) o-isomorph sein.

1S0 ist die Eigenschaft, dass die Wertegruppe G keine nicht trivialen, konvexen Untergruppen besitzt, nach

PRIESS-CRAMPE [34, §1.3 Satz 1] dquivalent dazu, dass diese archimedisch angeordnet ist, d.h. dass zu
z,y € Gmit 1 < & < y stets ein n € N mit y < z" existiert. Nach dem Satz von Hélder, vgl. etwa
PRIESS-CRAMPE [34, §1.3 Satz 4], ist G in diesem Fall dann zu einer Untergruppe von (R, +) o-isomorph.

2Beachte, dass dort eine Loop ohne nicht triviale, konvexe Unterloops archimedisch angeordnet genannt wird
- im Gegensatz zu anderen Quellen wie etwa PRIESS-CRAMPE [34].
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(4.8) Korollar:

Es seien (K, T,v) ein uniform bewerteter Terndrkorper und v nicht trivial. Die folgenden
Aussagen sind dquivalent:

(i) v ist eine uniforme Rang-1-Bewertung.
(i) Es sind Ny = I, # {0} sowie N* = A,\I, und N = A,.
(iii) Es gilt N C A,.
(vi) Es gilt N* C A,.
(v) Es gilt I, C Np.

Beweis: (i==-ii): Ist {1} die maximale, normale, konvexe Unterloop der Werteloop I'
von v mit {1} # I, so folgen Ny = I, # {0} sowie N* = A,\I, bereits aus (4.6,a).

(il = iii), (iii = iv): Jeweils klar.

(iv=v): Es gelte N* C A,. Da N* nach (2.8,b) eine Loop ist, muss dann offenbar
bereits N* C A,\I, gelten; mit (4.3,f) ist dann bereits N* = A,\I,. Da nach (4.3,f) ebenso
A, C N gilt, folgt damit

I, = ANANL) = ANN® C N\N* = N,.

(v =1i): Esgelte [, C Np; mit (4.3,f) ist dann bereits Ny = I, # {0}, da v nicht trivial ist.
Nach (4.6,a) muss die Werteloop I' von v dann die maximale, normale, konvexe Unterloop
{1} mit {1} # I besitzen, d.h. v ist eine uniforme Rang-1-Bewertung.

m

(4.9) Satz:

Es seien (K, T,v) ein uniform bewerteter Terndrkérper, I' die Werteloop von v und A eine
normale, konvexe Unterloop von I' mit A # I'. Weiter sei die Abbildung w durch

w: K — T/A U {{0}}, x = Av(x),
definiert. Dann gelten:

(a) (Kavnorr [18, Prop. 1.4], [20, Cor. 2.6]) Die Abbildung w ist eine nicht triviale uniforme
Bewertung von (K, T'), welche gréber als v ist! und dieselbe Topologie .7, = 7, wie v
auf K erzeugt.

(b) Ist A die maximale, normale, konvexe Unterloop von I' mit A # I', so ist w eine
uniforme Rang-1-Bewertung.

(c) Ist v(R,) C A, so ist die Werteloop I'/A von w eine abelsche Gruppe.

'd.h. A, C A, erfiillt, siche KALHOFF [18, S.340]
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Beweis: Zu (a): Nach Kavruorr [18, Prop. 1.4] ist w mit dieser Definition eine uniforme
Bewertung auf (K,T'), welche grober als v ist; insbesondere ist w wegen A # I' in dieser
Situation nicht trivial. Wegen A, C A,, erzeugen v und w nach Kavnorr [20, Cor. 2.6] hierbei
dieselbe Topologie auf K.

Zu (b):  Nach (4.5,d) muss in dieser Situation Ny # {0} gelten; und da v und w nach
(a) dieselbe Topologie erzeugen, ist N* = v~1(A) nach (4.6,a) daher die Menge der neu-
tralen Elementen bzgl. .7, = Z,. Somit folgt fiir alle z € N* damit v(z) € A und somit
ebenfalls

w(r) = Av(z) = A, d.h. r € Ay\Ly .

Nach (4.8) ist w daher eine uniforme Rang-1-Bewertung.

Zu (c):  Mit v(R,) C A ist dann bereits auch Av(R,) = A.! Sind nun «, 8,7 € T so-
wie Elemente x,y,z € K* mit v(z) = a, v(y) = f und v(z) = vy gegeben, so gelten

(Aa)(AB)(AY) = A(a(B) = (Av(R))o(e(y=) = Av(Ra(x(y2))
= Av(Ral(29)2) = (Bo(R))o((wy)z) = A((aB)y)
= ((Aa)(AB))(A9)
md  (Aa)(AF) = A(af) = (Au(R.))u(zy) = Av(Ri(zy))
= Av(Ruyr)) = (Mo(RJ))olya) = A(Ba) = (AB)(Aa).

Somit ist I'/A bereits eine abelsche Gruppe.

(4.10) Korollar:

Es seien (K, T,v) ein uniform bewerteter Terndrkorper, v nicht trivial und I' die Werteloop
von v.

(a) Es gibt genau dann eine uniforme Rang-1-Bewertung w auf (K,7T) mit .7, = 7,
wenn [' eine maximale, normale, konvexe Unterloop A mit A # I' besitzt.

(b) Es gibt genau dann eine nicht triviale, uniforme Bewertung w auf (K, T) mit .7, = 7,
deren Werteloop eine Untergruppe von R ist, wenn I' eine maximale, normale, kon-
vexe Unterloop A mit A # I' besitzt und R, beschrinkt ist.

(c) Es gibt genau dann eine nicht triviale, uniforme Bewertung w auf (K, T") mit .7, = .7,
deren Werteloop eine abelsche Gruppe G ist und keine maximale, konvexe Untergruppe
H mit H # G besitzt, wenn I' keine maximale, normale, konvexe Unterloop A mit

A # T besitzt und R, beschrinkt ist.

Denn es sind 1 = v(1) € v(R,) sowie AA = A.
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(d) Es gibt genau dann eine nicht triviale, uniforme Bewertung w auf (K, T") mit .7, = .7,
deren Werteloop eine abelsche Gruppe ist, wenn R, beschriankt ist.

Beweis: Zu (a): = : Ist eine uniforme Rang-1-Bewertung w mit .7, = 7, gegeben, so
folgt aus (4.8) insbesondere Ny # {0} - nach (4.6,a) muss I' daher eine maximale, normale,
konvexe Unterloop A mit A # I' besitzen.

< : Die Behauptung folgt direkt aus (4.9,a,b).

Zu (b): = : Ist eine solche uniforme Bewertung w gegeben, so ist w insbesondere

eine uniforme Rang-1-Bewertung!' und nach (a) besitzt I eine maximale, normale, konvexe
Unterloop A mit A # I". Weiter ist R, nach (4.2,e) beschrénkt.

< : Besitzt I eine maximale, normale, konvexe Unterloop A mit A # T, so ist nach (4.6,a)

insbesondere v(N*) = A. Da nach (2.12,f) weiter R, C N* gilt, folgt v(R,) C v(N*) = A
und nach (4.9,a,b,c) gibt es somit eine nicht triviale, uniforme Rang-1-Bewertung w mit
Ty = Z, und abelscher Wertegruppe I'/A. Da I'/A nur die konvexen Untergruppen {A}
und T'/A besitzt, ist sie bereits zur einer Untergruppe von R+ o-isomorph? und die Behaup-
tung gezeigt.

Zu (c): = : Ist eine solche uniforme Bewertung w gegeben, so gilt nach (4.6,b) insbeson-
dere Ny = {0} und erneut nach (4.6,b) kann I" keine maximale, normale, konvexe Unterloop
A mit A # I' besitzen. Weiter ist R, erneut nach (4.2,e) beschrankt.

<=: Besitzt [' keine maximale, normale, konvexe Unterloop A mit A # I', so muss
nach (4.6,b) dann Ny = {0} gelten. Da R, beschrinkt ist, gibt es nach (4.2,a) ein v € I' mit
v(R,) < v; und damit gilt ebenfalls

Yoo < Yory = v(fR) = v(H.) < v

Nach (4.4) gibt es daher eine normale, konvexe Unterloop A’ von I' mit v(R,) C A" # I}
und nach (4.9,a,c) gibt es somit eine nicht triviale, uniforme Bewertung w mit %, = 7,
und abelscher Wertegruppe I'/A'. Hierbei kann I'/A" wegen Ny = {0} nach (4.6,b) keine
maximale, konvexe Untergruppe H mit H # I'/A’ besitzen.

Zu (d): = : Die Behauptung folgt direkt aus (4.2,e).

<=: Ist R, beschrinkt, so folgt mittels einer Fallunterscheidung nach der Existenz einer
maximalen, normalen, konvexen Unterloop A von I' mit A # I' mittels (b) und (c) ins-
besondere, dass eine nicht triviale, uniforme Bewertung w mit abelscher Wertegruppe und
T, = T, existiert.

O

!Da R. archimedisch angeordnet ist, besitzt sie nur die konvexen Untergruppen {1} und Rq, vgl. PRIESS-
CRAMPE [34, §1.3 Satz 1]; beachte zusétzlich, dass w nicht trivial ist.

2Erneut ist I'/A nach PRIESS-CRAMPE (34, §1.3 Satz 1] dann archimedisch angeordnet und nach dem Satz
von Hélder, PRIESS-CRAMPE [34, §1.3 Satz 4], zu einer Untergruppe von R o-isomorph; mittels des iiblichen
o-Isomorphismus z +— e* von R auf R+ ¢ ist die Werteloop von I daher auch in R+ ¢ ordnungstreu einbettbar.
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Charakterisierung der Topologien uniformer Bewertungen

(4.11) Satz:

Es seien (K, T,v) ein uniform bewerteter Ternérkorper und v nicht trivial. Dann gelten:
(a) Np ist eine normale Unterloop von (K, +).

(b) Es gilt
NX - N0+NX - NX+N0 == ]\[0—]\[><

= N*=Ny = Ng=N* = N*=N,.
(¢) N ist eine normale Unterloop von (K, +).

Beweis: Zu (a): Zunichst ist 0 € Ny nach Definition klar; nach (1.2,b), (4.2,d) und
(2.12,d) geniigt es noch Ny — Ny C Ny zeigen. Sind hierfiir x,y € Ny gegeben, so gilt mit der
starken Dreiecksungleichung (V3)

v(z —y) < max{v(z), v(y)} .

Wegen z,y € Ny ist nach (4.3,c) daher x — y € Ny. Da Ny wegen (2.12,b) normal in (K, +)
ist, ist diese Menge somit bereits eine normale Unterloop von (K, +).

Zu (b): Nach (4.2,d) und (2.12,e) sind die letzten fiinf Gleichungen bereits klar; und wegen
0 € Ny gilt direkt auch N* € N* — N,. Fiir die andere Inklusion seien nun ein x € N* sowie
ein y € Ny gegeben - nach (4.3,e) ist dann v(y) < v(z) und es folgt mit dem Dominanzprinzip

v(z —y) 129 max{ v(z), v(y) } = wv(z).

Wegen z € N* und (4.3,d) ist daher x —y € N*.

Zu (¢): Wieder ist 0 € N nach Definition klar; nach (1.2,b), (4.2,d) und (2.12,d) geniigt es
erneut N — N C N nachzuweisen. Mit (a) und (b) ist hierfiir nur noch N* — N* C N zu
zeigen; seien hierzu z,y € N* gegeben. Im Fall z — y € N, ist dabei nichts mehr zu zeigen;
es sei im Folgenden daher x —y ¢ Ny, insbesondere also x —y # 0. Bezeichnet nun z € {z,y}
ein Element mit v(z) = max{v(z),v(y)}, so folgt v(z —y) < v(z) mit (V3) und damit weiter

U(l/z) = 1/v(z) < 1/v(x—y) = ’U(l/(x—y)) .

Wiire in dieser Situation /(= —y) € Ny, so folgte aus (4.3,c), dass das Element /> € {1/«,1/y}
ebenfalls nilpotent wére - im Widerspruch zu x,y € N*. Somit sind in diesem Fall sowohl
xr — y als auch 1/(z —y) nicht nilpotent, d.h. es ist x —y € N*. Da N wegen (2.12,b) normal

in (K, +) ist, ist diese Menge somit bereits eine normale Unterloop von (K, +).
]
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Wir haben nun alle Resultate, um die Topologien uniformer Bewertungen im Stile von
Kowarski, DurBaum [28] zu charakterisieren. Hierbei orientieren wir uns an dem moder-
nisierten Beweis dieses Theorems aus EnGLER, PresTEL [10, Thm. B.12] und konzentrieren
uns auf den dortigen Bewertungsaspekt.

(4.12) Theorem: (vgl. Kowarski, DurBauM [28], ENGLER, PrESTEL [10, Thm. B.12])

Es seien (K, T,.7) ein topologischer Terndrkorper und .7 weder diskret noch indiskret.
(a) Es gibt genau dann eine uniforme Rang-1-Bewertung v auf (K,7T) mit 7, = 7,
wenn gelten:
(i) (K,T,7) ist vom Typ V.
(ii) Es gibt eine normale Umgebung U von 0 mit (K\U)(K\U) ¢ K\Uund 1 ¢ UU."*
(iii) R ist beschrankt.
(iv) Es sind Ny # {0} und N + N C N.
(b) Es gibt genau dann eine nicht triviale, uniforme Bewertung v auf (K, T) mit .7, = .7,

deren Werteloop I' keine maximale, normale, konvexe Unterloop A mit A # I besitzt,
wenn gelten:

(i) (K,T,.7) ist vom Typ V.

(ii) Es gibt eine normale Umgebung U von 0 mit UU # K. !
(iii) R ist beschrankt.
(iv) Esist Ny = {0}.

In diesen Fillen sind fiir jede Umgebung V' von 0 bereits die beiden Mengen 1/(x\v) und
(K\V)\!l jeweils beschriinkt.?

Beweis: Der Zusatz folgt in beiden Fillen direkt aus (4.2,c).

Zu (a): = : Es sei eine uniforme Rang-1-Bewertung v mit .7, = 7 gegeben. Nach
(4.2,c) ist (K, T,.7) dann vom Typ V und nach (4.2,d) ist R beschriankt. Weiter ist (N, +)
nach (4.11,c) eine Loop und somit insbesondere additiv abgeschlossen. Schlielich ist I, nach

(4.2,b) eine normale Umgebung von 0 mit 1 ¢ I, = I, 1, und (K\1,)(K\1,) = K\L,.

<= Es gelten nun die obigen Eigenschaften (i)-(iv). Wir zeigen, dass in dieser Situation
die Menge N der nilpotenten und neutralen Elemente bereits einen nicht trivialen, uniformen
Bewertungsring von (K, T") bildet, dessen zugehorige uniforme Bewertung vy, vgl. (1.10,b),
eine uniforme Rang-1-Bewertung ist und die Topologie .7 induziert:

!Da wir in der Situation von (b) die multiplikative Abgeschlossenheit der Menge Ny trivialerweise gegeben

haben, geniigt hier eine schwéchere Variante der Eigenschaft (ii) als bei (a). Weil sich die Beweisanséitze
ebenfalls unterscheiden, fiihren wir hier daher diese verschiedenen Formulierungen an - eine einheitliche
Charakterisierung aller Topologien uniformer Bewertungen folgt aber anschliefend als Korollar in (4.13).

2Insbesondere ist (K, T,.7) ein topologischer Ternirkorper vom Typ V im Sinne von SZAMBIEN [46, S.181].

65



KapiTEL 4. Topologien uniformer Bewertungen

N erfiillt (Al):  Wir weisen nach, dass N eine Unterloop von (K, +) ist: Offen-
bar ist 0 € Ny C N nach Definition. Weiter gilt nach (iii) und (2.12,d) bereits
N+ N =N-N = N=N, dh. wegen (iv) ist N damit unter der Addition sowie
den beiden einseitigen Differenzenbildungen jeweils abgeschlossen. Nach (1.2,b) ist NV
also bereits eine Unterloop von (K, +).

N erfiillt (A2): Wegen (i), (vi) und (ii) ist N nach (3.5,c) multiplikativ abgeschlossen.

N erfilllt (A3): Wegen (iii) ist nach (2.12,a) insbesondere R C N.

N erfiillt (A4): N ist nach (2.8,a) normal.

N erfiillt (A5): Nach (2.8,g) gilt stets 1/(x\n) C Ny C N.

N ist nicht trivial: Wegen (i), (vi) und (ii) ist N nach (3.5,c) beschrankt, d.h. es gilt
insbesondere N # K nach (2.5,a).

Nach (4.1,a) induziert die zu N gehorige nicht triviale, uniforme Bewertung
v = uvv: K — K°/N U {{0}}, x +— Nz,

somit eine Topologie .7, auf K, mit der (K, T, .7,) einen topologischen Ternirkorper bildet
und welche weder diskret noch indiskret ist. Es bleibt noch zu zeigen, dass diese gerade der
Topologie 7 entspricht und dass v eine uniforme Rang-1-Bewertung ist.

- Z,=7: Mit (i) und (3.4) ist lediglich .7, C . nachzuweisen; und da sowohl die
Homoéomorphismengruppe von (K, .7) als auch die von (K, .7,) jeweils 2-transitiv auf
K operiert, vgl. (1.7,b), geniigt es fiir diese Inklusion zu zeigen, dass jede Umgebung
von 0 bzgl. .7, ebenfalls eine Umgebung von 0 bzgl. .7 ist. Sei hierfiir eine Umgebung
U von 0 bzgl. .7, gegeben.

Da N wegen N C A, bzgl. .7, beschriinkt ist,! existiert insbesondere? ein z € K* mit
Nz C U. Und weil N wegen (i), (vi) und (ii) nach (3.5,c) auch eine Umgebung von 0
bzgl. 7 ist, ist mit Nz also auch U eine Umgebung?® von 0 bzgl. 7.

- v ist uniforme Rang-1-Bewertung: Da die Topologien .7 und .7, iibereinstimmen, ist
N natiirlich auch die Menge der nilpotenten und neutralen Elemente von (K, T, 7,).
Und weil wir oben bereits N C A, gesehen haben, folgt aus (4.8) direkt, dass v eine
uniforme Rang-1-Bewertung ist.

Zu (b): =: Es sei eine solche nicht triviale, uniforme Bewertung v mit .7, = 7
gegeben. Nach (4.2,c) ist (K,7T,.7) dann vom Typ V und nach (4.2,d) ist R beschrinkt.
Weiter ist nach (4.6,b) insbesondere Ny = {0}. SchlieBlich ist I, nach (4.2,b) eine normale
Umgebung von 0 mit I, = I, # K.

!Beachte (4.2,a) und v(N) = NN = N nach Konstruktion und (A2).
?Denn .7, ist nicht diskret, da v nicht trivial ist.

3Denn die Rechtsmultiplikation mit z ist offen mit 0 -2 = 0, vgl. (1.7,b).
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<= Es gelten nun die obigen Eigenschaften (i)-(iv). Im Folgenden konstruieren wir einen

nicht trivialen, uniformen Bewertungsring A von (K,T'), dessen zugehérige uniforme Be-
wertung vy, vgl. (1.10,b), die geforderte Gestalt hat und die Topologie .7 induziert; hierzu
gehen wir schrittweise vor:

e Nach (i), (ii), (3.3,c) und (2.9,a) gibt es eine normale, multiplikativ abgeschlossene, be-
schrinkte Umgebung V' von 0; nach Konstruktion in (2.9,a) gilt hierbei 1 € V. OBdA!
gelte sogar +R C V.

e Nach (i) und (3.3,a) ist die Menge 1/(k\v) beschrinkt und es gibt insbesondere? ein
d € K* mit (Yx\v))d C V, d.h. mit Yx\v) C V/a =V -1, vgl. (1.4,a). Setze nun
W o= Vu((V{¥y) c K.
Diese Menge W erfiillt - neben den Eigenschaften der Umgebung V' von 0 - nun auch
das Axiom (Ab), denn es gelten:
W ist eine Umgebung von 0 mit £+ C W: Wegen £R C V C W Kklar.
W ist normal: Gilt offenbar nach (1.4,b).

W ist multiplikativ abgeschlossen: Es gelten jeweils

Vv c V., (V(l/d))V = V(V(l/d>) = (VV)({Ya)y < V (Yd)
sowie (V) (V) = (VV)((Yad(fa)) C V{a) .

Somit ist in der Tat WW C W.

W ist beschrinkt: Nach (iv) ist insbesondere das Element d € K* nicht nilpotent
und die Nilpotenzmenge (1/d) daher beschrénkt. Nach (2.5,f,c) ist damit auch
W =V U (V (Ya)) beschrinkt.

YV\w) CW: Wegen V C W gilt K\W C K\V und damit
Vew) C Ywywvy ¢ V-Ya C V(Yo C W.

e Wir setzen nun iterativ

Wy = W und Wi = W+ W, fir 1€ N
und definieren die Menge A C K durch
A = U W, c K.
i€Ng

Diese ist schliellich unser gesuchter uniformer Bewertungsring, denn es gelten nun:

!Gehe ansonsten zur normalen, multiplikativ abgeschlossenen, beschrinkten Umgebung (+R)V von 0 iiber:
Wegen V' C (£R)V ist dies eine Umgebung von 0, es gilt £R C (+R)V wegen 1 € V, nach (1.7,c) und
(1.4,b,c) ist sie normal und multiplikativ abgeschlossen sowie nach (iii), (1.6,c), (2.5,d,c,f) beschrinkt.

2da Z nicht diskret ist
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- Aerfiillt (A2): Wir beginnen mit dem Nachweis der multiplikativen Abgeschlos-

senheit und zeigen zunéchst mittels vollstandiger Induktion, dass RW; C W; fiir
alle 7 € Ny gilt:

Fiir ¢ = 0 gilt nach nach Konstruktion RW, = RW Cc WW C W = Wj; und ist
ein ¢ € Ny mit RW; C W, gegeben, so gilt

(1.6,e)
RVVi+1 = R(WZ -+ Wz) Cc RW;+RW, c W, +W, = Wi+1 .

Mit Hilfe dieser Aussage beweisen wir nun (erneut mit einer vollsténdigen Induk-
tion), dass W;W,; C Wy, fur alle i € Ny gilt:

Fiir ¢« = 0 gilt bereits WoWy = WW C W = Wj; und ist ein ¢ € Ny mit
W;W; C Ws; gegeben, so folgt wegen RW; C W; ebenfalls

WisiWipn = Wia(W; + W5)
(1.6,e)
Cc WialWs + Wil W,
= (Wit WOW; + (Wi + WW,
(1.6,f)
C (WiW,+ WiW;) + (WiW; + WiW;)
C (ng—l-sz’) + (W2i+W2i)
= Wyp +Waypr = Wy = Waug .

Schlieflich gilt mit 0 € W = W}, nach Konstruktion offenbar auch 0 € W; fiir alle
i € Ny, woraus schliellich W; C W fiir alle ¢, 7 € Ny mit ¢ < j folgt.

Sind daher nun z,y € A gegeben, so gibt es i,j € Ny mit z € W; und y € W;
also gilt z,y € W, fiir k := max{3, j}. Mit der obigen Aussage folgt hieraus dann
xy € W,W,, C Wy, C A, d.h. insgesamt ist A multiplikativ abgeschlossen.

A erfiillt (A3): Es gilt sogar +tR C W =W, C A.

A erfiillt (Al):  Wir weisen nach, dass A eine Unterloop von (K, +) ist: Es ist
0 e W =W, C A nach Konstruktion; wir weisen nun zunéchst die additive
Abgeschlossenheit von A nach. Sind hierfiir x,y € A gegeben, so gibt es nach
dem Beweis von (A2) ein k£ € Ny mit z,y € Wj,. Hiermit gilt dann direkt

r+y € Wp+W, = Wiy C A,

d.h. es ist A+ A C A. Hieraus folgt wegen RA C AAC Aund -1 € —RC A
dann ebenso

A U8 4 a 08D 4y "2 44 (<A
C A4+AA Cc A+A C A

und mit (1.2,b) ist A bereits eine Unterloop von (K, +).
A erfiillt (A4): Im Beweis von (A2) hatten wir bereits gesehen, dass RW; C W;

fiir alle 1 € Ny gilt. Hieraus folgt iterativ, dass mit Wy = W auch alle Mengen W;
fiir i € N wieder normal sind, vgl. (1.6,g). Somit ist auch A als Vereinigung dieser
wieder normal, vgl. (1.4,b).
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- Aerfillt (A5): Wegen W =W, C A gilt K\A C K\W und damit

Ym\ay C Yxw)y ¢ W = W, C A.

- A ist nicht trivial: Zunichst existiert eine Umgebung! W’ von 0 mit
W'+ W' cC W; und weil W beschrankt ist, existiert insbesondere? ein ¢ € K* mit
WeC W'. Da RW C WW C W gilt, ist daher

W+W)e "2 werwe ¢ Waw < w.

Fiir alle ¢ € Ny sei im Folgenden die Klammerung des Produktes ¢’ iterativ gew#hlt
durch ¢® := 1 und ¢ := ¢ lc fiir i € N. Wir zeigen nun mittels vollstéindiger
Induktion, dass stets W;c! C W fiir alle i € Ny gilt:

Fiir i = 0 ist Wyc® = W -1 = W klar; und ist ein ¢ € Ny mit W;é ¢ W
gegeben, so folgt mit der Normalitdt von W; ; (sieche Nachweis von (A3)) und
wegen RW; C W; sofort

Wit = Wia(de) = Wiad)e = (Wi +Wy)d)e

(16,1) (Wit + Wic)e ¢ W+W)e C W.

Somit gilt fiir alle ¢ € Ny

) 2.3,a
W1 B2V W)

da (2.1,e
W; C W/Ci (1é ) W - I/Ci C
und A erfiillt als Vereinigung aller dieser Mengen ebenfalls A C W (1/c).
Da erneut nach (iv) insbesondere das Element ¢ € K* nicht nilpotent ist, ist die
Nilpotenzmenge (1/c) beschriankt - und mit (2.5,f) daher auch W (1/c). Mit (2.5,b)
ist also auch A beschrénkt, d.h. es gilt insbesondere A # K nach (2.5,a).

Nach (4.1,a) induziert die zu A gehorige nicht triviale, uniforme Bewertung
v o= va: K — K*/JA U{{0}}, r — Az,

somit eine Topologie .7, auf K, mit der (K, T, .7,) einen topologischen Ternirkorper bildet
und welche weder diskret noch indiskret ist. Es bleibt noch zu zeigen, dass diese gerade
der Topologie .7 entspricht und dass die Werteloop K*/A von v keine maximale, normale,
konvexe Unterloop A mit A # K*/A besitzt.

- =7 Mit (i) und (3.4) ist lediglich .7, C .7 nachzuweisen; und da sowohl die
Homéomorphismengruppe von (K, .7) als auch die von (K,.7,) jeweils 2-transitiv auf
K operiert, vgl. (1.7,b), geniigt es fiir diese Inklusion zu zeigen, dass jede Umgebung
von 0 bzgl. 7, ebenfalls eine Umgebung von 0 bzgl. .7 ist. Sei hierfiir eine Umgebung
U von 0 bzgl. .7, gegeben.

!Denn die Terniirkérper-Addition ist stetig mit 0+ 0 = 0, vgl. (1.7,b).
2da .7 nicht diskret ist
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Da A wegen A C A, bzgl. .7, beschrinkt ist,! existiert insbesondere? ein x € K* mit
Ax C U. Und weil A wegen W = W, C A auch eine Umgebung von 0 bzgl. .7 ist, ist
mit Ax also auch U eine Umgebung® von 0 bzgl. .7.

- Die Werteloop K*/A besitzt die geforderte Eigenschaft: Da die Topologien .7 und
J, iibereinstimmen, ist Ny = {0} natiirlich auch die Menge der nilpotenten Elemente
von (K,T,.7,). Mit (4.6,b) kann die Werteloop K*/A von v daher keine maximale,
normale, konvexe Unterloop A mit A # K*/A besitzen.

]

Wie bereits angekiindigt konnen wir die beiden Fille aus (4.12) zusammenfassen zu:

(4.13) Korollar: (vgl. Kowarski, DurBauM [28], EnGLER, PrEsTEL [10, Thm. B.12])

Es seien (K, T, .7) ein topologischer Terndrkorper und .7 weder diskret noch indiskret. Es
gibt genau dann eine nicht triviale, uniforme Bewertung v auf (K,7T) mit 7, = 7, wenn
gelten:

(i) (K,T,.7) ist vom Typ V.

(ii) Es gibt eine normale Umgebung U von 0 mit (K\U)(K\U) C K\U und 1 ¢ UU.

(iii) R ist beschrénkt.

(iv) Esist N+ N C N.

In diesem Fall sind fiir jede Umgebung V' von 0 bereits die beiden Mengen /(x\v) und (x\v)\!
jeweils beschrinkt.?

Beweis: —=—: [Es sei eine nicht triviale, uniforme Bewertung v mit 7, = 7 gege-
ben. Nach (4.2,c) ist (K,T,.7) vom Typ V und mit (4.2,d) ist R beschrinkt; weiter ist
(N, +) nach (4.11,c) eine Loop und daher insbesondere additiv abgeschlossen. Schlieflich ist
I, nach (4.2,b) eine normale Umgebung von 0 mit 1 ¢ I, = [,I, und (K\I,)(K\I,) = K\I,.

<. Es gelten nun die obigen Eigenschaften (i)-(iv). Ist Ny # {0}, so folgt die Be-
hauptung bereits aus (4.12,a). Ist dagegen Ny = {0}, so erfiillt die normale Umgebung U
von 0 aus (ii) wegen 1 ¢ UU insbesondere auch UU # K und die Behauptung folgt direkt
aus (4.12,b).

O

!Beachte (4.2,a) und v(A) = AA = A nach Konstruktion und (A2).

2Denn .7, ist nicht diskret, da v nicht trivial ist.

3Denn die Rechtsmultiplikation mit z ist offen mit 0 -z = 0, vgl. (1.7,b).

4Insbesondere ist (K, T,.7) ein topologischer Ternirkorper vom Typ V im Sinne von SZAMBIEN [46, S.181].
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SchlieBlich kénnen wir aus (4.12) noch explizit die Charakterisierung aller Topologien uni-
former Bewertungen, deren Werteloop eine abelsche Gruppe ist, gewinnen: Da in diesem Fall
sogar das erweiterte Radikal beschrédnkt und die Menge N, der neutralen Elemente damit
bereits multiplikativ abgeschlossen ist, entféllt fiir diese Topologien die Unterscheidung der
Eigenschaft (ii) aus (4.12). Genauer erhalten wir:

(4.14) Korollar: (vgl. Kowarski, DirBauM [28], ENGLER, PrESTEL [10, Thm. B.12])

Es seien (K, T, .7) ein topologischer Terndrkorper und .7 weder diskret noch indiskret.
(a) Es gibt genau dann eine nicht triviale, uniforme Bewertung v auf (K, 7T) mit .7, = .7,
deren Werteloop eine Untergruppe von R+ ist, wenn gelten:
(i) (K,T,.7) ist vom Typ V.
(ii) R, ist beschrankt.
(iii) Es sind Ny # {0} und N + N C N.
(b) Es gibt genau dann eine nicht triviale, uniforme Bewertung v auf (K,T) mit 7, = .7,

deren Werteloop eine abelsche Gruppe G ist und keine maximale, konvexe Unter-
gruppe H mit H # G besitzt, wenn gelten:

(i) (K,T,7) ist vom Typ V.
(ii) R, ist beschrinkt.
(ii) Es ist No = {0}.

¢) Es gibt genau dann eine nicht triviale, uniforme Bewertung v auf (K,T) mit 7, = .7,
gibt g g
deren Werteloop eine abelsche Gruppe ist, wenn gelten:

(i) (K,T,.7) ist vom Typ V.
(ii) R, ist beschrinkt.
(iii) Esist N+ N C N.

Beweis: Zu (a): = : Ist eine solche uniforme Bewertung v gegeben, so ist v insbesondere
eine uniforme Rang-1-Bewertung' und die Behauptung folgt direkt aus (4.12,a) sowie (4.2,¢).

<=: Gelten die Eigenschaften (i)-(iii), so ist nach (ii) und (2.5,b) auch insbesondere
R beschrankt; und wegen (ii) und (iii) ist Ny nach (i) und (3.6,c) eine normale, multiplika-
tiv abgeschlossene, beschrankte Umgebung von 0. Somit existiert mit (3.5,b) eine normale
Umgebung U von 0 mit (K\U)(K\U) C K\U sowie 1 ¢ UU und insgesamt gibt es nach
(4.12,a) dann eine uniforme Rang-1-Bewertung v auf (K, T") mit .7, = 7. Da ihre Werteloop
I die maximale, normale, konvexe Unterloop {1} mit {1} # T" besitzt, folgt die Behauptung
schliefllich mit (4.10,b).

ygl. hierzu FuBnote 1 auf Seite 63

71



KapiTEL 4. Topologien uniformer Bewertungen

Zu (b): =: Ist eine solche uniforme Bewertung v gegeben, so folgt die Behauptung

direkt aus (4.12,b) sowie (4.2,e).

<=: Gelten die Eigenschaften (i)-(iii), so ist nach (ii) und (2.5,b) auch insbesondere
R beschrénkt; und nach (i), (3.6,b) und (3.3,c) existiert eine normale Umgebung U von 0
mit UU # K. Insgesamt gibt es nach (4.12,b) dann eine nicht triviale, uniforme Bewertung
v auf (K,T) mit 7, = .7, deren Werteloop I' keine maximale, normale, konvexe Unterloop
A mit A # T besitzt. Die Behauptung folgt schliefllich mit (4.10,c).

Zu (c):  =>: Ist eine solche uniforme Bewertung v gegeben, so ist (K,7,.7) nach
(4.2,c) vom Typ V und mit (4.2,e) ist R, beschrankt. Weiter ist (N, +) nach (4.11,c) eine
Loop und daher insbesondere additiv abgeschlossen.

<=: Die Behauptung folgt direkt mittels einer Fallunterscheidung nach der Existenz
eines nilpotenten Elementes # 0 aus (a) und (b).

[]

Abschlielend werden wir die in diesem Kapitel erzielten Ergebnisse mit der klassischen Cha-
rakterisierung von KowarLski, DurBaum [28] vergleichen; seien hierzu im Folgenden
(K,+,-,.7) ein topologischer Korper und .7 weder diskret noch indiskret. Insbesondere
ist dann R = {1}, vgl. Karnorr [17, S.107], und das erweiterte Radikal R, entspricht nach
Definition gerade der Kommutatorgruppe des Korpers K.

- Nach (4.14,b) gibt es genau dann eine uniforme Bewertung v auf K mit .7, = .7, deren
Werteloop eine abelsche Gruppe G ist und keine maximale, konvexe Untergruppe H
mit H # G besitzt, wenn (K,+,,7) vom Typ V, die Kommutatorgruppe von K
beschrankt und Ny = {0} sind. Dies entspricht gerade dem Ergebnis von KowALski,
DurBauMm [28, Satz 14, Satz 15].

- Ebenso gibt es nach (4.14,a) genau dann eine uniforme Bewertung v auf K mit 7, = .7,
deren Werteloop eine Untergruppe von R ist, wenn (K, +,-,.7) vom Typ V, die
Kommutatorgruppe von K beschrénkt sowie Ny # {0} und N + N C N sind. Wieder
findet sich dieses Ergebnis bei Kowarski, DurBauM [28, Satz 14, Satz 19] - mit Fokus
auf den dortigen Bewertungsaspekt.'

Unsere Charakterisierung der Topologien uniformer Bewertungen (4.14) - und damit natiirlich
auch die aus (4.12) - kann daher in der Tat als eine Ubertragung der Ergebnisse der Arbeit
von Kowarskr, DurBauMm [28] auf den Bereich der uniform bewerteten Terndrkorper verstan-
den werden.

!Unsere Forderung N+ N C N sichert uns dabei, dass die uniforme Bewertung wirklich die starke Dreiecksun-
gleichung erfiillt und es sich bei dieser um eine Bewertung in unserem Sinne und nicht um einen Absolutwert
handelt. Auf diesen Aspekt werden wir im n#chsten Kapitel eingehen.
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Kapitel 5
Uniforme Absolutwerte

Das Ergebnis aus (4.14,c) ist in der Hinsicht zufriedenstellend, dass es die Topologien unifor-
mer Bewertungen mit abelscher Wertegruppe vollstdndig charakterisiert - es ergibt sich im
Vergleich zum Ergebnis aus ENGLER, PrEsTEL [10, Thm. B.12] aber schnell die Frage, welche
Gestalt topologische Ternarkdérper vom Typ V mit beschréanktem, erweiterten Radikal besit-
zen, wenn die Menge der nilpotenten und neutralen Elemente additiv nicht abgeschlossen ist.
Dass dieser Fall eintreten kann, ist bereits fiir kommutative Korper bekannt; dort sind die-
se Topologien gerade von einem Absolutwert! des kommutativen Kérpers induziert worden.

In diesem Kapitel werden wir daher den Versuch unternehmen, dieses Konzept (dhnlich zu
dem uniformen Bewertungsbegriff von Kavnorr) als uniforme Absolutwerte auf Ternarkorper
zu {ibertragen. Hierbei werden wir erfolgreich die oben genannten Topologien als die Topo-
logien uniformer Absolutwerte charakterisieren und das Ergebnis aus (4.14,c) somit ver-
vollstdndigen; die Charakterisierung aller topologischen Ternérkérper vom Typ V mit be-
schrianktem erweiterten Radikal wird daher abgeschlossen.

Da neben R, C,H und O allerdings keine vollstdndigen Terndrkorper mit einem uniformen
Absolutwert, welcher nicht bereits die starke Dreiecksungleichung erfiillt, bekannt sind und
Konstruktionsversuche dieser stets zu scheitern scheinen, werden wir im Anschluss die Exis-
tenz dieser Strukturen diskutieren und einige Nicht-Existenz-Kriterien fiir Ternarkdérper mit
solchen uniformen Absolutwerten, welche nicht bereits Alternativkorper sind, behandeln.

Uniforme Absolutwerte

In Analogie zu der Definition uniformer Bewertungen als Verallgemeinerung des Bewer-
tungsbegriffes fiir Korper von Kavnorr [18, S.338] mochten wir an dieser Stelle uniforme
Absolutwerte als Verallgemeinerung des Absolutwertbegriffes fiir Korper einfithren. Hierbei
beschrénken wir uns in dieser Arbeit auf uniforme Absolutwerte mit einer Bildmenge in Rxy.

'Fiir eine Einfiihrung in dieses Thema verweisen wir auf WARNER [51, §III].
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(5.1) Definition:

Es sei (K,T) ein Ternédrkorper. Ein uniformer Absolutwert auf (K,T') ist eine Abbildung
.| : & — Rsq, welche fiir alle z,y € K die folgenden Axiome erfiillt:

V1) |zl =0 <= =z =0.

(
(V2) =yl = [l lyl -

(V3') e =yl < llzll +llyll -

(V4) |r]| =1 fir alle r € R(K,T) .

Wir nennen (K,T,|.||) dann auch einen Terndrkorper mit einem uniformen Absolutwert.
Der uniforme Absolutwert ||.|| heift ultrametrisch oder nicht archimedisch, wenn fiir alle
x,y € K sogar die starke Dreiecksungleichung

(V3) Nz =yl < max{|ll|lyll }

erfiillt ist. Dagegen heifit ||| archimedisch, wenn ||.|| nicht ultrametrisch ist. Weiter heifit ||.||
trivial, wenn | K || = {0, 1} gilt - andernfalls nicht trivial.

Somit ist ein uniformer Absolutwert ||.| genau dann ultrametrisch bzw. nicht archimedisch,
wenn die Nachbeschrankung ||.|| : K — Bild(]|.||) eine uniforme Bewertung ist, deren Wer-
teloop eine Untergruppe von R+ ist. Da wir die Topologien nicht trivialer, ultrametrischer,
uniformer Absolutwerte somit bereits in (4.14,a) charakterisiert haben und auch einige Bei-
spiele dieser kennen,! werden wir bei der kommenden Untersuchung der Topologie sowie den
anschliefenden Existenzfragen zumeist archimedische, uniforme Absolutwerte betrachten.

Ist (K, T,||.||) ein Terndrkérper mit einem uniformen Absolutwert, so lassen sich - wie bei
uniformen Bewertungen, vgl. etwa Kavuorr [18, Prop. 1.2, Prop. 1.3], - die bekannten Re-
chenregeln fiir das Radikal R aus (1.11) durch die Multiplikativitdt von ||.|| und der Eigen-
schaft |R|| = {1} direkt auf den uniformen Absolutwert ||.|| ibertragen. Somit gelten:

(5.2) Korollar:

Es seien (K,T) ein Terndrkorper und .|| : K — Rs( eine Abbildung, welche die Axio-
me (V2) und (V4) eines uniformen Absolutwertes auf (K, T) erfiillt.? Dann gelten fiir alle
e, d,m,n,u,z,y,z € K mit T'(m,u,c) =T (n,u,d):

(a) ||T(m,z,¢c)—T(m,z,d)|| = |lc—d|
(b) ||T(m,z,¢) = T(n,z,d)|| = |Im —nl| ||z —ull

'Wihle etwa einen beliebigen Cartesischen Korper (K, +,-) und betrachte den uniform bewerteten Cartesi-
schen Korper (K((]R>0)), +, -, 5) der formalen Potenzreihen auf Ry iiber K, vgl. (1.13,c).

2Die Ergebnisse dieses Satzes gelten somit insbesondere fiir uniforme Absolutwerte ||.|| auf (K,T) - da wir
diese Rechenregeln aber auch bei dem Nachweis der Dreiecksungleichung im Beweis von (5.7) anwenden
mochten, formulieren wir den Satz in dieser Gestalt.
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|T(m, 2, ¢) = T(m,y,c)|| = [Im| ||z -yl
HT(m,x,c) —T(n,x,c)” = Hm_nH H.CE”
le =yl = llz+2)—(y+2)

lz =yl = [I(z+2) = (z+9)]

[z =yl = lI(=y) + 2|

[z +yll = llz = (=9l

lz(=)ll = [(=2)yl = [I=(zy)]
loy — 2] = ||l {ly — =]

)
)
)
)
g) lle—yl = l-(y—2)l
)
)
)
)
)

[z —yzl| = [l =yl |-l

Beweis: Sind Elemente a,b € K mit Ra = Rb gegeben, so gibt es ein r € R mit a = rb
und aus (V2) und (V4) folgt direkt ||a|| = ||7b]| = ||r]| ||b]] = ||b]|. Alle Behauptungen folgen
somit bereits aus (1.11) mit M = R und eventueller Anwendung von (V2).

[l

(5.3) Satz:

Es seien (K,T) ein Terndrkorper und ||.|| : K — Rsq eine Abbildung, welche die Axiome
(V1), (V2) und (V4) eines uniformen Absolutwertes auf (K, T) erfiillt.! Dann gelten fiir alle
x,y € K:

@) [I=ull = lo\ell = H%H falls y # 0

(b) ||| = 1 fir alle r € +R,

© =zl = [l=zll = [ =]

(d) lz =yl = llz -yl

(€ llz—yll = [ly— =l

(f) |||l ist genau dann ein uniformer Absolutwert, wenn fiir alle 2/, ¢y € K gilt:

2"+ 9l < 2" + 111

Ist ||.|| ein uniformer Absolutwert auf (K, T"), so gilt fiir alle x,y € K zusétzlich:

(& llexyl = [l =yl

Lygl. hierzu Fufinote 2 auf Seite 74
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Beweis: Zu (a): Zunéchst ist nach (V1) dieser Bruch stets definiert. Ist z = 0, so ist die
Behauptung mit (V1) klar; es sei im Folgenden daher = # 0. Da ||.|| |x+ nach (V1) und (V2)
ein Loop-Homomorphismus von (K*,-) nach (Rs,+) und dies sogar eine abelsche Gruppe
ist, folgt in diesem Fall ebenfalls sofort die Behauptung.

Zu (b):  Zunichst folgt ||R,|| = {1} bereits aus (4.2,e).! Weiter folgt fiir alle r € R, wegen
(=r)(=r) € (=Ry)(—=R.) = R, hieraus auch ||—r||> = ||(=r)(=r)|| = 1. Da ||—7| € Rsy ist,

muss also ebenfalls ||—7|| = 1 gelten.

Zu (d): Fir alle z,y € K gilt

lz=yl = l@=9)-0] 2" |(w+@-v)-@w+0)| = |z—y| .

Zu (e): Fir alle z,y € K gilt

=

(5.2,g)
=" l-(y

(5.2,j) (
|z —y o) =)ol = -y -2l =y -2l

Zu (c): Die Behauptung folgt direkt aus (d) bzw. (e) jeweils mit x = 0.

Zu (f): 1Ist ||| ein uniformer Absolutwert, so gilt fiir alle z,y € K direkt

—

C

(5.2,0)
lz+yll =" lle = (=l < lzl[+l-yll = l=l+Iyl -

=

Erfiillt ||.|| dagegen die Dreiecksungleichung fiir Summen, so gilt fiir alle x,y € K ebenso

h) (c

I=y) + 2l < A=yl + el =zl + vl -

~

(5.2,
|z —yll "=

Zu (g): Esseien x,y € K gegeben. Dann gelten jeweils

[zl = [[(z+y)—yll < [lz+yll+lyl,
(f)
|zl = [[(z—y)+yll < llz—yl+lyl,
(d)
[yl = lz+y) =z = [(z+y) -z < [z+yll+ |z
) (f) ()
sowie |yl = [[(y—2)+z| < ly—zl+lz] = [z—yl+I=] .

Insgesamt folgt also
lz £yl = =l =Myl Iyl =l . dho Jazyl = |zl =yl

]

'Beachte, dass fiir die erste Aussage dort nur die Axiome (V1), (V2) und (V4) der Abbildung v und keine
topologischen Voraussetzungen benotigt worden sind.
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Uniforme Absolutwerte & Topologie

Mit den obigen Rechenregeln haben wir nun alle nétigen Mittel, um die Topologien unifor-
mer Absolutwerte einzufithren und zu betrachten: Hierbei werden wir analog zum Vorgehen
bei den uniformen Bewertungen von Kavnorr [22, Prop. 1.7(3)], [20, §2] mittels des unifor-
men Absolutwertes eine (reellwertige) Metrik auf K definieren, deren zugehorigen Kugeln
in gewohnter Weise die Umgebungsbasis einer Topologie bilden, mit der (K,T) zu einem
topologischen Ternarkorper wird.

(5.4) Definition und Satz: (vgl. Kavaorr [22, Prop. 1.7(3)])

Es sei (K, T,||.||) ein Terndrkorper mit einem uniformen Absolutwert. Mittels
dj » KxK — Rxo,  (zy) = flz—yll = lle=yl,

wird eine (reellwertige) Metrik auf K definiert. Hierbei ist der metrische Raum (K, d) )
genau dann ultrametrisch, wenn ||.|| es ist. Weiter nennen wir (K, T, ||.||) vollstindig, wenn
der metrische Raum (K, d, ) vollstéandig ist.

Beweis: Nach (5.3,d) stimmen die Werte der beiden einseitigen Differenzenbildungen unter
dem uniformen Absolutwert iiberein. Fiir alle z,y, z € K gelten jeweils

e dyy(z,y) =0 <= fo—y| =0 <= =z-y=0 <= zw=y,
(5.3,e)

o dz,y) = llz—yll =" lly—=| = dylyz),
(5.2,¢)

o dy(z,y) = llz—yll =" [(@=2)—@w—2) < llz—=z+]y—=z|

= dy(z,2) + dyy(zy) .
Somit ist dj | in der Tat eine Metrik auf K und (K, d ) somit ein metrischer Raum. Hierbei

erfiillt dj offenbar genau dann die ultrametrische Dreiecksungleichung, wenn ||.|| sie erfiillt.
[

(5.5) Satz: (vgl. Kanorr [20, §2])

Es sei (K,T,||.||) ein Terndrkorper mit einem uniformen Absolutwert. Definieren wir fiir
jedes x € K die Kugeln

B(z,e) = {yeK | d(z,y)=|lzr—yll<e} um x mit Radius ¢ € Ry,

so bilden die Kugeln (B(:c,g))EGR>O die Umgebungsbasis von x einer nicht indiskreten To-

pologie 7| auf K, mit der (K, T, .7 ) einen topologischen Ternérkorper bildet. Hierbei ist
die Topologie .7 | genau dann diskret, wenn ||.|| trivial ist.
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Beweis: Da d) | nach (5.4) eine Metrik ist, induzieren ihre Kugeln in obiger Weise eine
Topologie | auf K, vgl. hierzu etwa Kaprransky [25, §4.2, App. 3]. Da die Topologie 7] |
von einer Metrik erzeugt wird, ist sie offenbar nicht indiskret; weiter ist sie nach Konstruk-
tion genau dann diskret, wenn es ein ¢ € R mit B(0,e) = {0}, d.h. mit ||z|| > ¢ fiir alle
r € K*, gibt. Da ||[K*|| eine archimedisch angeordnete Gruppe ist, ist dies nur genau dann
der Fall, wenn | K*|| = {1} gilt.

Es ist nun noch nachzuweisen, dass die ternédre Verkniipfung 7' sowie die Abbildungen
aus (T2)-(T4) jeweils stetig (bzgl. der jeweiligen Produkt- bzw. der entsprechenden Spur-
Topologie) sind.

ZuT: T: K} — K, (m,z,¢) — T(m,z,c)

Es seien m,z,¢c € K und eine offene Umgebung U von T(m,z,c) gegeben; zu finden
ist eine offene Umgebung V von (m,z,c) im K® (bzgl. der Produkt-Topologie des K?)
mit V' C T7'(U). Nach Konstruktion der Topologie Jj gibt es ein ¢ € Ry mit
B(T(m, X, c),s) C U; wéhle hierzu ein 6 € Ry mit

# + (1t Iml+ )5 < e

etwa § = \/(W)z"i‘g o 1+||m2\|+||m|| € Roy.

Dann ist V := B(m,d) x B(x,d) x B(c,d) eine offene Umgebung von (m, z,c¢) im K3; und
fir alle (m/,2’, ') € V gilt

HT(m’,x’,c’) — T(m,x,c)”
(52) (T 2", ') = T(m',a’,c)) — (T(m,2,¢) = T(m', 2’ )|

< HT(m’,x',c’)—T(m',x’,c)H + ||T(m,x,c)—T(m’,x',c)H

G221 — | + [(T(m, 2, c) = T(m', 2, c)) = (T(m',2',¢) = T(m',z,0))]|

< 6+ ||T(m,z,c) =T,z c)|| + ||T(m',a',¢c) = T(m',z,c)|

5.2,d,
CLAD 5 4 =) [l + || |2 — 2

< 6+ Ozl + |[(m'—m)+m|d

(5.3.,8) )
< (I+zll)s + [m' =m|é + [lm]lo

< & + (L4 |m| +z|)o < £ .
Mit dieser Wahl von § gilt somit fiir alle (m/, 2, ) € V stets
HT(m',x’,c’) - T(m,x,c)“ < e, dh. T(m'.2'.d) € B(T(m,z,c),e) C U.
Insgesamt ist mit dieser Definition also
V = B(m,0) x B(x,6) x B(c,6) < T '(U)

und die ternédre Verkniipfung 7" daher insgesamt stetig.
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Zu (T2): f+ {(mnecdeK* | m#n} — K,

(m,n,c,d) — u mit T(m,u,c) =T(n,u,d)
Es seien m,n,c,d € K mit m # n, das Element v € K mit T(m,u,c) = T(n,u,d) und
eine offene Umgebung U von u = f(m,n,c,d) gegeben; zu finden ist eine offene Umge-
bung V' von (m,n,c,d) in dem Definitionsbereich von f (bzgl. der entsprechenden Spur-

Topologie der Produkt-Topologie des K*) mit V' C f~!(U). Nach Konstruktion der Topologie
.| gibt es ein € € Ryg mit B(u,e) C U; wihle hierzu ein 6 € R.o mit
21+ lull)d < ([lm—n| —2d)e, etwa 0 = % € Ryp.

Fiir jedes § € R.q, welches diese Ungleichung erfiillt, muss insbesondere ||m — n|| — 2§ > 0
gelten, da ansonsten aus der Ungleichung der Widerspruch § < 0 folgte. Insbesondere sind
mit dieser Wahl von ¢ die Mengen B(m,d) und B(n, ) disjunkt, da aus der Existenz eines
Elementes z € B(m,d) N B (n 9) sofort der Widerspruch

20 < m—nl "Z m-2)=(m-2) < [m—zll+ln—z < 26
folgte. Somit ist V' := B(m,d) x B(n,d) x B(c,d) x B(d,d) eine offene Umgebung von
(m,n,c,d) im Definitionsbereich von f; und fir alle (m/,n/,¢/,d’) € V (dann bereits mit
m’ #n') und das Element v’ = f(m/,n’,d,d') € K mit T(m/,«/,) =T (n',u,d') gilt

(||m—n||—25) Hfm n,c,d) — f(m’,n',c’,d’)H
7 (liom — (n—m)|| = 20) lu— |
< (lm- mH+Hn—mH—25) lu — |
(5—|—|| n—n')—(m —n)|—260)u—u|
(I =/l +[lm" = 2" = 6) [lu — |
(0 +[lm" —n'[| = 8) flu — w'|
= m" =n'[flu =]
=7 || T ju, ) = T (0 u, d)||
H( (m',u,d) = T(m,u,d)) — (T(0,u,d') — T(m,u,c))|
< |7 u ) = T(m,u,d)|| + || T, u,d) —T(m,u,c)|
PE | ull [T d) = T, d)) = (Tm,w,d) = T(n,u,d))|
< Ol + |7 u,d) = T(n,u,d)|| + ||T(m,u,c) —T(n,u,d)
(5-2de) & ull + [0 ==l |lul + [[(T(m,u,d) = T(m,u,c)) = (T(n,u,d) —T(m,u,c))|

< Oull + dllull + ||T(m,u, ) = T(m,u,0)|| + |T(n,u,d)—T(m,u,c)
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P2 25|l + | =l + ([T ud) = T(n,w,d)

(5.2,a) ,
< 20||lull + 0 + || —d|

< (1+2ul)s + 6 = 20+ull)s < ([lm—n|]—20)e.
Mit dieser Wahl von ¢ gilt somit fiir alle (m/,n’, ¢, d’) € V stets (beachte ||m — n|| —26 > 0)
| f(m,n,c,d) = f(m' .0/, ¢, d)|| < e, dh. f(m',n',d,d) € B(u,e) C U.
Insgesamt ist mit dieser Definition also
V = B(m,6) x B(n,d) x B(c,d) x B(d,8) < fYU)
und die Abbildung f aus (T2) ist daher insgesamt stetig.

Zu (T3): g: K} — K, (m,z,v) — ¢ mit T(m,x,c) =v

Es seien m,z,v € K, das Element ¢ € K mit T'(m,x,c¢) = v und eine offene Umgebung U
von ¢ = g(m, x,v) gegeben; zu finden ist eine offene Umgebung V' von (m, z,v) im K3 (bzgl.
der Produkt-Topologie des K*) mit V C ¢g~'(U). Nach Konstruktion der Topologie .7 | gibt
es ein € € Roy mit B(c,e) C U; wihle hierzu ein § € Ry mit

P4 (L ml 25 < e,

ctwa 0 = \f (Rl ndmiel g R

2 2
Dann ist V := B(m,d) x B(z,d) X B(v,d) eine offene Umgebung von (m,z,v) im K3; und
fiir alle (m/,2’,v") € V und das Element ¢ = g(m’,2/,v") € K mit T'(m/, 2, ) = v’ gilt

lg(m’, &', ") = g(m, z,v)|

= =

2 T (m, ) = T(m, 2,0

(5:20) [(T(m, z,¢) = T(m,a',¢)) = (T(m, z,¢) = T(m,', )]

< |T(m,z,d) = T(m, 2. ¢)|| + ||T(m,z,c)—T(m,a',c)|

520 Iml[ |z — 2| + [[(T(m,z,¢) = T(m',2',¢)) — (T(m,2',¢) = T(m',2',c))||

< |mllé6 + [|[T(m,z,c) = T(m',2',¢)|| + ||[T(m,a,¢)—T(m',2',c)|

5.2,d
CZD imlls + o=l + [lm—m| ]2

< |m|d + 8§ + dlj(x —x)+ 2|
(5.3,f) .
< (T+1[ml)é + 6lla’ —zl| + &

< 0+ (L+|m|+|=])s < €.
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Mit dieser Wahl von ¢ gilt somit fiir alle (m/, 2’,v") € V stets
||g(m’,x’,v’) - g(m,x,v)H < e, dh. g(m',2' V") € B(ce) C U.
Insgesamt ist mit dieser Definition also
V = B(m,6) x B(z,0) x B(v,d) < g 'U)

und die Abbildung g aus (T3) ist daher insgesamt stetig.

Zu (T4): h: {(m,y,v,w)EK4 ‘ x;éy} — K?Z,

(x,y,v,w) — (m,c) mit T(m,z,c)=v und T(m,y,c) =w

Es seien z,y,v,w € K mit z # y, das Element (m,c) € K? mit T(m,z,c) = v sowie
T(m,y,c) = w und eine offene Umgebung U von (m, c¢) = h(x,y,v,w) gegeben; zu finden ist
eine offene Umgebung V von (z,y,v,w) in dem Definitionsbereich von h (bzgl. der entspre-
chenden Spur-Topologie der Produkt-Topologie des K*) mit V' C h~(U). Nach Konstruktion
der Topologie 7] (und Definition der Produkt-Topologie des K?) gibt es ein & € R mit
B(m,e) x B(c,e) C U; wihle hierzu zunéchst ein ¢’ € Ry mit

& + (L4 |m| +zll)d < e und § < e,

etwa §y = min{ \/(—1+“m2“+“x||)2+8 — —1+Hm2||+||a:|| , 5} e Ryp.

Im Beweis der Stetigkeit der Abbildung g aus (T3) hatten wir bereits gesehen, dass bei
dieser Wahl von ¢ (beachte, dass ¢’ hochstens dem dort definierten § entspricht) fiir alle
(m/, 2’ v'") € B(m,d") x B(z,d") x B(v,d") stets ||g(m/,z',v") — g(m,z,v)|| < e gilt. Wahle
nun weiter zu diesem ¢’ ein § € Ry mit

214 ml)s < (le—gl—20)8  wd & < o,
etwa o = min{%, 5'} € Ryg.

Fiir jedes 6 € R.g, welches diese Ungleichung erfiillt, muss insbesondere ||z —y|| — 2§ > 0
gelten, da ansonsten aus der Ungleichung der Widerspruch ¢ < 0 folgte. Insbesondere sind
mit dieser Wahl von ¢ die Mengen B(z,d) und B(y,d) disjunkt, da aus der Existenz eines
Elementes z € B(x,0) N B(y, d) sofort der Widerspruch

(5.2,e)
20 < Jrz—yl =" -2 -@-2l < le—zl+ly—2 < 2

folgte. Somit ist V' := B(x,0) x B(y,d) x B(v,0) x B(w,0) eine offene Umgebung von
(x,y,v,w) im Definitionsbereich von h; und fir alle (2/,y',v',w’) € V (dann bereits mit
¥ # y), das Element (m/,c) = h(z,y/,v,w') € K? mit T(m',2',d) = v sowie
T(m',y, ) =w und das (nach (T3) eindeutige) Element d € K mit T'(m,y’,d) = w’ gilt
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[l — || ([l = yll — 20)
=" [m—n|

|(z — ) —:U’)H—Zé)

(
(

< m = (lz = 2'[| + ly — 2'|| — 20)

< m=m| (64 Iy —y) — (@ —y)]| - 20)
(

< m = (lly =yl + [l = ¢']| = 9)

< =) 5+l ~ o'l - )

= lm—nm/||[z" =¥

|T(m, 2’ d) = T(m', 2, )|

29 || (T, d) — T, 2,0)) — (T, /,¢) — Tom,,0) |
< |[Tm2',d) - T(m,z,0)|| + ||T(n',!,¢) — Tm, z,¢)|
C29(T(m, o, d) — T(m, 2/, ¢)) — (T(m,z,¢) — T(m, o, 0))|| + [|v/ vl

< |[T(m,2',d) = T(m,2,0)|| + [|T(m,z,c) —T(m,2',c)| + 6

=" ld—cll + m|llz =2 + 4

< Hﬂmwd%JWm%M|+Ww5+5

=7 (Tom,y,d) =T,y ) = (T(m,y,c) =Ty, )| + (1+]lml])d
< Hﬂm%@-TW&%&H+Hﬂm&@—TWA%&H+(LWmM5
= ||[T(m,y,d) = T(m,y,d)|| + Jlw—w'| + (1+][ml)é

< Amllly =yl + ¢ + (1 +m])o

< mllé + (2+mll)d

= 2(1+|m|)s < ([lz =yl —25)d"

Mit dieser Wahl von § gilt somit fir alle (2/,y/,v",w’) € V mit h(z/,y', 0", w') = (m/,)
(beachte ||z —y|| — 2§ > 0)

lm—m'| < &, dh. m' € B(m,d) C B(m,e).
Da fiir diese Elemente somit stets

m' € B(m,d'), 2 € B(z,0) C B(z,d0') sowie ¢ € B(v,0) C B(v,?)
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gelten, folgt aus der Wahl von ¢’ mit der Stetigkeit von g aus (T3) auch
I —cl| = |lgim' 2", v")—glm,z,0)| < e, dh. ¢ € B(ge).
Insgesamt ist mit dieser Definition also
h(z',y',v",w') € B(m,e)x Blc,e) C U,
dh. V. = B(z,9) x B(y,6) x B(v,6) x B(w,d) < h}U),

und die Abbildung h aus (T4) ist daher insgesamt stetig.

Ist (K, T,|.||) ein Terndrkorper mit einem nicht trivialen, uniformen Absolutwert, so erfiillt
der topologische Ternérkorper (K, T, .7 ) nach (5.5) somit gerade die Voraussetzungen des
ersten Abschnittes von Kapitel 4, sodass wir mit den dortigen Ergebnissen direkt die Aus-
sagen des folgenden Korollars erhalten:

(5.6) Korollar:

Es sei (K, T,|.||) ein Terndrkdérper mit einem nicht trivialen, uniformen Absolutwert. Dann
gelten:

(a) Fiir alle Teilmengen M C K sind dquivalent:
(i) M ist beschrénkt.
(ii) M ist links- oder rechts-beschrénkt.
(iii) Es gibt ein € € Ry mit ||M]| < e.
(iv) Es gibt ein € € Ry mit [|[M]|| <e.

(b) Fiir jede Umgebung von U von 0 sind die Mengen 1/(k\v) und (x\v)\! jeweils beschrénkt;
insbesondere ist (K, 7, 7)) also vom Typ V.

(¢) R, ist beschrankt.
(d) Die Mengen der nilpotenten bzw. neutralen Elemente von (K, T, .7 ) sind
No ={zeK | |lzl<1} # {0} sowie N* = {zeK | |z|=1},

Insbesondere sind Ny und N jeweils normale, multiplikativ abgeschlossene, beschréankte
Umgebungen von 0 mit 1/(x\n) C Ny C N.

(e) Der uniforme Absolutwert ||.|| ist genau dann archimedisch, wenn ein z € K* mit
|z|| <1 und ||1 4 z|| > 1 existiert.
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Beweis: Nach (5.5) ist (K,T,.7]) ein topologischer Ternérkérper und 7 weder diskret
noch indiskret; weiter bildet das System (B (z, 5))E€R>O eine Umgebungsbasis von z € K der

Topologie .. Zusétzlich sind die Nachbeschrankung ||.|| : K — Bild(||.||) eine surjektive
Abbildung von K auf die angeordnete, abelsche Gruppe ||[K*|| # {1}, welche die Axiome
(V1), (V2) und (V4) einer uniformen Bewertung erfiillt. Somit sind in dieser Situation die
Resultate aus (4.2)-(4.6) anwendbar.

Zu (a,b,c): Diese Behauptungen folgen direkt aus (4.2,a,c,e).!
Zu (d):  Da ||[K*|| # {1} als Untergruppe von R-, archimedisch angeordnet ist, ist {1}

die maximale, konvexe Untergruppe von ||[K*|| mit {1} # ||K*||. Die Behauptungen folgen
daher direkt aus (4.6,a).

Zu (e): Existiert ein x € K* mit ||z|| <1 und ||1 4+ z|| > 1, so gilt ebenfalls

(5.2,) (5.3,¢)
= (=2) =" It+z] > 1 = max{1, =]} "= max{|1], [[-=|},

d.h. die ultrametrische Dreiecksungleichung ist verletzt und ||| somit archimedisch. Ist ||.||
dagegen archimedisch, so existieren z,y € K mit || — y|| > max{||z|, ||y||}; insbesondere
sind also z,y # 0. OBdA? sei hierbei ||z|| > ||y||. Dann gilt:

Izl < llz—yll OZ el ii-al = fell|]i- (= (=20)]

(5.2,)
=" = {1+ (== , dh. 1+ (== > 1.

Hierbei ist || = 2\|| = ||2\¥| = % <1, vgl. (5.3,c), und die Behauptung gezeigt.

Charakterisierung der Topologien uniformer Absolutwerte

Wir haben daher bereits alle nétigen Mittel zur Hand, um die Topologien archimedischer,
uniformer Absolutwerte auf Ternérkérpern im Stile von Kowarsky, DurBaum [28] zu charak-
terisieren und unser Ergebnis aus (4.14,¢) zu vervollstindigen. Hierbei orientieren wir uns
erneut an der Aufbereitung dieses Beweises aus ENGLER, PresTEL [10, Thm. B.12]:

n (a(iii),(iv)) erhalten wir aus (4.2,a) zuniichst jeweils ¢ € ||[K*|; da diese Gruppe aber archimedisch
angeordnet und nicht trivial ist, ist dies jeweils dquivalent dazu, dass ein € € Ry mit der geforderten
Eigenschaft existiert.

ZVertausche ansonsten die Rollen von z und y, vgl. (5.3,e).
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(5.7) Theorem: (vgl. EncLER, PrESTEL [10, Thm. B.12])

Es seien (K, T,.7) ein topologischer Ternérkorper und 7 weder diskret noch indiskret.

(a) Es gibt genau dann einen archimedischen, uniformen Absolutwert ||.| auf (K,7)
mit 7] = .7, wenn gelten:

(i) (K,T,7) ist vom Typ V.
(ii) R, ist beschrinkt.
(iii) Esist N+ N ¢ N.

(b) Fiir ein Element ¢ € K* gibt es genau dann einen archimedischen, uniformen Absolut-
wert ||.|| auf (K,T) mit 7 = 7 und |[|c|| = 2, wenn neben den Eigenschaften (i)-(iii)
aus (a) noch N + N C Ne gilt.

Beweis: Zu (a, =>): Es sei ein archimedischer, uniformer Absolutwert ||.|| mit .7 = .7
gegeben. Nach (5.6,b) ist (K,T,.7) dann vom Typ V und nach (5.6,c) ist R, beschrankt.
Weiter gibt es nach (5.6,e) ein x € K* mit ||| < 1und ||1+ 2| > 1, d.h. mit 1,z € N und
1+x ¢ N, vgl. (5.6,d). Somit ist N additiv nicht abgeschlossen.

Zu (b, =>): Fiir ein Element ¢ € K* sei ein archimedischer, uniformer Absolutwert ||.|| mit
). = 7 und ||c|| = 2 gegeben. Nach dem bereits Bewiesenen gelten dann die Eigenschaften

(1)-(iil); und weiter ist fiir alle z,y € N stets
o

(5.3,f)
S 2 -

ll]l+[lyll
2

@+ = lztull — ||x;y||

Mit (5.6,d) ist daher W+N)/e € N, d.h. esist N+ N C Ne.

Zu (b, <=): Es gelten nun die obigen Eigenschaften (i)-(iii) und es sei ein Element ¢ € K*
mit N + N C Nc gegeben. Beachte zunéichst, dass in dieser Situation stets Ny # {0} gelten
muss, da ansonsten K* = 1/k= C N nach (2.8,g) folgte und N = K daher trivialerweise
additiv abgeschlossen wére. Weiter muss das Element 1/c notwendigerweise nilpotent sein;
denn wire 1/c € K\ Ny, so folgte direkt der Widerspruch

(2.8,2) 3.6,d
c 36,d)

N+N C Nc = N-wo\l' C N-E\Ny\ NN N .

Im Folgenden konstruieren wir einen archimedischen, uniformen Absolutwert ||.|| auf (K,T)
mit ||c|| = 2, welcher die Topologie .7 induziert. Hierfiir benotigen wir zunéchst einige Vor-
bereitungen:

Da N* nach (2.8,b) eine normale Unterloop von K* ist, kénnen wir die Faktorloop
I .= K'/N* = {N2eB(K*) | veK"}
betrachten, vgl. (1.2,e). Da R, C N* nach (2.12,f) gilt, ist bereits R,N* C N*, da N* eine
Unterloop ist, und fiir alle N*x, N*y, N*z € ' gelten somit
(1.7,d(ii))
(N*2)(N*y))(N*2) = N*((zy)z) =7 N*(z(yz)) = (N*2)((N*y)(N*2))

(L.74(i0)

und  (N*z)(N*y) = N*(zy) N*(yz) = (N*y)(N"z).
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Also ist T" bereits eine abelsche Gruppe. Auf dieser definieren wir nun die Relation < fiir alle
N*x, N*y eI durch

N*z <X N*y L= y € Nz .

Mit dieser bildet (I',-, <) eine (total) archimedisch angeordnete Gruppe, denn:

- =< ist wohldefiniert:  Sind N*z, N*2', N*y, N*y € I' mit N*x = N*z’ und

N*y = N*y' gegeben, so gilt auch

(2.8,d)

Nz "= (NN*)x = N(N*x) = N(N*2') = (NN*)2' "=’ Na
und somit ist
y € Nz @4 N*y = N*y Cc Nx = Na' @4 y € Na',

d.h. < ist wohldefiniert.

< ist reflexiv: Fiir alle N*x € I ist stets x = 1 -2 € Nz und damit N*x < N*z.

< ist antisymmetrisch: Sind N*z, N*y € I' mit Nz < N*y und N*y < N*zx

gegeben, so gelten nach Definition y € Nx und x € Ny, d.h. es ist ¥/z,2/y € N. Da N
nach (3.6,d) eine normale, multiplikativ abgeschlossene, beschriankte Umgebung von 0
ist, sind dann auch

2.2,
() € N wd () 2 ) N
und die Nilpotenzmengen (#/y) und (1/(z/,)) nach (2.5,b) ebenfalls beschriankt, d.h. es
ist #/y € N*. Da N* nach (2.8,b) eine Loop ist, folgt hieraus N* -2/y = N* und daher
N*x = N*y.

< ist transitiv: Sind N*z, N*y, N*z € I' mit Nz < N*y und N*y < N>z
gegeben, so gelten nach Definition y € Nz und z € Ny. Da N nach (3.6,d) insbesondere
multiplikativ abgeschlossen ist, folgt sofort

z € Ny ¢ N(Nz) = (NN)z = Nz,
d.h. es ist auch N*z < N*z.
< ist total:  Sind N>z, N*y € I" gegeben, so muss wegen 1/(k\n) C N, vgl. (2.8,g),
dann ¥/= € N oder /() € N gelten; hierzu fithren wir eine Fallunterscheidung:
- Ist ¥/« € N, so folgt direkt y € Nz, d.h. es ist N*x < N*y.
- Ist dagegen 1/(yx) € N, so folgt hieraus zundchst 1 € N - ¥/ und damit dann
x € (N -¥z)x =N x) =Ny, also N*y < N*z.

=< erfiillt das Monotoniegesetz:  Aufgrund der Kommutativitidt der Gruppe I' ist
nur eines der Monotoniegesetze nachzuweisen. Sind hierzu N*z, N*y, N*z € T’
mit N*x =< N*y gegeben, so gilt nach Definition y € Nz. Es folgt dann sofort
yz € (Nx)z = N(zz) und damit

(N*z)(N*z) = N*(xz) = N¥(yz) = (Ny)(N*2) .
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- < ist archimedisch: Sind N*x, N*y € ' mit N* < N*z < N*y gegeben, so gilt
nach Definition x € N. Wire hierbei allerdings x € N*, so folgte direkt der Wider-
spruch N* = N*x; somit muss sogar z € Ny gelten. Nach (3.6,e) gibt es insbesondere
fiir die Umgebung' Ny von 0 dann ein ng € N, sodass fiir alle n > ng stets 2" € Ny
bei allen Klammerungen der Produkte x™ gilt. Somit gilt nach Definition

N><y j le,no — (Nxx)no
und wegen N* < N*z folgt hieraus mit dem Monotoniegesetz dann
N*y = (N*y)N* =< (N*z)™N* < (N*z)™(N*z) = (N*z)"*t!,

Mit n :=ng + 1 € N gilt dann also N*y < (N*xz)".

Nach dem Satz von Hélder, vgl. erneut etwa Priess-Crampr [34, §1.3 Satz 4], ist die archime-
disch angeordnete Gruppe (I, -, <) daher zu einer Untergruppe von (R, +, <) o-isomorph; sei
t : I' — R eine solche ordnungstreue Einbettung von I' in R. Bezeichnet weiter
m: K* - I', x — N*z, die kanonische Projektion von K* auf die Faktorloop I', so de-
finieren wir die Abbildung ¢ durch

Q= 10T K* — R, r — (N x).

Diese Abbildung ¢ ist als Komposition zweier Loop-Homomorphismen offenbar selbst wieder
ein Loop-Homomorphismus, d.h. fir z,y € K* gilt stets ¢(zy) = o(x) + ¢(y).

Da fiir unser fest gewihltes Element ¢ € K* mit N+ N C Nc offenbar 1 € Nc gilt,? ist nach
Definition daher N*¢ =< N*; und weil ¢ ordnungstreu ist und als Loop-Homomorphismus
N> auf 0 abbildet, gilt also:

p(c) = N*c) < N*) = 0

Wiire hierbei ¢(c) = 0, d.h. ¢«(N*¢) =0 = «(N*), so folgte aus der Injektivitdt von ¢ direkt
N*¢= N*, also ¢ € N*; im Widerspruch zur Nilpotenz von 1/c aus der obigen Betrachtung.
Somit gilt sogar ¢(c) < 0. Wir kénnen daher die folgende reelle Zahl

L
definieren - hierbei ist wegen ¢(c) < 0 auch ﬁ < 0 und damit v < 1. Wir definieren nun
schlielich die folgende Abbildung ||.|| und weisen nach, dass es sich hierbei um den gesuchten
uniformen Absolutwert handelt:

y#(®) falls = #0

d: K — R —
11 =0 v {O falls =0

Denn N ist eine Umgebung von 0 und die Rechtsmultiplikation mit y ist offen mit 0 -y = 0, vgl. (1.7,b).
2Denn da 1/c nilpotent ist, ist 1/c € Ny C N, also 1 € Nec.
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Zu ||c|| = 2: Nach Konstruktion gilt sofort

el = 47 = (2(@)%@ = ol )

Zu (V1): Offenbar ist nach Konstruktion ||0|| = 0 und ||z|| > 0 fiir alle z € K*.

Zu (V2): Es seien z,y € K gegeben. Im Fall 0 € {z,y} sind 2y = 0 und ||z| ||y|]| = 0
und damit ||zy|| = ||0]| = 0 = ||z|| ||ly||- Sind dagegen z,y # 0, so ist auch zy # 0 und es gilt

||$y|| — ,yw(afy) — 7(<.0(96)+<p(y)) _ 7so(rc),ysa(y) — ||a:|| ||y||

Zu (V4): Fir alle x € N* gilt N*x = N* und damit

(N*x) L(NX) 0 1.

lz = % = 4 v = 4 =
Da R mit R, beschrénkt ist, vgl. (2.5,b), gilt R C N* nach (2.12,a) und somit ist (V4) erfiillt.

Zu (V3'): Fiir den Nachweis der Dreiecksungleichung geniigt es mit (5.3,f)
le+yll < lzl+[lyl  firale z,ye K

zu zeigen. Wir betrachten hierfiir zunéchst einige Zwischenbehauptungen und werden so
schrittweise diese Version der Dreiecksungleichung beweisen:

e Wir zeigen zunéchst, dass fiir alle x,y € K gilt:
Ga) =zl <yl — x € Ny.

Denn im Fall x = 0 sind die beiden Aussagen 0 < |ly|| und 0 € Ny fiir alle y € K
offenbar stets wahr; und fiir y = 0 sind ||z|| < 0 und € 0- N = {0} beide genau dann
wahr, wenn x = 0 ist. Sind schlieflich x,y # 0, so ergibt sich aus der Konstruktion

o] = D < NV =y
<1 (N y) < (N z)
= N*y =< N*x = x € Ny.

e Nun beweisen wir, dass fiir alle z, y € K die folgende Vorstufe der Dreiecksungleichung
erfiillt ist:

(+2) Mz +yl < 2 max{|lz]l, [yl } .

Hierfiir seien zunéchst z,y € K mit ||z|| < [|y|| gegeben. Wegen ||z|| < ||y|| = |-y,
vgl. (5.3,¢), gilt mit (%) dann x € N(—y), d.h. es ist #/(—y) € N. Hiermit folgt

R(z - (—y)) "= R((/n - 1)(~y))
(2.12,d)

C R(N=N)(-y) = (BRN-=N))(-y) =" (RN +N))(-y)

C (RINO)(=y) = (BN)(c(-) "= N(c(-y)) .

vty € Ro+y) "2
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Mit (%;) ist dann

(5.3,¢)
le+yl < lleG=o)ll = llelll=gll =" 21yl ,
also ist die Behauptung fiir den Fall ||z|| < ||y|| bereits gezeigt.
Sind dagegen x,y € K mit ||z|]| > ||y|| gegeben, so folgt die Behauptung wegen
|—yll < || = ]|, vgl. (5.3,c), aus dem bereits Bewiesenen mittels

5.2,i) (5.3,e)

lz = (=)l "=" I(=y) =2l = [l(=y) = (=(=2))|

(5.3,¢)
I(=y) + (=)l < 2[=z] "=" 2]z .

(
Iz +

(52

Hiermit zeigen wir nun mittels vollstandiger Induktion, dass fiir alle m € Ny, beliebige
x1,...,om € K und jede Klammerung der Summe z1 + ... + x9m gilt:

(x3) |y + oo+ xom|| < 27 max{ il - s || am]| } .

Fiir m = 0 ist die Behauptung offenbar trivial erfiillt; und fiir den Induktionsanfang
m = 1 entspricht die zu zeigende Ungleichung gerade (x3).

Fiir den Induktionsschritt sei nun ein m € N so gegeben, dass fiir x1, ..., xom € K und
jede Klammerung der Summe x; + ... + xom stets

IV) o1+t om]] < 2™ max{ |jzi]] . [|2om ] }

gilt. Sind Elemente x4, ..., z9m+1 € K und eine Klammerung der Summe 1 + ... + ZTom+1
gegeben, so gilt wegen R(Rx;) = Rux; fiir alle 1 = 1,...,2™ %! nach (1.6,a)

I‘1+...+x2m+1 (- R./L'l + + Rx2m+1
= (Rxy + .. + Rayn) + (Rrgmgy + .. + Ragmir) .

Es gibt somit r; € R (i = 1, ...,2™") und jeweils eine Klammerung der beiden Summen
X1 + ... + TogmTom und Tom_y1Tom 41 + ... T Tom+1Togm+1 mit

T1+ ... +F Tom+1 = (7‘11‘1 + ...+ TQm.I’Qm) + (7“2m+11)2m+1 + ...+ 7“2m+1l’2m+1) s
d.h. mit der Induktionsvoraussetzung folgt dann

|x1 + ... + Toms|

= [ (nay 4t rmzan) 4 (ramia@znis + et Tz |

(x2)
S 2 . maX{ HT1I1 + + T2mx2m|| ) ||7’2m+1$2m+1 + + T'om+1TLom+1 H }
(Iv)
< 2 max{ 2™ - max{ ||rzi]], ... , [|[remzom ]| }
2™ max{ |[rym 1 @am it || e, [[Fymermymen || } }
— 2m+1 . maX{ HTII:[H geee ||T27n$27u 5 ||T27n+1$27n+1” goeee ||r2'm+l$2m+l|| }
= omtl. max{ il |zl s - [[rgme || ||2gmen || }
= omtl. max{ x|l ... s [|zom+]| } )
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e Schliellich folgern wir hieraus, dass fiir alle n € N, beliebige x4, ...,x, € K und jede

Klammerung der Summe x; + ... + z,, gilt:

(%4) 21+ .+ 2o < 2n-max{ |2l ..., ||lzall } -

Seien hierzu ein n € N, Elemente z1, ...,x, € K sowie eine Klammerung der Summe
Ty + ... + x, gegeben. In dieser Situation kénnen wir das m € N mit 2™~ ! <n < 2™ -
d.h. insbesondere mit 2™ < 2n - wéhlen und x, .1 = ... = xom := 0 setzen; dann folgt
fir 1 + ...+ zom mit der fortgesetzten Umklammerung (x1+...+2,) + (Tp11+ ... + om)

()
|21 4 .+ 2| = [lzr+ .t aom| <27 max{ |z, ..., [|zom ]| }
< 2n-max{ ||z, ..., ||lzall } -

Um die Behauptung beweisen zu kénnen, benétigen wir nun noch eine bestimmte
Darstellung und zeigen (erneut mittels vollstdndiger Induktion), dass fir alle n € N
und alle z,y € K gilt!

(x5)  Ro(z+y)" C 2:( ’”’-+“_+R(Z"U).

(1) ma
Hierbei sind die Mengen R,(z + y)" und R,(z'y"") (i = 0,...,n) nach (1.7,d(ii))
stets unabhéngig von der Klammerung dieser Produkte; und wegen (1.6,a) sind die
Summanden R,(x'y"™") (i = 0,...,n) jeweils normal in (K, +) und die Summe daher
unabhéngig von der Klammerung und Reihenfolge dieser Summanden.

Fiir den Induktionsanfang n = 1 entspricht die rechte Seite der Behauptung gerade
R,x + R,y und es gilt sofort

(1.6,e)
R.(z+y) C R.Rxr+Ry) C R, Rx)+ R.Ry) = R.r+ R.y.

Fiir den Induktionsschritt sei nun ein n € N so gegeben, dass fiir z,y € K stets

(IV)  Ru(z+y)" C }:( 2y ) m-+R(z"w).

J
-~

(3)

gilt. Fiir alle x,y € K folgt hieraus
Ry(z +y)"*!

= Ri((z+y)"(+y))

= (Ri(z+y)")(z+y)

C  (Ra(z+y)")(Rz + Ry)
(16,0 (R

& (Ro(z +y)" + (Ra(z +y)") (Ry)

Hierbei bezeichne ( ) fiir n, 4 € Z den klassischen Binomialkoeffizienten mit der Konvention ( ) =0firi<O

1
oder i > n. Beachte im Hinblick auf die kommende Rechnung, dass die Pascal-Identitdit ( ) + ) (”'H)
fiir alle n,i € Z erfiillt ist.
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(2)
+ (i(Ra(x%yn Y4 o+ Ro(ziy" Z)))(Ry)

(5) ma

c (i (Ro(a'y"™) + ... + Ra(a'y™ 1))>(Rx)

80 <E ((Rola'y"™ ) (R2) + . + (Rala'y™ ”)(R“”‘:l))

o (3)
(S (Rl ) (B + et (Rl ) () )

(2) el

(1-7g(ii)) <Z (Ra(xz?klynfi)_'_ —|—R ( i+1 n z)))

: N J/
=0 v~

(2)
+ <§: (Ro(z'y™™ ") + o 4 Ro(a'y™™ Z)))

. Ny >y
=0

_ <:§(ﬁ(zyn+l—i)+;+R(ln+l z),))
(,7,)—mal
o O R T a))
()

B g(ﬁa( Y4 Ryt Z)>
(()+()) -mal

n+1
— Z(Ra(zn+lz)+.”+R(zn+1z)>
i=0 \'"- ~~ o
("jl)fmal

e [s seien nun z,y € K gegeben. Fiir ein n € N und elne beliebige Klammerung des
Produktes (x + y)" gibt es nach (x5) dann Elemente r ) e R, (i =0,...,n und jeweils

j=1,.., (?)) und Klammerungen der auftretenden Summen und Produkte mit

@y = 3 (e +7‘E’L3)(wiy"‘i) ).

=0

Da nach dem Nachweis von (V4) insbesondere auch ||r|| = 1 fiir alle r € R, gilt,* folgt
mit Hilfe dieser Darstellung

ldenn es ist R, C N, vgl. (2.12,f)
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lz 4l = [[(z+)"|

> ( r@y )+ E))(xlyn Z)> H

1=0

< 2(n+1)- max

2(n+ 1)+ max

2(?) ]?la?’;){ HTJ(Z)(yyn—Z)” } }

]:1 7777 Z

(
() o, { el I} }
(

= 4(n+1)- max

------

n i n—i
el i}

< 4w+ ()l ™) = 4+ D)+ ol

1=0

{
{
-
{
{

= 4(n+1)- max

=U,...,

also gilt fiir alle n € N stets:
lz+yll < Vam+1)- (Nl +llyll) -
Wegen m — 1 fiir n — oo folgt daher
le+yll < [zl + [yl

und die Dreiecksungleichung (V3') ist mit Hilfe von (5.3,f) schliellich bewiesen.

Insbesondere ist ||.|| wegen ||¢|| = 2 nicht trivial. Nach (5.5) induziert der uniforme Ab-
solutwert ||.|| somit eine Topologie .7 auf K, mit der (K,T,.7 ) einen topologischen
Ternarkorper bildet und welche weder diskret noch indiskret ist. Es bleibt noch zu zeigen,
dass diese gerade der Topologie .7 entspricht und dass ||.|| archimedisch ist.

=7 Mit (i) und (3.4) geniigt es, lediglich 7} C .7 nachzuweisen; und da sowohl
die Hom6omorphismengruppe von (K, 7) als auch die von (K, .7 ) jeweils 2-transitiv auf
K operiert, vgl. (1.7,b), geniigt es fiir diese Inklusion zu zeigen, dass jede Umgebung von 0
bzgl. 7 ebenfalls eine Umgebung von 0 bzgl. .7 ist. Sei hierfiir eine Umgebung U von 0
bzgl. 7 gegeben.

Da N wegen ||[N|| < 1 bzgl. Zj beschrénkt ist,' existiert insbesondere? ein x € K* mit
Nz C U. Und weil N wegen (i), (ii) und Ny # {0} nach (3.6,d) auch eine Umgebung von 0
bzgl. 7 ist, ist mit N also auch U eine Umgebung® von 0 bzgl. .7.

'Beachte (5.6,a) und ||z|| < ||1]| = 1 fiir alle z € N wegen z € N = N -1 nach (*1) aus dem Beweis von (V3').
2Denn .| ist nicht diskret, da ||| nicht trivial ist.
3Denn die Rechtsmultiplikation mit z ist offen mit 0 -2 = 0, vgl. (1.7,b).
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||.]| ist archimedisch: Nach (iii) existieren z,y € N mit x +y ¢ N; mit (%;) aus dem Beweis
von (V3') gelten fiir diese Elemente dabei

(5.3,¢)
el < U =1, =yl =" Dyl < It =1
, (5.2,0)
sowie lz = (=y)l =" =yl > U = 1.
Somit ist die starke Dreiecksungleichung verletzt und ||.|| daher archimedisch.

Zu (a, <=): Es gelten nun die obigen Eigenschaften (i)-(iii). Beachte, dass in dieser Si-
tuation erneut Ny # {0} gelten muss, da ansonsten K* = 1/k= C N nach (2.8,g) folgte
und N = K daher trivialerweise additiv abgeschlossen wire. Da N nach (i), (ii) und (3.6,d)
insbesondere eine beschrinkte Umgebung von 0 ist, existieren eine Umgebung! U von 0 mit
U+ U C N und insbesondere? ein d € K* mit Nd C U. Aufgrund von RN C N nach
(2.12,b) erfiillt dieses Element dann

(N+Nyd "2 Nd+Nd ¢ U+U ¢ N, dh N+N c o "2 Ny,

Mit ¢ :=1/a € K* folgt die Behauptung daher insbesondere bereits aus (b).
[

Mit Verzicht auf die Archimedizitdt des uniformen Absolutwertes konnen wir dieses Ergebnis
mit (4.14,a) zu einer Charakterisierung der Topologien beliebiger nicht trivialer, uniformer
Absolutwerte zusammenfassen:

(5.8) Korollar:

Es seien (K, T, .7) ein topologischer Terndrkorper und .7 weder diskret noch indiskret.

(a) Es gibt genau dann einen nicht trivialen, uniformen Absolutwert ||.|| auf (K,T)
mit 7| = .7, wenn gelten:

(i) (K,T,.7) ist vom Typ V.
(ii) R, ist beschrinkt.
(iii) Esist Ny # {0}.

(b) Es seien ein archimedischer, uniformer Absolutwert ||.| auf (K,T) und ein ¢ € K*
gegeben. In dieser Situation gibt es genau dann einen archimedischen, uniformen Ab-
solutwert ||.||" auf (K, 7T) mit T = 7). und lcl|" = 2, wenn gilt:

lell > sup {[1+z]} € (1,2] 7
zeK*

=<1

!Denn die Terniirkoérper-Addition ist stetig mit 0 + 0 = 0, vgl. (1.7,b).
2da . nicht diskret ist
3Hierbei bezeichne (1,2] = {z € R | 1 < z < 2} das halboffene Intervall in den reellen Zahlen.
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Beweis: Zu (a): = : Es sei ein nicht trivialer, uniformer Absolutwert ||.|| mit 7 = .7
gegeben. Ist ||.|| archimedisch, so folgt die Behauptung direkt aus (5.7,a); denn in dieser Si-
tuation muss dann notwendigerweise Ny # {0} gelten, da ansonsten K* = 1/k* C N nach
(2.8,g) folgte und N = K daher trivialerweise additiv abgeschlossen wire.

Ist ||.|| dagegen nicht archimedisch, so ist die Nachbeschrinkung |[|.|| : K — Bild(]|.||) eine
nicht triviale, uniforme Bewertung auf (K, 7"), deren Werteloop eine Untergruppe von R.g
ist, sodass die Behauptung direkt aus (4.14,a) folgt.

<. Es gelten nun die obigen Eigenschaften (i)-(iii). Ist N + N ¢ N, so folgt die Be-
hauptung bereits aus (5.7,a); ist dagegen N + N C N, so folgt sie ebenso aus (4.14,a), da
jede uniforme Bewertung auf (K, T'), deren Werteloop eine Untergruppe von R ist, insbe-
sondere ein uniformer Absolutwert ist.

Zu (b):  Zunéchst sei bemerkt, dass die Menge {||1 +z| € Rso | 2 € K*, ||z|| < 1}
aufgrund von (5.3,f) durch 2 nach oben beschrénkt ist und nach (5.6,e) ein Element > 1
enthélt, sodass sich ihr Supremum in der Tat im halboffenen Intervall (1, 2] befindet.

— :  Es sei ein archimedischer, uniformer Absolutwert ||| mit 7 v = Zj und [|c||" = 2
gegeben; nach (5.7,b) muss dann insbesondere N+ N C Nc¢ gelten. Somit folgt (N +N)/e C N,
d.h. wegen 1 € N gilt insbesondere 1+N)/c C N und damit

(5.6,d)
= ||+ < 1 fir alle z € N |

(5.6,d)
dh. el = swp {itel} = sup {J1+a]}.
zeN reK*

=<1

< : Es gelte nun die obige Ungleichung fiir ||c[|. Nach (5.7,a) erfiillt (K, T, .7 ) die dorti-
gen Eigenschaften (i)-(iii); und mit (5.7,b) ist fiir die Behauptung somit nur noch N+N C Ne¢
zu zeigen. Wegen N + N = N — N, vgl. (2.12,d), geniigt es N — N C Nc¢ nachzuwei-
sen; seien hierfiir z,y € N gegeben. Ist 0 € {z,y}, so folgt mit (5.6,d) und (5.3,c) sofort
|z —yl| <1< ||c||; es seien daher im Folgenden z,y # 0.

Im Fall ||z]] > ||y folgt wegen || = 2\v|| = ||l=\v|] = 1 <1, vgl. (5.3,¢), dann

lll

(5.2,k) (5.6,d) (5.2,i)
lz =yl "=z It < 1= (=(=2)]| = (= < el

Ist dagegen ||z|| < ||y||, so folgt wegen ||z —y| = |y — x|, vel. (5.3,e), aus dem bereits
Bewiesenen ebenfalls ||z — y|| < ||¢||. Insgesamt gilt somit

[e=vf] = B2l < 1 firalle z,yeN,

d.h. mit (5.6,d) ist ™ =N)/e C N und daher N — N C Ne.
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Uber die Existenz archimedischer, uniformer Absolutwerte

Somit haben wir unser Ziel, die topologischen Ternédrkérper vom Typ V mit beschréanktem,
erweiterten Radikal und additiv nicht abgeschlossener Menge nilpotenter und neutraler Ele-
mente zu charakterisieren und somit (4.14,c) zu vervollstéandigen, erreicht - diese sind genau
die Topologien, welche durch einen archimedischen, uniformen Absolutwert induziert werden.

Die noch ausstehende Suche nach Beispielen von echten Terndrkorpern mit einem archime-
dischen, uniformen Absolutwert gestaltet sich allerdings als wenig erfolgreich: Natiirlich gibt
es die vier klassischen Beispiele R, C, H und O mit der jeweiligen gewohnlichen Vektorraum-
Norm,! es sind ansonsten aber keine Ternirkorper mit einem archimedischen, uniformen
Absolutwert bekannt, welche nicht bereits Alternativkorper sind.

Vor allem die Konstruktion einer neuen Multiplikation auf einem der reellen Vektorrdume R,
C, H und O im Stile des Beispieles aus (1.13,e) fiir uniforme Bewertungen, welche multipli-
kativ bzgl. der Vektorraum-Norm ist, etwa eines der Distributivgesetze verletzt und zugleich
das Radikal beschréankt lésst, scheint nicht zu gelingen. Wir werden im Folgenden den Fokus
dieses Kapitels darauf legen, die fragliche Existenz dieser Ternadrkorper mit einem archime-
dischen, uniformen Absolutwert, welche nicht bereits Alternativkorper sind, zu diskutieren.

Hierbei ergibt sich, dass die obige Konstruktion auf den reellen Vektorrdumen R, C, H und
O in der Tat niemals einen echten Ternirkorper - oder auch nicht einmal echte Cartesische
Korper oder Quasikorper - mit einem archimedischen, uniformen Absolutwert generieren
kann. Als ursachlich hierfiir erweist sich die Tatsache, dass wir von einem reellen, normierten
Vektorraum ausgegangen sind, wie wir in dem folgenden Satz sehen werden:

(5.9) Theorem:

Es sei (K,T,|.||) ein Terndrkorper mit einem uniformen Absolutwert. Ist (K,d) ) isome-
trisch? zum metrischen Raum eines normierten, reellen Vektorraumes, so gelten:

(a) (K,T) ist linear.
(b) (K, +

(c) (K,+,-|.]]) ist als Alternativkérper mit einem uniformen Absolutwert isomorph?® zu
R, C,H oder O mit der gewohnlichen Vektorraum-Norm.

,+) ist ein Alternativkorper.

Insbesondere enthélt der Kern N(K') von K einen zu R isomorphen Unterkérper und es ist
dimg(K) =1,2,4,8.

Isowie natiirlich die jeweiligen nicht notwendig vollstindigen Unter-Alternativkorper

2Hierbei nennen wir zwei metrische Riume (X, d) und (Y, d') isometrisch, wenn es eine bijektive Abbildung
¢: X — Y mitd(z,y) = d(p(x),e(y)) fir alle z,y € X gibt.

3In dem Sinne, dass es einen Alternativkérper-Isomorphismus ¢ von K nach R, C, H oder O mit ||.|| = ||.]| o ¢
gibt; hierbei bezeichne ||.| die gewdhnliche Vektorraum-Norm auf R, C, H bzw. ©, vgl. auch (1.9,b).
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Beweis: Nach Voraussetzung gibt es einen normierten, reellen Vektorraum (V, @, *, ||.||")
sowie eine bijektive Abbildung ¢ : K — V', welche

le@@) el = dyyle(), o) = dy(zy) = llo—y| firale o,y e K

erfiillt; oBAA! sei hierbei ¢(0,) = 0g. Ubertragen wir die Verkniipfungen @ und * bzw. die
Vektorraum-Norm ||.|| in gewohnter Weise mittels der bijektiven Abbildung ¢ von V auf K,
d.h. definieren wir fiir alle z,y € K und A € R

roy = o (p@) @), Axr = o (Axp@) wmd o = e@)] .

so bildet (K, ®, *, ||.||') natiirlich ebenfalls einen normierten, reellen Vektorraum, dessen me-
trischer Raum isometrisch zu (K, dj ) ist. Nach Konstruktion ist dann Og = 0, =: 0 und die
metrischen Raume (K, dj ) und (K, d; ) sind dann nicht nur isometrisch, sondern stimmen
sogar iiberein;? denn fiir alle z,y € K ist nach Konstruktion

diplz,y) = lzoyl = le@ey)l = |ele (o) eew))|

= lle@) el = dyle),ev) = dyzy).

!/

Damit stimmen bereits auch der uniforme Absolutwert ||.|| und die Vektorraum-Norm .||’
auf K iiberein, denn fiir alle x € K ist

lzl|" = Jlzeeol = dp(x,0) = dy(z,0) = [z—=0] = || .

Der Ubersicht halber halten wir an dieser Stelle noch einmal die genaue Situation fest, die
wir geschaffen haben - die Menge K ist nun mit zwei Strukturen versehen, ndmlich:

- (K, T, ||.|) ist ein Terndrkorper mit einem uniformen Absolutwert,
- (K, @, *,||.||) ist ein normierter, reeller Vektorraum mit Nullvektor 0.
Die metrischen Rdume dieser beiden sind dabei identisch, d.h. es gilt
(x)  lzeyll = lle—yl firale z,ye K

Wir werden diese Situation nun nutzen, um die obigen Aussagen (a)-(c) (sowie den Zusatz)
nachzuweisen. Hierfiir geniigt es offenbar, die folgenden Behauptungen zu zeigen:

(i) (K,®,-) ist eine unitéire, reelle Algebra mit Absolutwert ||.||.?

(ii) (K,@®,-|.]|) ist als reelle Algebra mit Absolutwert isomorph zu R, C,H oder O mit
der gewohnlichen Vektorraum-Norm; insbesondere ist (K, @, -) ein Alternativkorper.

(iii) (K,T) ist linear und es ist (K, ®) = (K, +).

!Gehe ansonsten zur bijektiven Abbildung ¢ : K — V, x +— ¢(z) © ¢(0,), iiber, welche ebenfalls
Ip@) e 2" = lle(@) e e’ = llz—y] fir alle 2,y € K erfiillt.

2SchlieBlich haben wir gerade die abstandserhaltende Abbildung ¢ zur Ubertragung der Vektorraumstruktur
von V auf K gewéhlt.

3Eine reelle Algebra (V,+,-) ist ein reeller Vektorraum (V,+,*) mit einer Multiplikation - : V x V — V,
welche A (x-y) = (A*xz)-y=a-(A*xy)sowiex-(y+z2)=2-y+x-zund (x+vy) -z=2x-2z+y-z fiir alle
z,y,z € V und X\ € R erfiillt; genannt Algebren- Multiplikation. Sie heifit unitdr, wenn es ein Element 1 € V/
mit 1 #0und 1-x =2z -1 =z fiir alle z € V gibt. Ein Absolutwert auf V ist eine Norm des Vektorraumes
(V, +, %), welche zusétzlich multiplikativ bzgl. der Algebren-Multiplikation - ist, siehe hierzu etwa CABRERA
GARCIA, RODRIGUEZ PALACIOS [4, S.1f., S.176].
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Zu (i): Da nach Voraussetzung (K, @, *,||.||) ein normierter, reeller Vektorraum, 1 das
neutrale Element der Multiplikation - sowie ||.|| nach (V2) multiplikativ bzgl. - ist, sind
fiir die Behauptung nur noch die beiden Distributivgesetze sowie die Vertréglichkeit der
Algebren- mit der Skalarmultiplikation zu zeigen. Hierzu seien fiir ein ¢ € K* die beiden
Abbildungen o, 7, mittels

o.: K — K, xwﬁ*(cm), und 7. K — K, :cl—>”—(1:”>|<(:c~c),
definiert. Die Abbildungen o, 7. sind stets surjektiv, denn fiir alle z € K gilt
Cl| * 2 e L Cl|| * 2 f— e L Cl| * 2 . — Cl| * 2
O'c(c\(H I )) = 0q* (c-c\(ll [ )) =z = [q* ((H I*2)/c c) = TC((II I )/c) )

Weiter sind o, 7. Isometrien des normierten, reellen Vektorraumes (K, @, *, |.||), denn fiir
alle z,y € K ist

”—i”*((cx)Q(cy))H
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(5.2,)
= g llz=yllllel = llz—yll = lzoyll .

Nach dem Theorem von Mazur, Uram [29]' sind surjektive Isometrien eines normierten,
reellen Vektorraumes bereits affin; und wegen

o.(0) = ”17”*(0-0) = 0 und 7.(0) = ”17”*(0-6) = 0

sind o, und 7, somit sogar lineare Abbildungen des Vektorraumes (K, @, *). Damit sind fiir
alle ¢ € K* auch die Abbildungen

e = |lc|| * oc mit og(x) = ¢ x fir alle z € K

sowie Te = ||| * 7e mit T(x) = z-¢ fir alle z € K

lineare Abbildungen von (K, @, *) - und natiirlich sind auch die Fortsetzungen dieser Nota-
tionen gy mit og(x) = 02 = 0 fiir alle x € K und 75 mit 7o(z) = -0 =0 fir alle z € K
als Nullabbildung ebenfalls linear. Somit gelten fiir alle x,y, 2z € K stets

und (x®y)-z2 = Ly = Tr) & Ty = 22 & y-z.

'Ein modernisierter Beweis dieses Thoerems ist etwa auch bei NICA [31] zu finden.
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Weiter sind fiir alle x,y € K und alle A € R ebenfalls
v-(Axy) = a:(Axy) = Axou(y) = Ax(z-y)
und Axz)-y = T,A*x2) = AxTy(x) = Ax(z-y).
Insgesamt ist (K, @, -) somit eine unitére, reelle Algebra mit Absolutwert ||.||.

Zu (ii): Nach dem nicht-kommutativen Urbanikov- Wright-Theorem aus CABRERA GARCIA,
Ropricuez Pavacios [4, Thm. 2.6.21] ist (K, @, -, ||.||) als unitére, reelle Algebra mit Abso-
lutwert daher bereits zu R, C, H oder O mit der gewdhnlichen Vektorraum-Norm isomorph.
Insbesondere ist (K, @, ) somit ein Alternativkorper und sein Kern enthélt einen zu R iso-
morphen Unterkorper - genauer ist dimg(K) = 1,2,4, 8.

Zu (iii): Fir die Behauptung geniigt es, T'(m,z,c) = (m - z) @ c fir alle m,z,c € K
zu zeigen, denn dann folgt fiir alle x,y € K nach Definition direkt

r+y = T(lzy) = (1-2)®dy = zdy,
d.h. esist (K, ®) = (K,+), und (K,T) ist dann bereits auch linear, da fir alle m,z,c € K
T(m,z,c) = (m-xz)dc = m-x+c
gilt. Fiir diesen Nachweis seien fiir m,c € K mit m # 0 die Abbildungen ¢,, . mittels
Ome: K — K, T m*(T(m,x,c)@c),

definiert. Die Abbildungen ¢,, . sind stets surjektiv, denn fiir alle z € K existiert nach (T2)
wegen m # 0 ein (eindeutiges) Element v € K mit

T(mu,c) = T(0,u (|m]*2)@c) = (Im]*2)@c,  dh mit @u(u) = 2.

Weiter ist ¢, . eine Isometrie des normierten, reellen Vektorraumes (K, @, *, ||.||), denn fiir
alle z,y € K ist

lone@) & ene)l = || (i * @m0 )] © (i * (Tm.v.0) £ )|
= ’m * ((T(m,x,c) S c) S (T(m,y,c) o c)) H

1

[ml

[T(m, 2, ¢) © T(m,y, o)

&L [Tz, ¢) — T(m,y, o)

(53"3) (

wilmlllz =yl = llz—yl = lzoyl .

=

Erneut ist ¢, . nach dem Theorem von Mazur, UrLam [29] somit stets affin und wegen

(1)
Pne(0) = mpx(T(m0,0)0¢) = pox(coc) = 0
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somit sogar eine lineare Abbildung des Vektorraumes (K, @, x). Damit sind fiir alle m,c € K
mit m # 0 auch die Abbildungen

Ome = |Im| * pm.ec mit Ome(x) = T(m,z,c)cc firale ze K

lineare Abbildungen von (K, @, *) - und natiirlich sind erneut die Fortsetzungen dieser No-
tation @g . mit @o () =T(0,2,¢) S c=coc =0 fiir alle z € K als Nullabbildung ebenfalls
linear. Weiter gilt nach Konstruktion offenbar

T(m,xz,c) = Pme(x) & c fiir alle m,z,ce K .
Fiir die Behauptung ist somit @, .(z) = m - z fiir alle m,x,c € K zu zeigen.
Angenommen, es existierten Elemente m,z,c¢ € K mit @, .(z) # m - z; diese Elemente

miissten offenbar notwendigerweise m, z,c # 0 erfiillen." Da ¢,, . eine lineare Isometrie ist,
ist sie insbesondere normerhaltend und es folgt

1Eme@l = || Imll+ eme@)|| = |Imll| Igme@ll = Imlillall = m-all -
Wegen m, x # 0 ist hierbei auch m - x # 0 und das Element e := ¢m.c(2)/(m.2) € K* erfiillt
el =1, e A1 ud  Gulle) = e-(mea).

Setzen wir nun

— 2|lef|+1 - *
A= eotlmel € R und r = Axx € K",

so gilt aufgrund der Homogenitdt von ¢,,. und der Vertréglichkeit der Skalar- mit der
Algebren-Multiplikation auch

Pre(@) = PneMxx) = Ax@pelr) = Ax(e-(m-2))
= e (Ax(m-2)) = e-(m-(Ax2)) = e-(m-7),
d.h. es ist ebenfalls
T(m,T,¢) = @me(@)®c = (e-(m-T))Dec.

Hiermit folgt mit Hilfe des Distributivgesetzes in der Algebra (K, @®,-) dann
_ (5.2,8) . . ) . .
“CH - ||C_0|| — HT(m,x,c) _T(m7I7O)H - HT(m,x, c)@T(m,x,O)”

= (- ec)em-n| = (e m-D)ac .

Wegen ¢ # 0 gibt es somit das Element f := ((e©1)-(m ) @c)/. € K* welches neben || f]| =1
und f # 1 noch

((ecl)-(m-2))®c = f-c, d.h. (ecl)-(m-z) = (fel)-c,

Denn es sind @p.(z) = 0 = 02 sowie P (0) =0 =m0 und @y 0(z) = T(m,z,0) ©0 = m -z fiir
alle m,z,c € K, d.h. die obige Gleichung ist in diesen Féllen jeweils trivial erfiillt.
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erfiillt. Hieraus ergibt sich nun aber schlieflich ein Widerspruch zu unserer Wahl des Skalars
A € Ry, denn es folgt

2l +1 = lleot[ml[Alllzll = llec 1 lm] 1A «zl = lle o 1] lm] =]
= lleo)-(m-2)| = [(foD)-c = [folll
< (A1) el = 21l

Somit konnen keine m, z, ¢ € K mit @, .(z) # m - x existieren und es folgt insgesamt, dass
(K, T) linear ist und (K, ®) = (K, +) gilt.
O

(5.10) Bemerkung:

(a) Nach (5.9) ist es somit in der Tat nicht moglich, auf einem normierten, reellen Vektor-
raum (V, @, *, ||.||) eine terndre Verkniipfung 7" so zu definieren, dass (V, T ||.||) einen
Ternérkorper mit einem uniformen Absolutwert bildet, dessen metrischer Raum noch
isometrisch zu demjenigen des normierten, reellen Vektorraum ist und welcher nicht
bereits ein Alternativkorper und isomorph zu R, C,H oder @ mit der gewohnlichen
Vektorraum-Norm ist. Insbesondere lésst sich eine solche terndre Verkniipfung 7" auch
nur in den Fillen dimg(V) = 1,2,4,8 finden; fiir unendlich-dimensionale normierte,
reelle Vektorrdume existiert eine solche ternére Verkniipfung nicht.

(b) Es sei (K,+,-,].||) ein Cartesischer Kérper mit einem uniformen Absolutwert und
abelscher Addition. Existiert eine Skalarmultiplikation x : R x K — K, mit der
(K, +,%,]|.]|) einen normierten, reellen Vektorraum bildet, so ist (K, +,-,||.||) nach
(5.9) bereits isomorph zu R, C, H oder O mit der gewohnlichen Vektorraum-Norm.

In Hinblick auf (5.10,b) mochten wir daher fiir den Rest dieses Kapitels Kriterien fiir die
Existenz einer solchen reellen Skalarmultiplikation auf einem Cartesischen Korper mit einem
archimedischen, uniformen Absolutwert und abelscher Addition bestimmen, um die Existenz
solcher echten Cartesischen Korper mit einem archimedischen, uniformen Absolutwert - die
nicht bereits isomorph R, C, H oder O sind - auszuschlieen. Hieraus ergeben sich dann auch
entsprechende Kriterien fiir Quasi- und Fastkorper sowie die Topologien, die von solchen
archimedischen, uniformen Absolutwerten induziert werden.

Neben der fiir eine Vektorraumstruktur notwendigen Kommutativitat der Addition ist so-
fort ersichtlich, dass jeder Cartesische Korper, fiir den eine solche reelle Skalarmultiplikation
existiert, vollstindig sein muss,' sodass wir uns im Folgenden auf solche beschrinken werden.

lda er schlieflich zu R, C,H oder @ mit der gewohnlichen Vektorraum-Norm isomorph ist
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(5.11) Lemma:

Es sei (K, +,-,].]|) ein vollstandiger Cartesischer Kérper mit einem uniformen Absolutwert
und abelscher Addition. Ist die Gleichung ||z + z|| = 2||z|| fiir alle z € K erfiillt, so gelten:

(a) Firallex € Kundn e Nist ||z + ...+ x| =n|z].
—

n—mal

(b) Ist die Gruppe (K, +) halbierbar, so ist sie bereits teilbar.!

Beweis: Wir fiithren die verkiirzte Notation
nxXr = x+..+x fir € K und neN
1
n—ma.

ein; beachte, dass (K, +) nach Voraussetzung assoziativ ist.

Zu (a): Sukzessive Anwendung der Voraussetzung liefert zunéchst
12" x z|| = 2™ || fir alle z € K, me N .

Um die Behauptung fiir alle n € N zu zeigen, geniigt es somit, den Induktionsschritt n+1 — n
zu vollziehen.? Sind hierfiir ein z € K und ein n € N, n > 2, mit ||[(n + 1) x x| = (n+1) ||z||
gegeben, so folgt einerseits aus iterativer Anwendung von (5.3,f)

5.3.f) (5.3.f) (5.3,f)
[nxzl| < f(n=Dxz|+]z] < .. < nfz;

andererseits folgt aus (5.3,g) sowie der Induktionsvoraussetzung

(5.3,8)
In x| = [[((n+1)xa) =zl > |[(n+1)xz|] |z

()
= [+ Dzl = lzll] = nlall .

Insgesamt folgt somit Gleichheit und die Behauptung ist gezeigt.

Zu (b):  Die Gruppe (K,+) sei halbierbar; es ist zu zeigen, dass es fiir ein ¢ € K und
ein n € N stets ein x € K mit n X z = ¢ gibt. Dies werden wir mittels vollstandiger Induk-
tion nachweisen: Fiir n = 1 ist die Behauptung offenbar klar; und fiir n = 2 entspricht sie
gerade der vorausgesetzten Halbierbarkeit von (K, +).

Es sei nun ein n € Nmit n > 2 so gegeben, dass fiir alle ¢ € K stetsein 2’ € K mit nxa' = ¢
existiert. Weiter sei ein ¢ € K gegeben; zu finden ist ein x € K mit (n + 1) x x = ¢. Wir
betrachten hierfiir die Abbildung

ne: K — K, r — c—(nxx).

Die Abbildung 7. ist surjektiv, denn nach der Induktionsvoraussetzung existiert zu einem
z € K stets ein 7 € K mit

nxXIT =c—z, d.h. mit N(Z) = c—(nxx) = c—(c—2) = z.

"Hierbei heiit eine Gruppe (G, -) teilbar, wenn fiir alle x € G und n € N ein y € G mit y" = x existiert; und
sie heifit halbierbar, wenn fiir alle x € G ein y € G mit y? = z existiert.

2SchlieBlich ist 2V in N unbeschrinkt.
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Weiter ist 7. eine expansive Abbildung des metrischen Raumes (K, dj), denn fiir alle
x,y € K mit x # y gilt stets

Ine(z) —=n@)l = (e=mxa)—(c—mxy))| = lnxy)—nxa)
— Inx@-2)| ¥ nly—z > 2|y—2|
> fy—all 27 -y .

Nach dem Fixpunktssatz fiir surjektive, expansive Abbildungen einer vollstédndigen, nor-
mierten Gruppe von SARFRAz, ALl Li [38, Thm. 3.14] besitzt 7. daher einen (eindeutigen)
Fixpunkt zy € K, d.h. es gibt ein Element xq € K, welches

rg = n(ro) = c—(nxx), d.h. (n+1)xxy = ¢,
erfiillt.! Insgesamt ist der Induktionsschritt somit vollzogen und (K, +) daher bereits teilbar.
[l

(5.12) Satz:
Es sei (K, +,-,|.]|) ein vollstandiger Cartesischer Kérper mit einem uniformen Absolutwert
und abelscher Addition. Ist ||1 + 1|| = 2 und (mindestens) eine der Eigenschaften

- Fir alle z € K ist (—1)z = —x.

- Fir alle z € K ist 2(—1) = —x.
erfiillt, so ist (K, +, -, ||.||) als Cartesicher Kérper mit einem uniformen Absolutwert isomorph

zu R, C, H oder @ mit der gewthnlichen Vektorraum-Norm. Insbesondere sind in diesem Fall
dann beide obige Eigenschaften erfiillt.

Beweis: Ist die erste obige Figenschaft erfiillt, so gilt fiir alle x € K stets

(5.2)))
[z +z|| = |lo—(=2)| = [lz—-(Dzf] =

1= (=D l]
= -+l = 2]l .
Und ist dagegen die zweite obige Eigenschaft erfiillt, so folgt analog fiir alle x € K ebenso

(5.2,k)
|z + ] |z —z(=D[ "=" |lz[| |1 = (=)

I

=
!
|

N
I

I
El
=
+
=
I

2|l

Somit gilt in jedem Fall ||z + z|| = 2||z|| fur alle z € K.

!Beachte, dass es sich bei (K, +, ||.||) in der Tat eine vollstéindige, normierte Gruppe im dortigen Sinne handelt:
Hierbei ist (K, d).;) nach Voraussetzung vollsténdig; das dortige Axiom (1) entspricht unserer Eigenschaft
(5.3,f) uniformer Absolutwerte, (2) ist gerade unser Axiom (V1) eines uniformen Absolutwertes und (3) folgt
aus unserer Rechenregel (5.3,¢) fiir uniforme Absolutwerte.
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Wir zeigen nun weiter, dass die additive Gruppe (K, +) halbierbar ist: Sei hierzu ein ¢ € K
gegeben; zu finden ist ein z € K mit z + 2z = ¢. Da 1 # —1 gilt,! existieren nach (C4) und
(C5) (jeweils eindeutige) Elemente x,y € K mit

—(—lz + 1.2 = c, d.h. r— (- = ¢,
und y-1 — y(-1) = ¢, d.h. y — y(—-1) = c.
Da nach Voraussetzung (—1)z = —x oder y(—1) = —y gilt, folgt hieraus
r+zx = x—(—x) = xz—(-1)x = ¢
oder y+y = y—(-y) = y—y(-1) = c.
In beiden Fillen ist somit das gesuchte Element gefunden und (K, +) somit halbierbar.

Nach (5.11,a) gilt fiir alle z € K und n € N daher stets ||[n x z|| = n]z|;* und nach
(5.11,b) ist die Gruppe (K, +) bereits teilbar. Insbesondere ist (K, +) also torsionsfrei, denn
fir alle x € K* und n € N gilt ||n X z|| = n||z|| # 0 und damit n x x # 0.

Nach Tmvm [47, Satz 2] ist (K, +) somit die additive Gruppe eines Vektorraumes iiber einem
Kérper L.2 Da (K, +) torsionsfrei ist, muss in dieser Situation char(L) = 0 gelten; somit
besitzt L einen zu Q isomorphen Primkérper und mit der Einschrankung der Skalarmulti-
plikation auf diesen bildet K dann insbesondere einen Q-Vektorraum (K, +, x).

Wir zeigen nun zunéchst, dass fiir alle x € K und A € Q stets |[A*z| = |A|||z| gilt, und
gehen hierfiir schrittweise vor: Sei ein © € K gegeben. Fiir alle n € Ny gilt zunéchst

sz = Jaxxal| = |ax1xz)] = |lnxz| "= ajz] .
Somit ist fiir alle n € Ny ebenso
Ity al = [£mx2)| 2 szl = nlz] = |£n||z] .
Und fiir alle A = 2 € Q mit p € Z und ¢ € N folgt schlieflich
gAsall = Jax(xa) = @) xall = llpxall = Iplllel = aAlllall -

Somit gilt in der Tat || A x z|| = |A| ||z|| fir alle x € K und A € Q.

Es bleibt nun noch, die rationale Skalarmultiplikation * so auf R x K fortzusetzen, dass
die Homogenitét bzgl. ||.|| erhalten bleibt - dann folgt mit (5.10,b) bzw. (5.9) die Behaup-
tung. Eine solche stetige Fortsetzung der Skalarmultiplikation auf die Vervollstdndigung des
zugrunde liegenden Korpers ist etwa bei ScuaereEr, WoLrr [39, S.18] angedeutet, aber nicht
ausgefiihrt, sodass wir diese Konstruktion an dieser Stelle explizit nachvollziehen werden.

'Denn 1 = —1 implizierte 1 + 1 = 0 und den Widerspruch 0 = ||1 + 1|| = 2.
2Mit der dortigen im Beweis eingefiihrten Notation n x 2 := x + ... + z fiir # € K und n € N.
—_——
n—mal
3Genauer folgt dies aus der dortigen Implikation A3 = AS5; beachte, dass die Forderung von Charakte-
ristik 0 gerade der Torsionsfreiheit von (K, +) entspricht.
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Hierzu definieren fiir alle x € K und A € R das Skalarprodukt A * x durch

Axzr = lim A\, *xzx
n—oo

fiir eine beliebige Folge (A,)neny mit A, € Q fiir alle n € N und lim A, = X .
n—oo
Da @ dicht in R liegt, existiert stets eine rationale Folge, die ein gegebenes A € R als
Grenzwert besitzt. Weiter setzt diese Konstruktion - sofern sie wohldefiniert ist - offenbar die
rationale Skalarmuliplikation fort.! Es bleibt zu zeigen, dass diese Konstruktion wohldefiniert
ist und (K, 4+, %, ||.||) einen normierten, reellen Vektorraum bildet.

- % ist wohldefiniert: Wir zeigen zunéchst, dass fiir ein 2 € K und eine solche konver-
gente, rationale Folge (\,)nen die obige Folge (A, * o),y stets im metrischen Raum
(K,dj.) konvergiert; hierfiir geniigt es mit der Vollsténdigkeit zu zeigen, dass sie eine
Cauchy-Folge ist. Im Fall x = 0 ist (A, * x),en die Nullfolge und dies trivial erfiillt; es
sei daher im Folgenden x # 0 und ein € € R, gegeben.

Da (\,)nen insbesondere eine Cauchy-Folge ist, gibt es ein ng € N mit |, — \,,| < El
fiir alle m,n > ny. Es folgt fiir alle m,n > ng daher auch

[Am ) = Qnx )| = [[(Am = An) x2ll = [Am = Aul [J2]] < e

Somit ist (A, * ),en eine Cauchy-Folge und besitzt einen Grenzwert y € K.

Es bleibt nun noch die Unabhéngigkeit dieses Grenzwertes von der genauen Gestalt der
konvergenten, rationalen Folge (A, ),en zu zeigen: Ist hierfiir eine weitere Folge (f45,)nen
mit w, € Q fiir alle n € N und lim,,_, i, = A gegeben, so besitzt die Folge (pu, * ) nen
nach obiger Uberlegung einen Grenzwert z € K.

Im Fall x = 0 sind (A, *@)pen und (g, * x),en jeweils die Nullfolge und somit identisch;
es sei daher im Folgenden z # 0 und ein € € R.( gegeben. Dann gibt es insbesondere
ein n € Nmit ||y — (A, * 2)[], [|(ptn * ) — 2[| < § sowie |A, = A|, |A — pp| < 7oy und es
folgt mit der Dreiecksungleichung;:

ly ==l < Ny = Qux2)l + 1w x2) = (pn x 2) || + [ (e + 2) = 2]]

< 3 AN —m)x2) + 5 = + [An = gl [l

| M
N ™

< 5+ = Al + A=l el < e

N ™M

Somit muss y = z gelten und die Konstruktion ist insgesamt wohldefiniert.

- (K, +,%*) ist ein reeller Vektorraum: Es sind die Vertraglichkeit der Skalar- mit der
reellen Koérpermultiplikation sowie die beiden Distributivgesetze zu zeigen.

Zunéchst seien A\, u € R, Folgen (\,)nen, (ftn)ney mit Ay, g, € Q fiir alle n € N
und lim, oo A, = A, lim,, .o pt, = p sowie ein x € K gegeben. Im Fall A = 0 ist sofort
(M) *x =0 = X x (u*x); es sei daher im Folgenden A # 0.

'Wihle fiir A € Q etwa die konstante Folge \,, = X fiir alle n € N.
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Da die Folge (Auiin)nen gegen Ap konvergiert, ist nach Konstruktion einerseits
limy, o0 (Anptn) * x = (Ap) * x; andererseits gibt es zu einem € € Ry stets ein n € N
mit | A, — Al < A, ||pn ¥ 2 — pxz]| < 3y Sowie [An* (*x) = Ax (p*2x)| < 5 und
daher mit

[Anpn) 2 = Ax (ur )| = [[An* (% 2) = Ak (pox )|
< A (o @) = Anx (ux )|+ [[Anx (o z) = A (pox 2)
< Aal lpn 2 — szl + 5

< P = Al s o — pxzl] + Alpn vz —pxaf) + 5 < e

Somit ist A * (u * ) ebenfalls Grenzwert der Folge ((Anptn) * )neny und aus der Ein-
deutigkeit des Grenzwertes folgt daher (Au) * x = A * (u * ).

Nun seien A, p € R, Folgen (A,)nen, (fn)neny mit Ay, pn, € Q fiir alle n € N und
lim,, oo Ay = A, limy, o0 ft, = p sowie ein x € K gegeben. Da die Folge (A, + i) nen
gegen A + p konvergiert, ist einerseits lim,, oo (An + fin) * & = (A + p) * z; andererseits
gibt es zu einem € € Ry stets ein n € N mit [|[A, 2 — A x|, | x2 —pxz| < 5
und daher mit

[+ ) xw = (A sz +pxx)]| = [[An @+ pnx2) = (Axz + px )

< | Anxx—Axx|| + ||ppxx—pxz|| < €.

Somit ist A * x + p * x ebenfalls Grenzwert der Folge (A, + ptn) * Z)neny und aus der
Eindeutigkeit des Grenzwertes folgt daher (A + p) x x = A x x + p x x.

SchlieBlich seien z,y € K, ein A € R sowie eine Folge (A,)neny mit A, € Q fiir alle
n € N und lim, ,, A\, = A gegeben. Nach Konstruktion der Skalarmultiplikation ist
limy, 00 A\ * (2 +y) = Ax (x +y); andererseits gibt es zu einem € € Ry stets einn € N
mit [ A, x 2 — Ax x|, Ay *y — Axy|| < § und daher mit

Ak (x+y)— Axz+ A1) = [[Aaxx+Axy) — (Axz+ A=y

< | Anxz=Axz|| + [[Axy—Axy|| < .

Somit ist A * x + A % y ebenfalls Grenzwert der Folge (A, * (z 4+ ¥))neny und aus der
Eindeutigkeit des Grenzwertes folgt daher A% (x +y) = Az + A x y.

||.]| ist homogogen bzgl. *:  Wir zeigen nun noch, dass ||\ * z|| = |A| ||z fir alle x € K
und A € R gilt; seien hierfiir x € K, A € R und eine Folge (\,)neny mit A, € Q fiir
alle n € N und lim,, o A\, = A gegeben. Im Fall x = 0 ist ||\ *x x| =0 = |A| [|z]]; es sei
daher im Folgenden x # 0 und ein € € Ry gegeben.
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£

Dann gibt es insbesondere ein n € N mit [[A 2z — A, * z|| < § sowie |\, — A| <

2|l
und es folgt
[IA =zl = Azl ] < [Ix =zl = Dalllzl |+ [Idal 2l = A 2]
= [zl = A= zll| + [[Aa] = A} l]2]
(5.3,8)
< A xx = Anxzl] + (A — Azl < £ .
Somit muss in der Tat stets | A x z|| = |A| ||z|| gelten.
Die Behauptung folgt insgesamt daher aus (5.10,b) bzw. (5.9).
O]
(5.13) Korollar:

(a) Es sei (K,+,-,|.|]|) ein vollstindiger Quasikorper mit einem uniformen Absolutwert.
Ist |14 1| =2, soist (K,+,,||.|) als Quasikérper mit einem uniformen Absolutwert
isomorph zu R, C, H oder @ mit der gewohnlichen Vektorraum-Norm.

(b) Es sei (K,+,-,||.||) ein vollstindiger Fastkérper mit einem uniformen Absolutwert.
Ist |14 1|| = 2, soist (K,+,,||.||) als Fastkérper mit einem uniformen Absolutwert

isomorph zu R, C oder H mit der gewohnlichen Vektorraum-Norm.

Beweis: Zu (a): Da jeder Quasikorper insbesondere ein Cartesicher Koérper mit abelscher
Addition ist und nach Voraussetzung ||1 + 1|| = 2 gilt, ist nur eine der Eigenschaften aus
(5.12) nachzuweisen: Da in (K, 4+, -) das linksseitige Distributivgesetz gilt, ist fir alle z € K
dabei direkt

v4+z(-1) = z(1+(-1) = 2-0 = 0, dh  z(-1) = —z.

Zu (b): Da jeder Fastkorper insbesondere ein Quasikorper ist, folgt die Behauptung direkt
aus (a) - denn da (K*,-) nun zusétzlich assoziativ ist, kann ein Fastkorper nicht zum (echten)

Alternativkorper @ isomorph sein.
O

Ist hierbei eine Vervollstindigung eines Ternirkorpers mit einem uniformen Absolutwert!
moglich, so kann (5.12) offenbar dahin gehend verallgemeinert werden, dass sich ein solcher,
nicht notwendig vollstéandiger Cartesischer Korper als Cartesischer Korper mit einem unifor-
men Absolutwert in @ mit der gewdhnlichen Vektorraum-Norm einbetten lédsst; insbesondere
wire dieser dann ebenfalls bereits ein Alternativkorper.

'Etwa im Stile von SCHORNER [40, Thm. 3]: Dort wird in Analogie zum klassischen Fall Rang-1-bewerteter
Korper nachgewiesen, dass ein uniform bewerteter Terniirkérper (K, T,v), dessen uniforme Bewertung v
als Werteloop eine Untergruppe von R+ besitzt, eine (bis auf K-Isomorphie) eindeutige Vervollstindigung
besitzt.
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Wir werden nun kurz die Topologien der Cartesischen Korper bzw. Quasi- / Fastkorper aus
(5.12) bzw. (5.13) diskutieren:

(5.14) Korollar:

Es seien (K, +,,.7) ein topologischer Cartesischer Korper mit abelscher Addition, welcher
(mindestens) eine der Eigenschaften

- Fur alle z € K ist (—1)z = —=.
- Fir alle z € K ist 2(—1) = —x.
erfiillt. Weiter sei .7 weder diskret noch indiskret und es gelten:

(i) (K,+,-,.7) ist vom Typ V.
(ii) R, ist beschrinkt.
(iii) Essind N+ N ¢ N und N+ N C (1 + 1)N.

Existiert unter den archimedischen, uniformen Absolutwerten |.|| auf (K, +,-) mit 9 = .F
und ||1 4 1]] = 2 ein uniformer Absolutwert derart, dass (K,+,-,||.||) vollstindig ist, so
ist der topologische Raum (K, .7) homéomorph zu R, C,H oder O mit der Topologie der
gewohnlichen Vektorraum-Norm.

Beweis:  Zunéchst sei bemerkt, dass in dieser Situation stets archimedische, uniforme
Absolutwerte ||.|| mit .7 = .7 und ||1 + 1|| = 2 nach (5.7,b) existieren.
Gibt es nun einen solchen uniformen Absolutwert derart, dass (K, +,-, ||.||) vollstédndig ist,
so ist (K, 4+, -, |.||) nach (5.12) als Cartesischer Korper mit einem uniformen Absolutwert
isomorph R, C, H oder O mit der gewthnlichen Vektorraum-Norm, sodass fiir die jeweiligen
topologischen Réume direkt die Behauptung folgt.

O

(5.15) Korollar:

(a) Es seien (K,+,-,7) ein topologischer Quasikorper, 7 weder diskret noch indiskret
und es gelten:

(i) (K,4+,-,.7) ist vom Typ V.
(ii) R, ist beschrénkt.
(iii) Essind N+ N ¢ Nund N+ N C (1+1)N.

Existiert unter den archimedischen, uniformen Absolutwerten ||.|| auf (K, +,-) mit
. = 7 und ||1 4 1|| = 2 ein uniformer Absolutwert derart, dass (K, +,-,|.||) voll-
standig ist, so ist der topologische Raum (K, .7") homéomorph zu R, C, H oder O mit
der Topologie der gewdhnlichen Vektorraum-Norm.
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(b) Ist (K,+,-,.7) in der Situation aus (a) sogar ein topologischer Fastkorper, so ist
der topologische Raum (K, .7) homéomorph zu R, C oder H mit der Topologie der
gewoOhnlichen Vektorraum-Norm.

Beweis: Zu (a): Die Behauptung folgt direkt aus (5.14) sowie dem Beweis von (5.13,a).

Zu (b): Die Behauptung folgt direkt aus (a) und der Assoziativitéit von (K*,-), vgl. (5.13,b).
[

Wir mochten den ersten Teil der Arbeit mit einem weiteren Kriterium im Stile von (5.12)
abschlieflen, welches auf algebraische Voraussetzungen an den Cartesischen Korper verzichtet
und stattdessen die Giiltigkeit der Parallelogramm-Identitit fiir den uniformen Absolutwert
fordert - welche sich als stédrkere Eigenschaft herausstellen wird.

(5.16) Satz:

Es sei (K, +, -, ||.||) ein vollstéandiger Cartesischer Korper mit einem uniformen Absolutwert,
welcher die Parallelogramm-Identitdt

(P e+yl® + lle—yl® = 2l2l® + 2|yl firalle o,y e K

erfiillt. Dann ist (K, 4+, -, ||.||) als Cartesischer Kérper mit einem uniformen Absolutwert iso-
morph zu R, C, H oder O mit der gewohnlichen Vektorraum-Norm.

Beweis:  Wir weisen die Voraussetzungen von (5.12) nach: Aus der Parallelogramm-
Identitét folgt zunéchst

lz+z)> © 2z + 20zl - |z —2l> = 4|]z|> firalle z€ K |
d.h. (%) e+ || = 2| fir alle z € K .

Insbesondere gilt also ||1 + 1|| = 2. Ebenso ergibt sich fiir alle z € K stets

(PI)

|z + (=D = 2lzl* + 2[|(=Dz|* = [l = (=D)z|
(5.2,1) 2 2 2
=7 22l + 2(=1 )" = (I =) H)
(5.3,0)

2 2 2 2
= 2=l + 2]l = T+ 1 2]

)
= Afel® — 4llz]* = 0.

—

Somit ist fiir alle z € K stets z + (—1)z =0, d.h. (-1)z = —z.!

! Analog kann natiirlich auch die andere Eigenschaft 2(—1) = —x fiir alle 2 € K nachgewiesen werden.
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Es bleibt somit nur noch zu zeigen, dass (K, +) abelsch ist: Beachte hierfiir zunéchst, dass
fiir alle z,y € K stets

5.2,f)

() eyl = l@+y)+@-al = [[(#+@+2) -] 2 Jy+a]

gilt; hiermit folgt mit mehrmaliger Anwendung von (PI) fiir alle z,y € K dann

(@ +y) = (y +2)]°

(PD
= 2fe+yl® + 2ly+z® — lz+y) + @+

D eyl - @+ @+y) +2’

D Al - 20+ @+l - 202l + @+ G+y) -

(5.2,f) 2 2 2 2
=" Az +yll” = 2[[(z+y) +ylI” = 2z + [y +yll

*) 2 2 2 2
= Az +yll” = 2z +y) +yll” = 2|zl]” + 4yl

(PT) 2 2 2 2 2 2
= Az +yl” — 4llz+yll” — 4lyll” + 2@ +y) —ylI” = 2[=I" + 4[yl° = 0.

—

Fiir alle z,y € K ist daher stets (z +y) — (y+2) =0, dh. v +y =y + z, und (K, +) ist
somit abelsch. Insgesamt folgt mit (5.12) also die Behauptung.
0
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Kapitel 6

v-Ableitungen uniform bewerteter
Quasikorper

Bei der Untersuchung der Unabhéngigkeit der Kérperaxiome fiir endliche Korper entwickelte
Dickson [8] zu Beginn des letzten Jahrhunderts ein Konstruktionsverfahren fiir echte, end-
liche Fastkorper, welches eine unendliche Anzahl von Beispielen generierte. Drei Jahrzehnte
spéter erweiterte Zassenuaus [52] die Dickson-Konstruktion und wies nach, dass bis auf sie-
ben Ausnahme-Isomorphietypen alle endlichen Fastkérper durch diesen Prozess entstehen.
KarzeL [26] fithrte in den Sechzigerjahren bei der Betrachtung nicht notwendig endlicher
Fastkorper! schliellich den Begriff einer Kopplung ein; einer Abbildung

¢: K* — Aut(K), z — &, mit P,0d, = Dyg,() firale z,yec K*.

Ist (K, +,-) ein Fastkorper und ® eine Kopplung auf K, so wies KarzeL nach, dass durch

o, fall 0
roy = { g ) alls z 7 fir z,ye K

falls =0

eine Multiplikation auf K definiert wird, mit der (K, +,¢) ebenfalls einen Fastkorper bildet.
Die Dicksonschen Fastkorper? ergeben sich hierbei als genau die Fastkorper, die mittels einer
Kopplung aus einem Korper entstehen.

In den Folgejahren wandten sich einige Mathematiker einer Ubertragung und Verallgemei-
nerung dieses Konzeptes auf Quasikérper zu: Fourser [11] zeigte 1967 eine an die Idee
einer Kopplung angelehnte Methode auf, welche einige endliche Quasikorper liefert, und
DemBowski [7]2 entwarf 1968 schlieBlich ein Konstruktionsverfahren, welches alle endlichen
Quasikorper generiert. Tmvm [48] iibertrug 1970 dieses Konzept schliefllich als Ableitung® auf

'Beachte, dass diese Fastkorper nicht notwendig das Axiom (Q4) erfiillen miissen und daher keine Fastkérper
in unserem Sinne sind. Da im endlichen Fall das Axiom (Q4) bereits aus den anderen folgt, PICKERT [32,
S.90, S.94], stimmen in diesem Fall die beiden Fastkorper-Begriffe aber iiberein.

2Fiir eine Erweiterung dieser Defintion auf unendliche Fastkérper siehe ELLERS, KARZEL [9, Def. 1].

3siche Result 4 auf S.222

4Dies ist eine Abbildung ® von K* in die Menge der Gruppen-Epimorphismen der additiven Gruppe von K,
welche nicht notwendig die obige Kopplungsgleichung erfiillen muss.
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die Klasse der Fastringe, also insbesondere auf die Klasse der Quasikorper. Als eine gute
Einfithrung in dieses Thema sei auf das Buch von Winring [50, §I1, §III] verwiesen.

Eine weitere Konstruktionsmethode von Quasikérpern stammt von ANDRE [2, Satz 9], welche
mittels einer gewissen Menge von Untervektorrdumen eines Vektorraumes - dort Kongruenz?
genannt - eine Quasikérper-Multiplikation auf diesem konstruiert. Ebenso ist eine Darstel-
lung dieser mittels bestimmter Endomorphismen des Vektorraumes méglich, welche wir in
dieser Arbeit im Folgenden als Spread Set bezeichnen, siehe hierzu Knarr [27, Def. 1.10].

Das Ziel der néchsten beiden Kapitel ist es nun, auf diesen Ideen aufzubauen und das Konzept
auf uniform bewertete Quasikorper (K, +,-,v) mit Respekt fiir die uniforme Bewertung v
zu iibertragen. Es werden zunéchst Eigenschaften einer solchen Ableitung ® erortert, welche
mit obiger Konstruktion wieder einen uniform bewerteten Quasikorper (K, +,¢,v) liefert,
und anschliefend gezeigt, dass jede solche Quasikorper-Multiplikation auf K auf diese Weise
entsteht. Hierbei werden wir uns auf die Darstellung mittels einer Ableitung bzw. Kopplung
anstatt durch Spreads bzw. Spread Sets fokussieren.? Am Ende dieses Kapitels wird noch auf
v-Ableitungen sphérisch vollstéandiger Quasikorper (K, +, -, v) eingegangen und diese Kon-
struktion mit der von Kavuorr [22, Prop. 3.7] in Verbindung gesetzt, welche ebenfalls die
Motivation fiir diese Fragestellung lieferte.

Fiir das gesamte Kapitel seien (K, +,-,v) ein uniform bewerteter Quasikorper mit Prim-
korper k sowie I' die Werteloop von v. Weiter bezeichne -/. bzw. .\ stets die jeweilige Quo-
tientenbildung bzgl. der Quasikorper-Multiplikation -, auch wenn auf K eine weitere Mul-
tiplikation gegeben sein sollte; ebenso sei immer xy := x -y die Kurzschreibweise bzgl.
dieser gegebenen Quasikorper-Multiplikation. Schliefllich bezeichne GLj(K') die Menge aller
Vektorraum-Automorphismen des k-(Rechts-) Vektorraumes K und Epi( K, +) die Menge al-
ler Gruppen-Epimorphismen der abelschen Gruppe (K, +).

v-treue Ableitungen

Wir beginnen direkt mit der Definition einer solchen Ableitungsabbildung, welche eine
weitere Quasikorper-Multiplikation, die die uniforme Bewertung respektiert, hervorbringen
wird: Diese Definition ist hierbei gleichermafien von den Ableitungen von Quasikérpern von
Trivmm [48, 2.17], dem Konstruktionsverfahren von Quasikérpern mittels Spreads Sets aus
Knagrr [27, Def. 1.10] sowie der Konstruktion uniform bewerteter Quasikorper von KarLHorr
[22, Prop. 3.7] inspiriert.

'Fiir diese findet sich auch die Bezeichnung Spread, vel. KNARR [27, Def. 1.4].

2Denn hierbei ergibt sich der giinstige Umstand, dass die Abbildungen ®, fiir x € K* stets Isometrien des
ultrametrischen Raumes (K, d,) sind.
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(6.1) Definition: (vgl. Katnorr [22, Prop. 3.7], Knarr [27, Def. 1.10], Tmvm [48, 2.17])
Eine Abbildung

(VAO) &: K* — GLi(K), r — Ox) = 9,
heift v-treue Ableitung auf (K, +,-,v),! wenn die folgenden Axiome erfiillt sind:

(VA1) Fiir alle z,y € K* gilt v(®,(y)) = v(y).
(VA2) Es gibt ein e € K*, sodass ®,(e) =1 und ®.(x) = &\* fur alle z € K* gelten.
(VA3) Fir alle x € K* ist die Abbildung

Oz : K* — K* ) ) — y(by(x) )

surjektiv.?
(VA4) Fiir alle z,y € K* mit 2 # y und v(z) < v(y) ist die Abbildung

Tpy: K — K, z = x1®,(2) —yDy(2) ,
surjektiv;® und fiir alle x,y, 2 € K* mit x # y und v(x) = v(y) gilt weiter

v(mey(2)) = v(z—yv(z) .

(6.2) Bemerkung:

Es sei ® eine v-treue Ableitung auf K.

(a) Fir alle z € K* ist die lineare Abbildung ®, nach (VA1) eine Isometrie des ultrame-
trischen Raumes (K, d,). Insbesondere ist auch die Umkehrabbildung ®,! fiir x € K*
stets linear und eine Isometrie von (K, d,).

(b) Das Element e € K* aus (VA2) ist eindeutig bestimmt, denn fiir ein Element ¢’ € K*,
welches ebenfalls ®,(¢') = 1 und ®.(z) = /\¢ fiir alle x € K* erfiillt, folgt sofort

(VA2)

1 = ®.(€) e\, dh. e =¢€.

Weiter erfiillt dieses Element
22 1) = 1

und es muss somit notwendigerweise e € A,\I, gelten.

1Sind die Verkniipfungen + und - sowie die uniforme Bewertung v aus dem Zusammenhang klar, so sprechen
wir auch kurz von einer v-treuen Ableitung auf K.

2Im Gegensatz zu TIMM [48, 2.17] miissen wir nur die Surjektivitit der Abbildungen g, fordern und nicht
ihre jeweilige Bijektivitit; diese wird sich direkt aus der Einbeziehung der uniformen Bewertung ergeben,
siehe (6.3,b).

3Ebenso geniigt hier aus demselben Grund die Surjektivitét der Abbildungen 7, , im Gegensatz zur Bijekti-
vitdt aus der Konstruktion mit Spread Sets aus KNARR [27, Def. 1.10], siehe (6.3,c).

113



KapITEL 6. v-Ableitungen uniform bewerteter Quasikorper

(c) Die in (VA2) definierte Abbildung ®. ist in der Tat stets ein Automorphismus des
k-(Rechts-)Vektorraumes K; denn sie ist offenbar bijektiv! und fiir alle z,y € K und
A€k C N(K) gilt

eP(x+yr) = e-\etvd) = z+yl = e-e\F + (e-eW)A
= e-e\@ + e\ = e(e\m—i-e\(yk)) = e(q)e(x)—I—(I)e(y))\).

Somit gilt stets O (z + yA) = Po(z) + Pe(y)A und P, ist linear. Weiter gilt fiir diese
Abbildung insbesondere ®.(e) = e\¢ = 1, d.h. diese Definition zur ersten Behauptung
in (VA2) konsistent.

(6.3) Satz:

(a) (vgl. Knarr [27, S.10], Tivm [48, 2.17]) Eine Abbildung @ ist genau dann eine v-treue
Ableitung auf K, wenn neben den Axiomen (VA1)-(VA4) noch

(VAO") &: K* — Epi(K,+), r — Px) = D,
erfiillt ist.
Ist ® eine v-treue Ableitung auf K, so gelten weiter:

(b) Fir alle z € K* ist die Abbildung o, aus (VA3) bijektiv.

(c¢) Fur alle z,y € K* mit x # y und v(z) < v(y) ist die Abbildung 7, , aus (VA4) ein
Vektorraum-Automorphismus des k-(Rechts-)Vektorraumes K.

Beweis: Zu (a): =: Klar.

<= Es sei eine Abbildung ® gegeben, welche (VAO™) sowie (VA1)-(VA4) erfiillt; fiir
(VAO) ist nur noch die Injektivitéit sowie die Homogenitéit der Abbildungen ®, fir z € K*
zu zeigen. Sei hierfiir ein z € K* gegeben.

Wegen @, € End(K, +) geniigt es fir die Injektivitat Kern(®,) = {0} zu zeigen; sei hierfiir

ein y € Kern(®,) gegeben. Wére y # 0, so folgte direkt der Widerspruch

oiy) "2 0(@.(y) = w(0) = 0, dh oy =0.

Somit muss y = 0 gelten.

Fiir den Nachweis der Homogenitét seien ein y € K und ein A € k gegeben. Im Fall A =0

ist wegen ®,(y\) = 0 = ®,(y)\ nichts zu zeigen; im Folgenden sei daher A € k*. Fiir alle

n € N gilt mit der verkiirzten Schreibweise n x z := z + ... + z fiir z € K dann zunéchst
——

n—mal

Co(yn) = Cu(ylnx1)) = P(nx(y-1)) = Pu(nxy)

= nx®,(y) = nx(P(y)-1) = P (y)(nx1) = Dy(y)n.

'Denn (K*,-) ist eine Loop und es gilt ¢\0 = 0.
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Ist k = F, fiir eine Primzahl p, so gilt A = n x 1 fiir ein n € N und die Behauptung ist daher
bereits gezeigt. Ist dagegen k = Q, oBdA k = Q, so ist A = % fiir gewisse p,q € N und es
gilt somit (beachte ¢ € k C N(K))

D (yNg = P ((yN)g) = P(y(Ng) = Po(y(xp) = @o(=(yp))
V2L a,p) = (@) = BO)ED) = BHOA) = (B(y)N).
d.h. es ist in der Tat ®,(y\) = . (y)A.

Zu (b):  Es seien ein x € K* und die Abbildung p, aus (VA3) gegeben; mit (VA3) ist nur
noch die Injektivitdt von g, zu zeigen. Existierten y, z € K* mit y # z und 0,(y) = 0.(2),
wiére zunéchst

und es folgte daher v(y) = v(2). Mit der Gleichung aus (VA4) wire somit

0 = U(Q:c(y)_gx(z)) = U(yq)y(x)—zq)z(m)) = U(”y,Z(x)) = o(y —2)v(z),

d.h. es folgte v(y — z) = 0, also der Widerspruch y = z. Somit muss fiir y, z € K* mit y # 2
stets auch 0,(y) # 0.(z) gelten und g, ist damit injektiv.

Zu (c):  Es selen z,y € K* mit z # y und v(z) < v(y) sowie die Abbildung =, , aus
(VA4) gegeben; mit (VA4) ist nur noch Linearitdt sowie die Injektivitidt von m, , zu zeigen.
Fir alle 2,2/ € K und A € k C N(K) gilt

Tey(z +2'N) = 2®,(z4 2'N) —y®, (2 + 2'\)

=" 2(D,(2) + D, (2)A) — y(Dy(2) Z)\)

= 2P,(2) + z(Pu(2)N) — yPy(2) — ( (2)A)
= 2®0,(2) —yPy(z) + (xP(2)) A — (y®,(2)) A

= (2Pu(2) = yPy(2)) + (2Pu(2) —yPy ()N = Tuy(2) + My (2)A

d.h. 7, , ist eine lineare Abbildung des k-(Rechts-)Vektorraumes K. Fiir die Injektivitat von
Ty geniigt es somit, noch Kern(m, ) = {0} zu zeigen; sei hierfiir ein z € Kern(w, ,) gegeben.
Wire z # 0, so wére die Abbildung o, definiert und es folgte

0 = Tay(z) = a0u(2) —yPy(z) = o.(x)—0.(y), dh  o.(z) = 0.(y) .

Mit der Bijektivitdt von p, aus (b) folgte somit der Widerspruch z = y; somit muss z = 0

gelten.
O
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Dass eine v-treue Ableitung im Stile der Ableitung von Quasikorpern wirklich wieder einen
uniform bewerteten Quasikorper (K, +, ¢, v) liefert und jeder solche auf diese Weise entsteht,
werden wir nun in den folgenden Sétzen sehen:

(6.4) Definition und Satz: (vgl. Karnorr [22, Prop. 3.7], Tmvm [48, 2.17])

Ist ® eine v-treue Ableitung auf K, so wird durch

QZ<>y = :['()(I)y =

{ P, (y) falls = #0 fir v,y € K

0 falls =0

eine Verkniipfung auf K definiert, mit der K® := (K, +,¢, v) ebenfalls einen uniform bewer-
teten Quasikorper bildet; genannt v-Ableitung von K (mittels ® ). Das' Element ¢ € K* aus
(VA2) ist hierbei das Einselement von K.

Beweis: Definiere fiir z € K* die Abbildung
Ae: K — K| y = xP.(y),

und setze weiter A\o(y) := 0 fir alle y € K; fiir alle z,y € K gilt dann

x®,(y) falls « # 0
oy = = A:A(vy) .
rey { 0 falls =0 )

Hierbei ist fiir alle z € K stets

(VA2)

A(e) = zP.(e) x-1 = x,

d.h. fiir z € K ist A\, stets eine? Abbildung mit A\,(e) = z. Um zu zeigen, dass (K, +,°)
einen Quasikorper bildet, geniigt es mit KNARR [27, Prop. 1.16] daher nachzuweisen, dass die
Menge

A = { N €AbBK,K) | z€K }

ein normalisiertes Spread Set des k-(Rechts-)Vektorraumes K bildet. Hierbei sind die Ab-
bildungen A, fiir x € K zunéchst linear, denn im Fall x = 0 ist dies klar; und im Fall z # 0
folgt fir alle y, 2 € K und p € k C N(K) direkt

Ny +2p) = 20y +2p) (= 2(@a(y) + Pule) = 2Puly) +2(@a(2))

= 2P, (y) + (22u(2)) = Aa(y) + Aul2)pe -

nach (6.2,b) eindeutig bestimmte

°Im Laufe des Beweises werden wir auch sehen, dass A, unter den Abbildungen aus A mit dieser Eigenschaft
eindeutig bestimmt ist.

3im Sinne von KNARR [27, Def. 1.10, S.13]
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v-treue Ableitungen

Fiir das Axiom (M1) eines Spread Sets ist zu zeigen, dass fur alle x,y € K mit x # y die
Abbildung A\, — A, bijektiv ist; seien hierzu x,y € K mit x # y gegeben. Sind z,y # 0 mit
oBdA! v(z) < v(y), so gilt fiir alle z € K

Ao =A)(2) = Aal(z) = A(2) = 2Pu(2) —yPy(2) = may(2),

d.h. es ist A\, — A\, = m,,, und diese Abbildung nach (6.3,c) bijektiv. Ist dagegen 0 € {z,y},
oBdA! y = 0 # z, so folgt fiir alle z € K stattdessen

A =A)(2) = Aalz) = Ay(2) = 2Pu(2) .

Da @, nach (VAO) bijektiv ist, gibt es fiir ein w € K stets ein eindeutiges Element z € K
mit ®,(z) = «\v; dieses Element z € K ist somit die eindeutige Losung der Gleichung
Ae(2) = 2P, (2) = w, d.h. auch in diesem Fall ist die Abbildung A\, — A, = A, bijektiv.

Fiir das Axiom (M2) eines Spread Sets ist zu zeigen, dass fiir alle z € K* die Abbildung

0. N — K| Ay = N(2)

surjektiv ist; hierbei gilt fiir alle v € K* und y € K

0:(Ny) = N(z) = { ?éq)y(x) = 0:(y) 232 zig

Da o, nach (VA3) eine surjektive Abbildung von K* auf K* ist, ist somit auch p, eine
surjektive Abbildung? von K auf K.
Schliellich ist nur noch nachzuweisen, dass A normalisiert ist, d.h. dass das A sowohl die
Nullabbildung als auch die Identitdt enthélt. Hierbei ist A\g = 0 € A klar; und es ist weiter
Ae = idg € A wegen

Ae(z) = eD.(x) (22 . N = fir alle z € K .
Somit bildet (K, +,¢) daher ein Quasikorper mit dem Einselement e; es bleibt im Folgenden
nur noch zu zeigen, dass v ebenfalls eine uniforme Bewertung auf diesem ist.

Zu (V1),(V3): Diese Axiome folgen direkt aus den entsprechenden Axiomen einer uni-
formen Bewertung des uniform bewerteten Quasikorpers (K, +,-,v), da die Additionen der
beiden Quasikorper iibereinstimmen.

Zu (V2): Es seien z,y € K gegeben. Im Fall 0 € {z,y} ist nach Definition bzw. (VAO)
direkt v(z o y) = 0 = v(z)v(y). Sind dagegen x,y # 0, so gilt ebenso

)) (Vél)

v(zoy) = v(aP(y) = v(x)v(Pa(y v(z)v(y) .

Zu (V4): Nach Karnorr [22; Prop. 3.1(5)] geniigt es zu zeigen, dass fir alle z,y,2z € K
stets v(z oz —y o 2) = v((z — y) ¢ 2) gilt; seien hierzu z,y, 2z € K gegeben. In den Fillen
x =y oder z = 0 folgt jeweils direkt v(x oz —yoz) =0 = v((x —y) ¢ z); im Folgenden seien
daher x # y sowie z # 0.

'Denn A\, — Ay ist genau dann bijektiv, wenn —(A\z — Ay) = Ay — Ay es ist.
2Mit (6.3,b) ist o, sogar bijektv.
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KapITEL 6. v-Ableitungen uniform bewerteter Quasikorper

Wir fithren eine Fallunterscheidung;:

- Ist v(z) < v(y), so gelten mit den Monotoniegesetzen der angeordneten Loop I' auch?
v(zoz) = v(z)v(z) < v(yv(z) = v(yoz)
sowie v(zz) = v(@)v(z) < v(yv(z) = v(yz)

und aus dem Dominanzprinzip der uniformen Bewertung v folgt direkt

vxoz—yoz) (129 viyoz) = v(yv(z) = v(yz) (129 v(zz —yz)

"B -y)2) = vy = v(@-y)es)

- Ist dagegen v(x) > v(y), so gilt mit dem bereits Bewiesenen ebenso sofort

v(roz—yoz) (1'£’g)v(y<>z—x<>z) = v(ly—2)oz) = v(y—2z)v(z)

L @ —y(z) = oz —y)oz).

- Und ist schlieSlich v(z) = v(y), so muss in dieser Situation offenbar z,y # 0 gelten;?
d.h. die Abbildung 7, , ist definiert und erfiillt insbesondere

v(oz—yoz) = v(aP,(2) —yPy(z)) = v(may(2))

2@ —y) = o(@-y)o2) .

(6.5) Satz: (vgl. ELters, Karzer [9, Def. 1])

Ist ¢ eine binére, innere Verkniipfung auf K derart, dass (K, +, ¢, v) ebenfalls einen uniform
bewerteten Quasikorper bildet, so ist (K, +,¢,v) eine v-Ableitung von K, d.h. es gibt eine
v-treue Ableitung ® auf K mit K® = (K, +,0,v).

Beweis: Wir definieren fiir alle x € K* die Abbildung ®, jeweils durch
¢, K — K, y = a\@ey)

und weisen nach, dass hiermit die Abbildung
. K* — GLg(K), x = PO,

eine v-treue Ableitung von K bildet - denn mit dieser Konstruktion gilt bereits

!Beachte, dass wegen z # 0 stets v(z) € I' gilt und dass die folgenden Gleichungen auch fiir x = 0 giiltig sind.
2Denn aus 0 € {z,y} folgte direkt v(x) = 0 = v(y) und damit der Widerspruch z = 0 = y.
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v-treue Ableitungen

D, fall 0 - z\(@oy) fall 0
x<>q>y:{x(y) alls x # }:{x\y alls x # }

0 falls =0 0 falls =0

fall
= roy alls @ 70 = zoy fiir alle z,y € K |
0 falls =0

d.h. es folgt dann direkt K* = (K, +,0,v). Mit (6.3,a) geniigt es hierbei, neben den Axiomen
(VA1)-(VA4) noch (VAO™) zu zeigen.

Zu (VAO™): Es sei ein 2 € K* gegeben. Fiir alle z € K gibt es dann ein (eindeutiges)

Element y € K mit z oy = xz;! dieses erfiillt dann
(y) = Aoow = A= = =,
Also ist die Abbildung @, bereits surjektiv. Weiter gilt fiir alle y, 2z € K

1@, (y+2) B xo(ytz) = zoytrozr = ad.(y)+ad.(2)
= 2(Pu(y) + Pu(2)) ,
d.h. es gilt stets ®,(y + 2) = P.(y) + P.(z) und P, ist somit additiv.

Zu (VAl): Fir alle z,y € K* gilt mit der Multiplikativitat von v bzgl. der beiden Multi-
plikationen - und ¢ sofort

v(sz(y)) = U(gj (xoy)) = w@\C@W) = o(y).

Zu (VA2): Bezeichnet e € K* das Einselement von (K, +,¢), so gelten fir alle x € K*
d,(e) = 2\@wee) = e = 1 sowie O () = e\een) = e\,

Zu (VA3): Es sei ein x € K* gegeben. Fiir alle y € K* gilt

0:(y) = yPy(z) = you.

Da (K*,) eine Loop ist, gibt es fiir ein z € K* stets ein (eindeutiges) Element y € K* mit
0:(y) =y ox =z dh. die Abbildung g, ist insbesondere surjektiv.

Zu (VA4): Esseien z,y € K* mit = # y und v(x) < v(y) gegeben. Fiir alle z € K gilt

Tey(2) = 2®,(2) —yP,(2) = z02-yoz.
In dieser Situation gibt es fiir ein w € K nach (Q4) im Quasikorper (K, +,¢) stets ein
(eindeutiges) Element z € K mit m,,(2) = 202 —y oz = w, d.h. die Abbildung =, ist
insbesondere surjektiv. Weiter gilt fiir alle x,y, 2 € K* mit  # y und v(z) = v(y) schlielich

v(m,y(z)) 2 y(zoz—yoz) b v((m—y)oz) = v(x—1y)v(z) .

'Denn (K*,0) ist eine Loop und es gilt z 00 = 0 fiir alle x € K.
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Die explizite Konstruktion der v-treuen Ableitung aus den beiden Quasikorper-Multipli-
kationen in dem obigen Beweis erweist sich des Weiteren noch als hilfreich, um die Zusam-
menhénge von v-treuen Ableitungen in gewissen Situationen herzuleiten:

(6.6) Korollar: (vgl. Pokrorp [33, Satz 10, Satz 11])

(a) Die Abbildung
o0 K* — GLy(K), = w— idg,
ist eine v-treue Ableitung auf K mit K = K.
(b) Ist @ eine v-treue Ableitung auf K, so ist
U: K* — GLy(K), v o O
eine v-treue Ableitung auf K® mit (K®)¥ = K.
(c) Sind @ eine v-treue Ableitung auf K und ¥ eine v-treue Ableitung auf K%, so ist
0: K — GLi(K), x — ®,oV,
eine v-treue Ableitung auf K mit K© = (K®)?.

Beweis: Zu (a): Betrachten wir im Beweis von (6.5) beide Male dieselbe Quasikorper-
Multiplikation -, so bildet

0. K* — GLL(K) , z = o0
mit 0. K — K, y = oA\@ =y, fir z € K*,

dh. oY = idg fiir alle x € K*, eine v-treue Ableitung auf K mit K®* = K.

Zu (b): Betrachten wir im Beweis von (6.5) die beiden Quasikorper-Multiplikationen g
und -, so bildet

U K — GL(K), r = Y,
mit v,: K — K, y — 2z mit x opz=2xY, fir x e K*,
eine v-treue Ableitung auf K® mit (K®)Y = K. Hierbei gilt fiir alle z € K* und y € K

vy = xop (Valy) = 20, (Va(y)), dh U (y) = o' (y),

und somit ist fiir alle z € K* stets ¥, = ®_ 1.
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Zu (c¢): Betrachten wir im Beweis von (6.5) die beiden Quasikérper-Multiplikationen -
und (¢4 )y, so bildet

0 : K — GLy(K), xr — 0,,
mit 0,: K — K, y > a\(@a)vy) fir z € K,
eine v-treue Ableitung auf K mit K© = (K®)¥. Hierbei gilt fiir alle # € K* und y € K
10.(y) = 7 (®s)vy = T 09 (qjx(y)) = xq)x(\px(m) )
dh.  O.(y) = (P,00,)(y),

und somit ist fiir alle z € K* stets ©, = &, 0 V.

Ist daher ® eine v-treue Ableitung auf K, so konnen wir die - nach (6.5) existierende - v-treue
Ableitung ¥ auf K® mit (K®)¥Y = K mit (6.6,b) direkt angeben.

Insbesondere werden wir spater anhand des expliziten Beispieles aus (7.10,a) sehen, dass
Aussagen iiber weitere algebraische Eigenschaften der v-Ableitung von K - wie etwa der
Giiltigkeit des rechtsseitigen Distributivgesetzes, der Assoziativitit der Multiplikation etc. -
sowohl im positiven als auch im negativen Sinne im Allgemeinen nicht méglich sind.!

Spharisch vollstandige, uniform bewertete Quasikorper

Ist bekannt, dass (K, +, -, v) sphérisch vollstindig ist,? so kann die Giiltigkeit des Fizpunkt-
satzes von Priess-CRAMPE [35, Satz 1, Satz 3] ausgenutzt werden, um die Anforderungen an
eine v-treue Ableitung weiter zu senken; genauer kann das Axiom (VA4) durch eine abge-
schwichte Version ersetzt werden.

Dies motivierte auch die Konstruktion in Kacnorr [22; Prop. 3.7], auf welche unsere De-
finition aufbaut, sodass wir in dem Fall sphérischer Vollstéandigkeit diese Konstruktion an-
schlieend mit unserer in Bezug setzen und vergleichen mochten.

IDort wird fiir einen bewerteten kommutativen Kérper K eine v-treue Ableitung ® auf K so konstruiert,
dass K® einen in allen Belangen echten Quasikdrper bildet; es gibt daher auch eine v-treue Ableitung ¥ des
echten Quasikorpers K®, welche den kommutativen Kérper (K®)¥ = K liefert.

2d.h dass der ultrametrische Raum (K, d,) sphirisch vollstiindig ist, siehe (1.10,d)
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KapITEL 6. v-Ableitungen uniform bewerteter Quasikorper

(6.7) Satz: (vgl. Katnorr [22, Prop. 3.7])

Ist (K, +,-,v) sphérisch vollstdndig, so ist eine Abbildung ® genau dann eine v-treue Ab-
leitung auf K, wenn sie neben den Axiomen (VAO~) und (VA1)-(VA3) noch die folgende
Eigenschaft erfiillt:

(VA47) Fiir alle z,y € K* mit  # y und v(x) = v(y) ist die Abbildung
Tpy: K — K, z = x1®,(2) —yDy(2) ,

surjektiv; und fir alle z,y, z € K* mit x # y und v(z) = v(y) gilt weiter

v(mey(2)) = v(z—y)v(z) .

Beweis: —: Klar.

<=: Es sei eine Abbildung ¢ gegeben, welche die Axiome (VAO™), (VA1)-(VA3) sowie
(VA47) erfiillt; mit (6.3,a) ist nur noch die Surjektivitat der Abbildungen 7, , fiir z,y € K*
mit v(z) < v(y) nachzuweisen. Sei hierzu ein w € K gegeben. Betrachte zur Bestimmung
eines Urbildes von w unter 7, die Abbildung

o: K — K, 2z = & (\%E-w).

Diese Abbildung o ist eine Kontraktion des ultrametrischen Raum (K, d,), denn fiir alle
a,b e K mit a # b gilt

(@ (s (a) - w)) — B (\ (w2 ) - w))>
(6:2,2) ( —w) _ y\(mz(b) - w)) )
(

(VA1) v ( Ppla) — w) y\ 2P ( )—w))

v(o(a) — of v

<

— U(y)\(v(y) v(y\ Py (a) — w) — y\(:c<I>m (b) — w)))

y y\ z<I> (a) —w _y\ z<I> (b) — w)))

(VAO)

e —50) (2D (0 o)

(VA1)

A U(y)\<v(m) v(afb)> < y)\( v(afb) = v(a—"0).

Da (K, d,) sphérisch vollstiandig ist, existiert nach dem Fizpunktsatz von Priess-CRAMPE [35,
Satz 1, Satz 3] somit ein (eindeutiger) Fixpunkt von o, d.h. ein Element z; € K mit

o\
_ \v(m ) =) = (a22(8) — w)))
(

(I);l (y\(x@x(zo) —w)) — O'(Zo> = 2,
d.h. 2@, (20) —w = yPy(20) , also Toy(20) = 2P@u(20) —yPy(20) = w.

Somit ist 2y ein Urbild von w unter 7., und die Abbildung 7, , insgesamt surjektiv.
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(6.8) Satz: (vgl. Katnorr [22, Prop. 3.7])

Ist (K, 4, -, v) sphérisch vollstandig, so ist eine Abbildung ® bereits dann eine v-treue Ab-
leitung auf K, wenn sie neben den Axiomen (VAO™), (VA1) und (VA2) noch die folgende
Eigenschaft erfiillt:

(%) Fiir alle z,y € K* mit v(z) = v(y) ist &, = &, .
Beweis: Mit (6.7) sind noch die Axiome (VA3) und (VA4~) nachzuweisen.
Zu (VA3): Fiir alle x,z € K* gilt

VA1)
V(¥ (@.,@) = U@ (., @) B 0w = ()

Hiermit folgt mit der Voraussetzung fiir alle z, z € K*

—~

: _ : S . _
0a (@) = (@) @) 0@ = A Og@) Py (@) =2

d.h. fiir alle z € K* ist die Abbildung g, stets surjektiv.

Zu (VA47): Es selen z,y € K* mit  # y und v(z) = v(y) sowie ein w € K gegeben;
zu finden ist ein z € K mit m,,(2) = w. In dieser Situation existiert nach (Q4) ein (ein-
deutiges) Element v € K mit xu — yu = w;* und da die Abbildung ®, nach (6.3,a) bereits
bijektiv ist,? konnen wir somit z := ®_'(u) € K setzen. Dieses Element erfiillt dann
()
Tay(2) = 1®u(2) —yPy(z) =
d.h. fiir z,y € K* mit x # y und v(z) = v(y) ist die Abbildung =, , stets surjektiv.
Weiter gilt fiir alle x,y, z € K* mit x # y und v(z) = v(y) schlielich

2P, (z) —yP.(2) = a2u—yu = w,

v(mey(2)) = v(aPu(2) — yP,(2)) © v(2®,(2) — yP.(2))
(VAI)

B (- p@al2) = oo —pu(@a(z) "2 o - ye(e)

Dass die Umkehrung der Aussage aus (6.8) im Allgemeinen nicht gelten muss,® werden wir im
kommenden Kapitel anhand des expliziten Beispieles aus (7.10,a) sehen. Unsere Konstruktion
mittels v-treuer Ableitungen kann also als eine Verallgemeinerung der Konstruktion von
Karuorr [22, Prop. 3.7] verstanden werden.

!Beachte bei der Formulierung dieser Gleichung, dass die Addition eines Quasikérpers stets kommutativ ist,
siehe (1.8,c).

2Beachte, dass zum Nachweis der Injektivitit von @, in (6.3,a) das Axiom (VA4) nicht benétigt worden ist -
lediglich die Axiome (VAO™) sowie (VA1L).

3d.h. dass es v-treue Ableitungen auf sphérisch vollstindigen, uniform bewerteten Quasikérpern gibt, welche
die obige Eigenschaft (x) nicht erfiillen
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Kapitel 7

Zur Konstruktion diskret uniform
bewerteter Quasikorper

Abschlieend werden wir uns in diesem letzten Kapitel speziell uniform bewerteten Qua-
sikorpern zuwenden, deren uniforme Bewertung gerade die abelsche Gruppe Z der gan-
zen Zahlen als Werteloop besitzt. Dies hat die schone Konsequenz, dass die verschiedenen
Vollstandigkeitsbegriffe fiir diesen uniform bewerteten Quasikorper zusammenfallen und es
nach ScHorNER [40, Cor. 4] weiter moglich ist, einen solchen stets zu vervollstindigen. Wir
konnen in diesem Fall fiir die Konstruktion v-treuer Ableitungen somit leichter auf die Ab-
schwéchung (VA4™) aus (6.7) zuriickgreifen.

Das Ziel dieses Kapitels ist es, diejenigen vollstandigen, diskret uniform bewerteten Qua-
sikorper zu untersuchen, deren uniforme Bewertung eine triviale Einschrinkung auf den
Primkorper des Quasikorpers besitzt: Nach (6.6,a) sind diese natiirlich als v-Ableitungen
eines diskret uniform bewerteten Quasikorpers darstellbar; es stellt sich dariiber hinaus aber
die Frage, ob diese sich nicht auch als die v-Ableitung einer in der Hierarchie der Koordi-
natenstrukturen projektiver Ebenen hoher stehenden Koordinatenstruktur darstellen lassen
konnen. Diese Frage werden wir im Folgenden positiv beantworten kéonnen - es stellt sich
sogar heraus, dass diese uniform bewerteten Quasikorper isomorph zur v-Ableitung eines
kommutativen Laurentreihenkorpers sind; insbesondere ergibt sich die diskrete uniforme Be-
wertung gerade als seine Grad-Bewertung.

Als Abschluss dieser Arbeit werden wir schliellich eine Familie von Beispielen solcher diskret
uniform bewerteter Quasikorper konstruieren.

Diskret uniform bewertete Quasikorper

Da die ersten Aussagen dieses Kapitels sogar fiir diskret uniform bewertete Ternarkorper
giiltig sind, werden wir diese im Folgenden auch in dieser Allgemeinheit formulieren.
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KariTeL 7. Zur Konstruktion diskret uniform bewerteter Quasikérper

(7.1) Definition und Bemerkung:

(a) Eine uniforme Bewertung v auf einem Ternérkorper (K, T') heifit diskret, wenn v gerade
die abelsche Gruppe Z der ganzen Zahlen als Werteloop besitzt.! Weiter nennen wir
in diesem Fall (K, T, v) dann auch einen diskret uniform bewerteten Terndrkéorper.

(b) (Isex1 [15, Thm. 1]) Die uniforme Bewertung v eines uniform bewerteten Ternérkorpers
(K, T,v) ist genau dann zu einer diskreten uniformen Bewertung dquivalent, wenn ihre
Werteloop I ein kleinstes positives Element besitzt und sie archimedisch angeordnet?
ist. Ein solcher uniform bewerteter Ternérkorper ist also stets als ein diskret uniform
bewerteter Ternarkorper auffassbar.

(¢) (ScHORNER [40, Cor. 4]) Ein diskret uniform bewerteter Ternarkorper (K, T, v) ist genau
dann sphérisch vollsténdig, wenn er vollsténdig ist.

(d) (Scuorner [40, Cor. 4]) Ist (K, T, v) ein diskret uniform bewerteter Ternérkérper, so
gibt es einen vollsténdigen, diskret uniform bewerteten Terndrkorper (K, T, v), in den
(K, T,v) als uniform bewerteter Ternirkorper einbettbar ist.

(e) (Karuorr [22, Lem. 2.1, Lem. 2.2]) Ist (K, T, v) ein uniform bewerteter Terndrkorper,
so ist [, eine normale Unterloop von (A,,+). Die Menge der Nebenklassen

AL, = {z+1,ePB(A) | z€A,}
bildet zusammen mit der terndren Verkniipfung
T/(m +1,, v+ 1,, c+ [v) = T(m,z,c)+ 1, fir m+1,, v+ 1, c+1, € A/,

einen Ternirkorper (A,/I,, T"). Ist K hierbei ein Quasikorper, so ist es offenbar® auch
A,/I,. Fir x,y € A, gilt insbesondere =+ I, = y + [, genau dann, wenn x —y € I, ist.

Im Folgenden sei (K,T,v) stets ein diskret uniform bewerteter Ternirkorper. Weiter seien
die Summen Z;’:k s; fir k,v € Z mit k < v und sy, ..., s, € K rekursiv durch

14 14 v
s = s, und S8 = skt DS
1=V i=k

i=k+1

definiert. Wir leiten zunéchst eine Darstellung der Elemente von K* als Grenzwert gewis-
ser Reihen her, wie sie fiir bewertete kommutative Korper etwa aus ENGLER, PrResTEL [10,
Prop. 1.3.5] oder Iwasawa [16, Prop. 1.2] bereits bekannt und fiir diskret uniform bewertete
Ternédrkorper in dhnlicher Form bereits von ScHORNER [41, Lem. 1] untersucht worden ist:

In diesem Fall bezeichnen wir das Element, welches kleiner als jede ganze Zahl ist, mit —oo.

2Hierbei heift eine Loop in I' archimedisch angeordnet, wenn zu o, 8,0/, € Tmit 1 < o < fund ' < o/ < 1
stets n,n’ € N mit 8 < o™ und (/)" < 3’ existieren, wobei die Ausdriicke 4™ fiir m € N, v € T rekursiv
durch 4% := 1 und ¥ := - ™~ definiert sind, vgl. PRIESS-CRAMPE [34, S.6].

3Denn die Linearitit, das Assoziativitit der Addition sowie das linksseitige Distributivgesetz iibertragen sich
mit dieser Definition von K direkt auf A, /I,.
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(7.2) Satz und Definition:

Es seien R C A, ein Vertretersystem von A,/I, mit 0 € R und (7,),cz eine Familie von
Elementen 7, € K* mit v(m,) = z fur z € Z.

(a) (vgl. ENGLER, PrESTEL [10, Prop. 1.3.5], ScHORNER [41, Lem. 1]) Jedes x € K* kann in
eindeutiger Weise als Grenzwert einer konvergenten Reihe!

v v
r = z Ty = lim Z 5T

i=—00 n—==00 ,;_p

mit v :=v(z) € Z und r; € R fir i < v mit r, # 0 dargestellt werden. Wir nennen
diese die (eindeutige) Reihendarstellung von x (bzgl. R und (7.).cz).

(b) (vgl. Iwasawa [16, Prop. 1.2]) Fiir Elemente z,y € K* mit x # y und den jeweiligen

eindeutigen Reihendarstellungen z =7 w7 und y = ;.‘:700 mjs; gilt

v—y) = max{k€Z | rp#sk}.

(¢) (vgl. EnGrLER, PrESTEL [10, Prop. 1.3.5]) Ist (K, T,v) vollstindig und sind ein v € Z
sowie a; € A, fiir i < v gegeben, so konvergiert die Reihe!

14 v
> ma; = lim > ma; .

1=—00 n==0  j—n
Gilt hierbei a, ¢ I,, so besitzt der Grenzwert dieser konvergenten Reihe den Wert v
unter v und liegt insbesondere in K*.
Beweis: Zu (a): Esseiein x € K* mit v := v(x) € Z gegeben.

Zur Existenz: Im Folgenden werden wir die Elemente r; € R fiir ¢ < v der gewiinschten
Reihendarstellung iterativ konstruieren.

- Definition von r,: Betrachte das Element =, \* € K*: Fiir dieses gilt

v(m\e) = v(z)—v(m,) = v—v = 0,

d.h. esist =, \* € A,\I,. Wahle nun r, € R\{0} als Vertreter der Nebenklasse ,\* + I,,
also durch

Ty, + I’U = Trl’\x + ]v 5 d.h. Tr”\x —T, € ‘['U

(wegen =,\* ¢ [, ist hierbei 7, # 0). Mit dieser Wahl folgt

v —mr,) = v(mE\Ne—r)) = vim)tu\Ne—r) < v = v).

Yim ultrametrischen Raum (K, d,,)
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- Definition von 7 fiir k < v: Fiir ein n < v seien nun die Elemente r,,...,7, € R
bereits so konstruiert, dass

1% 12
v(x -> 7rz-ri> < v(m - > 7TZ'7‘Z') < n
i=n

i=n—+1

gilt. Ist v(x -3 nmn) = —o00, so setze r; := 0 € R fiir alle i < n. Ist dagegen
v(x — Y1, mr;) =k € Z, so betrachte das Element =, \@ - X, mr) € K*: Fiir dieses
gilt

<7rk\ W”z) = v(x—Zmri>—v(7rk) = k—k = 0,
d.h. es ist wk\ —2izamiri) € Ay\I,. Wahle nun r, € R\{0} als Vertreter der Nebenklasse
(mp\@ = 2 miri)) 4+ I, also durch

ri+ I, = (m\e-Ziammd)) +1,, dh (s\e-Xlamr)) —r, €,

(wegen m\(@—2Xi—amiri) ¢ [, ist hierbei rp # 0); setze weiter r; := 0 € R fur alle
k < i < mn. Mit dieser Wahl folgt

v(z — i 7m“,~> (1.1Le) v((x — i W,rl) (Z T — i 7TZ'7"Z')>
i=k i=k+1 i=k+1
= v((x—imn)—ﬂkrk>
(1-1L,k) v(ﬂk((m\(’”* mirs)) — rk)>

Insgesamt sind somit Elemente r; € R fiir i < v = v(x) mit r, # 0 und

v(x—Zer) < v(x— > 7rirz-> < k fir alle k <v mit r, #0 !
i=k

i=k+1
konstruiert worden; fiir die Existenz bleibt noch zu zeigen, dass die Reihe Z oo T in der
Tat den Grenzwert z besitzt. Hierzu fithren wir eine Fallunterscheidung:
- Gibt es ein k£ < v mit U(:c - > mr,;) = —o00, so gilt nach Konstruktion r; = 0 fiir
allei <kundesistx =Y., mri=> . m

- Ist dagegen v(x —> 7Ti7“i) € Z fiir alle k < v, so wird der obige Konstruktionsschritt
unendlich oft wiederholt und es ist r; # 0 fiir unendlich viele & < v gewéhlt worden -
d.h. in der Ungleichungskette

1% 124
< v(m—Zwm) < v(x— > 7my-> < < w(r—mr,) < v(x)
i=k i=k+1

treten unendlich viele echte Ungleichungen auf. Da diese Werte alle in Z liegen, ist die
Folge (z — Y-7_, m7i)r<, somit eine Nullfolge und z Grenzwert dieser Reihe.

IFiir alle k < v mit 7, = 0 gilt hierbei anstatt dieser echten Ungleichung natiirlich Gleichheit.
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Zur Eindeutigkeit: Zum Nachweis der Eindeutigkeit dieser Reihendarstellung ist zu zeigen,
dass eine von der oben konstruierten verschiedene Reihe Z;j:foo m;s; mit s; € R fiir i < v
und s, # 0 nicht den Grenzwert x besitzen kann. Es sei eine solche gegeben - da diese von
der obigen verschieden sein soll, gibt es einen maximalen Index k& < v mit ry # s, d.h. mit

v(sg — 1) = 0.! Da nach Konstruktion

U((wk\(w = 2 i—kt1 7rm)) — rk) < 0

gilt,? folgt mit dem Dominanzprinzip der uniformen Bewertung v ebenfalls

1.11,e) 1.12,¢)

(e Steam) =) OB o(((e S ) = (s - ) "2 0.

Hiermit folgt

U(l‘ — i 7TZ'SZ') (1.2’6) U<(.T — i 7Ti8i) — (i T3S — i 7Ti8i)>
i=k i=k+1 i=k i=k+1
= ’U<($ — i 71'1'7"1') — 7Tk$k>
1=k+1
(1.2,1() U(Tfk((ﬂk\(x_zg:wrl ﬂ'i’l‘i)) — Sk))
= U(Trk) + U((Wk\(x_ziy:kﬂ 7””)) - Sk> = k.

v

Hiermit gilt dann bereits U(I — Zi:n wisi) = k fiir alle n < k; denn ist ein n < k mit dieser
Eigenschaft gegeben, so gilt wegen v(m,_15,-1) < n—1 < k ebenso mit dem Dominanzprinzip

oo

(2

(1.11,e

$_1m8i> 1) v((x — Z_inmsi) — (

= v((a: — i 7rm-) — 7Tn_18n_1> (1.12) k.

; miS; — i 7Ti8i)>

1 i=n

7

Insgesamt ist die Folge (x — >, TiS;i)k<y daher keine Nullfolge und z kann nicht Grenzwert
dieser Reihe sein.

Zu (b): Es seien x,y € K* mit x # y und ihre jeweiligen Reihendarstellungen wie oben
gegeben. Im Beweis der Eindeutigkeit aus (a) hatten wir bereits gesehen, dass nach Kon-
struktion

v(rk — (m\@ = Xk mﬂ'))) < 0 und v(sk — (m\& =k Wij))> < 0

fiir alle k € Z gilt;® und wegen

1.11,e

o = 50) "2 w((r = (m\E - Sienmn)) — (s — (m\e - Sikn ) )

lda R ein Vertretersystem von A, /I, ist

*Im Fall v(x — 7, .| mri) = k ist der Vertreter 7, € R\{0} gerade mit dieser Eigenschaft gewéhlt worden;
und im Fall v(:c — Z;’:kﬂ mri) < k ist rp = 0 gesetzt worden und die Behauptung damit klar.

3Beachte, dass nach (1.12,a) fiir alle a,b € K stets v(a —b) = v(b — a) gilt.
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sowie

v <3k — ('n'k\(z = ik Wzﬂ')))
v ( (5t — (m\O = Sl m5)) — ((m\@ ~ Shopa ) — (me\0~ Sl w))))

fir alle k € Z gilt mit dem Dominanzprinzip (1.12,e) der uniformen Bewertung v somit

(111e)

(*) U(Tk—8k> =0 e U(Sk— (Wk\(r—Z'{:kam))) =0
— U<(7Tk\(x—z;/:k+lﬂ—i”)) — (nk\(y—Z;;kHWij))) =0

fiir alle k € Z. Wegen = # y existiert nach (a) ein maximaler Index | € Z mit r; # s;; fiir die
Behauptung ist somit v(x — y) = [ zu zeigen. Dies folgt aus der Maximalitéit von [ und der
Zwischenbehauptung mittels:

rn £ s < wvr—s) =0

*)

—

— U((m\(fc Zrm“m)) — (m\(y—Zé‘:mﬂij))) =0
<~ U(?Tl) + ’U((ﬂ-l\(ﬂﬁ ) mri)) — (m\(y—zg‘:lﬂ 7rj5j))> =
<~ U(m((m\(ftfzzzlﬂ mn’)) — (m\(yfzé”:m ﬂij)))> =
(@) v((x — i 7Ti7“i) — (y — i stj)> = |
i=l+1 j=l+1
max{v,u} max{v,u}
= v((w— Zu WiTi)—(?J— ZM 7Tz'7’z')> =1 (éﬁ) v(e—y) = 1.
i=l+1 i=l+1

Zu (c): Esseien ein v € Z, a; € A, fiir i < v sowie ein € € Z gegeben. Fiir alle k <e—1
gilt dann

v

v( Soma;— > 7Tia¢> = v(mag) = v(mp) +o(ar) < k < €.
i=k i=k+1

Da in einem diskret uniform bewerteten Ternédrkorper (K, 7, v) eine Folge (x,,)nen offenbar
bereits dann eine Cauchy-Folge ist, wenn fiir alle € € Z ein ng € N mit v(z,41 — z,,) < € fiir
alle n > ng existiert,! ist (Zz”:k mia;) k<, daher eine Cauchy-Folge und besitzt somit einen
Grenzwert = € K, da (K, d,) nach Voraussetzung vollsténdig ist.

Ist hierbei a, ¢ I, so gilt v( Yo Wiai) = v fiir alle k£ < v; denn es ist v(m,a,) = v und ist
ein k£ < v mit dieser Eigenschaft gegeben, so gilt wegen v(m;_1ax_1) < k — 1 < v ebenso mit
dem Dominanzprinzip

U( > 7Tz‘ai> = U<7Tk—1ak—1+(z7riai)> T2,

i=k—1 i=k

Da (z — Y7, ma;)k<y eine Nullfolge ist, muss mit dem Dominanzprinzip (1.12,e) somit
insbesondere v(z) = v gelten.

O
'Denn fiir alle m,n € N mit m < n gilt durch mehrfache Anwendung der starken Dreiecksungleichung der
Ultrametrik d, stets d,(2n, ;) < max 1{dv(mi+1, x;)} = max 1{v(xi+1 —z;)}
i=m,..,n— i=m,..,n—
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Wir mochten diese eindeutige Reihendarstellung nun speziell fiir diskret uniform bewertete
Quasikorper nutzen, um eine Beziehung zu den Laurentreihenkorpern herzustellen. Hierzu
werden wir zunéchst die Existenz eines ’schonen’ Vertretersystemes von A,/I, zeigen und
das Verhalten der eindeutigen Reihendarstellung bzgl. dieses Vertretersytemes betrachten.

Fiir den Rest dieses Abschnittes seien (K, +,-,v) daher nun ein diskret uniform bewerte-
ter Quasikorper, k sein Primkérper und die Einschrankung vy der uniformen Bewertung v
auf den Primkorper k trivial.

(7.3) Satz:

(a) k+ I, ist der Primkérper des Quasikorpers A, /I, und es gilt k = k + [,,; insbesondere
ist A,/I, als k-(Rechts-)Vektorraum auffassbar.

(b) Es gibt ein Vertretersystem R C A, von A,/I,, welches zugleich ein (k-Rechts-)Unter-
vektorraum von K ist.

Beweis: Zu (a): Da v trivial ist, gilt v(\) € {0,—o0} fiir alle A € k und somit
ist insbesondere k C A,. Betrachte die Einschrankung |, der kanonischen Projektion
T A, » Ay/I,, x— x+ I, auf den Primkorper k£ von K: Nach Konstruktion ist diese
sowohl additiv als auch multiplikativ! und injektiv, da fiir alle \, u € k gilt:

A # = A—pu € K = v A—p) =0
= A—u ¢ I, = TA) = A+ 1, # pu+1, = 7(p) .

Somit ist w(k) = k + I, ein zu k isomorpher, kommutativer Kérper mit 1,,,1 + I, € k + I,;;
insbesondere muss k + I, bereits den Primkorper von A, /I, enthalten. Da k+ I, aber bereits
zu dem Primkorper k isomorph ist, muss hierbei schon Gleichheit gelten.

Zu (b): Nach (a) ist A, /I, ein k-(Rechts-)Vektorraum; ebenso sind auch I, und A, beides
k-(Rechts-) Vektorrdume, denn es ist 0 € I, C A, und fiir alle z,y € I,,, a,b € A, und \ € k
gelten

v(z+y\) < max{v(z), v(y) +v(N)} < 1, dh.  z+yrel,,
sowie  v(a+b\) < max{v(a), v(b) +v(\)} < 1, d.h. a+b\e A, .
Daher ist
0 = I, = A, > A/, — 0

mit den jeweiligen Inklusionsabbildungen bzw. der Nullabbildung eine kurze exakte Se-
quenz von k-(Rechts-)Vektorrdumen mit linearen Abbildungen.? Da diese kurzen exakten

'Denn A, /I, ist gerade mit den Komplexverkniipfungen versehen.
?Die Exaktheit an allen drei Stellen ist hierbei klar.
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Sequenzen stets split-exakt sind,! gibt es nach dem Splitting-Lemma, siche etwa HATCHER
[13, S.147f], einen Schnitt dieser kurzen exakten Sequenz, d.h. es existiert eine lineare Ab-
bildung ¢ : A, /I, — A, mit 7o ¢ =1ida, /1,

Insbesondere ist R := p(A,/I,) C A, als Bild eines k-(Rechts-)Vektorraumes unter der li-
nearen Abbildung ¢ wieder ein k-(Rechts-)Vektorraum - weiter ist R ein Vertretersystem
von A,/I,, denn es gelten jeweils:

- Firein z+ I, € A, /I, ist p(z + I,) € R ein Vertreter dieser Nebenklasse wegen

olz+1L,)+1, = 7r(<,0(z+]v)) = z+1,.

- Sind z,y € R mit = + I, = y + I, gegeben, so gibt es * + I,, y + I, € A,/I, mit
r=p(@+1,) und y = p(y + 1)) und es folgt

T+1, = w(e@+1,)) = w(x) = z+1,
= y+I, = 7ly) = w(e@+1L) = §+1,,

d.h. es ist bereits x = p(z + 1)) = ¢(y + I,) = v.

Somit ist R das gesuchte Vertretersystem von A,/I,.

(7.4) Korollar:

Es seien R C A, ein Vertretersystem von A,/I,, welches zugleich ein (k-Rechts-)Unter-

vektorraum von K ist, sowie Elemente 7, € K* mit v(m,) = z fiir alle z € Z gegeben.

Fiir Elemente z,y € K* mit x + y # 0 und den jeweiligen eindeutigen Reihendarstellungen

r=3 mriundy =3 ms;bzgl. Rund (7.).cz sowie einem A € k* gelten:
(a) Das Element —x € K* besitzt die eindeutige Reihendarstellung

o = 3 m(-n)

bzgl. R und (7,).cz.

(b) Das Element = + y € K* besitzt die eindeutige Reihendarstellung
77 .
x+y = > m(ry+ sk) mit n:=vr+y) € Z

k=—o00

bzgl. R und (7,),cz.

'Wihlen wir eine beliebige Basis (a; + I,,)ier des Vektorraumes A, /I, und feste Vertreter b; € a; + I, einer
jeden Nebenklasse (i € I), so kénnen wir die lineare Abbildung ¢ : A,/I, — A, mit dem Existenz- und
Eindeutigkeitssatz fiir lineare Abbildungen gerade durch ¢(a;+1,) := b; definieren, sodass nach Konstruktion
sofort m(p(a; + I,)) = a; + I, fiir alle ¢ € I gilt; diese Argumentation ist im allgemeineren Kontext der freien
abelschen Gruppen bei HATCHER [13, S.148] zu finden.
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Beweis: Zu (a): Zunichst sind in dieser Situation v(—z) = v sowie —r; € R fiir i < v
und —r, # 0 jeweils klar.! Da fiir alle k < v weiter

o(-) - gm(—ri)) = o((-a) - ; (- @) = v((-2) +i:ikm)

— v( —(z—-X 7TZ-7”Z-)) (112) v(x - > 7TZ'7"Z')
i=k 1=k

gilt und (a: - > Wiri)k -, eine Nullfolge ist, ist —z somit der Grenzwert dieser Reihe.

Zu (b): Zunichst sind in dieser Situation v(z+y) = nund ri+s; € R fiir k < n jeweils klar.?
Da das Element —y € K* nach (a) die eindeutige Reihendarstellung —y = >>/_  m;(—s;)
besitzt und nach Voraussetzung = # —y gilt, ist weiter
111, 7.2,b
n = v(r+y) Ly v(z = (—y)) (72 max{ k €Z | r,# —sp },
d.h. es sind 7, + s, # 0 sowie r,, + s, = 0 fiir alle n = n+1, ..., max{v, u}. Da fiir alle n <7
weiter

. max{u w
v((x+y)— Zwk(rk—i—sk)) = v<x+y k(m—l—%))
k=n k n
max{u wh
= v( T +y) (mrre + Wksk)>
max{l/ u} max{v,u}
= v( 7Tk7‘k) + (y— > Wksk)>
k=n
v u
- v((x - > 7Tk7"k) + (y -3 7Tk8k)>
k=n k=n
v 7
< max{ v(a: -3 7Tk7‘k>, v(y -3 7Tk8k> }
k=n k=n
gilt und (z—3"_, ﬂkrk)n -, sowie (y—> 4, Thsk) -, jeweils Nullfolgen sind, ist = +y somit

der Grenzwert dieser Reihe.
]

Wir kénnen uns daher nun der bereits angekiindigten Darstellung vollstdndiger, diskret
uniform bewerteter Quasikorper (K, +, -, v), deren uniforme Bewertung v eine triviale Ein-
schrankung auf den Primkorper k von K besitzt, als v-Ableitungen eines kommutativen
Laurentreihenkorpers® zuwenden:

Denn es sind v(—x) = v(x) nach (1.12,c), R als Vektorraum unter additiver Inversenbildung abgeschlossen
und nach Voraussetzung r, # 0.

2Denn 7 ist gerade so definiert worden und R ist als Vektorraum additiv abgeschlossen.

3Hiermit meinen wir den kommutativen Kérper der formalen Potenzreihen auf Z iiber einem kommutativen
Korper L, welchen wir mit L((t)) := L((Z)) bezeichnen - erneut betrachten wir hierbei formale Potenzreihen
mit anti-wohlgeordnetem Trager, damit die Grad-Bewertung § eine Bewertung in unserem Sinne ergibt, vgl.
(1.13,¢).
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(7.5) Theorem:

Es seien (K, +,-,v) ein vollstdndiger, diskret uniform bewerteter Quasikorper, k sein Prim-
korper und die Einschrankung v|, trivial. Dann gibt es einen kommutativen Korper L und
eine J-treue Ableitung ® auf dem Laurentreihenkorper L((¢)) derart, dass K und L((t))® als
uniform bewertete Quasikorper isomorph sind.

Beweis:  Setze L := A,/I,; nach Timm [47, Satz 2| gibt es dann eine binére, innere
Verkniipfung ® auf L, mit der (L,+,®) einen kommutativen Kérper bildet.! Setzen wir
diese Verkniipfungen in gewohnter Weise zu Verkniipfungen 4+ und ® auf dem Laurentrei-
henkdrper L((t)) fort, so bildet (L((t)), +,®,d) zusammen mit der Grad-Bewertung § einen
bewerteten kommutativen Korper.

Nach (7.3,b) gibt es in dieser Situation ein Vertretersystsem R C A, von A,/I,, welches zu-
gleich ein (k-Rechts-)Untervektorraum von K ist; wéhle weiter beliebige Elemente 7, € K*
mit v(rm,) = z fiir alle z € Z.? Betrachte nun die Abbildung

doven(ry 1) fir O£ x=37"  mr

K L

@ — L((1)), =z = . b 0=
wobei x = Y7 mr; stets die eindeutige Reihendarstellung des Elementes © € K* bzgl. R
und (7,),ez aus (7.2,a) bezeichne.?
Fiir die Behauptung geniigt es nun zu zeigen, dass diese Abbildung ¢ ein Gruppen-Isomor-
phismus von (K, +) auf (L((t)), +) mit v = §o ist: Denn iibertragen wir in dieser Situation
die Quasikorper-Multiplikation - mittels der bijektiven Abbildung ¢ in gewohnter Weise von
K auf L((t)), so sind (L((t)),+,-,6) und (K,+,-,v) als uniform bewertete Quasikérper
isomorph und die Behauptung folgt bereits aus (6.5).

- v=400¢p: Nach Konstruktion ist 6(¢(0)) = —oo = v(0); und ist ein x € K* mit
eindeutiger Reihendarstellung x = > m;r; gegeben, so gilt ebenso

1=—00

d(p(x)) = 5(2(7’7—{—[”)157) = max{y€Z | ry+ L, #1,}

YEZ
:max{’yGZ‘rv#O} = v = v(x).
Somit ist bereits v = d o ¢ gezeigt.

- @ ist additiv: Es seien x,y € K gegeben. Ist 0 € {z,y}, so folgt aus der Konstruktion
direkt p(x+y) = () +¢(y); im Folgenden seien daher z,y € K* mit den eindeutigen

Reihendarstellungen = = » 37 mr; sowie y =375 7;s;.
Ist x +y = 0, so besitzt das Element y = —z € K* nach (7.4,a) die eindeutige
Reihendarstellung y = —z =Y, m;(—r;) und es folgt

!Genauer folgt dies aus der dortigen Implikation A10 = A6.
?Diese existieren, da v surjektiv ist.

3Diese Konstruktion ist offenbar wohldefiniert, da fiir alle x € K* der Triger von ¢(x) wegen r; = 0 fiir
1 > v(x) stets in Z nach oben beschrénkt und daher anti-wohlgeordnet ist.
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@)+ o) = (S +1)0) + (S ((=r) + L)1)

= ZGjZ ((r7 + 1)+ ((=ry) + Iv))t”’
= ZGIZL,W = 0 = ¢0) = wl@+ty).

Ist dagegen = + y # 0, so besitzt das Element x 4+ y € K* nach (7.4,b) die eindeutige
Rethendarstellung « +y = > mp(rp + s,) mit n == v(z +y) € Z und es gilt
rn+ s, =0 fiir n =n+1,..., max{v, u}. Somit folgt ebenfalls

o)+ o) = (S + 1)) + (S + 1))

= S (v + 1)+ s+ 1)0
= D (hts)+ L) = ploty).

Somit gilt insgesamt p(x +y) = ¢(z) + ¢(y) fiir alle z,y € K.

-  ist injektiv: Da ¢ ein Gruppen-Homomorphismus ist, geniigt es fiir die Injektivitét
von ¢ noch Kern(p) = {0} zu zeigen; sei hierfiir ein x € Kern(y) gegeben. Es folgt mit
dem oben Bewiesenen

d.h. es muss x = 0 gelten.

- @ ist surjektiv: Offenbar besitzt das Nullelement 0 € L((¢)) nach Konstruktion das
Urbild 0 € K unter der Abbildung ¢. Ist dagegen ein Element >, (a,+1,)t" € L((t))"
mit 6( Zyez(av‘k—]v)ﬂ) =: v € Z gegeben, so konnen wir fiir jedes v € Z den Vertreter
r, € R der Nebenklasse a., + I, wihlen; wegen 4 ( > enlay + L)) =vund 0 € R gilt
hierbei ., = 0 fiir alle v > v; und wegen r, + I, # I, ist weiter r, # 0.

Da K vollsténdig ist, besitzt die Reihe ). m;r; nach (7.2,c) einen Grenzwert z € K;
wegen 1, # 0 ist hierbei sogar € K* mit v(z) = v. Somit ist z = >, mr; bereits
die eindeutige Reihendarstellung von x und es folgt

o) = S+ L)Y = Y (a,+ L)t .

YEZ YEZ

Insgesamt folgt die Behauptung somit aus (6.5).

Mit Verzicht auf die Vollstéandigkeit erhalten wir hiermit fiir beliebige diskret uniform bewer-
tete Quasikorper, deren uniforme Bewertung eine triviale Einschrénkung auf den Primkorper
besitzt, auch:
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(7.6) Korollar:

(a) Es gibt einen kommutativen Korper L und eine d-treue Ableitung ® auf dem Laurent-
reihenkorper L((t)), sodass K als uniform bewerteter Quasikorper in L((¢))® einbettbar
ist.

(b) Ist (K, +,-,v) und vollstindig und ist zusétzlich (K, .7,) lokalkompakt, so gibt es eine
Primzahlpotenz ¢ und eine é-treue Ableitung ¢ auf dem Laurentreihenkorper F,((¢)),
sodass K und F,((¢))® als uniform bewertete Quasikdrper isomorph sind.

Beweis: Zu (a): Nach (7.1,d) gibt es in dieser Situation einen vollstandigen, diskret uni-
form bewerteten Quasikorper? (f( ,+,%,0),in den K als uniform bewerteter Quasikérper ein-
bettbar ist. Da K nach (7.5) zu einer 0-Ableitung eines kommutativen Laurentreihenkorpers
isomorph ist, folgt somit bereits die Behauptung.

Zu (b): Nach (7.5) gibt es einen kommutativen Laurentreihenkérper L((t)) und eine J-
treue Ableitung ® auf diesem so, dass K und L((t))® als uniform bewertete Quasikérper
isomorph sind. Da dieser dann ebenfalls lokalkompakt ist, ist L((t)) ein lokaler Kérper und
nach Cassers [5, S.46] muss L daher endlich sein. Somit gibt es eine Primzahlpotenz ¢ mit
L = F, und die Behauptung ist gezeigt.

[

Eine Konstruktion von Beispielen

Als Abschluss dieser Arbeit mochten wir nun noch Beispiele fiir die d-treuen Ableitun-
gen ® auf einem kommutativen Laurentreihenkérper L((t)) aus (7.5) - und somit Beispiele
vollstéandiger, diskret uniform bewerteter Quasikérper, deren uniforme Bewertung eine tri-
viale Einschrankung auf den Primkorper besitzt - konstruieren.

(7.7) Lemma:

Es seien (K, +,-,v) ein diskret bewerteter Kérper und ein Element e € A,\ I, gegeben. Fiir
Abbildungen ¢ : K* — K und ¢ € End(K, +), welche die Eigenschaften

(i) Fiir alle z,y € K* mit  # y und v(z) < v(y) gilt v(p(z) — ¢(y)) < v(z —y) — v(y).
(ii) Fiir alle z € K gilt v(¢(z)) < v(x).
erfiillen, seien weiter die folgenden Abbildungen definiert:

ve: K¥ — K, © — p(x)—pe), sowie t.: K— K, z — xip(e)—ep(x) .

IBeachte, dass sich die zusétzlichen algebraischen Eigenschaften von K direkt auf K iibertragen und dieser
daher ebenfalls ein Quasikorper ist, vgl. SCHORNER [40, S.346].
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Dann gelten:

(a) (i) Esist ¢c(e) = 0.
(ii) Fiir alle 2 € K* gilt v(p.(z)) < 0.
(iii) Die Abbildung ¢, erfiillt ebenfalls die Eigenschaft (i), d.h. fir alle z,y € K* mit
z #y und v(z) < o(y) gilt v(pe(r) — @e(y)) < v(z —y) —v(y).
(iv) Fiir alle z,y € K* mit = # y gilt v(ze.(z) — yee(y)) < v(z —y).

)
(b) (i) Esist ¢.(e) =0.

(ii) Esist ¢, € End(K,+).
ii)

(iii) Die Abbildung . erfiillt ebenfalls die Eigenschaft (ii), d.h. fiir alle x € K gilt
v(ve(z)) < v(2).

Beweis: Zu (a): (i): Nach Konstruktion klar.

(ii): Es sei ein z € K* gegeben. Im Fall z = e folgt mit (a(i)) direkt v(p(z)) = —oc0 < 0;
es sei im Folgenden daher = # e. Ist v(z) < w(e) = 0, so gilt

v(goe(x)) = U(SO(JU)_SO@)) Q v(ix—e)—v(e) < max{v(x),v(e)} = 0;

und ist dagegen z(x) > v(e) = 0, so folgt mit dem Dominanzprinzip ebenso

o(0e@) = v(e() —ee)) "EV u(ple) — o) L vle—z)—v(z)

v(pe(z) — pe(y)) = v((@(ﬂﬁ) —¢(e)) — (e(y) — w(e)))

(iv): Esseien z,y € K* mit x # y gegeben, oBdA! sei dabei v(z) < v(y). Dann gilt

v(zge(z) —ype(y)) = v((:we(:v) —20c(y)) + (veey) — y%(.u)))
= v(x (pe(x) — @e(y)) + (x — y)%@))
< max{ o) + () = 0e(y), oz —y)+o(ecy) b

< max{ v(z)+u(r —y) —v(y), v(a:—y)} = v(zr—vy).

Vertausche mit (1.12,a) ansonsten die Rollen von x und y.
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Zu (b): (i): Nach Konstruktion klar.

(ii): Offenbar ist v, als Differenz der Endomorphismen’® idg1)(e) und ey wieder ein Endo-
morphismus von (K, +).

(iii): Fiir alle z € K gilt

v(¢e(x)) = v(mb(e)—e@b(x)) < max{ v(x)+v(¢(e)), v(e)+v(1/}(x)) }

(;1) v(z)+ove) = v(z).

(7.8) Satz:

Es seien (K, +,-,v) ein vollstandiger, diskret bewerteter Korper und k sein Primkorper.
Weiter seien ein Element e € A,\I, sowie Abbildungen ¢, ¢» wie in (7.7) gegeben; ebenso
seien die beiden Abbildungen ., 1. wie dort definiert. Dann wird durch

o: K — GLy(K), =z — &,
mit ¢,: K — K, y = ety + wo(x)(y) fir z € K*

eine v-treue Ableitung auf K definiert, d.h. durch

fir z,ye K

roy = ze 'y + 2. (v).(y)  fir 2 #0
0 fir =0

wird eine binére, innere Verkniipfung auf K definiert, mit der (K, +,¢,v) ebenfalls einen
vollstandigen, diskret uniform bewerteten Quasikorper bildet. Hierbei ist e das Einselement
von (K, +,9).

Beweis: Mit (6.3,a), (6.7) und (6.4) sind fiir die Behauptung nur die Axiome (VA0™),

(VA1), (VA2), (VA3) und (VA4™) fiir die Abbildung ® nachzuweisen.

Zu (VAO~): Esseiein o € K* gegeben. Zunichst ist die Abbildung @, additiv, da

D (y+2) = wel(y+2) + 10 (r)(y + 2)
(7'7£(ii)) xe_ly + xe Ttz + ZUSDe(fE)we(y) + x@e(fwwe(@
= (weTly @) w) + (v + zpe(2)0e(2))

= O.(y) + P.(2)

'Beachte, dass in (K, +,-) sowohl das links- als auch das rechtsseitige Distributivgesetz gelten.
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fiir alle y, z € K gilt. Fiir den Nachweis der Surjektivitiat von @, sei nun ein z € K gegeben;
betrachte die Abbildung

0: K— K, y = ez — ep(x)e(y) .

Diese Abbildung p ist eine Kontraktion des ultrametrischen Raumes (K, d,), denn fiir alle
a,b € K mit a # b gilt

v(e@) - o) = v((ez—we vela)) = (e = ege(e)ye(0)))
(

= vfepe(x we(“))>
TT2O (et b—a>)
— v(e) + v(pe()) + v(te(b—a))
(TP gy B2 gy

Nach (7.1,c) und dem Fizpunktsatz von Priess-CrRamPE [35, Satz 1, Satz 3] existiert somit
ein (eindeutiger) Fixpunkt von o, d.h. ein Element y, € K mit

ez — epe(T)e(vo) = ovo) = Yo,
dh. oy + epe(@)e(vo) = ez,
also  Du(y) = ey + @ela)ely) = 2.

Somit ist yy ein Urbild von z unter ®, und die Abbildung ®, insgesamt surjektiv.

Zu (VA1l): Es seien x,y € K* gegeben. Wegen

(7.7,a(ii),b(iii))

v(e(@)0e(y) = v(pe(z)) + v(e(y)) < v(y) = wv(e'y)

folgt mit dem Dominanzprinzip direkt

_ (1.12,¢) N
v(@(y) = v(eTly + we@)ely) = wleTly) = u(y)
Zu (VA2): Fiir alle z € K* gelten
D.le) = e e + p(x)e(e) (TTRE)
sowie d.(z) = e 'z + p.(e)e(z) 7720 -1y

Zu (VA3): Es sei ein x € K* gegeben. Fiir den Nachweis der Surjektivitdt von g, sei ein
z € K* gegeben; betrachte die Abbildung

e — ypo(y)e(v)r~le  falls y #0

oc: K— K, y =
zrle falls y =0
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Diese Abbildung o ist eine Kontraktion des ultrametrischen Raumes (K, d,), denn fiir alle
a,b € K* mit a # b gilt zunéchst

v(o(a) — (b)) - v((zx*e—agpe(a)zpe(x)x*le) - (zx*e—b@e(bme(x)x*le))
= v ((bwe(b) - awe(a))@be(x)x_le)
= v (bpe(b) — ape(a)) + v(te(z)) — v(z) + vle)
TP b= a) M2 (e —b)

und fiir den ausstehenden Fall a,b € K mit a # b und 0 € {a, b} geniigt es o0BdA' a = 0 und
b € K* zu betrachte - hier folgt ebenso

v(o(a) — o (b)) - v(zx*e - (m*e—bgpe(b)we(;ﬁ)fle))
= v(bpe(D)ppe(x)z"e)
= v(b) 4+ v(pe(h) + v(ve(z)) — v(z) + v(e)
TP L) MY p(b) = w(a—b) .

Nach (7.1,c) und dem Fizpunktsatz von Priess-CramPE [35, Satz 1, Satz 3| existiert somit ein
(eindeutiger) Fixpunkt von o; wegen o(0) = zx~'e # 0 kann 0 hierbei nicht dieser Fixpunkt
sein. Es gibt somit ein Element yy € K* mit

e — yope(Yo)te(z)z e = o(y) = wo .
d.h. Yo + Yope(yo)e(r)z™le = zzTle,
also  0:(%0) = YPy(z) = yoe T + Yope(yo)ve(r) = z.

Somit ist yy ein Urbild von z unter g, und die Abbildung o, insgesamt surjektiv.

Zu (VA47): Esseien 2,y € K* mit x # y und v(z) = v(y) gegeben. Fiir den Nachweis der
Surjektivitdt von 7, , sei ein w € K gegeben; betrachte die Abbildung

ToK— K, oz oem—y)w — elr—y) (ve(n) — ype(y))ve() -
Diese Abbildung 7 ist eine Kontraktion des ultrametrischen Raumes (K, d,), denn fiir alle
a,b € K mit a # b gilt

o(r@ =) = v((elo -y w— ez —y) " (@) — yoey))vi(@)

— (ele =) w = e(w — ) (wpele) — yeel)) )
v(ele = o) (wpele) = yeo) velb - a))

= w(e) = v(@—y) + v(re(r) —ype(y)) + v(e(b—a))
(770(0)b6) 12y

v(b—a)

Wertausche mit (1.12,a) ansonsten die Rollen von a und b.

(7.7,b(if))

140



Eine Konstruktion von Beispielen

Nach (7.1,c) und dem Fizpunktsatz von Priess-CrampPE [35, Satz 1, Satz 3] existiert somit
ein (eindeutiger) Fixpunkt von 7, d.h. ein Element zy € K mit

el —y)lw — elr—y) " (2pe(r) —ype(y))Ye(0) = T(20) = 20,
dh. oz + el —y) T (@pe(n) = ype(v))Ye(z0) = elz —y) w,
also  muu(20) = 2Pu(20) — yPy(20)

= (‘Teilz(] + 90%(@%(20)) - (yeilz(] + y%(y)we(zo))
= (x—y)e_lzo + ({L‘QDE(ZE) —y@e(y))¢e(zo) = w.

Somit ist 2y ein Urbild von w unter 7., und die Abbildung 7, , insgesamt surjektiv.
Weiter gilt fiir alle x,y, 2 € K* mit x # y und v(z) = v(y) aufgrund von

o((@ee@) —ype) (=) = v(aed@) —yey) + v(wel=)
(7.7,a(vi), b(iii))
< v(z—y) + v(z) = v((z—y)e'z)

mit Hilfe des Dominanzprinzipes schlieflich

v(may(2)) = v((:v —y)e 'z + (zpe() —y@e(y))l/}e(z))

29y —y)ez) = w(e—y) + o).

(7.9) Beispiel:

Es seien L ein Kérper und (L((t)),+,-,0) der Laurentreihenkorper iiber L.
(a) Sind Elemente 7, € I fiir z € Z mit 75 := 0 gegeben, so erfiillt die Abbildung
PO L) — L), e T

die Eigenschaft (i) aus (7.7); denn fir alle z,y € L((¢))* mit x # y und 0(x) < (y)
gilt zunéchst mit dem Dominanzprinzip

07 (@) =D y) = 0T — o) < max{(7sw)s (7)) }
<0 = 5y)—dy) "B s@—y) W) ;
und fiir alle 7,y € L((¢))* mit = # y und §(z) = 8(y) ist ebenso
07 (@) =D W) = (nsw —Tsw) = —o0 < Sz —y) =)

Fiir alle e € A5\ s gilt wegen 75y = 7o = 0 hierbei stets gpff) = (1),
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(b)

Sind r, s € Ny mit r # 0 gegeben, so erfiillt die Abbildung

s—1 .
(p(r,s) . L((t))* SN L((t)) T Z :ILyt'y — <$ _ Z $6(x)7it6(x)—z>t—5(x)—r :
YEZ 1=0

die Eigenschaft (i) aus (7.7); denn fiir alle z,y € L((t))* mit x # y und d(x) < d(y)
gilt zunéchst mit dem Dominanzprinzip

3" (@) =" (y)) < max{5(e" (@), 6(¢" ()} < —r—s

(1.12¢)

<0 = 8y -0y = Sxz—y) —dy);

und fiir alle v = 3° 2.7, y =3 ,y,t7 € L((¢))" mit x # y und §(z) = (y) ist
ebenso

(" (@) = 9™ (y))

< max{ vz —9) . o Sleses - w0 07) b bw) —

"y o) —r < sa—y)—o()

Im Fall s # 0 gilt fiir alle e € A\ Is, deren Triger eine Teilmenge des Intervalls [1—s, 0]

ist, wegen ¢(*)(e) = 0 hierbei stets @ér’s) = ("),

Ist ein m € Z gegeben, so erfiillt die Abbildung

WO L) — L), Lt = aut™

die Eigenschaft (ii) aus (7.7); denn sie ist als Projektion von L((t)) auf den Untervek-
torraum Lt™ offenbar additiv und fiir alle x = 3", 2,17 € L((¢)) gilt

(m) _ m = - falls d(z) <m <

O (@)) O(zmt™) { < m falls d(z) >m < ) -

Im Fall m = 0 und e = 1 gilt hierbei stets ¢\” = id () — »©.

Sind Elemente 7, € I5 fiir z € Z mit 7y := 0, ein m € Z sowie ein weiteres Element

e=> et € As\I; gegeben, so bildet (L((t)),+,©,0) mit

-t o) (Yemt™ — ey, t™ fall 0
roy = { re 'y + ng()(ye ey ) alls = #

0 falls =0

fir o =), @it’, y = e ut" € L((t)) nach (a), (c) und (7.8) einen vollstéandigen,
diskret bewerteten Quasikorper mit Einselement e.
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(e) Sind r,s € N, ein m € Z sowie ein Element e =}, et € As\Is gegeben, so
bildet (L((t)),+,,d) mit

roy = re ly + aU(:L’ — Zf;& x(;(x),it‘s(’”)_i) t=0@)=r (yemtm - eymtm) falls © # 0
0 falls x = 0

fiir o =Y, wit’, y = e, uit" € L((t)) nach (b), (c) und (7.8) einen vollstdndigen,
diskret bewerteten Quasikorper mit Einselement e.

(7.10) Beispiel und Bemerkung:

Es seien L ein Korper und (L((t)),+,-,d) der Laurentreihenkérper iiber L.
(a) Setzen wir in (7.9,e) explizit r = s =1, m = 0 und e = 1, so bildet (L((t)), +,9, 5) mit

oy = xy + :U(a: — x(;(x)t‘;(m))t_‘s(’”)_l(y — %) falls © #0
v 0 falls =0

fir ,y € L((t)) einen vollstandigen, diskret uniform bewerten Quasikoérper mit Eins-
element 1. In diesem Fall gelten:

- Esist ®; =idy(4)) nach Konstruktion und weiter
O (1+t™H = 14+t 43 £ 14+t = o1+t

d.h. unabhéngig vom Korper L gilt stets ®; # ®q,,-1. Somit erfiillt die Konstruk-
tion aus (7.8) im Allgemeinen nicht die Bedingung (*) aus (6.8).

- Zunéchst ist
I+t Ho(l+t™H = 1+t HP e (1+tY) = A+t HA+t+177)
= 14+2t 4t 24t 3471
woraus sich nach kurzer Rechnung weiter
T4+t o (T+tTHo@+th)

= 1+3t 3t P+ 4t 45t 43t 42 T
sowie (A+tHo@+t)) o1+t

= 143t 3t 2+ At B T 6t 6t O 6t T 43t 2 10
ergeben, d.h. unabhéngig vom Korper L gilt stets

T4+t o (L+tHo@+t™h) # (A+tHo(@+t"))o(l+t7).

Somit ist die Multiplikation der Konstruktion aus (7.8) im Allgemeinen weder
kommutativ, potenzassoziativ, alternativ oder assoziativ.
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- Schliellich gelten auch

I+t ot = (L4t + (L4t = t+1+t+t72

sowie  lot + t7'ot =t 4+ (7't+0) = t+1,

d.h. unabhiingig vom Korper L gilt stets (1+¢7')ot # 1ot 4+t~ ot. Somit erfiillt
die Konstruktion aus (7.8) im Allgemeinen nicht das rechtsseitige Distributiv-
gesetz.

Insgesamt liefert die Konstruktion aus (7.8) daher fiir jeden Korper L im Allgemeinen
einen (in allen Belangen) echten, vollstindigen, diskret bewerteten Quasikorper.

(b) Setzen wir in (7.9,d) explizit
T, = (1+t1)? —1 € Iy fir meZ!®

sowie m = 0 und e = 1, so bildet (L((t)),+,,d) mit
zy + z((1+¢71°@ — 1) (y — yo) falls o # 0

Toy
0 falls x =0

fir x,y € L((t)) einen vollsténdigen, diskret uniform bewerten Quasikorper mit Eins-
element 1. Offenbar gilt in diesem Fall &, = &, fiir alle z,y € L((¢)) mit 6(z) = d(y).
Da fiir alle z,y € L((t)) somit

D.(y) = y + ((14'7571)5(1)—1)(34—,@0) = yo + L+t (y —yp)

gilt, entspricht diese spezielle Konstruktion gerade dem expliziten Beispiel von KaLHOFF
22, S.222],% welches somit unter das Konstruktionsverfahren aus (7.8) fillt.

Es ist an dieser Stelle noch anzufiihren, dass nicht bekannt ist, ob das Konstruktionsverfah-
ren aus (7.8) bereits alle J-treuen Ableitungen auf einem Laurentreihenkorper - und somit
alle uniform bewerteten Quasikorper-Multiplikationen auf diesem, welche multiplikativ bzgl.
der Grad-Bewertung sind - liefert, d.h. ob es eine d-treue Ableitung auf einem Laurentrei-
henkorper gibt, welche nicht die Gestalt aus (7.8) besitzt.

Wir mochten nun die Arbeit mit einer Bemerkung iiber die Giiltigkeit zusétzlicher alge-
braischer Eigenschaften der Konstruktion aus (7.8) abschliefen, welche wir aber aufgrund
des Umfanges sowie der Elementaritét der Rechnungen an dieser Stelle ohne Beweis angeben.
Die folgenden Aussagen konnen daher eher als Behauptungen verstanden werden.

'Beachte, dass (1 +¢~1)* fiir alle 2 € Z den Grad 0 sowie den Leitkoeffizienten 1 besitzt.

2Beachte, dass die Laurentreihen dort bzgl. der dualen Anordnung auf Z, d.h. mit ¢ € I,,, konstruiert worden
sind.
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(7.11) Bemerkung (ohne Beweis):

Es sei (K, +,-,v) ein vollstandiger, diskret bewerteter Korper. Weiter seien ein Element
e € A,\I, sowie Abbildungen ¢, ¥ wie (7.7) gegeben; mittels dieser sei wie (7.8) eine binére,
innere Verkniipfung ¢ auf K definiert, mit der (K, +,¢,v) einen vollstandigen, diskret uni-
form bewerteten Quasikorper mit Einselement e bildet. Dann gelten:

(a)

(b)

Ist ¢ konstant oder gilt ¥ € e lidg A, so ist K?® ein Koérper. In diesem Fall ist K®
genau dann kommutativ, wenn K es ist.

Ist ¢ ¢ e tidg A, so erfiillt K® genau dann das rechtsseitige Distributivgesetz, wenn
die Abbildung

zp(x) fir x#0

v:. K — K, T
0 fir =0

additiv ist. In diesem Fall muss notwendigerweise ¢(—x) = ¢(x) fiir alle z € K* gelten.

Der Quasikorper K® erfiillt genau dann das rechtsseitige Distributivgesetz, wenn
Y € e tdg A, gilt oder die Abbildung ¥ aus (b) additiv ist.

Ist K® kommutativ, so gilt ¢ € e~lidg A, oder die Abbildung ¥ aus (b) ist additiv.

Sind K nicht kommutativ und die Abbildung ¥ aus (b) nicht additiv, so ist K® nicht
kommutativ.

Die Menge

N = {ezEK ‘ Y(yz) = P(y)z + e 'y(zp(e) — ¥(e)z) fiir alle yEK}

ist ein Unterkorper des Kernes von K?. Ist die Abbildung ¥ aus (b) nicht additiv, so
gilt hierbei sogar Gleichheit.

Das Radikal von K? erfiillt R(K®) C e + I.
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