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Was sagen uns querschnittliche Stufenmodelle uber
konzeptuelle Entwicklung? Eine Kritische Diskussion am
Beispiel des SchlieBens mit Implikationen

Mathematische Erkenntnisse logisch zwingend auf abgemachte Grundan-
nahmen und Vereinbarungen (Definitionen) zuriickzufiihren zeichnet mathe-
matische Erkenntnisgewinnung und -sicherung aus. Die wesentlichen logi-
schen Grundstrukturen umfassen dabei typischerweise Aussagen und die sie
strukturierenden Junktoren (z. B. wenn..., dann...; und; oder; nicht) sowie
quantifizierende Aussagenteile (Es gibt...; Fiir alle...). Implikationen (z. B.
"Wenn es regnet, dann ist die Strale nass.") treten dabei in vielfdltiger Form
in mathematischen Sétzen und bei der Formulierung mathematischer Eigen-
schaften auf. Wir folgen der Interpretation einer Implikation "wenn p, dann
q", die p als hinreichende, aber nicht zwingend notwendige Bedingung fiir q
ansieht (Evans & Over, 2004). Damit sind mit einer Implikation je nach wei-
terer Voraussetzung zwei definitive Schlussweisen moglich: Der Modus
Ponens (MP: Aus "p" und "wenn p, dann q" wird "q" geschlossen) und Mo-
dus Tollens (MT: Aus "nicht q" und "wenn p, dann q" wird "nicht p" ge-
schlossen). In zwei weiteren Situationen sind keine definitiven Schliisse
moglich (Denial of the Antecedent, DA mit Voraussetzung "nicht p" und
Affirmation of the Consequent, AC mit Voraussetzung "q").

Theoretischer Rahmen

Aus psychologischer Sicht wurden - neben anderen Theorieansédtzen - vor
allem mentale Modelltheorien genutzt, um Fahigkeiten und Strategien beim
logischen SchlieBen mit Implikationen zu beschreiben (Johnson-Laird & By-
rne, 2002). Sie gehen davon aus, dass beim Schliefen mentale Modelle ge-
neriert und analysiert werden, die Mdglichkeiten beschreiben, die die Vo-
raussetzung noch zuldsst. Wenn alle diese Modelle eine gemeinsame Mog-
lichkeit enthalten, kann auf diese Moglichkeit geschlossen werden. Offenbar
fiihrt logisches SchlieBen nach dieser Theorie nur dann im Allgemeinen zu
sicher korrekten Ergebnissen, wenn alle moéglichen Modelle zu einer Impli-
kation (p und q; nicht-p und nicht-q; nicht-p und q) berticksichtigt werden.
Wihrend Schliisse nach dem Modus Ponens mit allein dem Modell "p und
q" moglich sind, erfordert der Modus Tollens das Modell "nicht-p und nicht-
q". Um fehlerhafte Schliisse bei AC und DA zu vermeiden, miissen Modelle
vom Typ "nicht-p und q" (sog. Alternativen) beriicksichtigt werden. In der
Tat zeigen empirische Studien, dass Lernende, die solche Alternativen gene-
rieren konnen, in Alltagskontexten weniger fehlerhafte AC und DA Schliisse
ziehen - jedoch auch weniger korrekte MT Schliisse (Datsogianni & Ufer,
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2020). Janveau-Brennan und Markovits (1999) schlagen ein Entwicklungs-
modell fiir logisches SchlieBen mit Implikationen in Alltagskontexten (z. B.
"Wenn das Glas herunterfillt, dann zerbricht es") vor, nach dem in einer ers-
ten Phase eine Interpretation von Implikationen als Konjunktion (nur "p und
q") genutzt wird, danach als Aquivalenz ("p und q" und "nicht-p und nicht-
q") und dann erst die normativ korrekte Interpretation (alle drei Modelle).

Aus mathematikdidaktischer Sicht werden weniger die klassischen Schluss-
formen diskutiert, sondern die Unterscheidung zwischen einer Implikation
und ihrer Umkehrung (z. B. Kiichemann & Hoyles, 2002) bzw. die Aquiva-
lenz von Implikation (wenn p, dann q) und ihrer Kontraposition (wenn nicht-
g, dann nicht-p). Vor allem Ersteres wird unter der "Unterscheidung von Satz
und Kehrsatz" auch beispielsweise in gymnasialen Schulcurricula hdufig als
Ziel gesetzt. Wahrend in der psychologischen Literatur regelmifBig frithe
Kompetenzen zum logischen Schlieflen in Alltagskontexten bereits bei Kin-
dern im Grundschulalter berichtet werden (v. a. MP, z. T. MT; Markovits,
2017), werden in der mathematikdidaktischen Literatur noch im Erwachse-
nenalter substanzielle Schwierigkeiten beim normativ korrekten Umgang
mit Implikationen beschrieben (Attridge & Inglis, 2013; Kiichemann &
Hoyles, 2002). Datsogianni et al. (2020) berichten Unterschiede in den Fa-
higkeiten zum logischen Schlieen mit Implikationen zwischen Alltagskon-
texten und Situationen, die mathematische Strukturen enthalten.

Die Entwicklung logischen SchlieBens mit Implikationen nach dem Modell
von Janveau-Brennan und Markovits (1999) spiegelt nicht nur eine Erweite-
rung oder Ausdifferenzierung des Wissens zu Implikationen wider, sondern
geht damit einher, dass die vorherigen Schlussweisen neu bewertet und ins-
besondere falsche, nicht-definitive Schlussweisen als solche erkannt werden
miissen. Insofern konnen diese Lernprozesse als Conceptual Change im
Sinne von Vosniadou und Verschaffel (2004) verstanden werden. Es liegt
jedoch wenig Evidenz zum logischen Schlieen vor, die sowohl die klassi-
schen Schlussformen als auch den Abgleich von Implikation mit anderen
Aussagen (z. B. ithrer Umkehrung) betrifft. Stufenmodelle konnen hier einen
ersten Einblick darin liefern, wie sich der Kontext (Alltagsphdnomene vs.
mathematische Strukturen) und die konkrete Anforderung im Umgang mit
Implikationen, wie z.B. das Vorkommen negierter Aussagenteile, auf die
Leistung beim Schliefen mit Implikationen auswirken.

Ziel und Studie

Der vorliegende Beitrag présentiert erste Ergebnisse eines solchen Stufen-
modells und diskutiert, inwiefern dieses erste Hinweise auf die Konzeptent-
wicklung und insbesondere den Konzeptwechsel in Bezug auf das Schlie3en
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mit Implikationen liefert. Dazu wurden Bearbeitungen von N = 142 Studien-
anfanger:innen des Fachs Mathematik zu 41 Single-Choice Items zum logi-
schen Schlieen mit einem IRT-Modell analysiert (Rach et al., 2021).

Ergebnisse

Die Ergebnisse reproduzieren das Stufenmodell von Janveau-Brennan und
Markovits (1999) fiir die vier klassischen Schlussformen weitgehend und
konsistent iiber verschiedene Kontexte hinweg. Das Identifizieren zweier
Aussagen als dquivalent féllt auf niedrigere Stufen als z.B. eine Implikation
von beispielsweise der Kontraposition ithrer Umkehrung oder - noch schwie-
riger - ihrer Umkehrung zu unterscheiden. Die Itemschwierigkeiten fiir
nicht-dquivalente Implikationen waren iiber verschiedene Kontexte hinweg
jedoch dhnlich. Die Itemschwierigkeiten zum Abgleich einer Implikation
mit ihrer (dquivalenten) Kontraposition streuten dagegen iiber einen breiten
Schwierigkeitsbereich, in dem sowohl Items zum Modus Tollens als auch
schwierige Items zur Kontraposition der Umkehrung lagen.

Diskussion

Die Ergebnisse zeigen, dass komplexere Schlussformen wie der Vergleich
von zwei (dhnlich klingenden) Implikationen eine komplexere Anforderung
darstellen als klassische Schlussformen. Es ist theoretisch plausibel, dass ers-
teres nicht nur die Verfiigbarkeit konkreter Schlussweisen auf der hochsten
Stufe des Modells von Janveau-Brennan und Markovits (1999) erfordert
(insbesondere das Generieren von Alternativen), sondern besonders auch
Wissen iiber konzeptuelle Unterschiede in der Bedeutung der Implikations-
aussagen, die wiederum durch spezifische Strategien erschlossen werden
konnten, die die Unterschiedlichkeit von Aussagen (z. B. anhand eines Mo-
dells vom Typ "p und nicht-q") absichern. Beziiglich des Konzeptwechsels
steht hier insbesondere im Vordergrund, wie nicht nur konkrete Schlusswei-
sen erlernt, sondern beispielsweise der spezifische Unterschied zwischen ei-
ner Aussage und ihrer Umkehrung erkannt werden muss. Interessant ist hier,
dass es sich um eine Anforderung handelt, die in allen betrachteten Kontex-
ten in etwa gleich schwer war. Dies weist darauf hin, dass hier spezifische
Interventionen notwendig sind, um die beiden verwandten Aussagen vonei-
nander abzugrenzen. Gerade das explizite Generieren der unter einer Impli-
kation bzw. ihrer Umkehrung zugelassenen (bzw. eben nicht mehr zugelas-
senen) Moglichkeiten konnte hier zur Konzeptdifferenzierung beitragen.

Das Feststellen der Aquivalenz einer Implikation mit ihrer Kontraposition
scheint dagegen stark von den spezifischen Anforderungen der Aufgabe be-
einflusst zu sein. Die Ursache fiir diese Unterschiede kann das Stufenmodell
nicht offenlegen. Der Befund weist jedoch darauf hin, dass gerade hier nicht
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allgemeine, iibertragbare Schlussweisen genutzt werden, sondern moglich-
erweise auf inhaltliches Wissen zum jeweiligen Kontext (d.h. dem Inhalt der
Implikation) zuriickgegriffen wird. Beziiglich einer didaktischen Gestaltung
von Konzeptwechseln wire hier zu tiberlegen, wie allgemeine Schlusswei-
sen anhand der "einfacheren" Kontexte abgeleitet werden konnen und der
Transfer auf andere Kontexte gezielt angeregt werden kann. Eine grundle-
gende Einschrankung der Studie liegt in ithrer querschnittlichen Anlage, die
weitreichende Aussagen zur - in ihrer Natur ldngsschnittlichen - Frage des
Conceptual Change schwierig erscheinen ldsst. In einem geeigneten theore-
tischen Rahmen (hier der mentalen Modelltheorie) lassen sich jedoch durch-
aus Hypothesen zu wesentlichen Entwicklungsprozessen und auf deren Un-
terstiitzung abzielenden Instruktionsmafinahmen ableiten - die Grundlage fiir
langsschnittlich oder experimentell angelegte Studien sein konnen.
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