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Auf dem Weg zu Losungen: Problemlosen im Bereich der
Elementargeometrie

1. Motivation

Elementargeometrische Fragestellungen bieten eine hervorragende Gelegen-
heit, das Problemlosen zu lernen und zu iiben. Obwohl das Kennen und die
bewusste Anwendung ausgewaihlter heuristischer Verfahren fest in den
Lehrplanen der einzelnen Bundeslidnder verankert sind (z. B. Sichsisches
Staatsministerium flir Kultus 2021), haben viele Lernende Schwierigkeiten,
diese in konkreten Situationen anzuwenden. Solche Hindernisse treten in al-
len mathematischen Bereichen auf, am haufigsten jedoch in der Geometrie.
Berechnungsaufgaben kdnnen noch relativ einfach geldst werden, problema-
tisch wird es, wenn es um Begriindungen oder Beweise geht, die nicht immer
auf Anhieb erkennbar sind. Der vorliegende Beitrag zielt darauf ab, die bei
der Bearbeitung einer Wettbewerbsaufgabe gewonnenen diesbeziiglichen
Erfahrungen darzustellen.

2. Problemstellung

Ausgangspunkt der weiteren Untersuchungen bildet folgende Geometrieauf-
gabe des ungarischen Mathematikwettbewerbs "Léaszlo Kalmar" aus dem
Jahr 2008 (Juhész, 2013, S. 37):

Sei ABC ein beliebiges Dreieck und H dessen Hohenschnittpunkt so, dass
|CH| = |AB|. Bestimme das Mal} des Winkels ACB.

Diese Aufgabe wurde sowohl Schiiler*innen der 8. Klasse (20 Personen) als
auch angehenden Lehrkriften (18 Personen) gestellt. Unabhidngig von der
Altersstufe, haben alle Proband*innen ein spitzwinkliges Dreieck ABC be-
trachtet (siche Bild).
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Abb. 1: Aufgabe
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Fiinf Schiiler*innen und sieben Studierende konnten die Aufgabe richtig 16-
sen. Alle korrekten Losungen folgten demselben Ansatz, indem die Kongru-
enz der Dreiecke CB'H und BB'A (gemidl WSW oder SsW) festgestellt
wurde. Daraus ergab sich, dass BB'C ein gleichschenkliges und rechtwink-
liges Dreieck ist, wodurch der gesuchte Winkel 45 Grad betrégt.

Einige Proband*innen, die die Kongruenz nicht erkannt hatten, versuchten,
in den vorhandenen rechtwinkligen Dreiecken den Satz des Pythagoras an-
zuwenden, um bestimmte Seitenldngen zu berechnen und anschlieend mit-
tels Kosinussatzes den Winkel bei C zu bestimmen. Diese Versuche fiihrten
jedoch zu keinem Ergebnis, da die Berechnungen so kompliziert wurden,
dass sie nicht abgeschlossen werden konnten. Es sei darauf hingewiesen,
dass die Aufgabe auch ChatGPT vorgelegt wurde. Der zunéchst erfolglose
Ansatz dhnelte den Versuchen, den Satz des Pythagoras bzw. den Kosinus-
satz anzuwenden.

Ein leistungsstarker Schiiler bemerkte: "Ich kann die Aufgabe nicht 16sen,
aber ich kenne ein Dreieck, das die Voraussetzungen erfiillt: Es handelt sich
um das rechtwinklig-gleichschenklige Dreieck, bei dem der Winkel ACB 45
Grad betrégt. Ist das immer der Fall?"

Ausgehend von dem rechtwinklig-gleichschenkligen Dreieck gestaltete sich
der Ubergang von diesem Spezialfall zum allgemeinen Fall als recht lang-
wierig. Weder die Schiiler*innen noch die Studierenden konnten einen Zu-
sammenhang zwischen dem speziellen und dem allgemeinen Fall erkennen.
Sie untersuchten die beiden Félle (sieche Abb. 2) meist nach Gemeinsamkei-
ten, jedoch ohne Erfolg.
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Abb. 2: Verallgemeinerung

Die Frage nach dem Ubergang von einem Zustand in den anderen - im Sinne
des funktionalen Denkens (Schwank, 2003) - fiihrte jedoch zu folgenden Lo6-
sungsansatzen:
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Abb. 3: Mégliche Ubergiinge

Wenn der Punkt C beliebig auf dem Umkreis des rechtwinklig-gleichschenk-
ligen Dreiecks bewegt wird, ergibt sich ein weiteres Dreieck, bei der der
Winkel bei C 135 Grad betrédgt. Diese zweite Losung ldsst sich aus dem ur-
spriinglich als statisch betrachteten spitzwinkligen Dreieck nicht vermuten.

3. Fazit

Die Suche nach méglichen Ubergiingen vom speziellen zum allgemeinen
Fall konnte weder von den Schiiler*innen noch von den Studierenden allein
bewiltigt werden. Sie empfanden jedoch die gemeinsame Spurensuche mit
der Lehrkraft als spannend und konnten durch gezielte Zwischenfragen nach
dem nichstmoglichen Schritt flir die weitere Untersuchung immer wieder
motiviert werden. Die Schiiler*innen waren etwas mehr interessiert als die
Studierenden, was wahrscheinlich darauf zuriickzufiihren ist, dass die Idee
des Spezialfalls in der Gruppe der Schiiler*innen entstanden ist und sie daher
stiarker an einer Erkldrung interessiert waren. Es besteht nicht die Absicht,
diese von manchen als langwierig empfundene Herangehensweise als Me-
thode vorzuschreiben. Vielmehr sollen Moglichkeiten aufgezeigt werden,
wie die Ideen der Proband*innen aufgegriffen und gemeinsam mit thnen zu
einer Losung entwickelt werden konnen. Gleichzeitig bietet diese Vorge-
hensweise eine gute Gelegenheit zur Forderung des zuvor erwdhnten funkti-
onalen Denkens.

Die interessierte Leserschaft wird eingeladen, zu untersuchen, warum Abbil-
dung 4 einen "funktionalen" Beweis fiir die Euler-Gerade darstellt. (Duican,
1987, S. 124).
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"
Abb. 4: Euler-Gerade

Abbildung 5 zeigt eine IMO-Aufgabe aus dem Jahr 1975, einschlieBlich ei-

ner "funktionalen" Losung (Glaeser, 1986, S. 121). Gegeben sei das Dreieck

ABC. Die Dreiecke BPC, CQA und ARB werden gemal der links dargestell-

ten Zeichnung konstruiert. Es soll gezeigt werden, dass die Strecken QR und
PR gleich lang sind und orthogonal zueinander liegen.

Abb. 5: IMO-Aufgabe
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