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Transitionen zwischen Vektorobjekten in Schulbiichern

Vektoren werden im deutschen Mathematikunterricht in der Sekundarstufe
IT eingefiihrt, um anschliefend als Werkzeug fiir das Betreiben der analyti-
schen Geometrie zu dienen. Dafiir thematisieren die Schulbiicher iiblicher-
weise die Konzepte der 2-Tupel bzw. 3-Tupel, Verschiebungen und Pfeil-
klassen, jedoch in unterschiedlicher mathematischer Prizision. Eine zentrale
Herausforderung fiir Schiiler*innen ist der situationsbezogen addquate Um-
gang mit den genannten Konzepten, je nach Anforderung der Aufgabe. Da-
bei stellt sich die Frage, wie Schulbiicher im Einzelnen den Umgang mit den
Ubergiingen zwischen den Konzepten einfiihren, welche Praxis dazu in den
Aufgaben aus dem jeweiligen Schulbuch etabliert wird und wie diese beiden
Komponenten sich aufeinander beziehen. Das im Folgenden Vorgestellte ist
Teil einer Studie zur Analyse des Vektorkonzepts in mehreren deutschen
Schulbiichern.

Theoretischer Rahmen

Vektoren in der Schule lassen sich auf verschiedene Arten einfiihren, als
Verschiebungen (genauer Parallelverschiebungen), als Pfeilklassen oder als
n-Tupel. Wichtig fiir den Schulunterricht ist auch das Zusammenspiel zwi-
schen den verschiedenen Vektormodellen (Henn & Filler, 2015, S. 113). Fiir
die Verwendung von Vektoren in der analytischen Geometrie miissen Schii-
ler*innen mit Vektoren in Form von Tupeln rechnen, mit einem geometri-
schen Vektorbegriff umgehen und beides je nach Bedarf in die andere Form
iibertragen konnen.

Die Anthropologische Theorie der Didaktik, im Folgenden als ATD bezeich-
net, ist ein von Yves Chevallard begriindetes theoretisches Framework, das
sich aus diversen Bestandteilen zusammensetzt und zum Beispiel von
Rasmussen (2016) zusammengefasst wird. Fiir den Teil der hier vorgestell-
ten Studie sind davon Institutionen, Referenzmodelle und Praxeologien re-
levant. Als Institutionen im Sinne der ATD konnen u. a. verschiedene Per-
sonenkreise verstanden werden, zum Beispiel konkrete Schulklassen oder
auch Schiiler*innen im Allgemeinen. Referenzmodelle sollen dabei helfen,
die Perspektiven forschender Personen zu einem Thema explizit darzustel-
len, um zu vermeiden, dass diese Perspektiven implizit eine grof3e Rolle im
Verborgenen spielen. Das hilft zum Beispiel dabei, eine mathematische Kri-
tik am Lernmaterial entsprechend einzuordnen, wihrend dessen Umsetzung
aus der institutionellen Perspektive, fiir die es erstellt wurde, ganz andere
Anforderungen, nicht zuletzt die Einhaltung von Lehrplénen, erfiillen soll.
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Zuletzt sind Praxeologien ein Werkzeug zur strukturierten Betrachtung von
Lerngegenstinden. Auf der obersten Ebene wird hier zwischen der Praxis
und dem Logos unterschieden (vgl. Peters et al., 2018). Die Schulbiicher
werden unter dieser dualen Perspektive analysiert.

Forschungsfrage

Wir fokussieren in diesem Beitrag die folgende Forschungsfrage: Wie gehen
Schulbiicher mit den Ubergiingen zwischen den verschiedenen Vektorkon-
zepten in den gestellten Aufgaben um?

Methodisches Vorgehen

Im Rahmen der Studie wurde zunichst ein Referenzmodell erarbeitet, wel-
ches basierend auf Filler (2011), aber in deutlich erweiterter Form Vektoren
als Pfeilklassen, als Tupel und als Verschiebungen aufschliisselt sowie die
isometrisch-isomorphen Beziehungen zwischen diesen Arten von Vektoren.
Das Modell ist dabei ein Referenzrahmen fiir die zu Grunde liegende Mathe-
matik zur Einfiihrung von Vektoren und ausdriicklich kein Vorschlag fiir die
Auswahl von zu unterrichtendem Wissen iiber Vektoren in der Schule. Aus
der Perspektive der ATD werden dann zunidchst die Erklarungen aus den
Schulbiichern u.a. im Abgleich mit dem Referenzmodell analysiert,
wodurch das explizite zur Verfligung gestellte Logos (know why) zusammen
mit den angegebenen Techniken (know how) fiir die praktische Anwendung
in den Aufgaben der Schulbiicher rekonstruiert wird. AnschlieBend wird die
etablierte Praxis in den Schulbiichern durch eine ausfiihrliche Analyse der
Aufgaben rekonstruiert. In der Studie werden insgesamt 3 gingige Schulbii-
cher aus Deutschland und ein Schulbuch aus Osterreich untersucht. Mit die-
ser Analyse gelingt es, subtile Unterschiede in den Schulbiichern herauszu-
arbeiten, die flir Verstindnisschwierigkeiten auf Seiten der Schiiler*innen
verantwortlich sein konnten. Nachfolgend werden einige Ergebnisse aus der
Analyse bezogen auf die Einfithrung von Vektoren im Schulbuch ,,Elemente
der Mathematik* (Griesel et al., 2014) vorgestellt.

Ergebnisse

Grundsétzlich ist es fiir Schulbiicher wichtig im Zusammenhang mit Vekto-
ren Pfeile, Tupel und Verschiebungen in den Blick zu nehmen und wie die
Verbindungen zwischen ihnen eingefiihrt werden. Im Schulbuch ,,Elemente
der Mathematik* werden Vektoren als Verschiebungen im Raum motiviert
und anschlieflend als 3-Tupel definiert, die Verschiebungen darstellen. Ver-
schiebungen werden nach dieser Definition durch Vektoren beschrieben
bzw. gehdren zu einem Vektor, so der Sprachgebrauch im Schulbuch. Uber-
gdnge zwischen 3-Tupeln und Verschiebungen sind im Kontext des Schul-
buches also naheliegend, zu einer geometrisch gegebenen Verschiebung
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muss definitionsgemal} das passende 3-Tupel gefunden werden und umge-
kehrt.

Pfeile werden in dem Schulbuch als Objekte in einem Koordinatensystem
eingefiihrt, die insbesondere einen Anfangs- und Endpunkt haben. Die Cha-
rakterisierung von Pfeilen als Paar von Anfangs- und Endpunkt wurde auch
im Referenzmodell verwendet und eignet sich sogar zu einer koordinaten-
freien Etablierung von Pfeilklassen. Der Ubergang zwischen Pfeilen und
Tupeln verbindet Geometrie und Arithmetik durch die Betrachtung von
Punktkoordinaten. Fiir Pfeile wird erldutert, wie aus einem Paar von An-
fangs- und Endpunkt das zugehorige 3-Tupel, also der Vektor, berechnet
werden kann. Die Riickrichtung der Zuordnung wird nicht explizit erklért,
nur, dass es mehr als einen Pfeil gibt, der zu einem 3-Tupel gehort. Auf die
Eigenschaft, dass die Pfeile zu einem Tupel parallel zueinander, gleich ge-
richtet und gleich lang sein miissen, wird beispielhaft eingegangen, ohne ex-
plizit zu sagen, dass dies fiir alle Pfeile, die zu dem Tupel gehdren, gilt. Nur
in einer Aufgabe werden die Schiiler*innen anschlieBend aufgefordert, meh-
rere Pfeile zu zeichnen, die zu einem vorgegebenen Tupel gehoren. Anders-
herum miissen in den Aufgaben auch keine Pfeildarstellungen einem kon-
kreten Tupel zugeordnet werden. Der bekannten Identifikation von Vektoren
und Pfeilen auf Seiten der Schiiler*innen wird damit wenig vorgebeugt. Die
Moglichkeit, einem Vektor klar eine Menge von Pfeilen zuzuordnen, wird
nicht elaboriert, obwohl die Voraussetzungen fiir die Einfithrung dieses ,,na-
iven Pfeilklassenkonzepts (ohne Thematisierung von Aquivalenzrelatio-
nen) gegeben wiren und fiir Aufgabenlosungen niitzlich (problemorientierte
Wabhl eines geeigneten Pfeilreprisentanten fiir den Vektor).

Zuletzt ist der Ubergang zwischen Pfeilen und Verschiebungen zu betrach-
ten. Wird zu einer Verschiebung ein Punkt und sein Bildpunkt geometrisch
betrachtet, ldsst sich ein entsprechender Pfeil zwischen beiden Punkten
zeichnen, dessen Spitze am Bildpunkt anliegt. Im Schulbuch helfen Pfeile so
dabei, Verschiebungen geometrisch darzustellen. Umgekehrt konnen Pfeile
als Verschiebungspfeile gedeutet werden, woraus sich eine Verschiebung
ergibt. Im Schulbuch wird der Ubergang nicht in Form von Aufgaben geiibt.
Es wird also keine Praxis dazu etabliert.

Fazit und Diskussion

Es zeigt sich zusammenfassend, dass im analysierten Schulbuch ,,Elemente
der Mathematik® Verschiebungen sowohl eng mit Pfeilen als auch mit
Tupeln verbunden sind. Mit Pfeilen ist die Verbindung in beiden Richtungen
geometrisch anhand von Punktepaaren gegeben und fiir Schiiler*innen ent-
sprechend naheliegend. Tupel werden mit Verschiebungen ebenso iiber
Punktepaare verbunden, wobei dafiir die Koordinaten der Punkte betrachtet
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werden miissen. Selbiges gilt fiir die Verbindung von Tupeln und Pfeilen.
Bei der Verbindung von Tupeln mit der Geometrie bleibt es eine Schwierig-
keit fiir Schiiler*innen, dass sich bei der Betrachtung eines Tupels als Vektor
das Tupel aus allen zugehorigen Punktepaaren eindeutig berechnen lisst,
aber in der umgekehrten Richtung Punktepaare nur exemplarisch und nicht
eindeutig bestimmt werden konnen (solange nicht mindestens ein Punkt vor-
gegeben ist). Eine systematische Praxis zu den Ubergingen zwischen den
Objekten wird nicht etabliert, was zu Problemen fiihren kann, da diese spéter
im Sinne des flexiblen Umgehens mit den Objekten verwendet werden, als
wire eine isometrisch-isomorphe Beziehung etabliert worden, die dies recht-
fertigt.

Einerseits ist der rekonstruierte Umgang mit den Ubergingen von Vektoren
nicht das unterrichtete Wissen, da Schulbiicher fiir den Einsatz im Unterricht
gedacht sind und somit die wichtige Rolle der Lehrperson hinzukommt, die
sich mehr oder weniger stark am Schulbuch orientiert. Aus der vorliegenden
Analyse kann also noch nicht auf realen Unterricht geschlossen werden. An-
dererseits sind Schulbiicher wichtige Artefakte im Unterricht, auf die Schii-
ler*innen zum Nachschlagen und Lernen zuriickgreifen, und auch Lehrper-
sonen konnen sich fiir die Gestaltung ihres Unterrichts daran orientieren. Im
weiteren Verlauf der Studie wurden u. a. zusitzliche Schulbiicher analysiert,
sodass verschiedene Zuginge mit dem fachdidaktischen Problem der Ver-
bindung der verschiedenen Konzepte verglichen und kontrastiert werden
konnten. In den Analysen zu den weiteren Schulbiichern zeigt sich u. a., dass
vor allem der Umgang der Schulbiicher mit Pfeilklassen bzw. Pfeilen im Zu-
sammenhang von Vektoren von besonderer Bedeutung ist.
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