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Mathematische Muster verallgemeinern in der Grundschule

1. Uber mathematische Muster kKommunizieren

Die Ansicht, dass das Entdecken, Beschreiben und Begriinden (sowie auch
das Entwickeln, Weiterentwickeln und Nutzen) mathematischer Muster
und Strukturen ein fester Bestandteil eines jeden Mathematikunterrichts
sein sollte, hat sich in der Mathematikdidaktik bereits fest etabliert und in
zunehmendem Mafe auch Einzug in die Praxis des Mathematikunterrichts
gehalten. Auf der Grundlage eines Verstindnisses der Mathematik als die
Wissenschaft von den Mustern (Devlin 2003) ist die aktive Auseinander-
setzung mit Mustern ein zentrales Element des Unterrichts fiir alle Stufen
und Gebiete vom Kindergarten bis zur Hochschule geworden (Wittmann
& Miiller 2008).

Wenn Lernende im Unterricht {iber ihre entdeckten oder auch selbst entwi-
ckelten Muster sprechen mochten, so stehen sie vor der Anforderung, {liber
etwas sehr mathematikspezifisches zu kommunizieren — iiber Regelmafig-
keiten, Strukturen und Beziehungen, die einen allgemeinen Charakter be-
sitzen, der liber die gegebenen oder sichtbaren Objekte hinausgeht (Stein-
bring 2005). Fiir diese anspruchsvolle Aufgabe stehen Mathematikerinnen
und Mathematikern algebraische Ausdriicke wie Variablen, Terme oder
Gleichungen zur Verfiigung, mit deren Hilfe sie die Sachverhalte auf all-
gemeiner Ebene erforschen und auch darstellen konnen (Malle 1993). Da
Grundschulkinder jedoch noch keine Kenntnisse von Variablen besitzen,
um mathematische Muster zu beschreiben, stehen sie vor der schwierigen
Anforderung, mit den ihnen verfiigbaren Mitteln das Allgemeine im Be-
sonderen beschreiben zu miissen (Steinbring 2005). Diese Tatigkeit des
Verallgemeinerns mathematischer Muster durchzieht als grundlegende Ta-
tigkeit den gesamten Mathematikunterricht, in dessen Zentrum die Be-
schiftigung mit Mustern und Strukturen steht.

Im Folgenden werden Ergebnisse eines Dissertationsprojekts (Akinwunmi
2012) dargestellt, welches Verallgemeinerungsprozesse im Rahmen von 30
klinischen Interviews untersuchte. In diesen wurden Lernenden der vierten
Jahrgangsstufe Aufgaben zur Entdeckung und Beschreibung mathemati-
scher Muster vorgelegt. Mit Hilfe Steinbrings Theorie zur Konstruktion
mathematischen Wissens (Steinbring 2005) wurden die Verallgemeinerun-
gen der Lernenden aus epistemologischer Perspektive in den Blick ge-
nommen. Der vorliegende Beitrag fokussiert im Folgenden auf die Darstel-
lung der sprachlichen Mittel, welche die Lernenden beim Verallgemeinern



mathematischer Muster nutzen und welche in den Beschreibungen die Rol-
le von Variablen und Termen einnehmen.

2. Verallgemeinerungsweisen

In der Analyse der Untersuchungsdaten zeigt sich, dass Kinder bei der Ver-
allgemeinerung wiederkehrende Beschreibungsmuster verwenden. So wer-
den im Folgenden fiinf Kategorien fiir Verallgemeinerungsweisen vorge-
stellt, welche sich in den klinischen Interviews als von den Lernenden
selbststindig verwendete Beschreibungsmuster finden lassen. Sie zeigen
auf, welche sprachlichen Mittel die Kinder nutzen, um mathematische
Muster und Strukturen {iber die sichtbaren Objekte hinweg zu beschreiben.

Angabe eines reprdsentativen
Lernende geben ein Beispiel M wel el 3. R becA00
an und kennzeichnen dieses 100+ 404 recd ne .

explizit als solches.

Die Kennzeichnung eines Beispiels als solches zeigt auf, dass es noch an-
dere Félle bzw. Objekte gibt, die durch das gegebene Beispiel nicht darge-
stellt werden, aber existieren. Es wird vom Gegeniiber, dem Empfanger der
Aussage, gefordert, dass er das konkrete Beispiel der Aussage erkennen
und auf andere Fille als die des gegebenen Beispiels beziehen kann.

Aufzihlung mehrerer Beispiele
Lernende zihlen mehrere Beispiele auf | Jch mﬁm e
und verweisen gegebenenfalls auf ei-
nen Fortlauf.

Durch die Angabe von generischen Beispielen ist es mdglich, nicht nur die
Existenz weiterer Fille, sondern ebenfalls eine Beziehung der angegebenen
Beispiele untereinander anzudeuten. So wird beispielweise vom Gegeniiber
erwartet, dass dieser den Abstand der auftretenden Fille rekonstruiert und
in der Lage ist, die Folge der generischen Beispiele fortzusetzen. Die Fort-
setzbarkeit der Beispielfolge wird von den Kindern teilweise beschrieben,
teilweise auch nicht erwéhnt.

Quasi-Variablen
Lernende verwenden konkrete Zahlen und verbinden
diese mit sprachlich verallgemeinernden Elementen.

,,Jch rechne immer
dreimal drei.*

Es kann beobachtet werden, dass Kinder konkrete Zahlen mit sprachlich
verallgemeinernden Mitteln verwenden, um allgemeine Sachverhalte zu
beschreiben. Die konkreten Zahlen stehen ohne Angabe eines Beispiels da-



bei aber nicht nur fiir die gewdhlten Zahlen, sondern sind als Platzhalter zu
verstehen.

,,Wenn da drei steht,

Bedingungssdtze dann rechne ich dreimal drei.*

Lernende verwenden Bedingungssitze.

Bedingungssitze ermdglichen es, sich zunéchst auf einen konkreten Fall zu
beziehen und dabei direkt andere mogliche Félle im Blick zu behalten. Es
wird zwar nur ein Fall unter der angegebenen Bedingung beschrieben, je-
doch wird vom Gegentiber gefordert, dass er zwischen den konkreten Ele-
menten, welche die Bedingung betreffen, und allgemeinen Elementen un-
terscheidet, welche iiber die gegebene Bedingung hinweg allgemein gelten
sollen.

Oie a2l 4o gue
Variablen sk s edkein i
Lernende verwenden Worter oder dorn  nesch g 2
tde
Zeichen mit Variablencharakter. i dl

Eine weitere Verallgemeinerungsmoglichkeit stellt die spontane Verwen-
dung von Zeichen mit Variablencharakter dar, bei der die Lernenden auf
Worter (wie hier die Beschreibung fiir den Term (n+1)+n) oder Symbolen
wie ,,?- 7 aus verschiedenen Kontexten zuriickgreifen.

Die hier vorgestellten Kategorien stellen in der Untersuchung vorgefunde-
ne Moglichkeiten der Kinder fiir Verallgemeinerungen dar. Diese diirfen
dabei nur auf einzelne Phasen eines Beschreibungsprozesses bezogen ver-
standen werden, nicht als Kompetenzen der Kinder. Sie werden je nach
Komplexitét des zu beschreibenden Gegenstandes, des in der Situation her-
angezogenen Referenzkontextes und der den Kindern spontan zur Verfii-
gung stehenden sprachlichen Mittel ausgewidhlt und konnen von ein und
demselben Kind nacheinander oder auch wihrend eines Beschreibungspro-
zesses in wechselnder Form verwendet werden.

3. Fazit

Im Mathematikunterricht dienen Verallgemeinerungen verschiedenen Zie-
len. Vor diesem Hintergrund werden die hier dargestellten Verallgemeine-
rungsweisen abschlieend betrachtet.

Ziel 1: Mit Verallgemeinerungen werden allgemeingiiltige Aussagen for-
muliert, das heilit eine Beschreibung gilt fiir alle Objekte des Musters bzw.
von gleicher Struktur. Hinsichtlich dieses Kriteriums weisen die ersten vier
Verallgemeinerungsweisen Grenzen auf. Sie treffen meist nur Aussagen fiir
ein konkretes Beispiel oder unter einer speziellen Bedingung und verwei-
sen nur darauf, dass es noch andere Fille gibt, auf welche die getroffene



Aussage bezogen und verdndert werden muss. Unter den vorgefundenen
Verallgemeinerungsweisen kann nur die Verwendung von Wortern und
Zeichen mit Variablencharakter dem oben genannten Anspruch geniigen,
allgemeingiiltige Aussagen zu treffen. Der Grund hierfiir liegt in der be-
sonderen Funktion der Variablen als Unbestimmten oder Verdnderlichen,
mit Hilfe eines Zeichens auf mehrere Objekte, gleichzeitig oder in einer
zeitlichen Abfolge, zu verweisen.

Ziel 2: Die Beschreibung verdeutlicht den allgemeinen Charakter des Mus-
ters, dient also dem ,Allgemein-verstanden-Werden® in der Interaktion.
Wenn Lernende ihre Erkenntnisse zu Mustern und Strukturen mitteilen
mochten, dann miissen sie eine Moglichkeit finden, das Muster so zu be-
schreiben, dass ihren Kommunikationspartnern deutlich wird, dass sie sich
nicht nur auf ein konkretes Objekt beziehen, sondern auf die den Objekten
aufgepriagte Struktur verweisen. Aus diesem Blickwinkel stellen alle fiinf
Verallgemeinerungsweisen Moglichkeiten dar, um {iber Muster und Struk-
turen zu kommunizieren und deren allgemeinen Charakter zu verdeutli-
chen. Bei allen Verallgemeinerungsweisen wird der Kommunikations-
partner aufgefordert, die Beschreibung iiber ein oder mehrere konkrete Bei-
spiele hinaus zu verstehen.

Wihrend dem Ziel der allgemeingiiltigen Beschreibung nur die Verwen-
dung von Wortern oder Zeichen mit Variablencharakter geniigen kann, sind
alle Verallgemeinerungsweisen dazu geeignet, den allgemeinen Charakter
der Muster zu verdeutlichen und so ein ,Allgemein-verstanden-Werden® in
der Interaktion zu ermoglichen. Bei Verallgemeinerungen steht die Ver-
standigung in der Interaktion im Mittelpunkt des Interesses der Lernenden.
Mit den dargestellten Verallgemeinerungsweisen gelingt es ihnen, mit ihren
sprachlichen Mitteln das Allgemeine im Besonderen zu beschreiben.
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