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"Wenn man das umgekehrt rechnet": Zum Verallgemeinern
distributiver Zusammenhange in der Grundschule

Die Thematisierung der Multiplikation 1im Mathematikunterricht in der
Grundschule hat in den letzten Jahren einen Wandel vollzogen. Wéhrend es
frither als Ziel galt, die einzelnen Einmaleins-Reihen nacheinander auswen-
dig zu lernen, um die Ergebnisse sicher abrufen zu konnen, stehen nun das
Verstindnis der Operation sowie eine beziehungsreiche Behandlung der
Multiplikation im Fokus (Kohler, 2019). Dabei sollen die Lernenden zum
einen inhaltliche Vorstellungen konstruieren (Grundvorstellungen) und zum
anderen strategische Werkzeuge (Rathgeb-Schnierer & Rechtsteiner, 2018)
entwickeln, mit denen sie Aufgaben l6sen und Ergebnisse aus bekannten
Aufgabenreihen ableiten konnen. Um diesen ganzheitlichen Zugang (Gai-
doschik, 2017) zur Multiplikation erfolgreich bewiéltigen zu konnen, ist u. a.
ein verallgemeinertes Verstiandnis distributiver Strukturen notwendig. Denn
das geschickte Zerlegen und Zusammensetzen von Aufgaben stellt eine
Grundlage fiir das Nutzen strategischer Werkzeuge, wie dem Ableiten, dar.
Studien zur Multiplikation (z.B. Baiker & Goétze, 2019; Kohler, 2019) zeigen
jedoch, dass es insbesondere in Bezug auf ein Verstindnis und Anwenden
der distributiven Zusammenhénge zu Schwierigkeiten kommt. Statt Multi-
plikationsaufgaben distributiv zusammenzusetzen, orientieren sich Lernende
zuweilen an mathematisch unpassenden oder inkorrekten Strukturen und fii-
gen bspw. unterschiedliche Multiplikationsaufgaben auf eine additive Art
zusammen: 5-3 + 2-3 = 7-6 (Baiker & Gotze, 2019). Da der unterrichtliche
Zugang des ganzheitlichen Konzepts nun jedoch auf genau diesen distribu-
tiven Zusammenhéngen basiert, ist es notwendig zu erforschen, inwiefern
solche (Fehl-) Vorstellungen im Kontext der Distributivitét zu erkldren sind.
Dazu wurde in der vorliegenden Studie das Zusammensetzen von Multipli-
kationsaufgaben beleuchtet.

Aus Studien zu Verallgemeinerungsprozessen im Kontext anderer mathema-
tischer Inhalte ist bekannt, dass das Nutzen von Anschauungsmitteln die Ler-
nenden bei der Einsicht in allgemeingiiltige Strukturen unterstiitzen kann
(z.B. Wilkie, 2016). Zur Thematisierung der Multiplikation wird im Unter-
richt u.a. auf Felddarstellungen (vgl. Abb. 1) zuriickgegriffen. Die Schii-
ler*innen konnen dabei bspw. eine Reithe von Punkten als eine gleichméch-
tige Gruppe bzw. als Multiplikanden deuten und in Beziehung zur Anzahl
dieser Gruppen, dem Multiplikator, setzen. Eine solche intendierte Deutung
muss jedoch erst erlernt werden, denn nicht immer nehmen die Kinder die
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Relationen der Multiplikation in den Blick (Kuhnke, 2013). Inwiefern Ler-
nenden eine solche Felddarstellung konkret im Kontext der Distributivitat
deuten und dabei in Beziehung zu symbolischen Multiplikationsaufgaben
setzen, ist empirisch bislang kaum erforscht. Eine Untersuchung dessen
scheint gleichwohl bedeutungsvoll, um Erkldrungen zu den unterschiedli-
chen Vorstellungen beim Erwerb von Einsichten in distributive Zusammen-
hinge zu finden. Die Fragestellung des Projekts lautet daher: Wie nutzen
Lernende Darstellungen (symbolisch notierte Multiplikationsaufgaben und
die Felddarstellung) beim Verallgemeinern distributiver Zusammenhéinge?

Zum methodischen Zugang

Um diesem Forschungsinteresse nachzugehen, wurden im Jahr 2019 leitfa-
dengestiitzte Einzelinterviews mit 31 Drittkldssler*innen drei unterschiedli-
cher Grundschulen durchgefiihrt. In den Interviews wurde das distributive
Zusammensetzen von Multiplikationsaufgaben fokussiert. Die Lernenden
wurden bspw. gefragt, ob man die Aufgaben 5-3 und 2-3 zusammenfiigen
kann. Zur Deutung und Beantwortung der Fragen standen den Kindern ei-
nerseits eine Felddarstellung, Punktefelder oder Holzblocke (vgl. Abb. 1),
und andererseits die symbolische Notation der Multiplikationsterme (vgl.
Abb. 2) zur Verfiigung.
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Abb. 1: Punktefeld und Holzblock Abb. 2: Multiplikationsterme

Die dabei entstandenen videografierten Daten wurde zum einen mit Hilfe der
Interaktionsanalyse (Krummheuer, 2012) und zum anderen unter Riickgriff
des epistemologischen Dreiecks (Steinbring, 2005) ausgewertet. Auf diese
Weise konnten sowohl die interaktiven Bedeutungsaushandlungen um die
distributiven Zusammenhénge als auch die dabei vollzogenen Deutungspro-
zesse rekonstruiert werden.

Zu den Ergebnissen

Die Ergebnisse zeigen, dass Lernende beide Darstellungen (vgl. Abb.1 und
Abb. 2) beim Zusammensetzen von Multiplikationsaufgaben unterschiedlich
als Referenzkontexte heranziehen (Hiiser, im Druck). Beim Verallgemei-
nern, ob und wie Multiplikationsterme zusammenzusetzen sind, bezogen
sich die Kinder bei den symbolisch dargestellten Multiplikationsaufgaben
auf folgende fiinf Merkmale: Produkte der einzelnen Terme (2-3+5:3=6-15),
Reihenfolge der Terme (in Kombination mit den Positionen der Faktoren:
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2-3+5-:3=25-33), die Positionen der Faktoren (2:3+5:3=7-6), die Gleichheit
der Faktoren (2-3+5-3=7-3, weil "3 gleich ist") und die Reihenzugehorigkeit
(2-3+5-3=7-3, weil "beides zur 3er-Reihe gehort"). Bei der Felddarstellung
bezogen sie sich auf folgende fiinf Merkmale: gesamte Rechtecksaufgabe
(,,die neue Aufgabe ist dann 7-3%), gesamte Rechtecksform (,,weil ein neues
Feld entsteht, kann man die beiden Aufgaben zusammenfiigen*), die Aus-
richtung des Felds (,,wenn die 3 hinten steht, muss das Feld nach unten lie-
gen®), die gleiche Spaltenanzahl (,,es geht zusammen, weil in beiden Feldern
immer eine 3 ist*) und die gleiche Spaltenlinge (,,es geht, weil beide Felder
gleich lang sind®).

Dabei zogen die Lernenden teilweise auch mehrere Referenzkontexte gleich-
zeitig heran. Bspw. fokussierten die Kinder in den Aufgabentermen héiufig
die Positionen und die Gleichheit der Faktoren, sodass sie die Aufgaben 5-3
und 2-3 entsprechend des Distributivgesetzes zu der Aufgabe 7-3 zusammen-
setzten, ein Zusammenfiigen der Aufgaben 5-3 und 3-2 jedoch verneinten, da
die Multiplikanden nun nicht mehr gleich waren. Im Kontext dieses Aufga-
benbeispiels kam es aber ebenso vor, dass die Kinder sich zur Regelbedin-
gung auf die Gleichheit der Faktoren bezogen, die geltende Kommutativitét
erkannten und ein Zusammenfiigen der Aufgaben 5-3 und 3-2 bejahten. Zur
Regelanwendung griffen sie dann jedoch erneut auf die Positionen der Fak-
toren zuriick, sodass aus 5-3 und 3-2 die Aufgabe 8-3 gebildet wurde, indem
sie die Multiplikatoren addierten und einer der Multiplikanden auswéhlten.
Durch die Rekonstruktion der Referenzkontexte wird nachvollziehbar, wa-
rum Lernende Aufgaben nicht immer entsprechend der Distributivitdt zu-
sammensetzen, sondern auf weitere Weisen verkniipfen. Sie handeln auf Ba-
sis unterschiedlicher begrifflicher Deutungen der Distributivitét.

Die Auswertung der Daten zeigt ebenso, dass der explizite Gebrauch der
Felddarstellung die Lernenden dabei unterstiitzen kann sich von weniger
tragfahigen Referenzkontexten, wie den Positionen der Faktoren, zu 16sen
und sich auf die Gleichheit der Faktoren, z.B. im Sinne einer gleichméchti-
gen Gruppe, zu beziehen. So gelang es bspw. einem Schiiler die Aufgaben
2-3 und 2-4 nach dem Gebrauch der Blocke zu verkniipfen, obwohl er zu-
nichst ein Zusammenfiigen verneint hatte: "weil hier ist keine 4 (zeigt auf
die 3 der 2-3-Karte) oder hier ist keine 3 (zeigt auf die 4 der 2-4-Karte)".
Nach einer Aufforderung der Interviewerin die Aussage mit den Blocken zu
priifen, schob er beide Blocke zusammen, fokussierte dabei die gesamte
Rechtecksform und erkannte, dass die Aufgaben doch passend sind. Darauf-
hin betrachtete er die Aufgabenterme neu: "2 (zeigt auf die 2en der 2-3-Karte
und 2-4-Karte) wenn man das umgekehrt rechnet\". Wenn Kinder demnach
die Felddarstellung als Referenzkontext heranziehen, kann dies potenziell
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dazu beitragen, dass sie ihre begriffliche Deutung um die distributiven Zu-
sammenhinge ausweiten und Aufgaben korrekt zusammenfiigen.

Bedeutung fiir den Unterricht

Die rekonstruierten Referenzkontexte zeigen auf, dass Lernende auf Grund-
lage unterschiedlicher Fokussierungen der Darstellungen handeln und somit
zu verschiedenen begrifflichen Deutungen der distributiven Zusammen-
hinge gelangen. Daran ankniipfend liefern die Ergebnisse zudem Anhalts-
punkte zur expliziten Thematisierung der distributiven Zusammenhénge im
Unterricht. Um im Kontext des Verallgemeinerns Ausweitungsprozesse zu
initiieren, scheint vor allem der Einsatz der Felddarstellung ertragreich zu
sein. Durch den Wechsel der Darstellung gelang es den Kindern sich auf
symbolischer Ebene bspw. von den Positionen der Faktoren zu 16sen. Dies
1st insofern von Relevanz, als dass sie dadurch lernen die distributiven Zu-
sammenhinge zunehmend auf weitere Fille zu iibertragen, um diese dann
potenziell im Sinne eines strategischen Werkzeugs (Rathgeb-Schnierer &
Rechtsteiner, 2018) flexibel nutzen zu kdnnen.
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