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Von der Hypothese zum Beweis: Mit DGS entdeckend
Argumentieren lernen

Mathematisches Argumentieren ist eine facettenreiche prozessbezogene
Kompetenz, die fiir den Geometrieunterricht eine besondere Relevanz hat.
Auch wenn dynamische Geometriesoftware (DGS) Moglichkeiten zur For-
derung der Argumentationskompetenz schafft, kann das Entwickeln deduk-
tiver Beweise fiir Lernende weiterhin eine Herausforderung sein (Bescherer
& Hoffkamp, 2022). Dieser Beitrag stellt theoretische Grundlagen dieser
Problemstellung dar und gibt einen Einblick in ein Forschungsprojekt, wel-
ches UnterstiitzungsmafBnahmen fiir Lernende im Beweisprozess untersucht.

Mathematisches Argumentieren und Beweisen

In diesem Beitrag wird unter mathematischem Argumentieren ,,die Generie-
rung, Untersuchung und Absicherung von Vermutungen und Hypothesen in
Bezug auf deren (objektiven oder individuell eingeschétzten) Wahrheitsge-
halt* (Reiss & Ufer, 2009, S. 157) verstanden. Argumentieren kann demnach
vielfaltige Formen annehmen. Es umfasst sowohl ergebnisoffene Explorati-
onen mathematischer Zusammenhénge und Plausibilititsbetrachtungen als
auch ,,Aktivititen zur Absicherung einer bereits als plausibel angenomme-
nen Behauptung® (Reiss & Ufer, 2009, S. 157). Dem letzten Aspekt wird das
Beweisen zugeordnet, welches sich durch deduktive Schliisse, den Bezug auf
eine mathematische Rahmentheorie und ein gewisses Maf3 an Formalitat von
anderen Argumentationsformen abhebt (Reiss & Ufer, 2009). Der Beweis-
prozess ist durch typische Aktivititen gekennzeichnet, welche in den folgen-
den Phasen zusammengefasst werden konnen (n. Kirsten, 2021, S. 36):

Aufstellen einer Vermutung (1),

Entwicklung einer formalen oder informalen Beweisidee (2),
Ausarbeiten einer deduktiven Beweiskette (3) und

e Formulieren eines Beweises entsprechend der jeweiligen Standards (4).

Dabei sind besonders die ersten beiden genannten Phasen durch explorative
Tatigkeiten und priformale Argumentationen gepriagt. Zwischen der Vermu-
tungsgenerierung (Phase 1) und der eigentlichen Beweiskonstruktion (Pha-
sen 2 bis 4) kann eine produktive Verbindung bestehen, wenn die wiahrend
Phase 1 gewonnenen Erkenntnisse und Argumente bei der Entwicklung des
Beweises aufgegriffen und in eine deduktive Argumentationskette tiberfiihrt
werden konnen. In diesem Fall wird auch von einer cognitive unity zwischen
der Vermutungsgenerierung und dem Beweis gesprochen (Pedemonte,
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2007). Damit geht die Annahme einher, dass ,,[...] eine reichhaltige Argu-
mentation eine erfolgreiche Beweiskonstruktion [fordert]* (Kirsten, 2021, S.
21).

Schwierigkeiten im Beweisprozess und die Rolle von DGS

Eine solche produktive Verbindung zwischen der generierten Vermutung
und threm deduktiven Beweis herzustellen, kann fiir viele Lernende heraus-
fordernd sein. Bescherer und Hoffkamp (2022) sprechen in diesem Kontext
von einem ,,Spannungsfeld zwischen dem Argumentieren als Prozess an sich
und dem Beweis als Endprodukt eines Argumentationsprozesses® (S. 348),
das insbesondere durch die Unterschiedlichkeit der dabei vorkommenden
Schlussweisen geprégt ist: Wihrend Vermutungen und Argumente in explo-
rativen Phasen hiufig per Abduktion und Induktion gewonnen werden, miis-
sen sie fiir den Beweis in eine deduktive Argumentationskette tiberfiihrt wer-
den (Pedemonte, 2007). Die Schwierigkeiten von Lernenden beim Beweisen
wurden durch empirische Untersuchungen bestatigt (vgl. z.B. Heinze et al.,
2005). Dabei gilt vor allem das Finden einer Beweisidee als herausfordernd.
Weitere Schwierigkeiten von Lernenden zeigen sich jedoch auch in den an-
deren Phasen des Beweisprozesses (Kirsten, 2021; Reiss & Ufer, 2009).

Der Einsatz von DGS schafft zahlreiche Moglichkeiten fiir Beweisprozesse
im Geometrieunterricht und kann besonders in Phase 1 unterstiitzend wirken.
Im Zugmodus einer DGS konnen geometrische Objekte durch Bewegung
variiert werden, wihrend die thnen per Konstruktion inhdrenten geometri-
schen Beziehungen invariant bleiben. Das Beobachten solcher Invarianzen
in DGS ermoglicht es, mathematische Zusammenhinge zu entdecken und
Vermutungen dariiber zu generieren. Beispiele aus theoretischer und empi-
rischer Perspektive zeigen, dass in DGS-gestiitzten Lernumgebungen dar-
iiber hinaus auch eine cognitive unity zwischen der Vermutungsgenerierung
und dem Beweis ermoglicht werden kann (Baccaglini-Frank, 2011; Besche-
rer & Hoffkamp, 2022). Betont wird dabei stets die entscheidende Rolle der
Lehrkraft, welche die Lernenden durch geeignete Lehr-Lern-Szenarien und
thr Handeln (Hinweise etc.) unterstiitzen muss (Bescherer & Hoffkamp,
2022). Wie solche Lernumgebungen und Hilfestellungen jedoch systema-
tisch gestaltet werden konnen, sodass eine cognitive unity ausgebildet wird
und moglichst vielen Lernenden der Ubergang zum Beweis gelingt, ist bisher
wenig untersucht (Bescherer & Hoffkamp, 2022; Jahnke et al., 2023).

Forschungsprojekt zum Lerngegenstand ,Satz des Thales*

In meinem Promotionsprojekt greife ich dieses Forschungsdesiderat im Kon-
text des Lerngegenstandes ,Satz des Thales® auf und adressiere die folgenden
Forschungsfragen:
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1. Wie kann eine Lernumgebung zum Satz des Thales gestaltet sein, sodass
Lernende mithilfe von DGS selbststindig Hypothesen zu geometrischen Zu-
sammenhdngen generieren, den Satz des Thales entdecken und ihn schliefs-
lich beweisen?

2. Welche Unterstiitzungsmafsnahmen sind in dieser DGS-Lernumgebung
zum Satz des Thales notwendig, damit Lernende den Ubergang von der Satz-
findung zum mathematischen Beweis des Satzes bewiltigen konnen?

Im Rahmen dieses Beitrags liegt der Fokus auf der ersten Forschungsfrage.
Die vor dem Hintergrund des Forschungsinteresses konzipierte Lernumge-
bung umfasst fiinf Aufgaben und Applets in der DGS Cinderella und richtet
sich an Lernende der 7. bis 8. Klassenstufe. Die Aufgaben bilden alle we-
sentlichen Phasen des Beweisprozesses ab: Die Lernenden sollen Vermutun-
gen iiber geometrische Zusammenhéinge generieren, den Satz des Thales und
seine Umkehrung entdecken, stiitzende Argumente finden und diese in eine
deduktive Argumentationskette liberfithren, um den Satz zu beweisen. Die
Lernumgebung wurde bereits in fliinf Unterrichtsstunden a 45' pilotiert. Der
vorliegende Beitrag stellt ausgewiahlte Aufgaben daraus exemplarisch vor.

Mit der Aufgabe in Abbildung 1 sollen die Lernenden den Satz des Thales
entdecken. Hierfiir positionieren sie den frei beweglichen Punkt C im DGS-
Applet an verschiedenen Stellen auf dem gegebenen Kreis. Als Konsequenz
kann dann beobachtet werden, dass die WinkelgroBBen von y fiir diese Posi-
tionen von C jeweils (circa) 90° betragen (vgl. Abb. 1, rechts). Daraus resul-
tiert die Vermutung: Wenn der Punkt C auf der Kreislinie liegt, dann ist der
Winkel y ein rechter Winkel — die Aussage des Satzes des Thales.

In einer DGS wurden ein Dreieck ABC und der Kreis mit
dem Durchmesser AB konstruiert. Auerdem wurde der
Winkel y gemessen.

a) Erzeuge verschiedene Dreiecke, bei denen C auf der
Kreislinie liegt. Merke dir die WinkelgréRen y dieser
Dreiecke, indem du jeweils auf ,@° klickst. Formuliert
nun zu zweit mithilfe eurer gemerkten WinkelgroRen
eine Vermutung tber den Winkel y:

Wenn der Punkt C

dann ist der Winkel y

Abb. 1: Aufgabe der Lernumgebung (links) und dazugehoriges Applet (rechts)

In einer anderen Aufgabe der Lernumgebung ist das Vorgehen umgekehrt.
Der Winkel y wird durch Bewegung von C im Zugmodus mehrmals auf 90°
eingestellt und die verschiedenen Positionen von C werden markiert. Es kann
die Konsequenz beobachtet werden, dass die Markierungen von C auf einer
Kreislinie liegen, was auf die Umkehrung des Satzes des Thales als Vermu-
tung fiihrt. Die Art der Abhdngigkeit der in DGS beobachteten Invarianten
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(,y =90°¢ und ,C liegt auf dem Thaleskreis iiber AB*) bestimmt in den vor-
gestellten Aufgaben also die logische Abhdngigkeit in der zu formulierenden
Vermutung (Baccaglini-Frank & Mariotti, 2010). Trotz dieser Korrespon-
denz von Bewegungsabhingigkeit in DGS und logischer Abhingigkeit
wurde das Unterscheiden von Pramisse und Konklusion im Satz des Thales
und seiner Umkehrung bei einer Pilotierung des Aufgabendesigns als
Schwierigkeit fiir Lernende identifiziert. Diese Beobachtung legte die Vor-
gabe von Formulierungshilfen fiir die Vermutung nahe (vgl. Abb. 1, links).

Nachdem der Fokus der bisherigen Entwicklungsarbeit vorwiegend auf der
Phase der Vermutungsgenerierung im Beweisprozess der Lernumgebung
lag, werden im weiteren Verlauf des Projektes die zielgerichtete Auswahl
von UnterstlitzungsmafBnahmen fiir die Beweiskonstruktion und die Unter-
suchung ihrer Wirkung auf die Argumentationen der Lernenden sowie auf
das Herstellen einer cognitive unity (Forschungsfrage 2) fokussiert.
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